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INTRODUCTION

Ce document est le résultat d'une collaboration entre les enseignants de mathématiques de
I'Ecole d'Architecture Languedoc-Roussillon et le groupe géométrie de I'Institut de Recherche sur
I'Enseignement des Mathématiques de Montpellier.

Nous avons tenté de rassembler les connaissances pouvant servir de point d'appui a un
futur architecte dans l'utilisation de la géométrie. Pour les étudiants peu motivés par les
mathématiques, parfois rebutés par les calculs, nous avons tenté de respecter quelques équilibres
entre chapitres avec ou sans calcul. Equilibres entre les ¢léments permettant de structurer le plan
(polygones réguliers, surfaces, frises, pavages) et ceux permettant de structurer I'espace (polyedres
réguliers ou non, problémes d'intersections, angles di¢dres).

Mais il est évident que les données élémentaires que constituent les théorémes de
Pythagore et de Thalés ainsi que la trigonométrie et la résolution des équations du second degré
sont incontournables. Aussi pour les étudiants non familiarisés avec le second degré ou la
trigonométrie nous avons prévu un chapitre permettant de faire brievement le point.

Nous avons également proposé un travail sur I'ellipse qui est au centre de la représentation
des corps ronds. Nous aurions pu ajouter une étude plus compléte sur les coniques mais celles-ci
peuvent également étre abordées en géométrie descriptive comme problémes d'intersections.

Enfin, pour les étudiants désireux d'approfondir certains des thémes abordés, nous avons
regroupés dans une bibliographie des documents ou ouvrages pouvant les aider dans leur
démarche.

Nous remercions particuliérement J. NAUDEILLO pour son concours dans la réalisation
de nombreuses figures ainsi que R. BRUNET et M. C. COMBES pour leur collaboration et leur
aide précieuse dans la mise en pratique de ce document.

T. BERTHOMIER, F. BONAFE.



CHAPITRE 1

FIGURATION ET FORMALISME

I s'agit pour I'essentiel d'exploiter visuellement une figure a partir de simples propriétés
sur les surfaces, afin d'établir et d'utiliser d'autres propriétés déja connues ou a découvrir.

1°) LES PRINCIPES DE BASE.

Regle 1: la surface d'un triangle est invariante dans tout déplacement ou retournement.

Elle est donnée par S = %bh quelles que soient la base b et la hauteur h correspondante.

Reégle 2:
D' St D et D' sont paralléles, la surface du
triangle ABC est indépendante de la
position de C sur D'.
D,

: S(ABC) = S(ABC") = S(ABC")
A B

Régle 3: réciproquement, si un triangle a une surface fixe donnée et un coté AB fixe,
son troisiéme sommet C située d'un coté donné de AB, est sur une droite paralléle a AB.

Régle 4:
A, B, C étant alignés, les surfaces des
triangles ABS et BCS sont dans le rapport
de leurs bases AB et BC.

S(ABS) AB

A B C S(BCS) BC

Application: Démontrer que la droite qui passe par les milieux de deux cotés d'un triangle
est parallele au troisieme coté.

Preuve: On désigne par a, b, c, les surfaces respectives des triangles AL} ,C1J, BIJ.
Comme a=Db eta = c (régle 4) on en déduit b = ¢ et la régle 3 donne 1] paralléle a BC.




Exercices:
cOtés est égal & la moitié du troisieme.

1) Démontrer que dans un triangle le segment qui joint les milicux de deux

2) Etablir que les médianes d'un triangle le partagent en six triangles de

méme surface.

2°) LE THEOREME DE THALES.

Deux points de vue coexistent

Lignes proportionnelles

Des paralleles déterminent sur des
sécantes des segments proportionnels.

Triangles semblables

o
Si l'on trace une paralléle & un coté
d'un triangle, clle détermine deux triangles
a cOtés proportionnels.

AB _BC _CD AC AB _AB'_ BB
A'B_BC CD_AC T AC_ AC CC
; . g AB "
Exercices: 1) Dans le cas des triangles semblables, établir que — = Y puis une
réciproque.
2) Dans le cas des triangles semblables, établir que AB = —I—BE
AC CC .
3) Dans le cas des triangles semblables, établir que B = AL = BG ce
AB' AC' B'C

qui justifie le cas des lignes proportionnelles.
A retenir:

Point de vue géométrique.

Point de vue algébrigue. Sous réserve que les dénominateurs ne soient pas nuls,

¢ b
— alors — = —

On dit que deux triangles sont semblables dans chacun des cas suivants:

a
C

-Ils ont deux angles égaux.
-Ils ont un angle égal compris entre deux cotés proportionnels.
-1ls ont leurs trois cotés proportionnels.




Application: Dans un triangle ABC rectangle en A, on désigne par H le pied de la hauteur.
En posant AB =¢, AC=b, AH=h, BC =a, BH=d, CH = e, établir que b> +¢* =a’.

B Preuve:
On peut mettre en évidence que ABC et ABH sont semblables, et
endéduire =< et ad=c”.
a ¢
On peut également mettre en évidence que ABC et ACH sont
b
semblables, on a alors —=— et ae=b?.
H b e
Enfin b’ +¢’ =ae+ad =a(e+d)=a’.

Exercices: 1) Etablir de méme dans la figure ci-dessus les relations ha = bc et h® =ed.
2) Démontrer que les aires de deux triangles semblables sont dans le carré
du rapport de leurs cotés.

A 1 B
/ ad 3) ABCD est un rectangle, | et ] sont les milieux des cotés AB et

AD. Les segments BJ et DI se coupent en K.

a) Démontrer que IBK et JKD ont méme surface. En
déduire que AKI et AKJ ont méme surface, puis que BKC et DKC
¢ ont méme surface

b) Déterminer le rapport H{BLDE]}
S(AIJK)
3°) LE THEOREME DE CEVA.
C
- ABC est un triangle, X, Y, Z sont des points pris sur les
X cotés respectifs BC, AC, AB.

X Si les droites AX, BY, CZ sont concourantes alors on a:

BX CY Az

eVt iy |
XC YA 7B
A 7 B
Démonstration:

B

Des figures ci-dessus, on peut écrire:
AZ S(AZP) S(AZC) S(AZP)—-S(AZC) S(APC)

7B S(BZP) S(BZC) S(BZP)-S(BZC) S(BPC)




BX _S(BPA)  CY _S(CPB)
XC ~ S(CPA) YA ~ S(APB)’
BX CY AZ_S(BPA) S(CPB) S(APC)_
XC YA “ZB  S(CPA)  S(APB) S(BPC)

De méme sur les autres bases BC et CA, on établit

On obtient donc

Exercices: 1) Ecrire et démontrer la réciproque de ce théoréme. Utiliser cette
réciproque pour démontrer que les médianes d'un triangle sont concourantes.
2) Avec les hypothéses de I'exercice 3 précédent démontrer que les points

A, K et C sont alignés.

4°) LE THEOREME DE PAPPUS.

Exercice:
& D c
ABCD est parallélogramme.
Justifier que pour tout choix des points C et
D sur A' tel que ABCD soit un parallélogramme, la
surface ABCD garde la méme valeur.
A A B
Théoréme:

ABC est un triangle quelconque. On
construit a l'extérieur les parallélogrammes
AA BBet AA,C,C.

Soit P, l'intersection de A B, et A,C,. Sur
la droite PA qui coupe BC en D, on place le pomt
Q tel que PA = DQ.

Par le point Q, on construit B, et C, de
sorte que BB,C,C soit un parallélogramme.

B, Q c,

Dans ces conditions, ona:  {S(AAB,B)+S(AA,C,C) = S(BB,C,0)]

Démonstration:
On construit B' sur PB,, C' sur PC,, B, et C, sur la droite B,C, de sorte que B', B, B, ainsi

queC',C,C, soient alignés et que BB, CC', AD, soient paralleles. Ainsi BB,C,C est un
parallélogramme comme on peut le voir sur la figure suivante.

A T'aide du résultat établi dans le précédent exercice, on peut alors montrer que
S(AA,B,B) =S(PB'BA) =S(BDQB,).



On montre ensuite que
S(AA,C,C)=8(PC'CA)=S5(CDQC,)

Comme on a
S(BDQB, ) +S(CDQC,) = S(BCC,B,)

on obtient
S(BDQB, ) +8(CDQC, ) =S(BCC,B,)
et le résultat est acquis.

Exercice: Dans le cas ou ABC est rectangle en A et les parallélogrammes AA B,B et
AA,C,C sont des carrés, retrouver le théoréme de Pythagore.
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PROBLEMES:

Probléme 1: ABC est un triangle équilatéral, O est un point situé a l'intérieur de ABC.
Démontrer que la somme des distances de O aux cotés de ABC est constante.

Probléme 2:

A partir du triangle ABC ci-contre, on
construit les triangles AIBICI1, puis A2B2C2,
A3B3C3, ... jusqu'a AnBnCn.

Pour cela, on reporte les longueurs AB sur la
droite (AB), BC sur la droite (BC), CA sur la droite
(CA), toujours dans le méme sens, d'abord 1 fois,
puis 2 fois, 3 fois ........... jusqu'a n fois.

Le probleme consiste a évaluer les aires
A1IBICI, A2B2C2, A3B3C3 ............ AnBnCn, en
fonction de 'aire du triangle initial ABC.

Probléme 3:

Reprendre le probléme 2 a partir non pas d'un triangle
ABC, mais d'un carré ABCD.
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ABCD est un quadrilatére convexe. Peut-on

construire a l'intérieur un point O tel que
S(OAB) = S(OBC) = S(OCD) = S(ODA) ?

D

Probléme §:
ABCD est un quadrilatére convexe, I, J, K, L, sont les milieux de AB, BC, CD, DA.

On souhaite construire a l'intérieur un point O
tel que S(OIAL) = S(OJBI) = S(OKCJ) = S(OKDL).

Pour cela, on désigne par M et N, les milieux
des diagonales AC et BD.

1°) Justifier que S(ALMI) = 1/4 S(ABCD).

2°) Ou placer le point O pour que

S(ALMI) = S(OIAL) ?

3°) Refaire un raisonnement analogue avec
S(BINJ) ( montrer dabord que S(BINJ) = 1/4
S(ABCD), placer ensuite O pour que S(BINJ) =
S(OJBI) ). En déduire la position de O pour que

S(OIAL) = S(OJBI) = 1/4 S(ABCD).

4°) Justifier que O ainsi obtenu répond a la
question.

Probléme 6: "Le trapéze complet.”

§ ABS est un triangle, M est le milieu de AB.
C est un point de AS et D est un point de BS, de sorte que les
droites AD, BC et SM soient concourantes en 1.
1°) Démontrer que les droites CD et AB sont paralléles.
C iy 2°) Démontrer que la droite SM coupe CD en son milieu.
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CHAPITRE 11

RESOLUTION DES TRIANGLES

Ce chapitre résume pour l'essentiel, les diverses méthodes qui permettent lorsque un
triangle est fix¢, d'en calculer les divers éléments. Il prend appui sur ce que nous appelons les
trois cas d'existence d’un triangle ( la majeure partie du travail effectué dans ce chapitre nécessite
quelques connaissances et savoir-faire en trigonométrie dont l'essentiel est contenu dans le
chapitre [X de ce document ).

1°) LES TROIS CAS D'EXISTENCE D'UN TRIANGLE.

Un triangle est défini ( 2 une isométrie ' prés):

-Soit par ses trois cotés,

-Soit par deux cotés et I'angle qu'ils déterminent,

Soit par deux angles et le c6té qui leur est commun.

VY

Exercices: 1) Donner des contre-exemples montrant:

a) Que deux cotés et un angle ne conduisent pas a un seul triangle ( & une symétrie pres ).

b) Que deux angles et un coté ne conduisent pas a un seul triangle ( & une symétrie prés ).
2) Combien de données complémentaires sur angles et cotés doit-on

préciser lorsque un triangle est équilatéral? Isocéle? Rectangle?

2°) THEOREME D'AL-KASHI (OU PYTHAGORE GENERALISE ).

Lorsque dans un triangle on connait deux cotés b et c,
ainst que langle A qu'ils Forment le tronsleme coté a
( opposé a A ) est donné par a> = b” +¢’ —2bc(cosA).

B C B
Dans les deux cas de figure ci-dessus (A aigu ou A obtus) on peut €crire:

" On pourra consulter le chapitre IV & ce sujet.
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AH’ + BH? = AB? et BH? + CH? = BC2.
Ainsi, BC* = CH’ +(AB’ — AH?) = AB? +(CH + AH)(CH — AH).
Si A est aigu alors BC> = AB? + CA(CA — 2AH) = AB> + CA” — 2CA x AH avec
AH = ABcosA .
Si A est obtus alors BC? = AB +(CA +2AH)CA = AB? + CA2 + 2CA x AH avec
AH = ABcos(180-A) = ~ABcosA .
Le résultat est donc le méme dans les deux cas.

Application: Vérifier qu'un triangle ayant un angle de 60° compris entre deux cotés égaux
est équilatéral.

Preuve: Soit b le coté connu, A l'angle connu et a le c6té inconnu. Nous avons
a’ =2b’ - 2b’(cosA) avec cos60° = 1/2, donc a =2b>—b? =b’ et a = b. Le triangle ayant ses
trois cotés égaux est bien équilatéral.

Exercices: 1) Un triangle a un angle de 60° compris entre deux cétés de Scm et 10cm.

Déterminer la longueur du troisiéme coté ainsi que les angles manquants.
2) Un triangle est donné par ses trois cotés a, b, c. Quelles sont les

longueurs de ses trois médianes? Quels sont ses angles sia =5, b =0, 6 =77
3) Un triangle est donné par ses trois cotés a, b, c. Quelles sont les

longueurs de ses trois hauteurs ?

Le théoréme de Pythagore généralisé apporte donc des réponses aux questions

suivantes:

-Que sont les angles d'un triangle dont on connait les cotés ?

-Que sont le troisitme c6té et les deux autres angles d'un triangle dont on
connait deux cotés et I'angle qu'ils déterminent? Il ne permet pas de répondre directement a
la question suivante: que sont les deux autres c6tés d'un triangle dont on connait deux

angles et le c6té qui leur est commun ?

3°) LOI DES SINUS ET TROISIEME RESOLUTION DES TRIANGLES.

A, B, C étant un triangle quelconque, on a:
sinA _sinB B sinC
a b v
aveca=BC b=ACetc = AB.

Démonstration:
Supposons que les trois angles du triangle ABC sont aigus.

. H étant le pied de la hauteur issue de A, nous avons:
AH =cxsinB et AH = b x siné, donc, ¢ x sinB = b x siné, et

sinB  sinC
enfin —— ="— "

b c
En reproduisant ce raisonnement sur une autre hauteur, on

sinA  sinB  sinC

a b c

obtiendra
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Exercices: 1) Reprendre la démonstration ci-dessus dans le cas ot un des angles est

obtus.

2) Un triangle ABC est donné par deux angles AetB et le coté ¢ qu'ils
déterminent. Retrouver en fonction de ¢, A et B, les longueurs des deux autres cotés. Faire une
application numérique avec ¢==10, A = 60° et B=45°

3) Sur la figure ci-contre A et B sont deux points inaccessibles
dont on veut mesurer la distance.
A partir de deux points accessibles M et N dont on
— connait la distance d, on reléve les angles:
BMN =0, BMA =B, ANM =a’, ANB='.
Calculer la distance AB en fonction de d, o, o, Betp'

4°) COCYCLICITE ET RAYON DU CERCLE CIRCONSCRIT.

Théoréme 1:
C

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un triangle
soit rectangle est que son hypoténuse soit diamétre de son cercle
circonscrit.

Démonstration: Si ABC est rectangle en C, alors on peut construire un point D tel que
ACBD soit un rectangle de centre O. Un rectangle ayant ses diagonales de méme longueur, on
peut en déduire que OA = OB = OC et donc que O est centre du cercle circonscrit 4 ABC. .

Réciproquement, si le milieu O de I'hypoténuse est centre du cercle circonscrit, OB = OC,
donc la médiatrice de BC passe par O et le milieu de BC. La réciproque du théoréme de Thalés
montre que cette médiatrice est paralléle 4 AC, comme elle est perpendiculaire a BC, on a bien
AC perpendiculaire 2 BC.

Théoréme 2:
L - A, B, C sont trois points d'un cercle de centre O, ACB
: et AOB sont les angles qui contiennent un méme arc AB et
7 . deplus ACB < 90°,
;/ 0 | Dans ces conditions AOB =2ACB
\\ Ce que l'on énonce par: dans un cercle l'angle au
/ centre est le double de l'angle inscrit interceptant le méme
A A8 pre
™

Remarque: On a volontairement restreint ce résultat au cas ou ACB < 90°.
Lorsque ACB > 90°, on se raménera au cas précédent en partageant l'angle ACB a l'aide
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de la droite CO, on aura ainsi deux

angles ACO et OCB inférieurs a 90°
appliquer le théoréme 2 ci-dessus.

auxquels on pourra

Exercices: 1) Démontrer le théoréme précédent selon que
-O est a l'intérieur de ABC.
-O est a I'extérieur de ABC.

(‘on peut utiliser le théoréme 1 et le point C' diamétralement oppos¢ a C)
2) Démontrer les deux conséquences suivantes:

Conséquence 1: A, B, C étant trois points d'un cercle, l'angle ACB est
constant pour tout point C situé¢ du méme coté de AB.

Conséquence 2: A, B, C, C' étant
part et d'autre de AB, ona ACB+AC'B = 180°.

quatre points d'un cercle, C et C' situés de

Application: Calcul du rayon du cercle circonscrit 4 un triangle.

Les résultats précédents ont montré
donné par trois éléments, dans tous |
l'angle ACB.

On appelle C' le point diamétralement opposé a A, le

théoréme 2 ci-dessus et sa conséquence | permettent d'évaluer
/ l'angle AC'B.
//

que le triangle étant
€s cas on pouvait connaitre

\

B On aura alors OA = OB = QOC = OC'= 1AC’= %Aiﬁ_
2sinAC'B
0 1 AB
ce qui devient OA = OB =0C = 0OC'= ~ AC'= ——.
2sinACB

Remarque: Ce tésultat permet une autre démonstration de 1
sinA _ sinB _sinC
a b c

a loi des sinus vue plus haut:

5°) APPLICATIONS AUX QUADRILATERES CONVEXES INSCRIPTIBLES.

Exercice: Démontrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un quadrilatére
convexe soit inscriptible est que la somme de deux angles opposés soit 180°.

Théoréme:

ABCD est un quadrilatére convexe inscriptible. Si M est le
point d'intersection de ses diagonales AC et BD alors:

MAxMC = MBxMD.

Démonst -ation: Considérons les triangles AMD et BMC:
DMA = BMC car ils sont Oppos€s par le sommet.
ADB = ACB car D et C du méme coté de AB, ct donc ADM = MCB.
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Ces triangles ayant deux angles égaux, ils sont semblables (cf. chapitre ). On peut alors écrire

MC _MB _ BC s MA x MC = MB x MD.
MD MA DA

Remarques: L'aire d'un quadrilateére inscriptible peut s'obtenir a l'aide des longueurs des
cotés, sans mesure d'angle. Elle est donnée par S = J(p—a)(p— b)(p-c)(p—d) oua,b,c,d, sont

les longueurs des cotés et p est le demi-périmétre du quadrilatére, p = Ej_l%_cjf_i_
[l existe une formule analogue pour le triangle ( formule de Héron ) S = /p(p-a)(p-b)(p-c)

a+b+c

ou a, b, c, sont les longueurs des cotés et p est le demi-périmétre du triangle, p = 5

Application: Soit (' un cercle de rayon r et M un point a l'intérieur de . Démontrer que
pour tout quadrilatére convexe ABCD inscrit dans (© dont les diagonales AC et BD se coupent en
M, on a MAxMC qui est constant et égal a 1’ — OM?.

Preuve: Observons les trois figures ci-dessous dans lesquelles ABCD et M sont fixes et EF
est un diameétre de (' passant par M.

Dans la premiere MAxMC = MBxMD et dans la deuxiéme pour les mémes raisons
MAxMC = MExMF. Or, ME =r + MO et MF =r - MO, donc,
MAxMC = MExMF = (r + MO)(r - MO) = r* - OM?,

Exercice: Soit (' un cercle de rayon r et M un point a l'extérieur de (. Démontrer a l'aide

d'un raisonnement analogue au précédent que pour tout quadrilatére convexe ABCD inscrit dans ¢

dont les cotés AB et DC se coupent en M, on a MAXMB qui est constant et égal 8 OM? —r°.
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PROBLEMES:

Probléme 1: M,, M,, sont deux miroirs, S est une source lumineuse et E un écran.

R, et R, sont des rayons lumineux
émis par S dont les trajets sont différents mais
qui parviennent en un méme point sur E.

On connait l'angle incident i = 60°, les
distances d = 10m et e = 7m.

Déterminer l'angle o ainsi que la
longueur SI ou I est le point de croisement des
deux rayons lumineux
( on rappelle que lors de la réflexion d'un
rayon lumineux, l'angle incident 1 et I'angle
réfléchi i' sont égaux ).

Probléme 2: Calcul du rayon du cercle inscrit dans un triangle dont on connait les angles
et les cOtés ( on rappelle que son centre est le point d'intersection des bissectrices intérieures du
triangle ).

Sur la figure ci-contre, on a représenté le
triangle ABC, les trois bissectrices, ainsi que le
point M pied de la hauteur issue de O dans le
triangle AOB.

Les longueurs AB, BC, CA, ainsi que les
angles ACB, CBA, BAC, sont connus.

a) Le triangle AOB est parfaitement
déterminé par deux angles et le coté qui leur est
commun. Exprimer AO en fonction des données.

b) AO étant connu, exprimer OM en
fonction des données.

Probléme 3: FElaborer des stratégies permettant de mesurer les distances inaccessibles
suivantes.

1°y Hauteur d'une tour dont la
largeur de la base est connue.

L est la largeur de la base,
D est la distance du pied d'un
observateur au point le plus proche
de la base, H est la hauteur de
l'observateur, o est l'angle que fait
la visée au sommet avec
I'horizontale.
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2°) Hauteur d'une tour dont la
largeur de base n'est pas
accessible.

D est la distance d'un
observateur au point le plus
proche de la base, H est la
hauteur de l'observateur, o est
l'angle que fait la visée au

q ) sommet avec I'horizontale.
f.% B/l D' est la distance entre deux
H H observations, 3 est l'angle que
s e e fait la deuxiéme visée au

sommet avec I'horizontale.

Probléme 4: Surface d'un quadrilatére convexe connu par ses angles et ses cotés.

ABCD est un quadrilatére convexe, ses diagonales
AC et BD se coupent en O. On désigne par M et N les
pieds des hauteurs issues respectivement de D dans ADC
et de B dans ABC. Les angles ADC, DCB, CBA, BAD,
ainsi que les longueurs AB, BC, CD, DA, sont connus.

a) Exprimer AC et BD en fonction des données.

b) Déterminer les angles AOD et DOC en fonction
des données.

c¢) Démontrer que la surface de ABCD est donnée

par S = %ACXBD sinAOD = %ACXBD sinBOC et

conclure en fonction des données ( on utilisera les surfaces
des triangles ADC et ABC ).

Probléme S: Aire d'un quadrilatére convexe inscriptible.

ABCD est un quadrilatére convexe inscrit dans un
cercle de centre O, ses diagonales AC et BD se coupent en M.
On désigne par E I'intersection du cercle et de la paralléle a BD
passant par C.

a) Soit a l'angle ACE, écrire a l'aide de a les angles
ADE, ABE, DMC (pour ce dernier utiliser le parallélisme de
BD et EC).

b) Démontrer que S(ABCD) = S(ABED) puis que

S(ABCD) = S(ABE) + S(ADE).

¢) Démontrer que S(ABE) = %AB x BEsina et que

S(ADE) = %AD x DEsina.
Démontrer que BE = CD et que BC=DE. Conclure enfin par
S(ABCD) = %(ABXCD + BCxDA) sina.
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CHAPITRE 111

GEOMETRIE PLANE ET PROBLEMES SPATIAUX

De nombreux problemes de géométrie dans I'espace se raménent souvent a des problémes
de géométrie plane des lors qu'un "bon plan" dans lequel on va travailler a été mis en évidence.
L'objectif de ce chapitre est de montrer sur quelques situations simples comment interviennent les
résultats déja obtenus dans les chapitres précédents pour résoudre des problémes spatiaux.
L'essentiel des situations rencontrées concernent le cube ou le pavé, c'est pourquoi les premiers
paragraphes traitent des sections planes du cube.

1°) REGLES POUR RAISONNER DANS L'ESPACE.

Régles d'incidence:

1) Deux points distincts déterminent une droite et une seule.
2) Trois points non alignés déterminent un plan et un seul. (Ou bien deux droites

distinctes et paralleles déterminent un plan et un seul.)

3) Si deux points distincts sont contenus dans un plan, la droite qu'ils déterminent est
entierement contenue dans ce plan.

4) L'intersection de deux plans distincts est une droite.

5) Si deux plans sont paralléles, tout plan qui coupe l'un coupe l'autre et cela suivant
deux droites paralléles.

Régles d'orthogonalité:

1) Deux droites sont orthogonales si leurs paralleles issues d'un méme point sont

perpendiculaires.
2) Une droite est perpendiculaire a un plan si elle est orthogonale a deux droites

sécantes de ce plan.
3) St une droite est perpendiculaire a un plan, elle est orthogonale a toutes les droites

de ce plan.
4) Deux plans sont perpendiculaires si une droite de I'un est perpendiculaire a l'autre.

Théoréme du toit:

St un plan paralléle a une droite D coupe deux plans P et P' contenant D suivant deux
droites A et A' respectivement alors A et A' sont des droites paralléles a D.

2°) SECTIONS PLANES DU CUBE:

Exercice 1: 1) Parmi les polygones suivants quels sont ceux que l'on peut obtenir en
coupant un cube par un plan: triangle, quadrilatére, pentagone, hexagones, heptagone.
2) Peut-on obtenir un triangle quelconque, isocéle, équilatéral, rectangle?
3) Peut-on obtenir un quadrtlatere quelconque, un rectangle, un losange, un
carr¢, un trapéze, un trapeze isocele, un trapéze rectangle?
4) Peut-on obtenir un pentagone régulier? Un hexagone régulier?
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Exercice 2: Dans chacun des cas suivants un plan est déterminé par trois points donnés
sur les arétes d'un cube de 10 cm de c6té. On demande de dessiner la section obtenue en vraie
grandeur.

|

|

|

{

!

§

| A est a 3 cm du coin le plus proche, B est
5 a 3 cm du méme coin, C est 4 4 cm du méme coin.
|

|

|

|

|

|

|

i

1

|

A est a 4 cm du coin le plus proche, B est 8 2 cm du
coin le plus proche, C est a 2 cm du coin le plus proche (pour
la forme de la section, utiliser la régle 5 d'incidence).

A est a 3 cm du coin le plus proche, B est @ 2 cm du
coin le plus proche, C est a 3 cm du coin le plus proche (pour
la forme de la section, rechercher l'intersection de la droite
AB et du plan contenant la face de droite dans laquelle se
trouve le troisieme point connu C).

+

! A est a 4 cm du coin le plus proche, B est a 2 cm du
| coin le plus proche, C est a 2 cm du coin le plus proche (pour
j la forme de la section, utiliser la regle 5 d'incidence).

~t
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De fagon générale, pour calculer la longueur d'un segment dont les extrémités sont

repérées dans un cube, on peut utiliser un pavé dont ce segment est la diagonale.
A n

Pour calculer la distance AC sur la figure ci-contre, on
: peut considérer le pavé ArstnmCp dont AC est la diagonale.
tp Dans le triangle Anp rectangle en n, on peut écrire:
(Ap)* =(An)’ +(np)’.
Dans le triangle ApC rectangle en p, on peut écrire:
(AC) = (Ap) +(pC)’.
Ainsi on obtient (AC)®=(An)’+(nm)? +(pC)® et

enfin,

I
t
!
|
I
I
|
i
{
i
!
I
I
|
|
|
t
|
|
I
|
|
I
I
'

AC = J(An)* + (nm)’ +(pC)? |

- C,

A retenir: la longueur d de la diagonale d'un pavé de longueur L, largeur 1, hauteur h,
est donnée par : d=vVL' +1* +h?

Exercice 3: Dans chacun des cas suivants un plan est déterminé par trois points donnés sur
les faces d'un cube. On demande de dessiner la section obtenue.

A et B sont sur la face avant, C est sur la face arriére
(on peut remarquer que le probléme se raméne i ceux de
l'exercice 2).

+ >

+
+ O

A est sur la face avant, B est sur la face de droite, C
est sur la face arriére (ici le probléme ne peut se résoudre que
si I'on est capable d'obtenir deux points du plan ABC dans
une méme face).

+ >
+®

On peut remarquer que dans cette derniére construction, la solution passe par la
détermination de I'intersection d'une droite donnée par deux points et d'un plan.
Ce probléme ne peut-&tre résolu qu'en incluant la droite dans un nouveau plan (que I’on se
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donne) dont on sait construire l'intersection avec le précédent. Ce choix n'est pas unique, les
figures suivantes montrent deux constructions possibles de l'intersection de la droite AB et du
plan MNP.

Le point A est sur la face supérieure du cube, le point B sur la face droite. On choisit
arbitrairement un point C (de préférence sur N'P'), et on détermine l'intersection des plans ABC et

MNP. L'intersection de la droite AB et du plan MNP est le point o

r‘\\‘ P ) Ay i

——
-

M N M N

3°) ETUDE DE L'ENSEMBLE CUBE-TETRAEDRE.

Exercice 1: Ecornage du cube.

On appelle coin A du cube, le tétraedre ABDE.

Sur les figures ci-dessous, représenter le solide restant apres avoir enlevé successivement:
-le coin A,
-les coins A et C,
-les coins A, C et F,

-les coins A, C, F et H.
D ] C D ) .. _......c
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L'écornage du cube a mis en évidence un tétraedre régulier qui a pour sommets les quatre
sommets DBEG du cube et pour arétes les diagonales DB, DE, DG, EG de faces du cube. L'étude
de l'ensemble cube-tétraédre peut étre utilisée pour mettre en évidence des propriétés du tétra¢dre
régulier ainsi qu'une structure du cube qui n'est pas évidente si I'on considére les deux solides pris
séparément.

Deux conceptions du cube:

Angles de 90° Angles de 90° et de 60°

Exercice 2: (Les notations sont celles de ’exercice 1).

1°) Démontrer que les arétes opposées du tétraédre régulier sont orthogonales.

2°) Démontrer que les diagonales du cube sont les hauteurs du tétraédre régulier.

3°) Si c est l'aréte du cube, a celle du tétraédre régulier et / la hauteur du tétraedre
régulier, exprimer a et # en fonction de ¢, puis 4 en fonction de a.

4°) O étant le centre du cube, O est équidistant des sommets BDEG du tétraedre régulier.
Exprimer en fonction de ¢ puis de a, la longueur OB. Calculer l'angle BOD. On retrouve la
structure du méthane ou carbone tétraédrique qui se présente ainsi:

4°) ANTIPRISME ET OCTAEDRE REGULIER.

D , C M, N, P, Q, R, S, T sont sur les arétes d'un cube,
' les distances AM, AN, AP, GQ, GR, GS sont égales.

Le polyédre MNPQRST est appelé antiprisme
(il a deux faces opposées isométriques et paralleles et
des faces latérales isométriques).

Pour des raisons de symétrie évidentes, il suffit
de se référer aux deux conceptions du cube, on a

MN = NP =PM = QR = RS = SQ et

MQ = MS = NQ = NR = PR = PS.

Si on désigne par ¢ l'aréte du cube, x la longueur
! AM, [ la longueur MN et /. la longueur MQ, on peut
E P exprimer /., [ ainsi que les angles formés par les arétes
en fonction de ¢ et x.
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Calcul de /et L:
Dans le triangle rectangle AMN on a/* = 2x? et donc / = x+/2.

Dans le triangle rectangle EFQ on a EQ’ = ¢ +(c— x)?.
Dans le triangle rectangle MEQ on a/? = (c— x)* +(c® +(c~x)?) et donc L = /3¢ +2x* —4xc.

Exercice: A l'aide des résultats ci-dessus exprimer le cosinus de l'angle a =MOQN en
fonction de x et ¢. Déterminer la position des points M, N, P, Q, R, S sur les arétes AE, AB, AD,
GF, GC, GH pour que les triangles MON, QRN, PNR, RSP, PMS, SQM soient équilatéraux. Pour
cette derniere position l'antiprisme MNPQRS est un octaedre régulier, ses huit faces sont des
triangles équilatéraux identiques.

On peut remarquer que l'octa¢dre régulier apparait
¢galement dans le cube lorsque I'on joint les centres des
faces comme ci-contre, ses sommets sont alors les milieux
des arétes du tétraédre.




PROBLEMES:

Probléme 1:
S
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Construire l'intersection du tétraedre SABC par
le plan MNP, sachant que M, N, P, sont respectivement
sur les faces SAB, SBC, SAC.

Probléme 2: Etude d'une section du tétraédre régulier.

A(0)

~Q\10)
B,(0) J(O)\ C.(0)

Probiéme 3:

G

La figure ci-contre est la représentation d'un
tétraedre régulier SABC de 10 cm d'aréte, en géométrie
cotée ( il s'agit d'une projection orthogonale sur un plan
horizontal, chaque point est accompagné d'un nombre
qui donne sa hauteur ou cote). Le point K est au milieu
de l'aréte SC, le point J est sur BC avec JC =2 em.

1°) Calculer la cote ( choisie positive ) de S.

2°) Soit L le pied de la perpendiculaire au plan
ABC passant par K, soit P le plan vertical de trace JL
sur le plan ABC et soit I le point de AC tel que 1J soit
perpendiculaire & JL. Déterminer en vraie grandeur le
triangle 1JK. Vérifier ainsi que lintersection d'un
tétraédre régulier avec un plan peut étre un triangle
rectangle.

ABCDEFGH est un cube, BCDEFH est un
antiprisme.

On appelle angle de deux faces sé€cantes ( ou
angle diédre ), 'angle formé par deux perpendiculaires
a leur aréte commune. Ainsi, l'angle des faces BDE et
BCD est I'angle EIC, ot I est le milieu de BD.

Quels sont les angles des faces:

-BDE et BCD ?
-BDE et BEF ?
-BEF et BFC ?

-DCH et CHF ?
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Probléme 4:

Quel est l'angle que peuvent former deux faces
sécantes quelconques de l'octaedre régulier ?

Probléme S:

La structure tubulaire ci-dessous ( en traits épais ) a été créée a partir d'un réseau de cubes
de 1m d'aréte (en traits fins ) et de leur structure tétraédrique. Les traits moyens représentent des
cables.

Calculer les longueurs de tube et de cable nécessaires a sa réalisation.




CHAPITRE 1V

ROSACES, FRISES ET PAVAGES DU PLAN

L'étude et la réalisation de coloriages réguliers du plan, qu'il s'agisse d'équipartition du
plan et donc de partages réguliers, ou de mosaiques et donc de motifs décoratifs réguliers,
nécessitent la connaissance des isométries du plan. Ce chapitre propose une mise en ordre de ces

isométries et quelques applications concernant rosaces, frises et pavages.

1°) ISOMETRIES DU PLAN.

Une 1sométrie du plan est une transformation qui conserve les longueurs et par conséquent

les angles géométriques ( cf. Chapitre Il et le théoréme de Pythagore généralisé ).
On classe les isométries du plan en deux familles:
-Les déplacements qui conservent les angles orientés,
-Les antidéplacements qui changent les orientations des angles.

On démontre qu'il n'existe que 4 types d'isométries planes, ce qui revient a dire que la

composée de deux de ces isométries ne peut donner qu'une de ces isométries.

Ces 4 types sont les suivants:

Les déplacements

1) La translation /.

Elle est définie par un vecteur v et

I'image d'un point est donnée par:
l(M)=MS MM =v

174

>

%
A\
\

M x XM’

2) La rotation R, ,,.
Elle est définie par un point O et un
angle a et I'image d'un point est donnée
par:
OM = OM'
Row(My=Meq 0
(OM,OM") = «
M

Ca
0 ‘» X M
Remarque: L'identité /d pour
laquelle I'image d'un point est donnée
par [ld(M) A M n'est qu'une

Les antidéplacements

3) La réflexion S,.

Elle est définie par une droite A et I'image
d'un point est donnée par:
S\(M)= M'< A est la médiatrice de[ MM']
A

M AT IS M

4) La symétrie glissée S, .

Elle est définie par une droite A et un vecteur v
de méme direction.

L'image d'un point est donnée par:

S y(M)y=M&SS (1,(M)=1,(S,(M))=M

M'

transiation ou rotation particuliére.
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On peut remarquer que la symétrie centrale n'est qu'une rotation particuliere, de 180°, que
I'on appelle rotation d'ordre deux. Plus généralement nous dirons qu'une rotation est d'ordre n
lorsque le produit de son angle par n est un multiple entier de 360°.

Exercices: 1) Mettre en évidence sur des exemples que toute isométrie est la composée

d'au plus trois réflexions.
2) Sur le pavage qui suit:

a) Par quelle transformation passe-t-on de (a) a (c) ?
Mettre en évidence (b) symétrique de (a) par rapport a A1 puis le symétrique de (b) par rapport a
A2. Que remarque-t-on ? Expliquer ce résultat.
b) Par quelle transformation passe-t-on de (a) 4 (e) ?
Quel est le symétrique de (a) par rapport a A3 ? Quel est le symétrique de ce dernier par rapport a
A4 ? Que remarque-t-on ? Expliquer ce résultat.
¢) Mémes questions pour le passage de (a) a (g) avec les symeétries par rapport 4 A5 et Ag .
d) Par quelle transformation passe-t-on de (c) a (f) ?

" A
\ 6

g X

\\ el \\

J \\\;‘ ’ \\\‘

\ \
c A\ N\ e
N\
0. Iy AN AN As
L ra
A\ a \(\ \
< . \
M\‘x ) \\\
A, ) \‘A

2°) LES POLYGONES REGULIERS CONVEXES ET LES ROSACES.

Un polygone régulier convexe de n cotés est un polygone dont les sommets sont obtenus
par rotations successives de 360°/n autour d'un point O appelé centre du polygone. Par exemple:

Z O (R

Rotations d'ordre 3 Rotations d'ordre 4 Rotations d'ordre 6

Une rosace est un ¢lément de décoration inscrit dans un cercle de centre O et invariant au
moins par certaines rotations de centre O.
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Application: Quelles sont les isométries qui laissent invariant un polygone régulier de n
cotés et de centre O donné?

Il est immédiat qu'une telle isométrie laissera invariant le centre O.

On trouve I'identit¢, les n-1 rotations de centre O de k360°/n ou k est un entier tel que
I <k < n-1, et toutes les réflexions dont les axes passent par le centre O et un sommet du
polygone, ainsi que celles dont les axes passent par le centre O et le milieu d'un coté (ce sont les
mémes lorsque le nombre de cotés est impair et dans tous les cas leur total est n ). On a donc 2n
1sométries.

On peut remarquer qu'il ne peut y en avoir d'autres car les translations, les réflexions dont
les axes ne passeraient pas par le centre O, les rotations de centre différent de O et les symétries-

glissées ne laisseraient pas le centre O invariant

Exercices: 1) Eléments remarquables de quelques polygones réguliers:

BT
, a/ Bs Pour un polygone régulier donné de n cotés, on désigne par
Sl ' ret O le rayon et le centre du cercle circonscrit, par a l'angle de la
<la T ] L oae . ,
/ ‘ 2 | rotation de centre O permettant sa réalisation, par 23 l'angle de
!\ 0 ) deux cotés consécutifs, par ¢ la longueur d'un c6té et par a son
\ /apothéme ( distance de O au c6té ).
Compléter le tableau suivant:
Nombre de cotés o 2B c a
3
4
5
6
7
8

2) Quelles sont les isométries qui laissent invariantes les rosaces ci-dessous?
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3°) ETUDE DES FRISES.

On désigne ici par frise un élément de décoration en forme de bande continue périodique.
Une propriété essentielle étant que cette bande doit se reproduire elle-méme par translation. Par
exemple:

Application: Quelles sont les isométries qui laissent la frise ci-dessus invariante?
On en trouve de trots types:
L Y - > -Rotation d'ordre 2 de centre A.
: ' -Rotation d'ordre 2 de centre B.
~Translations de vecteurs kV ou k est un
entier quelconque.

On démontre gu'il existe sept types de frises et sept seulement lorsqu'on les analyse du
point de vue des transformations qui les laissent invariantes.

On peut les présenter de la fagon suivante ( le codage n'est qu'une convention, par contre,
les transformations données sont celles suffisantes a leur réalisation. On peut remarquer qu'il en
existe d'autres qui les laissent invariantes, que I'on peut obtenir en composant celles données).

Type f 2(Translations et une rotation
d'ordre 2 ). Clest le type de l'exemple ci-

dessus.

N\ N/ N N\ Type f m 2 (Translations, une rotation
/\ /\ /'\ /\ d'ordre 2 et symétrie glissée )

Type f 2 m.(Translations, une rotation
' d'ordre 2, symétrie axiale longitudinale )

Type f m 1.(Deux symétries axiales

transversales d'axes paralléles )

Type f 1 m.(Translations, une symétrie

axiale longitudinale )

/ / / 7/ Type f1g(Symétrie glissée)
N\ \ N\

(CLLLLLL




Exercice: Quelles sont les isométries qui laissent chacune des frises ci-dessus invariante?

On peut déterminer de facon systémati

31

que le type d'une frise en utilisant I'algorithme

suivant
METHODE DE CLASSIFICATION DES FRISES PAR
REFLEXIONS ET ROTATIONS

axe de symétrie oui 2m
oui longitudinal non | axe de symétrie transversal | oui fm2

rotation non 2
d'ordre axe de symétrie oui flm
deux non | longitudinal non | axe de symétrie transversal | oui fm1
non | symétrie glissée | oui flg

nonj f1

Application: Déterminer le type de la frise ci-dessous:

Nous avons vu dans I'application précédente qu'il existe deux types de rotation d'ordre deux, on
peut donc répondre oui a la premiére question. Il n'y a pas d'axe de symétrie longitudinal et la
réponse 4 la deuxiéme question est non. Il n'y a pas non plus d'axe de symétrie transversal et la
réponse a la troisiéme question est encore non. Le chemin est donc oui, non, non, cette frise est du

type 2.

Exercice: Reconnaitre le type de chacune des frises suivantes.
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4°) ETUDE DES PAVAGES.

On désigne ici par pavage un élément de décoration permettant d'occuper le plan, continu
et périodique. Une propriété essentielle étant que cette décoration doit se reproduire elle-méme
par des translations dans deux directions au moins. Par exemplel!l :

On en trouve de sept types:
-Les réflexions d'axes
D,,D,,D,.

-Les translations  de
T S
vecteurs O,0,,0,0,,0,0,.
-Les rotations d'ordre 3 de
centre O0,,0,, O,,0,,etc...

On démontre qu'il existe dix-sept types de pavages et dix-sept seulement lorsqu'on
les analyse du point de vue des transformations qui les laissent invariants.

" D aprés M C Escher.
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Nous allons tenter d'examiner les divers groupes de pavages, pour cela nous proposons
l'algorithme suivant qui doit-étre utilisé en recherchant en premier le nombre de directions d'axes
de réflexions (c'est le nombre de la colonne de gauche).

Pour la suite on désigne par "mailles" les polygones délimités par les axes des réflexions,
et par "trames” les bandes déterminées par les axes des réflexions.

CLASSIFICATION DES PAVAGES PAR REFLEXIONS ET ROTATIONS
6 ' p6m
4 p4m
3 § rotation oui pm3
d'ordre 3 dans
une maille
nor pIm
2 § rotation oui pm4
d'ordre 4 dans
une maille
non | rotation d'ordre 2 § out pm2
dans une maille
non p2m
1 g rotation out plg
d'ordre 2 dans
la trame
non § syméirie glissée | out pmi
dang la trame
non plm
{) § rotation oui po
d'ordre 6
non | rotation d'ordre 4 { oui p4
non jrotation §oui p3
d'ordre 3
non  |[rotation loui | symétrie |oui pg2
d'ordre 2 glissée
non p2
non | symétrie | oui pig
glissée
non p]

2”" “‘*&/\}L /i y
'\K{’ %
~<\>Z /
/) y

A

___us L

>

Application: Déterminer le type du pavage ci-dessous.

I & \x 7 &“ >

L AN

525

N //\‘iz

\i{% 4

7N

On remarque trois directions d'axes de
reflexions données par D, D, ,D,.

Leurs mtersections A, B, C déterminent
une maille a I'intérieur de laquelle on observe une
rotation de centre O et d'angle o = 120°, cest a
dire une rotation d'ordre trois.

Le premier choix est donc 3, et le
deuxieéme oui. Le type est pm3.
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PROBLEMES:

Probléme 1: I.es polygones et le nombre d'or.
On dit qu'un point M partage un segment AB dans un rapport doré ( ou qu'il réalise la divine

proportion) lorsque % = % Le nombre d'or est alors la valeur exacte de ce rapport.

1°) En prenant AB = 1, calculer MB, en déduire que le

]+J§
2

nombre d'or est

A E B
. . AB
2°) Un rectangle ABCD est d'or lorsque le quotient D est
égal au nombre d'or.
‘ Montrer que dans ces conditions, si BE = BC = CF, le
D = ¢ Tectangle AEFD est aussi un rectangle d'or.
3°) Un triangle isocéle ABC de sommet B est d'or lorsque le
B

. . AB . ,
quotient —— est égal au nombre d'or.
AC

Montrer que dans ce cas, si DB = AC, alors DC = DB = AC, et le
triangle DCA est d'or.
Calculer les angles de ce triangle et montrer qu'il est contenu

dans le pentagone régulier.

Probléme 2: Réaliser sur les grilles ci-dessous une frise de chacun des sept types
possibles.

LA
R
o
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Probléme 3: Frises ct pavages réguliers.
Peut-on recouvrir une bande de plan ou le plan tout entier a l'aide d'un seul type de polygones
réguliers de méme tailie?

1°} Démontrer qu'il n'existe que deux familles de polygones réguliers de méme taille

permettant de recouvrir une bande de plan.
2°) Démontrer, en considérant les angles autour d'un sommet, qu'il n'existe que trois

familles de polygones réguliers de méme tille permettant de recouvrir le plan.

Probiéme 4: | cs pavages semi-réguliers:
On désigne ainsi tout ensembie de polygones réguliers de plusieurs types disposés de telle
manicre qu'en chaque sommet de polygone apparaisse la méme configuration. Par exemple:

L

\\/7\

o NN
Dispositior: correcte [ I /'
. y . /
\i/y .

I°) Analyser avec la grille vue plus haut les trois pavages semi-réguliers ci-dessous, et
préciser le type auquel ils appartiennent.

Disposition incorrecte

2°) Supposons que l'on dispose autour d'un sommet n polygones réguliers dont deux au
moins sont différents.
a) En vous aidant des résultats obtenus sur les polygones réguliers, montrer

que 3<n<6



38

b) Cas n = 3: si l'on désigne par a, b, ¢ le nombre de cotés de chacun de ces

a“lesoo,%%xlsozc”z

polygones, on obtient au sommets trois angles respectifs de x 180°
c

a-2 b-2 c¢-2
+ +

dont la somme doit étre égale a 360°. En déduire que b
a c

=2 puis que

T 1 1 1
—t =
a b ¢ 2

Démontrer que les seuls entiers satisfaisant a cette condition sont 3, 12, 12 puis
4,8 ¢t 8etenfind, 6 et 12 (il s'agit des trois pavages présentés en question 1).

c) Cas n = 4: si l'on désigne par a, b, ¢, d le nombre de cotés de chacun de ces

) | S S
polygones, on obtient —+ —+ —+—=1.
a b ¢ d

Démontrer que les seuls entiers satisfaisant a cette condition sont 3, 3, 6 et 6 puis 3, 4, 4 et
6 qui donnent les pavages suivants:

00000000000
00000000000
00000000080
00000000000
00000000080

AAANXANAX XXX XN
(CAXNX AN

A XXX
AAAAANAARRRALX

d) Cas n = 5 et n = 6: par des méthodes analogues établir que l'on ne peut obtenir
que trois pavages supplémentaires, donnés par les entiers 3, 3, 3, 4 et 4 qui donne deux pavages
puis 3, 3, 3, 3 et 6. Les trois pavages obtenus sont les suivants:

NN

ST
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e) Analyser avec la grille vue plus haut les pavages semi-réguliers obtenus dans les
questions c et d ci-dessus, et préciser le type auquel ils appartiennent.

Probléme S: Quelques variations sur des mosaiques.
Variations sur une mosaique murale de 1’ Alhambra de Grenade'"! .

M Daprés en relevé de M.C. ESCHER
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1°) Les huit premiéres des neuf figures qui précédent constituent des variations colorées a
partir d’un méme support initial. Quel est a chaque fois le type de pavage correspondant?
Proposer sur la neuvieme figure un coloriage différent.

2°) La figure ci-dessous montre quelques réalisations possibles a partir des éléments
géométrigues simples ci-contre refevés dans les pavages P

ometria o
précédents: N
Quel est a chaque fois le type de pavage correspondant? 10 )if E\g ‘
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CHAPITRE V

DIEDRES ET TRIEDRES

L'étude des polyedres nécessite une bonne connaissance des polygones qui constituent
leurs faces ( c'est a dire des relations qui existent entre les angles et les longueurs de leurs arétes),
ainsi que la maitrise des relations angulaires entre les faces. Ce chapitre propose donc une étude
des angles de demi-plans, angles diedres ou triedres.

1°) ANGLES DIEDRES.

Un diédre ( ou angle diedre ) est la figure formée par deux demi-plans issus d'une méme
droite. Ces demi-plans sont lcs faces du diedre.

\_—Q 2 Q
A<6 /A Q K[><P/

\P P

()1) J/ /NJ

Un diedre partage I'espace en deux régions, l'intérieur (I) que nous considérerons toujours
comme saillant, et l'extérieur (E). Un diédre plat a ses deux faces dans un méme plan. Deux
diedres (non plats) sont opposés par l'aréte lorsque les plans contenant les faces de I'un
contiennent les faces de l'autre.

On appelle rectiligne ou angle plan ou plus
simplement angle d'un di¢dre, la mesure de I'angle
géomeétrique obtenu en coupant ce diédre par un plan
perpendiculaire a l'aréte.

Sur la figure ci-contre, le plan R est
perpendiculaire a I'aréte AB et coupe les plans P et Q
sutvant Ox et Oy. L'angle du di¢dre d'aréte AB est (
xOv), il ne dépend pas de la position du plan R
perpendiculaire a l'aréte..

)

Application: ABCD est un tétraédre régulier d'aréte 10 ¢cm. Calculer l'angle du diédre
daréte CD.

Soit | le milieu de CD, I'angle cherché est AIB car le plan AIB
est perpendiculaire a l'aréte CD du diédre.

1043

On sait que Al = IB = 5 Le théoréeme d’Al-Kashi dans le

triangie ABI permet d’écrire AB” = AI” +1B? —=2AI x IB x cos(AIB)

2 2
on obtient donc 100 = 2 x (l—%\é) ~2 x (]—05/—5) x cos(AIB)

. 8 50 C A
et enfin, cos(AIB) = — = l Ainsi AIB =~ 70,5°.
150 3
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D

a) BEF et BFC ?
b) BDE et BCD ?
¢) BDE et BEF ?
d) DCH et CHF ?

2°) TRIEDRES OU ANGLES TRIEDRES.

Un angle triedre ou triedre est la figure formée par trois demi-droites issues d'un méme
point et non situées dans un méme plan. Le point A est le sommet du triédre, les trois demi-
droites sont ses arétes.

Remargue: On peut également voir un angle triédre comme la figure formée lorsque on
coupe un diedre par un plan.

Sur la figure ci-dessous, le diedre d'aréte AB est coupé par le plan R. On obtient ainsi deux
tricdres de sommet O, l'un de ces triédres a comme arétes OA, OX, OY, et l'autre OB, OX, OY.

Angles dans un triédre.

Dans le triedre OABC ci-contre on
peut relever:

Trois angles plans:  BOC = a

Trois angles diédres a, B ¢, d'arétes
respectives OA, OB, OC.
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Comme pour les triangles, suivant la nature des angles observés, on donne aux triédres des
noms particuliers:

-Rectilatere si un angle plan est droit, par exemple o = 90°,

-Rectangle si un angle diedre est droit, par exemple a = 90°.

-Isocele si deux angles diédres correspondant a deux arétes sont égaux et si les
deux angles plans ayant en commun la troisiéme aréte du triedre sont ¢gaux, par exemple
d=beto= B.

-Rectilatére isocele, et rectangle isocéle qui sont définis par la conjonction de deux
des propriétés précédentes.

3°) FORMULE FONDAMENTALE DU TRIEDRE.

On considere un triedre de sommet O, et on appelle
A, B, C, les intersections des arétes de ce triedre avec un plan
o perpendiculaire a I'aréte OA.
Nous allons établir une relation entre I'angle di¢dre a
d'aréte OA et les angles plans (formés par les arétes) BOC =a
AOC =B et AOB = .

En utilisant le théoréme d'Al Khashi dans les triangles BAC et BOC, on obtient:
®  BC*=BA?+AC2-2xBA x AC x cosd dans BAC
@ BC? =BO” +0C? -2 x BO x OC x coso. dans BOC.

On obtient également dans les triangles BAO et CAO rectangles en A:
®  BO*=BA?+A0’ dans BAO
@  CO’=CA*+AO0? dans CAO.

En portant BO’et CO? de @ et @ dans @, on a:
BC? =2xA0” + BA” + AC” -2 x BO x OC x cosat, puis,

| BC?-(BA? +AC?) =2 x AO? -2 x BO x OC x cosq..

D'autre part, de O on peut écrire:
BC?-(BA’? + AC*)=-2 x BA x AC x cosd, qui devient alors
2x AD? -2 x BOx OC x cosa = -2 x BA x AC x cosa.

En divisant par 2 x BO x OC cette derniére relation, on a:

AO? BA x ACxcosd . . AO A BA AC .
——————COoSQL = — , qui peut s'écrire —— x —COSOL = ——— X —— X COSA.
BO x OC BO xOC BO 0OC BO OC

En remarquant que AL cos AL cosf BA _ siny AL sinf3, le résultat
' T AU 5o TS o TP g TN e TSP

précédent donne une relation entre angle diédre et angles plans du triedre:

[cosy x cosP —cosa = —siny x sinf3 x cosﬁ]

Enfin, si on sépare angle diédre a et angles plans a, B, v, on obtient la formule suivante:

cosa — cos 3 x cosy

Formule fondamentale du triédre cosa =

sinf3 x siny
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H
GROM 2
LFLE VR

Application: ABCDEFGH est un cube d'aréte I m. Calculer I'angle que forment les faces
BDE et BCD.

D
C
; On considere pour cela le triedre de sommet B
A | B et d'arétes BE, BC, BD, qui est rectilatére car BE et
E BC sont perpendiculaires.
| I Appelons a l'angle diédre cherché, les angles
| a, B, v, sont alors EBC, DBE, DBC, et on peut
| appliquer le résultat précédent.
! G . — COS <
Ainsi, cosd = cosocl coqﬁ X cosy , avec cosa = 0 car
) : sinf3 x siny
. ERBC est droit.
) 2 . . DI
On a siny = DC ‘/— cosy = & = —[— et, avec I milieu de BE, sinf= o donc,
\/ , 1 V2
: OB - 1B” I 1
sinff = [ B = , et enfin COGB——§~=~2—:—.
DB 2 2

2
\/5 I e

: R 2 2 "o I 5

On obtient alors cosa = —= ~f uis a4~ 125,2°.
ﬁ ﬁ Ve

2 2

Exercice: On considére un cube ABCDEFGH de 4 cm d'aréte.

1) Dans chacun des cas suivants, préciser le triedre que vous choisiriez pour calculer
Fangle diedre demandé. En désignant par 4 cet angle diedre, préciser également les angles o, f3, v,
cosa — cosf3 x cosy

permettant I'application de la formule cosd = . -
sinf3xsiny

Figure @: angle des plans DBE et DBC.  Figure @: angle des plans DNM et NMF.
Aggijg_g_ angle des plans DMF et MFE.  Figure @: angle des plans MNP et MNF.

}ﬂ__:gggc_@_)._ angle des plans MNP et NPG.  Figure ®: angle des plans MNP et NPC.
Figure ®: angle des plans AMN et MING.

N
/I
T\
>

A ‘ A

s G




D C D C
df | ,
; ! :
/ S AP
A ? B A 7
i N i
! M 1
|
H! G H | L G
F F E F
N C D‘ C
:
A i B
B ]
p !
®| '\ \
i
M |
G 5
H G
Q
F E F

2) Calculer effectivement les cosinus des angles diédres suivants:
Figure @: angle des plans DNM et NMF si M et N sont les milieux des arétes BF et CG.
Figure Q: angle des plans DMF et MFE si M et N sont les milieux des arétes AE et CG.
Figure ®: angle des plans AMN et MNG.

45
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PROBLEMES:

Probléme 1: Un toit 4 quatre pentes.
E F Le toit ci-contre repose sur une base carrée
ABCD de c6té a. On sait de plus que les arétes AF,
BF, CF, DE et EF sont de méme longueur x, et que EF
est parallele a AB et DC.
1°) Quelle valeur faut il donner a4 x (en
fonction de a) pour que les angles di¢dres d'arétes AB
et AC soient de 45° ?

2°) On suppose maintenant que les angles

D } c

A B

diedres d'arétes AB et AC sont de 45°. i . i
a) Calculer les sinus et cosinus des angles AED, DAE, AEF.
b) Calculer les angles diedres d'arétes EF, puis AD et BC, enfin AE, BF, CF et DE.

Probléme 2: Premiére étude pour une arche.

Les trois dessins ci-dessous représentent une méme arche, d'abord en perspective, puis en
vue de dessus et vue de face.

Le volume extérieur ABCDA'B'C'D' est un cube d'aréte a.

Le volume intérieur EFGHE'F'G'H' est un cube d'aréte b, (b < a).

Ces deux cubes ont un méme axe de symétrie vertical et leurs faces sont paralléles.

B C
" A
I 7
A P ' Vue de dessus Vue de face
[ I 7
L B/
| F G
b | i i
} ok / ! : :
E |' H{! ! } 7
i | | | /
: : j | \\ /
B ! ! J | | \
S G‘/C ! | \ //
A E' S \/

Calculer l'angle diedre d'aréte AE apres avoir calculé successivement les cosinus et sinus
des angles E'EF, AEF, AEE'.

Probléme 3: Deuxieme étude pour une arche.
Les trois dessins qui suivent représentent une méme arche, d'abord en perspective, puis en

vue de dessus et vue de face.

C

H'

Vue de dessus

Vue de face
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Le volume extérieur ABCDA'B'C'D' est un cube d'aréte a.
Le volume intérieur EFGHE'F'G'H' est un cube d'aréte b, (b < a).
Ces deux cubes ont un méme plan de symétrie vertical, une face commune et leurs faces

sont paralleles.
Calculer I'angle diédre d'aréte AE aprés avoir calculé successivement les cosinus et sinus

des angles E'EF, AEF, ACE!

Probléme 4: Etude pour une autre arche.
Les trois dessins ci-dessous représentent une méme arche, d'abord en perspective, puis en

vue de dessus et vue de face.

|
|
]
|
{
1
|
[
)
|
|
!
|
|
|
)
!
)
|
|
|
|

/\

Vue de dessus Vue de face

Le volume extérieur SABCD est une pyramide a base carrée de coté a et de hauteur a. On
a percé a l'intérieur un tunnel de section trapézoidale de hauteur h (h < a) en respectant les

alignements SEE', SFF', SGG', SHH'. La largeur de la base du tunnel est donnée par EH = FG = g—.

1°) Calculer en fonction de a la longueur AS.
2°) Calculer I'angle du diédre d'aréte AB.
3°) Calculer les angles des diedres d'arétes AS puis EE' et enfin E'F',

Probléme 5: Le tétracdre isocéle.

G On dispose d'un pavé droit ABCDEFGH a base

carrée de coté ¢ et de hauteur /4 .
On coupe successivement ce pavé par les plans
HFA, HFC, ACF, ACH.
On obtient ainsi 5 tétraédres:
-Un dont les faces sont 4 triangles isocéles,
que l'on nomme tétraédre isocéle.
-Quatre identiques dont 3 arétes sont
orthogonales, que I'on nomme tétraédres trirectangles.

H

1°) Pour ¢ et & de votre choix (c#h), présenter les
calculs nécessaires a la réalisation des patrons de ces
tétra¢dres et fournir un patron de chaque type.
2°) Pour ¢ et & quelconques, exprimer en fonction de ¢ et 4 les volumes de ces tétraédres.
3°) Pour la suite, on note x = HF et y = AF; ¢ et / sont quelconques.

a) Exprimer en fonction de ¢ et A& puis de x et y les différentes hauteurs de ces

A" B

tétraedres.
b) Exprimer en fonction de ¢ et / puis de x et y les différents angles diedres de ces

tétracdres (par "exprimer " on entend donner le sinus, le cosinus ou la tangente).
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CHAPITRE VI

PAVAGES DE L'ESPACE

Nous avons vu dans le chapitre IV qu'il est possible de réaliser des pavages réguliers ou
semi-réguliers du plan a l'aide de polygones réguliers. De méme, il existe des polyédres réguliers
permettant de paver I'espace. Nous allons dans ce chapitre étudier certains de ces pavages.

1°) LES CINQ POLYEDRES REGULIERS CONVEXES.

Un polyedre régulier convexe est un polyedre dont tous les sommets sont sur une sphére et
dont toutes les faces sont des polygones réguliers identiques ( le cube par exemple).

Relation d'Euler concernant les polyédres convexes.
En désignant par f le nombre de faces, a le nombre d'arétes, s le nombre de sommets

du polyedre:

s-at+f=2

Applications: 1) Le polyédre convexe ci-contre, appelé icosaédre tronqué, n'est pas
un polyedre régulier car il est composé de 12 pentagones réguliers et 20
hexagones réguliers. Combien a-t-il de sommets et d'arétes?

Les 12 pentagones réguliers donnent 60 arétes, les 20 hexagones
réguliers en donnent 120. Comme toute aréte est commune a deux

. ) 60 .
polygones réguliers, il y en a EQ;—:‘)O. La relation d'Euler permet -

d'affirmer qu'il a 2 - 32 + 90 sommets, soit 60.
2) Démontrer qu'il existe au plus cinq polyédres réguliers.

Preuve: Désignons par p le nombre d'arétes issues d'un méme sommet et par q le nombre d'arétes

par face, on obtient 2a = ps = ¢f. et de 4, s= Z;a_’ etf = Z_a. Si 'on reporte ces résultats dans la
p q
1 1 1 1

relation d'Euler, on peut écrire 2a_ a+ 22 =2 puis ! +—=—+—cetdonc —+—>—.
p q P q 2 a p q 2
Comme p et g sont des entiers supérieurs ou ¢gaux a trois, on n'obtient que cing couples de
valeurs possibles. IIs conduisent aux valeurs de a, s, f ci-dessous. On peut remarquer que ce calcul
ne prouve pas l'existence de ces polyedres réguliers, mais seulement qu'il ne peut en exister

d'autres.

p q a S f

3 3 6 4 4 Tétraedre régulier
3 4 12 8 6 Cube

3 5 30 20 12 Dodécaédre régulier
4 3 12 6 8 Octaédre régulier
5 3 30 12 20 Icosaédre régulier

On désigne par polygones platoniciens ces cinq polygones réguliers du nom de Platon qui
les a décrits dans son "Timée". Les figures qui suivent proposent pour chacun d'eux, une
perspective, un modele de patron ainsi que l'angle diédre (exact ou approché, en degrés et
minutes) formé par deux faces contigués de ces polyédres.



Tétraédre
régulier :

Diedre: 70°32'

Cube:

Diedre: 90°

Octaédre
régulier:

N

Diedre: 109°28'

Dodécaédre
régulier:

Diedre: 116°34'

Icosaédre
régulier:

Diédre: 138°11"

49
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2°) LES POLYEDRES SEMI-REGULIERS CONVEXES.

On désigne ainsi les polyeédres convexes dont les sommets sont sur une sphere et dont les
faces sont des polygones réguliers différents, également disposés autour de chaque sommet.
L'icosaédre tronqué vu dans le paragraphe 1 en est un. Il en existe un tres grand nombre et
rares sont ceux qui présentent un intérét quand il s'agit de paver I'espace. Nous allons cependant
en examiner quelques uns. :

-Le prisme droit a base triangulaire qui est composé de 3 carrés
identiques et de 2 triangles équilatéraux identiques. Chacun de ses sommet
est commun a deux carrés et un triangle.

On peut noter que ses angles di¢dres sont soit de 90°, soit de 60°.

-Le prisme droit a base hexagonale qui est composé de 6 carrés
identiques et de 2 hexagones réguliers identiques. Chacun de ses
sommets est commun a deux carrés et un hexagone. Ses angles diédres
sont 120° et 90°.

-Le cuboctaedre qui est composé de 6 carrés identiques et de 8
triangles équilatéraux identiques. C'est l'intersection d'un cube et d'un
octaedre. Chacun de ses sommets est commun a deux carrés et deux
triangles. On peut noter que les 6 carrés sont contenus dans les 6 faces
d'un méme cube.

-L'octacdre tronqué qui est composé de 6 carrés identiques et de
8 hexagones réguliers identiques. C'est également l'intersection d'un
cube et d'un octa¢dre. Chacun de ses sommets est commun a un carré et
deux hexagones. On peut noter que les 6 carrés sont contenus dans les 6
faces d'un méme cube.

NSO

_ -Le tétraedre tronqué qui est composé de 4 triangles équilatéraux
identiques et de 4 hexagones réguliers identiques. C'est l'intersection de
deux tetracdres.Chacun de ses sommets est commun a un triangle
équilatéral et deux hexagones.

o
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Application: Calcul des angles diédres du cuboctaédre.
E Le  cuboctacdre  est

I'intersection d'un cube et d'un
octaedre représenté ci-contre .
['angle diedre d'aréte AB
des faces ABC et ABDE peut se
déduire de I'angle diédre de
l'octagdre. 1l est égal au
supplémentaire de l'angle diedre
d'aréte A'B' de la face AB'E' et
du carr¢ A'B'C'D'. Ce dernier
angle qui est le demi di¢dre de
l'octagdre mesure 54°44'.
¥ Comme 180° - 54°44' = 125°16'
l'angle cherché est de 125°16".

Dt

Exercices: 1) Vérifier pour chacun des polyedres ci-dessus la formule d'Euler.
2) Calculer les angles diedres du tétraedre tronqué et de 1'octaedre tronqué.

3°) LES POLYEDRES DUAUX.

En joignant les centres des faces d'aréte commune d'un polyédre régulier par des segments,
on obtient un nouveau polyedre dont les sommets sont les centres des faces du polyédre initial et
les arétes sont les segments tracés. On dira que le nouveau polyédre est un polyédre dual du
polyedre initial. Par exemple:

Les centres des faces du cube déterminent un octaedre
régulier. L'octaedre régulier est donc le dual du cube.
Réciproquement, le dual de l'octaedre régulier
est le cube, et la relation de dualité est une relation de
réciprocité entre les différentes formes de polyédres réguliers ou
semi-réguliers convexes.

Exercice: Vérifier que le polyedre dual de chacun des polyedres réguliers est un de ces
polyedres réguliers.

Remarque: Plus généralement, un polyedre régulier ou semi-régulier ayant ses sommets
sur une sphere, son dual est le polyédre déterminé par les plans tangents a cette sphére passant par

ses sommets.

Application: Etude du dual du cuboctaedre.

Nous avons déja vu dans I'application précédente que le cuboctaédre est I'intersection d'un
cube et d'un octaedre. En joignant chacun des sommets de ce cube aux trois sommets les plus
proches de cet octaedre, comme le montre la figure suivante, on obtient un nouveau polyédre,
dont les faces sont des losanges qui ont leurs centres aux sommets du cuboctaédre.

Ce nouveau polyedre, appel¢ "dodécaedre thombique”, est le dual du cuboctaédre. Il a 14
sommets, 12 faces et 24 arétes. lLa régularité de sa construction permet d'affirmer que tous ses
angles diédres sont égaux, déterminons leur mesure.
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Pour cela, on peut remarquer que le dodécaedre rhombique peut également s'obtenir en
disposant convenablement autour d'un cube les six pyramides a base carrée déterminées a
l'intérieur de ce méme cube par ses quatre grandes diagonales.

L'angle diédre du
dodéca¢dre rhombique est donc
I'angle diedre formé par deux des
faces latérales dune de ces
pyramides.
/ La formule fondamentale
‘B du diédre donne pour cosinus du
A didre: cosa.~ co.sBcosy.
sinBsiny

Avec: a = 90°, cosB:El—:cosy, sinB:—O—I:siny, ou I est le milieu de AB, on
OB OB

l 1

. cosa — cosPcosy 0 3 ) 43 3
obtient: : - = 5
sinfsiny V2 y V2 2
1 3

= _—21_ L'angle diédre est donc 120°.

Exercice: A partir des calculs ci-dessus, déterminer les angles plans de chaque face du
dodécaédre rhombique.

4°) PAVAGES DE L'ESPACE PAR DES POLYEDRES REGULIERS OU SEMI-
REGULIERS.

On démontre qu'il n'existe que huit fagons de remplir I'espace par des polyedres réguliers
ou semi-réguliers. Cinq d'entre elles n'utilisent quune seule famille de polyedres identiques, les
trois autres en utilisent deux. Dans tous les cas, ces polyedres sont toujours disposés de la méme
fagon autour d'un sommet, d'une aréte.

Pavages n'utilisant qu'un seul polyédre régulier ou semi-
régulier. Un pavage de I'espace par des polyedres réguliers identiques n'est possible que si autour
d'une aréte on peut juxtaposer un nombre entier de polyedres réguliers identiques. Il est donc
nécessaire que les angles diedres du polyedre choisi soient des diviseurs entiers de 360° ou bien
qu'en les associant de différentes fagons la somme de ces angles diédres puisse donner 360°.
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On obtient ainsi des pavages par les polyédres qui suivent:
-Le cube pour lequel I'angle diedre est de 90° donne le pavage qui est un modéle
classique d'occupation de l'espace.
-Le prisme droit dont la base est un triangle équilatéral et dont les angles diédres
sont de 90° et 60°.
-Le prisme droit dont la base est un hexagone régulier et dont les angles diédres

sont de 907 et 120°.
Les trois figures ci-dessous présentent ces trois premiers modéles.

e prd

]
P |

-L'octaedre tronqué, dont les angles diedres sont exactement de 125°16' et 109°28'
ce qui permet de réaliser 125°16' + 125°16' + 109°28' = 360°, donne le pavage ci-dessous.

-Le dodécaedre rhombique dont les angles diédres sont de 120°.

Exercices: 1) A l'aide des résultats obtenus précédemment, vérifier que le pavage par
les cubes est le seul possible parmi les polyédres réguliers.
2) Réaliser par maquette ou par dessin un assemblage de plusicurs dodécaédres
rhombiques permettant un pavage de l'espace.

Pavages utilisant deux types de polyédres réguliers ou semi-réguliers. Toujours pour
des raisons analogues de disposition des diédres autour d'une aréte afin de réaliser une somme de

360°, on obtient les assemblages qui sutvent.

-Tétraedre et octacdre, dont les angles diedres respectifs sont exactement de 70°32'
ct 109°28". Leur somme 180° est bien un diviseur de 360°.

-Tétracdre et tétracdre tronqué, dont les angles diedres respectifs sont exactement
de 70732 et 109°28' comme pour la paire précédente.

-Octaedre et_cuboctaedre, dont les angles diedres respectifs sont exactement de
109728 et 125716, ce qui permet de réaliser 125°16" + 125°16' + 109°28' = 360°.
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1ELEY:

PROBLEMES.

Probléme 1: Une étude du dodécaeédre régulier.
Ainsi que le montre la figure ci-dessous, le dodécaedre régulier peut étre considéré comme
l'assemblage de six polyedres identiques sur chacune des six faces d'un cube.

>

B

e v

Soit ¢ la longueur de I'aréte du cube et u celle de l'aréte du dodécaedre. On a:
AB = BC = CD - DA =aet AE = BE =CF = DF = ¢.
1°) Connaissant les angles du polygone régulier, préciser les angles BEA, BAE, AEF,
EAD. En déduire une relation entre u et ¢.
) Calculer les angles diedres d'arétes AB et BC.
3¢) Calculer l'angle diedre d'aréte EF.

Probléme 2: Etude d'un polyedre semi-régulier.

Sur chacune des 6 faces d'un cube, on place un carré dont les cotés sont paralléles aux
arétes du cube, et ¢quidistants de ces arétes. Par exemple, sur la figure ci-dessous, le carré
A,B,C\D, est tel que ses cotés A \B,, B,C,,C,D,, D,A,. sont respectivement paralléles a AB, BC,
CD, DA, et les distances de AB a A B, BCa B,C,,CDa C,D,, DA a DA, sont les mémes.

On pose AB=a, et AB, = ¢

D C D ] I ¢
D C, D; C, /
\\ \\ //
/ ; Vo of v
A — | ,’/ o
Al B} ( A| : B], 7:/
A B A ‘ 5 B
| i
A, B, ’ A, ! Bz
H / G
E, ! | E, F,
_____ | :
E I’ [i F

[7) Déterminer une relation entre « et ¢ pour que A B, = B,B,.  2° Dans le cas ou A B,
= B,B,, justifier que le procédé de construction décrit permet de réaliser un polyedre semi-
régulier et calculer ses angles diedres d'arétes A, B, et B,B,.
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La figure ci-contre
représente vu de face ¢t de dessus
un polyedre a 10 faces. Les faces
supérieure et inférieure sont des
carrés €gaux et paralleies qui en
vue de dessus ont médianes et
diagonales respectives
confondues. Les faces latérales
sont des triangles isoctles égaux.

On désigne par /1 la hauteur (distance entre les faces carrées), et par ¢ la longueur des cotés
des carrés

19} Déterminer une relation entre / et ¢ pour que les faces latérales soient des triangles
équilatéraux.

2%) Dans le cas ou les faces latérales sont des triangles équilatéraux, justifier que ce
polyedre est un polyedre semi-régulier et calculer ses divers angles diedres.

Probléme 4: Etude d'un étoilage du dodécaédre régulier.

i

En prolongeant les arétes d'un dodécaedre, on constate qu'elles concourent par gioupes de
cing et forment alors un polyedre étoilé (et donc non convexe) que 1'on nomme petit dodécaedre
toile. Ce polyedre a 12 sommets équidistants 2 a 2 qui sont les sommets d'un icosaédre.

1) Calculer les angles plans et angles diedres du petit dodécaédre étoilé.

27) En joignant 2 a 2 les sommets voisins du petit dodécaédre étoilé, on peut réaliser un
autre dodécacdre étoilé si on laisse subsister les sommets du dodécaedre initial. Proposer une
perspective de cet autre dodécacdre étoilé.



0
. g} s
GFON 4

| 'Pl,k,\y?ﬂ 2 ‘iy 1R K

CHAPITRE VI

L'ELLIPSE

La connaissance des coniques, intersections d'un cone et d'un plan, est incontournable dés
qu'l s'agit d'aborder la représentation des corps ronds. 1'étude d'autres disciplines, comme la
géométrie descriptive ou la perspective, permettra de revenir sur ces questions que nous allons ici
simplement ¢baucher. Aprés une bréve présentation, l'essentiel du travail proposé concernera
I'¢tude de T'ellipse qui est le plus souvent au centre des problémes de représentation.

1°) INTERSECTION D'UN CONE OU D'UN CYLINDRE ET D'UN PLAN.

Toutes les situations qui suivent proposent une vue de face, une vue de dessus et une vue
de gauche. Le plan de section qui est de bout (perpendiculaire au plan frontal de projection) est
représente par une droite AA' en vue de face.

Intersection d'un c¢one et d'un plan:

Vue de face Vue de gauche
HA :

Dans la situation ci-contre, le plan de
section est parallele a une génératrice du cone,
o= .
Le contour de la section est une
parabole.

Vue de dessus

Vue de face Vue de gauche

Dans la situation ci-contre, le plan de
section n'est plus paralléle a une génératrice du
cone,

o< 3 <90°
Le contour de la section est une ellipse.

—

e

Vue de dessus
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Vue de face
A

Vue de dessus

Vue de gauche

Dans la situation ci-contre, le plan de
section ne contient pas I'axe du cone,
0<B <.
l.e contour de la section est une
hyperbole.

Intersection d'un cylindre et d'un plan:

Vue de face

Vue de dessus

Vue de gauche

Dans la situation ci-contre, le plan de
section est tel que 0 < 3 < 90°.
L.e contour de la section est une ellipse.

Exercice: Réaliser une maquette pour chacune des intersections d'un cone par un plan.
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2°) L'ELLIPSE, LIEU DE POINTS DU PLAN.

Définition bifocale: On se donne deux points F et F' ainsi qu'un nombre réel d tel que FF'

La figure ci-dessous montre la construction de quatre de ces points M. On a tracé un cercle
C, de centre F et de rayon r, <d puis un cercle C, de centre I" et de rayon r,=d—r,.
L'intersection de C, et C, donne les deux pointsM, et M, de l'ellipse. En procédant de méme
pour les cercles C, et C, on obtient les points M, et M.

Conséquences: l.'ellipse a deux axes de symétrie A et A" qui se coupent en O, appelé
centre de l'ellipse. Les intersections A, A', B, B' de ces axes de symétrie avec 'ellipse sont appelés
les sommets de l'ellipse. Les distances AA' = 2a et BB' = 2b sont appelées grand et petit
diamétre de l'ellipse. Les droites AA” et BB’ sont appelées grand et petit axe de I'ellipse. On
peut remarquer que MF + MF' = 2a.

Application: On considére un cercle ( de centre O et de rayon r, et un point A intérieur a

(. Démontrer que l'ensemble des centres des cercles passant par A et tangents a ( est une ellipse.

Preuve: Soit M un tel centre; le cercle ( et
le cercle de centre M passant par A sont tangents
en T ou ils ont méme tangente, ainsi, O, M et T
sont alignés et donc OM + MT =r. Ainsi,

OM + MA — r. Ce qui prouve que M est sur
I'ellipse de foyers O et A.

Réciproquement, pour tout point M de cetie
ellipse, OM + MA - r, donc le cercle de centre M

passant par A est tangent a ( car ils ont en
commun un unique point T tel que OM + MT =r.




3°) CERCLE ET ELLIPSE.
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Affinité: Donnons nous une droite D, une direction § non paralléle 4 D et un nombre réel
k non nul. Soit un point M du plan, désignons par d la droite de direction & passant par M et par m

son intersection avec D.

- -

On appelle affinit¢ 'application qui a tout M associe le point M' défini par mM'=k mM .

Cette transformation conserve l'alignement et le parallélisme.

Exemple:

La figure ci-contre
représente un triangle ABC et son
image A'B'C' dans l'affinité définie
par la droite D, la direction & et le
nombre k =0,5. Ona

—>

- - >
aA'=0,5aA, bB'=0,5bB et

— —
cC'=0,5¢cC.

Définition par affinité: On appelle ellipse I'image d'un cercle par une affinité.

Exemples:

1) La figure ci-contre
représente un cercle ( de centre O
et son image C dans laffinité
définie par la droite D, la direction
detk=0,75.

¢ est une ellipse de centre
O, image de O par cette affinité.

2) La figure ci-contre
’ )
représente un cercle (' de centre O
et son image ¢ dans laffinité

définie par D, & perpendiculaire aD
etk=0)5.

¢ est une ellipse de centre
(), image de O par cette affinité.
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Application: On considére un cube orné de cercles inscrits dans chacune des faces.
Montrer qu'en perspective cavalicre les représentations de ces cercles pour les deux faces qui ne
sont pas frontales sont des ellipses transformées par affinités du cercle qui est dans la face
frontale.

Preuve: Considérons la face avant ABCD et la face de droite BA'D'C. Soit M un point du cercle ,
repéré dans le carré ABCD par la droite AZ et par la paralléle XY a AB.

Point de vue spatial: Dans la rotation autour de
BD qui ameéne A en A', l'image de AZ est A'Z et
I'mage de XY est X'Y. Ainsi le point M a pour
image l'intersection M'de A'Z et X'Y.

La rotation étant une isométrie, le point M’
est bien un point du cercle de la face de droite

(réciproquement tout point M de (' est antécédent
d'un point M' du cercle de la face de droite).

Point de vue plan: Dans l'affinité définie par la

droite BC, la direction AA', et le rapport —%, le
a

point A' est I'image de A, et comme BA'D'C est un
parallélogramme (conservation du parallélisme),
D' est I'image de D. L'image de la droite AZ est la
droite A'Z et I'image de la droite XY est la droite
A X'Y. Le point M' est bien image de M dans cette

affinité et I'mage € de ( est une ellipse.

. < g B gl A
Exercice: On considére deux cercles (', et (, de méme centre O et de rayons r, et r,

différents (r, > r, par exemple). On désigne par D et D' deux diamétres perpendiculaires de ces
cercles.

D'
A tout point M de @, on associe le

point M' obtenu de la fagon suivante:
-On trace la droite Mq paralléle a D',

-On trace la droite OM qui coupe (,Jz en m.
-On trace la droite pm paralléle a D.

Le point M' est alors I'intersection de
Mq et mp.

Démontrer que la courbe décrite par
les points M' est une ellipse, préciser son
centre et ses diamétres.

Diamétres conjugués: Une ellipse étant définie par un cercle et une affinité, on appelle
diamétres conjugués de cette ellipse les images de deux diamétres perpendiculaires du cercle.

Comme le montre la figure qui suit, des diamétres conjugués d'une ellipse ne sont pas
nécessairement perpendiculaires.




Cependant le grand et le petit
; diameétre d'une ellipse, sont aussi des
¢ diameétres conjugués. C'est a dire qu'il
\ 7 existe deux diametres
perpendiculaires du cercles dont les
images sont des diamétres conjugués
perpendiculaires de l'ellipse.

4°) TRACE APPROCHE DE L'ELLIPSE.

i

A partir des diamétres 2a et 2b d'une ellipse la
construction suivante donne quatre arcs de cercle qui une
fois raccordés donnent une trés bonne approximation de
cette ellipse.

On trace un rectangle de cotés 2a et 2b, et d'axes
de symétries D, et D,.

Par un sommet de ce rectangle on trace la
perpendiculaire a la diagonale ne passant pas par ce
sommet. Cette perpendiculaire coupe les axes D, et D,
en deux points O, et O,.

On obtient deux arcs approchés de l'ellipse en
tragant deux arcs de cercles de centres O, et O, et
tangents aux cotés du rectangle. On compléte ensuite par
symétrie pour obtenir quatre arcs voisins d'arcs de
I'ellipse.

Ce tracé approché nécessite donc la connaissance
des deux diameétres de l'ellipse alors que, comme nous
l'avons vu précédemment, l'affinité ne donne que deux
diametres conjugués quelconques.

Lapphcatlon qui suit propose une méthode permettant d'obtenir les deux diamétres de
I'ellipse a partir de deux diamétres conjugués donnés dans une affinité.

Application: Soit (" un cercle de centre O et son image € dans l'affinité définie par la

droite D, la direction 8 et I'image O' de O
( & et D n'étant pas perpendiculaires).
Construire les axes de symétrie de ¢.

Considérons OM et ON, deux
rayons perpendiculaires de  qui coupent
D respectivement en a et b. On nomme
M' un points d'intersection de aQ' avec €,
et N' un points d'intersection de bO' avec
(. Dans ces conditions les segments O'M'
et O'N' sont portés par deux diamétres
conjugués de ¢.

b
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Comme aOb est un triangle rectangle en O, les segments O'M' et O'N' sont
perpendiculaires si et seulement si les points O, a, O' et b sont cocycliques.

Le centre ® du cercle passant par O, a, O' et b est alors le milieu de ab que l'on peut
obtenir comme intersection de la médiatrice de OO' avec D.

(Sur la figure ci-dessus on a réalisé en pointillés la construction de ® et de 1a, celles des
points a, b, M, N, M', N'.)

Exercice: Retrouver les diametres des ellipses qui représentent les cercles des faces
supérieure et de droite du cube dans la perspective ci-dessous.

5B
\
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PROBLEMES:

Probléme 1: Pour retrouver deux diamétres conjugués d'une ellipse.
rrooieme 1. Jug

1°) En utilisant l'affinité, démontrer que les milieux
des cordes paralleles d'une ellipse sont alignés et
définissent un segment [AB].

29) Sachant que parmi toutes les cordes paralleles a
une corde donnée figure nécessairement un diametre,
démontrer que |AB] et ce diamétre sont deux diamétres
conjugues.

Probléme 2: De l'intersection du cylindre et du plan a la définition bifocale.

La figure ci-dessous présente en vue de face, de gauche et de dessus un cylindre d'axe
vertical coupé par un plan de bout P qui est représenté par la droite AA' en vue de face.

S, et S, sont deux sphéres de centres O, et O,, tangentes intérieurement au cylindre ainsi

gu'au plan sécant P. On appelle F et F' les points de contact respectifs de P avec S, et S, .
Soit Q, et Q, les plans de bout et horizontaux qui passent respectivement par O, et O, et
représentés par les droites BB' et CC' en vue de face.

Vue de face Vue de gauche

B[ M, 0 B
o\ My C
: Sz

=

Vue de dessus

1°) Soit M un point d'intersection du cylindre (noté M sur la vue de face, M' sur la vue de
gauche et M" sur la vue de dessus) et de P. La génératrice du cylindre qui passe par le point M
coupe Q, et Q, respectivement en M, et M,. Démontrer en exploitant les propriétés des tangentes
a la sphere ayant un point commun que MM, = MF et MM, = MF' (en vraie grandeur).

29) Démontrer que la somme MF + MF' est constante.
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Probléme 3: De I’intersection du cylindre et du plan au cercle et  'affinité.

Vue de face Reprenons pour ce probléme la situation
‘ décrite dans le probléme 1 et dont la vue de face est
a nouveau reproduite ci-contre.
On appelle A la droite définie par
A I'intersection des plans P et Q,.
On désigne par o une mesure de l'angle du
diédre d'aréte A et dont les faces sont les demi plans
Q', et P' qui contiennent respectivement les points
M, et M.
Dans une rotation autour de A, il est possible
d'amener M dans le plan Q', de sorte que le demi
plan Q', forme avec P' un di¢dre plat.

La figure suivante représente ce diedre plat en vue de dessus. On a représenté la droite A,
le cercle intersection de la sphére S, et du plan Q,, ainsi que T'ellipse intersection du cylindre et

du plan P. La droite M,M est perpendiculaire a A et la coupe en m.

A

M, M

Démontrer que chaque point de I'ellipse est I'image d'un point du cercle dans une affinité
que vous préciserez.
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CHAPITRE VIl

COMPLEMENTS D'ALGEBRE ET DE TRIGONOMETRIE

1°) EQUATIONS DU SECOND DEGRE.

Ce sont les équations d'inconnue x de la forme ax’ + bx+c¢ =0, ol a, b, ¢ sont des nombres
réels, a # 0. Un rapide calcul peut montrer que dans ces conditions:

, ( b )2 p* —4ac
ax“ +bhx+c=u| x+— s e
2a 4a

. . hY A
En désignant par A le nombre »” — 4ac, on obtient ax® + hx + ¢ = a[(x + 2—) e ]
a a

A

4q*

I o (Y
L'équation ax’ +hx+¢ = 0 peut alors s'écrire [.x + ———) -

= 0. Suivant la valeur de A
2a

on distingue trois cas.

A retenir: Le nombre A = »* —4ac est le discriminant de I'équation ax® +bx+c=0. Cette
A
= (.

4a*

2
équation s'écrit (x + —)
2d

, h— A :
Lorsque A > 0 elle devient (x + AJ(x + b A) =0 et admet deux solutions

2a 2a
bR b
X = ¢t x, =~ .
2a - 2a

. o hY : _ b
Lorsque A = 0 cette équation devient (x + 2—) = 0. Elle a une unique solution x = e
a a

2 2
. . b : b A
Lorsque A < 0 il est certain que (.x +—) ———= >0 et I'¥quation (x +—) -—75=0
2a 4a 2a 4a
ne peut avoir de solution.
Remargque: Dans le cas particulier ou » est pair il est possible de travailler,
b . "'b'_ 'Al _b'+ 'Al
en posant b'=— avec A'=h"” —ac. SiA>0onaalors x, = ——— et x,=— >~
2 a a
Application:
DI —1C Sur un segment AB de 10cm on place un point M tel que
e, AM = x. On construit ensuite comme le montre la figure ci-contre
N M deux carrés AMCD et BMEF et on s'intéresse a la surface hachurée.

7 1) Peut-elle étre égale a 75cm’ ?
* 2) Peut-elle étre égale a S0cm” ?
3) Peut-elle étre épale 4 25cm?*?
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Désignons par S cette surface, S = x* 1 (10-x)? = 2> —=20x+100.
1) S = 75 devient 2" = 20x+25=0. En posant A =20 -4x2x25, comme A > 0. on

20-200 __ 52 20+4200 542

obtient dans ce cas deux solutions x, = =5- et x, = :
2x2 2 ; 2x2 2
2) S = 50 devient 2x° - 20x+50=0. En posant A =20" -4 x2 x50, comme A = 0, on
20
obtient une seule solution v = 55 =%
14

3) S = 25 devient 2x° -20x+75=0. En posant A=20°-4x2x75, comme A < 0, le
probléme n'a pas de solution.

Exercice: Résoudre les ¢quations suivantes.

@ 2x?-5x=0, @D 32 Wx+25=0 ® 3x'-24=0, @ x*+x-1=0,
® 3% -Sx+1=0, ® -3x°+2vr-5=0. @ 3x2+25=0, 252 +246x+3=0.

2°) LIGNES TRIGONOMETRIQUES D'UN ANGLE AIGU.

¢

Considérons un triangle ABC rectangle en B et désignons par
4B A langle BAC. On appelle:

-Sinus de l'angle A le rapport de la longueur du cété BC (coté de

, . i ~ BC

I'angle droit oppos¢ a A) a la longueur de I'hypoténuse CA. On note sinA = AT
-Cosinus de l'angle A le rapport de la longueur du c6té AB (coté de

o N ~ AB
l'angle droit adjacent a A) a la longueur de I'hypoténuse CA. On note cosA = AC

-Tangente de I'angle A le rapport de la longueur du coté BC (opposé

aA)yala longueur du coté AB (adjacent a A). On note tanA = ;\}%

Remarques: 1) Ces trois rapports sont des nombres positifs,

2 ~2
2) Comme AB® + BC? = AC”_ (cosA)? + (sinA )> A HBL =1.
AC?
~ BC
SIMA_ AC :
3) —— = tanA
cosh  AB
AC

Atnsi la connaissance d'un scul de ces rapports permet le calcul des autres, et permet
cgalement le calcul des lignes trigonométriques de I'angle C .

Applications: 1) Triangle rectangle isocele.

¢
Dans cecas A - C —45° et AB=BC=cet AC = c\/Z—.
Ainsi sinA = sinC = E(— e —l— = ﬁ, puis
AC 2 2 2
BC ¢ \/'3

= el tanA = tanC = |

L‘()S/\ C()S(:l = SRS
AR
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2) Triangle équtlatéral.
Danscecas A — B = C = 60° et AB=BC=AC=c¢ et,
en désignant par H le pied de la hauteur issue de C, on
/3
7

obtientAH = %c et CH ——

/3 c
Ainsi sinA = €H__2 . —‘/E, COSA = AR 2 1
AC 2 AC ¢ 2
0 Cﬁ
A H B et tanA'"giz 2 _[3
AH c
2
;o l 2 o . .o ] ~ R
En désignant par C, I'angle ACH, C, = 30°, on obtient sinC, = s c0sC, = T tanC, = —

3°) LES FONCTIONS CIRCULAIRES.

Les définitions utilisées ci-dessus présentent l'inconvénient de n'étre valables que pour un
angle aigu. Elles peuvent étre étendues a d'autres valeurs angulaires lorsque intervient la notion
d'angle orienté.

Dans un repére orthonormé orienté par le sens

YA < propos¢ sur la figure ci-contre et dont les unités en
B abscisses et ordonnées sont OA et OB, on appelle cercle
— T trigonométrique fe cercle de centre O et rayon 1.
sino M Soit M un point de ce cercle, on désigne par o
! > o
~ Y langle orienté (OA,OM) et par T le point d'intersection
' 0 \* le(x A5 de la droite OM et de la tangente en A au cercle

\ / trigonométrique. On appelle:

‘ ' -Cosinus de o I'abscisse de M.
-Sinus de a l'ordonnée de M.
-Tangente de o l'ordonnée de T.

1

e

Remarque: Comme OM 1, pour 0 - o = 90 on retrouve les définitions des lignes
trigonométriques du précédent paragraphe.

Application: Recherche des sinus, cosinus et tangente de 120°.

Ya | )
m BT Sur la figure ci-contre les points M et N du cercle
: m' N >
| 11" N trigonométrique sont définis par (OA,OM) = 120° et
g 120° A

/ - o L > > > >

'y n:] ()‘i Ko i AL (OALON) - 30° Ainsi (OB,OM) = 30° et les rectangles OnNn'
et Om'Mm sont superposables.

! w On peut en déduire que l'abscisse de M est égale a

3 l'opposé de l'ordonnée de N. et que l'ordonnée de M est égale a

‘ I"abscisse de N.

[.es résultats de I'application précédente donnent alors

v

|
|
|
|
>

i

|
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1
cos120°= —sin30°= -l, sinl20°=cos30°:£ et enfin tan120°= sin10 =2 ———\/—3——.
2 2 cos120° 3 3

2
Exercice: En procédant comme dans l'application ci-dessus, déterminer les sinus, cosinus
et tangente de 135°, 150°, -30°, -120°. Quels sont les sinus, cosinus et tangente de 0° ? de 90° 7 de
180°?...quand ils existent.

4°) PETIT FORMULAIRE TRIGONOMETRIQUE.

On peut avoir recours dans certaines circonstances a certaines formules déja obtenues,
2D ;5 Rgd SinA <
c'est le cas de [(cosA)” +(sinA)” = 1]ou de — = tanA|,
COSA
On peut également démontrer les résultats suivants:

A 1
l+{tanAY = ——
( ) (cosA)?

cos( A + B) = cosA x cosB-sinA x sinB cos(A — B) = cosA x cosB +sinA x sinB

sin(A + @) = sinA x cosB + cosA x sinB sin(A — 1§) = sinA x cosB-cosA x sinB

. A + tanB 5 x tanA - tanB
tan(A + B) = _AnA Hiant tan(A - B) = 2 —fant
1—tanA x tanB | + tanA x tanB
sinA+sin§=2xsinA+Bxcos _ sinA—siné=2><cosA+BxsinA_B
2 2 2 2
. B AB| [ . o Aib__AGE
cosA+cosB:2xcosA;Bxcos 5 cosA —cosB = 2 x sin ; ><smAzB

Exercice:

On considere un triangle ABC rectangle en B tel que i
AB =4, BC = 3 et AC = 5. La bissectrice de l'angle BAC noté A
coupe BC en M.

Calculer les longueurs BM et AM.




RESULTATS DES EXERCICES DU CHAPITRE VIIL.

Equations du second degré.

D 2x*~5x=0

s'écrit 2x(x~§) =0doncx=0o0ux= >

@ -3x? ~20x+25=0 a pour discriminant A = 400+ 300 = 700

537 ~10-547
—— oUX=
® 3x? - 24 =0 s'écrit 3(x~2\/§)(x+2\/5)-—-0 donc x =242 ou x=-242.

® x’+x—1=0a pour discriminant A=1+4=5 doux

® 3x* —5x+1=0 a pour discriminant A =25-12=13 d'ot x =

® ~3x” +2x-5=0 a pour discriminant A = 4 —60 = —56 et donc n'a pas de solution.

@ 3x’ +25=0 ne peut avoir de solution car 3x> +25> 0 quel que soit x.

2x"+24/6x+3=0a pour discriminant A = 24 —24 = 0 et pour seule solution x = —

Trigonométrie, calculs de sinus, cosinus et tangentes.

5

—10+

d'oux=

120° 60°
1352 : -45;00 En sappuyant sur le cercle trigonométrique, les
]50/‘ coordonnées des points, et les valeurs déja établies pour
e 180"( | \\;O" X 30°,45°,60°, on obtient les résultats suivants.
| /‘J
N 300
-120°
0° 30° 45° 60° 90° | 120° | 135°
V2| B V3| V2
sinus 0 2 Y By 1 5 | 7
| BT T
cosinus I 5 5 2 0 7 5
J3 non
tangente | 0 EY I J3 | défini | _ /3

—— QU X =




Trigonométrie, calculs dans un triangle.

l/«y/
v A

. ) 9
Alnsi, (cos%) =—

Comme (0 <

Or cosA—
2

——, etdonc AM =
10 AM

Enfin en posant (tan %] = B l

P

410
=

~

I A 1 BM
—=-l=—onatan—=—-=
[ AJ 9 2 3
COS
2

~

or, COSA =cos| —+—| =| cos—
2 2 2

N A
donc cosA = (cos
A

2 A Z A 2
MJ —| = [sin—%) = 2(005—} -1.
2 2 2

~

~

AB

~

2
(3]
—| sin—
2

. . A : ]
< 90° on sait que sin—-> 0 et cos— > 0, on obtient donc cos—
3 A

, dou BM = 4

~

Par définition dans le triangle ABC, cosA =

vy

A_
A

@)

3
Jio

&
5
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CHAPITRE IX

PROBLEMES D'EXAMEN

PROBLEME 1:
H.

Partie I: ABCDEFGH est un cube daréte £ et I est le
milieu de [EH].

Etude de la pyramide ABCDL

1) Face AID: exprimer en fonction de L les
longueurﬂs 1A, 1D, calculer ensuite les sinus et cosinus de
I'angle [AD.

2°) Face AIB: exprimer en fonction de [ la
longueur IB, calculer ensuite les sinus et cosinus de
I'angle IBA.

3°) Face CIB: calculer les sinus et cosinus de
l'angle IBC.

4°) Calculer l'angle diédre des plans ABI et IBC.

G

Partie 1I: On coupe le cube ABCDEFGH par un plan
A'B'C'D' paralléle a ABCD. La pyramide ABCDI est alors
coupée suivant le quadrilatere MNQP.

On pose EA' = FB' = GC' = HD' =h.

19) Justifier que MNPQ est un carré.

2°) Calculer en fonction de k la longueur du cdté

de ce carré.

Partie III: La figure ci-contre représente une arche
n P dont les parties I et [I ci-dessus ont permis de mettre en
: évidence certaines propriétés (abcdefgh et mnpgm'n'p'q’
; X sont des cubes, i est le milieu de [eh] et de [m'q']).
nl p j 1) A l'aide des résultats obtenus préciser les

angles diedres des plans amn et nmm’, puis bnp et n'np,
enfin bnm et bnp.

2°) Les cubes extérieur et intérieur ayant pour
arétes £ et b calculer le volume de cette arche en

/ fonction de £ et h.

" m N d On rappelle que le cosinus d'un angle diedre
coso — cosfy cosy

est donné par -
sin 3 sin y




PROBLEME 2:
A M N B
U/ \ P
T / Q
D 3 R C

D
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Préliminaires: ABCD est un carré de ¢o6té ¢. Sur chacun de ses

cotés on a placé deux points M et N, Pet Q,,R et S, T et U, tels que:
AM=NB=BP=QC=CR=SD=DT=UA =x.

Justifier que MNPQRSTU est un octogone régulier lorsque:

v= D27V ot MN =c(4/2 - 1)

Partie I: On réalise un pavage dont les motifs font apparaitre
octogones réguliers et carrés ( une partie est présentée ci-
contre). Les éléments de base sont des carrés 20x20 cm
présentant deux axes de symétrie suivant leurs diagonales.

!

1°) Quelle scra la longueur des cotés de I'octogone régulier?
2°) Sur le pavage ainsi réalisé, quelle sera la largeur de
l'intervalle séparant deux motifs carrés?

Y AY/

Partie Il: Sur chaque face d'un cube d'aréte ¢, on place sur les
médianes [MP] et [NQ]| quatre points A, B, C, D situés a la méme
distance des cotés, de fagon a obtenir un carré
c(2-2)

2
1°) Calculer en fonction de ¢ la longueur du c6té du carré ABCD.

On pose AM = BN =CP=DQ =

- 27) En joignant deux a deux les extrémités de ces carrés on
- peut alors réaliser un polyedre a quatorze faces dont six
carrées et huit hexagonales.

a) Calculer en fonction de ¢ la longueur BG.
I.'hexagone BCDEFG est-il régulier?

b) Donner une méthode permettant de calculer en
| fonction de ¢ la longueur CG.
| ¢) Comment évaluer le diedre d'aréte BG?...et celui
d'aréte BC?




PROBILEME 3:
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3°) A partir du polyedre étudié dans la question précédente,
on realise la structure ci-contre. Sa partie supérieure est
constituée de la moitié supérieure de ce polyédre, elle repose
sur huit piliers verticaux dont les bases sont sur le contour de
la face inférieure du cube circonscrit. Ce cube a 10 m d'aréte.

a) Démontrer que la base est un octogone régulier.

b) Faire un croquis c6té de I'ensemble vu de dessus.

c¢) Tous les segments dessinés étant réalisés en tube,
quelle est la longueur totale nécessaire a la construction?

Le probleme qui suit a ¢té découpé en quatre parties. Les deux premiéres permettent
l'obtention de résultats sur une figure plane, les suivantes utilisent ces résultats dans des situations

spatiales.

Partie 1:
A B’

D D

(\v

Sur la figure ci-contre ABCD est un carré, A", B, C,
D' sont les milieux de ses cotés, A, B,,C,,D, sont les
points d'intersection des segments qui joignent les sommets
aux milieux des cotés. Il s'agit ici d'évaluer la surface de
ABCD par rapport a celle de A ,B,C,D,.

: 1
1°) Justifier que A|B, = B,Bet que B,B'= ?Z—AA,.

2°) Comparer les surfaces suivantes:
a) A\B,C,D, et BB,B".
b) BB,B' et BA A .
¢) BA\A et A,B,C,D,.
3°) Conclure en évaluant la surface de ABCD par
rapport a celle de A B,C,D,.

Partie 2: Soit ABC un triangle rectangle en B et H le pied de sa hauteur issue de B. On connait

les longueurs BC -~ aet AB ~ 2a.

B

17y Calculer en fonction du nombre a:

a) La surface de ABC.

b) La longueur AC.

c¢) La longueur BH.
27) Calculer les longueurs BC, BA, BH lorsque
AC == 10cm puis lorsque AC = 5¢cm.
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g - Sur la figure ci-contre ABCDEFGH
I%f- ' I ¢st un cube de 10cm dlaréte. Sur les faces
/| ] supéricure et inférieure on a réalisé¢ des
tracés selon des méthodes comparables a
‘ celle décrite dans la partie 1. Ainsi, A', B,
F C, DL ESF G H sont des milieux d'arétes,
A,.B,.C,.D,,E,,F, G, H, sont les points
: d'intersection des segments qui joignent les
G sommets aux milieux de ces arétes. L'objet
représenté en traits épais se nomme un
| antiprisme. Il a 2 faces qui sont des carrés et
8 faces qui sont des triangles.

Les calculs effectués dans les
exercices précédents permettent d'affirmer
que chacun des points A,,B,,C,,D,,E,,
F,, G,, H, se situe par rapport aux arétes les
plus proches et a 2cm de l'une et 4cm de
l'autre ( Par exemple la distance de A, a AD
(' est2em, etcellede A, a AB est4 cm).

L"

D D C

1°) Réaliser la vue de dessus de cet antiprisme que I'on nommera figure 1.
2°) Calculer la longueur des arétes A H, ct DH,. Le triangle D,H A, est-il isocele? Calculer
I'angle D,lfl,/\,. Calculer la longueur des diagonales C H, et B,H,.
3°) On effectue une coupe de cet antiprisme par un plan vertical passant par les points A, et C,.

a) Représenter ce plan de coupe sur votre figurel.

b) En vous appuyant sur votre figurel, justifier que la section obtenue est un trapeze
isocele.

Partie 4: Il s'agit dans cette partic de représenter en vraie grandeur la section réalisée dans la
partie 3. On désigne par | et J les points d'intersection du plan de coupe avec les arétes E H, et
G,F,, eton admet que Al et CJ ont méme longueur.

1) Calculer la longueur A C,.

2?) Proposer une méthode permetiant de localiser exactement I et J par rapport aux
arétes du cube. I'n admettant que | se situe par rapport aux arétes les plus proches du cube a
20/7cm de l'une ¢t 30/7cm de l'autre calculer A 1.

37} Réaliser la section a l'échelle 1/2.

PROBLEME 4:

l.e probleme qui suit est découpé en trois parties. La premicére est I'é¢tude d'une
configuration plane qui intervient dans chacune des deux autres: analyses de pavages, calculs
d'angles et de longueurs dans un polyedre.
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Partie I: ABCDEF est un hexagone régulier de c6té » et
de centre O. Les points A", 3, C, D', I, I sont les milieux
respectifs des ¢otés AB, BC, CD, DE, EF, FA. Le point H
¢st le milieu de A'B'.

| 3 3
l 17y a) Montrer que OA'= —\é—«r etque OH = Z’
- 2
S(OAB)

S(OA'B')
P \ | H B 2%y a) Justifier que les triangles sont semblables.

|

i

b) Calculer le rapport des atres

b) En déduire les rapports des aires
. S(AOA") S(OAB)
A Al B 1 ' et 1 Tty
S(HBA')  S(BA'B')
3°) A partir des résultats précédents, évaluer le rapport des aires des hexagones ABCDEF et
A'B'C'D'E'TF.

Partie II: A partir de deux modéles de pavés hexagonaux, on réalise deux pavages du plan aux
motifs différents. Les figures ci-dessous proposent pour chacun de ces deux pavages, un pavé et
un exemple d'occupation du plan.

Pavage 1 Pavage 2

()

12y A T'aide de la grille de classement des pavages, donner en justifiant votre choix, le type

de chacun de ces deux pavages.
2°) On utilise un troisi¢me modéle de pavé hexagonal suivant la disposition représentée ci-

dessous. Quel sera le type de ce pavage?
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Partie III: On considére le solide polyédre représenté ci-dessous en perspective cavaliére et en
vue de dessus.

ABCDEF et AB'C'D'ET" sont des hexagones réguliers situés dans des plans horizontaux.
La droite joignant leurs centres O et O' est verticale. Les faces ABA', BCB', CDC', DED', EFE,
FAF', sont des triangles équilatéraux de 5 cm d'aréte.
I°) Dessiner en vraie grandeur la section de ce polyédre par un plan vertical XX' passant par B' et
E'"
2°) Dessiner en vraie grandeur la section de ce polyédre par un plan vertical YY" passant par C et
F.
3°) Déterminer les angles di¢dres d'arétes respectives BC et B'C' (on pourra les donner soit par
leurs mesures en degrés soit par leurs sinus et cosinus ou par leur tangente).
4°) Etude de l'angle diédre d'aréte BB'.

a) On considere le triangle A'B'B. On désigne par H le milieu de A'B', et par ] l'angle
A'B'B. Calculer le sinus et le cosinus de l'angle B'.

b) Soit H' le milieu de BC. justifier que A'B' et B'H sont perpendiculaires. Quelle est la
mesure de l'angle H' B'B?

¢) En considérant le tricdre de sommet B', d'arétes B'A’, B'B, B'H', calculer le cosinus de
l'angle diedre daréte BB' (On rappelle que le cosinus d'un angle diédre est donné par
cosa — cosflcosy

sinf3siny
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