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LE PROBLEME DE L'ESPACE, DE L'ETHER ET nu CHAMP
PHYSIQlJE

La pensée scientifique perfectionne la pensée préscientifique .
Puisque dans cette dernière, le concept d'espace a déjà une fonction
fondamentale, établissons et étudions ce concept.
Deux façons d'appréhender les concepts sont l'une et l'autre essentielles pour en
saisir les mécanismes.
La première méthode s'appelle l'analytique logique.
Elle veut résoudre le problème: comment les concepts et les jugements
dépendent-ils les uns des autres 7 Notre réponse nous place d'emblée sur un
terrain relativement assuré! Cette sécurité, nous la trouvons et la respectons dans
la mathématique.
Mais cette sécurité s'obtient au prix d'un contenant sans contenu.

Albert Einstein.
Etudes scientifiques

Le problème est magnifiquement posé
à suivre .
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CHAPITRE ZERO

GEOMETRIE ET ENSEIGNEMENT

" La géométrie est communément définie comme la science des figures de
l'espace. Cette définition un peu incertaine ...."
Ainsi commence l'article" géométrie" de l'Encyclopédie Universalis signé par
François Russo.

Pour un enseignant en milieu ou en fin de carrière, cette définition est bien
à la fois commune et incertaine. Formé durant ses études à la géométrie des
figures laquelle finit par prendre le curieux nom de géométrie pure, il dut, à partir
de la fin des années 70 enseigner la géométrie vectorielle dans laquelle le dessin
devenait très accessoire. A partir de 1985, la géométrie des transformations prit le
relais. Ainsi, en une génération, trois méthodes très différentes furent utilisées
pour enseigner la géométrie.

Mais ce n'est pas tout.
La géométrie analytique continue de faire l'objet d'un chapitre. Par contre,

l'analyse qui est une méthode de résolution de problèmes en géométrie a pris son
indépendance .

Voyons du côté de la recherche.
En géométrie algébrique, les chercheurs viennent de démontrer le théorème de

Fermat d'essence pourtant purement arithmétique. La géométrie fractale a fait une
percée importante en une vingtaine d'années même si elle n'est pas encore
enseignée dans le secondaire et guère dans le Supérieur.

Avec la géométrie fractale, la fin du 20e siècle voit la naissance d'une
"nouvelle" géométrie.
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L'IDEE DU POLYCOPIE

Entre l'enseignement et la recherche, cette fin de 20è siècle voit ainsi
s'entremêler nombre de géométries fort diverses en apparence. Ce petit polycopié
se propose de répertorier - de façon non exhaustive - une dizaine de géométries,
d'essayer de comprendre les raisons de leurs apparitions ,les liens qu'elles peuvent
avoir entre elles et surtout avec la première ( ? ) d'entre elles: la géométrie
d'Euclide, première science rédigée à partir de définitions de postulats et de
théorèmes.

ATTENTION

Ce polycopié ne développe aucune des 10 géométries.

L'idée est simplement de comprendre comment ELLE - la géométrie
d'Euclide - a pu donner naissance à autant de rejetons
L'idée est ensuite de montrer leur structure commune.
L' idée est enfin de regarder les différences dans la façon d'aborder la
notion d'espace de ces géométries.

Le propos est d'inciter à réfléchir plus que de donner des réponses toutes faites.
Répétons bien qu'il est hors-sujet de développer ces géométries, chose impossible
en si peu de pages d'autant qu'il existe des dizaines d'ouvrages fort érudits sur
la géométrie.

Par contre, à ma connaissance, il n'existe aucun livre cherchant à réunifier de
façon simple ces géométries, cette géométrie, cette géométrie que je sais d'ELLE.



TAlJTOLOGIE

Nous allons dérouler une dizaine de géométries ( ou une seule ....) en suivant
l'ordre chronologique de leurs apparitions (ou de son évolution avec ses ruptures).

Raison: Personne, jamais, n' a réinventé les mathématiques.
Avec ses arrêts et ses ruptures, le système a été développé à travers diverses
civilisations - sumérienne, babylonnienne, égyptienne, indienne, grecque,
européenne, arabe, chinoise - chacune étant indispensable à la construction de
l'édifice commun.

La " logique propre" de ce développement m'apparaît primordiale dans la
mesure où chaque géométrie est créée et se développe à partir des connaissances
antérieures.

Il est fascinant de voir l'esprit créateur de chaque civilisation se développer
puis s'éteindre avant qu'une autre civilisation ne vienne reprendre les
connaissances acquises pour créer de " nouvelles" mathématiques ( les mêmes
bien sûr.. ..)

Evident pensez-vous peut-être ')
Mézalor, que n'en tient-on plus compte dans les programmes et dans

l'enseignement 1

Sans vouloir reprendre la construction des mathématiques selon son ordre
historique, le moins serait d'expliquer aussi bien aux élèves qu'aux enseignants
les tenants et les aboutissants ( provisoires) de cette construction.

C'est aussi un des buts de ces quelques pages.
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PREMIERE PARTIE

Quelques réflexions de :

Pascal

Einstein

Piaget

Chasles

Dieudonné
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A VANT PROPOS

Avant d'aborder "les" géométries, il me paraît utile de lire 2 textes importants:

1 ) " Esprit de finesse et esprit de géométrie" se trouve dans les pensées de
Pascal ( Pensées diverses N° 2 )
Peut - être pas toujours facile à comprendre à notre époque, il cherche à
distinguer entre esprits de finesse et esprit de géométrie; un géomètre ne pouvant
que rarement être un esprit fin.

2 ) " La géométrie et l'expérience" écrit vers 1920 par Einstein tente de définir
les liens entre géométrie et réalité. Un objet géométrique peut-il être un objet
réel?

3 ) Ensuite, nous vous proposons une brève réflexion épistémologique à travers le
chapitre 4 du livre de Piaget et Garcia : "Psychogénèse et histoire des sciences".
Les auteurs montrent comment les jeunes construisent leur géométrie personnelle,
se repèrent et se structurent à travers la géométrie d'Euclide ( les constructions ),
la géométrie analytique ( les repères) et la géométrie des transformations
( les structures)

4 ) " L'aperçu historique sur l'origine et le développement des méthodes en
géométrie" de Michel Chasles ( paru en 1837 ) propose une construction du
savoir géométrique en 5 époques qui nous mènent jusqu'à la géométrie
descriptive de Monge.

5 ) Nous terminerons ces réflexions d'éminents personnages par des extraits de
l'introduction du livre" Algèbre linéaire et géométrie élémentaire" écrit en
J 964 par Jean Dieudonné à l'attention des enseignants du secondaire" les plus
conscients de la nécessité d'une réforme" tout en précisant quelques lignes plus
loin: " je m'excuse d'avance auprès de mes collègues de l'enseignement supérieur
aux mains de qui tomberaient ce livre, et qui m'accuseraient avec raison
d'enfoncer pompeusement des portes ouvertes ".
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LA GEOMETRIE ET L'EXPERIENCE

Comment se fait-il que la mathématique, qui est un produit de la pensée humaine
et indépendante de toute expérience, s'adapte d'une si admirable manière aux
objets de la réalité? La raison humaine serait-elle donc capable, sans avoir
recours à l'expérience, de découvrir par son activité seule les propriétés des objets
réels?
A cette question il faut, à mon avis, répondre de la façon suivante: pour autant

que les propositions de la mathématique se rapportent à la réalité, elles ne sont
pas certaines, et pour autant qu'elles sont certaines, elles ne se rapportent pas à la
réalité.

Einstein 1921

( Un extrait plus long se trouve dans: Mathématiques au fil des âges, page 287 )
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Reprenons le texte d'Einstein et allons un peu plus loin en regardant les raisons
de ce " contenant sans contenu" .

LE PROBLE\IE DE L'ESPACE. DE L'ETHER ET nt CHAMP
PHYSIQl'E

La pensée scientifique perfectionne la pensee préscientifique .
Puisque dans cette dernière, le concept d'espace a déjà une fonction
fondamentale, établ issons et étud ions ce concept.
Deux façons d'appréhender les concepts sont l'une et l'autre essentielles pour en
saisir les mécanismes
La première méthode s'appelle l'analytique logique.
Elle veut résoudre le problème : comment les concepts et les jugements
dépendent-ils les uns des autres ,) Notre réponse nous place d'emblée sur un
terrain relativement assuré 1 Cette sécurité, nous la trouvons et la respectons dans
la mathématique
Mais cette sécurité s'obtient au prix d'un contenant sans contenu.
Car les concepts ne correspondent à un contenu que s'ils sont liés, même le
plus indirectement aux expériences sensibles. Cependant aucune recherche
logique ne peut affirmer cette liaison. Elle ne peut être que vécue. Et c'est
justement cette liaison qui détermine la valeur épistémologique des systèmes
de concepts.

Nous avançons dans Je débat.
10

) Einstein a posé le problème sous la forme. la géométrie, abstraction faite du
concept d'espace est un contenant sans contenu ~
2°) Aucune logique ne peut construire un lien entre la géométrie et l'espace qu'
elle est sensée décrire.
Ces prémisses nous amènent sur le terrain de l'épistémologie.
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1 EPISTEMOLOGIE 1

Commençons par la définition du dictionnaire de sémiotique de M. Courtès:
" L'épistémologie est l'analyse des axiomes, des hypothèses et des procédures,
voire des résultats qui spécifient une science donnée; elle se donne, en effet,
comme objectif d'examiner l'organisation et le fonctionnement des approches
scientifiques et d'en apprécier la valeur .... Toute théorie repose sur un nombre
plus ou moins grand de concepts non définis qui sont à verser dans ce qu'on
appelle l'inventaire épistémologique. Elle doit tout de même viser à réduire au
maximum le nombre de ces concepts. "
Avouons que nous sommes au coeur du débat géométrique.

Courtès donne aussi une version plus synthétique:
EPISTEME : Attitude socio-culturelle d'un groupe vis-à-vis de ses propres
signes.
( Par sa concision et sa précision cette définition mérite une longue méditation.)

Venons-en maintenant au livre de Piaget et Garcia: "Psychogénèse et histoire des
sciences" et plus particulièrement au chapitre 4 dans lequel les auteurs montrent
la structuration, en 3 stades successifs, de l'espace géométrique chez l'enfant.
Notons auparavant que l'épistémologie génétique distingue 4 stades principaux:
1 ) Le stade sensori - moteur ( 0 à 2 ans)
2 ) Le stade pré-opératoire ( 2 à 6 ans)
3 ) Le stade des opérations concrètes ( 7 à 10 ans)
4 ) Le stade des opérations formelles ( 11 à 12 ans)
Lors de l'étude de l'acquisition de la notion d'espace par l'enfant, Piaget et Garcia
utilisent des objets concrets ( pâte à modeler, bocal, fil à plomb ..... ) et non des
objets géométriques.

Piaget a enseigné durant 10 années l'histoire de la pensée scientifique.
Les 3 stades, intrafigural, interfigural et transfigurai qu'ils déduisent de
leurs travaux suivent chronologiquement 3 étapes importantes de la
construction du savoir mathématique.

1 ) LE STADE INTRAFIGURAL ( avant 7 ans)
Le jeune perçoit et se représente à l'intérieur de la figure, du dessin, de l'objet
observé. Il dessinera une cheminée penchée perpendiculairement au toit d'une
maison et non verticale Piaget précise: " A ces relations intrafigurales, nous
pouvons rattacher celles qui résultent d'une comparaison entre les propriétés
internes de deux ou plusieurs figures, ce qui est bien différent de l'interfigural en
tant que position des figures dans un espace englobant dont la structuration est
alors nécessaire. "
Remarque importante: Les cas d'égalité des triangles se situent dès lors dans
le stade lntrafigural.
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2) LE STADE INTERFIGlJRAL. ( 7 à 8 ans)
Le jeune se repère par rapport à un espace englobant la figure. Piaget précise:
" Ils comprennent d'emblée la nécessité de deux mesures conjointes pour fixer la
position du point" ( page 135 )
Piaget continue:" A passer aux directions, il est clair que le tracé d'une
horizontale ou d'une verticale par le sujet exige des références interfigurales, en
opposition avec les perpendiculaires quelconques dont il a été question plus
haut." ( cheminée ou liquide dans un bocal)
Le jeune atteint ici la notion de repère dégagée par Descartes avec ses 2
directions privilégiée bien différente de la notion d'angle droit tracé au hasard
dans le plan. Selon Piaget, ce repérage se fait vers 7 ou 8 ans. Dès cet âge, un
jeune peut situer un objet (point ?) dans le plan par 2 mesures ( abscisse et
ordonnée ).
Mais Piaget précise encore: "Tout changement de forme d'une figure est dû à des
déplacements de parties et tout déplacement peut se traduire en relations
interfigurales puisqu'il s'agit de comparer des positions initiale et finale avec leurs
références respectives ."
Remarque là encore importante: une transformation unique agissant sur un objet
relève du stade interfigural par mesures des positions initiale et finale de l'objet.

3) LE STADE TRANSFIGlJRAL ( Il à 12 ans)
Nous venons de dire qu'il ne s'agit pas seulement de transformer une figure. Pour
atteindre ce troisième stade, le jeune doit comprendre la composition des
transformations mais aussi il doit savoir" revenir en arrière" avec la
transformation réciproque. Ainsi le jeune doit prendre conscience de la notion de
groupe de transformation. Bien entendu, ces travaux datent de l'époque du
structuralisme. Page 143, Piaget écrit: " Le problème que soulèvent ces premiers
faits et que nous retrouverons à propos de tous les autres est de comprendre
pourquoi ces compositions de mouvements sont si tardives ."

En mathématiques, nous notons ainsi deux" décalages n Comprendre les cas
d'égal ité des triangles ne nécessite pas la compréhension de l'espace englobant les
triangles donc il s'agit seulement du stade intrafigural et de même la
transformation d'une figure ne nécessite pas de comprendre la structure des
transformations donc il s'agit du stade interfigural
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RESUME

STADE GEOMETRIE EXEMPLES ESPACE

géométrie d'Euclide droites perpendiculaires espace
INTRAFIGURAL propriétés d'une figure hauteur, médiane limité

0-7ans comparaisons de cas d'égalité àla
2 figures des triangles figure

géométrie repère cartésien compréhension
TNTERFIG URAL analytique et

7-8ans transformation une homothétie de tout
unique l'espace

géométrie des groupe des structuration
TRANSFIGURAL transformations translations de tout

ll-12ans groupe de groupe des l'espace
transformations similitudes
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APERÇU HISTORIQUE
sUI I.'ORIGI:-;t:: ET I.E Ili:YELorrDIE.'iT

1JES MÉTHODES EN
l'AHTlCll.lt::HDIE:-;T

HE ('ELLE~ QU SE HAPPORTE?\T A LA ~;ÉmfÉTRIE MODERNE

Pli: M. CHA S LES,

Les pages qu i SUIvent sont extraites de la reedition par l'IREM de Lille de l'
Aperçu historique de MIchel Chasles On notera que la première édition en 1837
rut retardée de 2 ans par la découverte des ouvrages hindous de Brahrnagupta .
Par contre ( 2e' époque) la civilisation arabe n'a pas les faveurs de Chasles et
"invention de l'algèbre est attribuée ù Viète' l.a dernière phrase de cette 2é'

époque "Alliance intime entre l'Algèbre ct la Géométrie" ," clcfuniverscllc
des mathématiques" a un caractère visionnaire quand on connaît J'importance
actuelle de la géométrie algcbnquc.
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AVERTISSEMENT DE L'AUTEUR.
Cet ouvrage a été conçu à l'occasion d'une question proposée pal' l'Aca-

démie de Bruxelles. _

L'impression commença en 1835, d'abord sans entraves, cl assez
rapidement, mais fut bientôt ralentie, particulièrement pal' l'étude des
ouvrages indous de Brahmegupla, dont on n'avait pas encore signalé le
sujet réel et l'importance spéciale pour la partie géométrique. Enfin le
volume parut en t 837.

Une autre objection pouvait se présenter. Depuis t 837, la Géométrie a

fait des progrès considérables,
Celle circonstance pouvait rendre fort douteuse l'opportunité d'un travail
déjà ancien de près d'une quarantaine d'années. Cependant M. Hayez,
imprimeur de l'Académie de Belgique, et M. Gauthier-Villars, qu'il a désiré
s'associer, onl Lien voulu accomplir la pensée de l'Académie. Qu'ils veuillent
hien aussi en agréer mes rcmcrclmerus.

M. C.
Paris, 20 mai 187~.
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HISTOIRE OE LA r.ÉO\fÉTRIF..

CHA PIT n E PRE jl l ER.

pnOIIEnE EPOQCE.

§ I . La Géométrie prit naissance chez les Chaldéens ct les Égyptiens.
T"'lL'. Thalès qui, .ié en Phénicie, alla s'instruire en Ég~ pte et vint ensuite

...;;'.~:::n;'~... n. s'établir à ~lilel, y fonda récole ionienne, d'où sont -orties les sectes des
philosophes de la Grèce, el où commencèrent les premiers progrès de la
Géométrie,

p) thagol'e, né à 5,11110::;, disciple de Thalès, qui, comme lui, avait voyagé
en Égvpte, puis dans les Indes, vint se retirer en Italie, et y fonda son
école, beaucoup plus célèbre que celle d'où elle dérivait. Ce fut principale-
ment à Pythagore, qui incorpora la Géométrie dans sa philosophie, et à ses
disciples que cette science dut ses premières découvertes. Les principales
furent la théorie de l'incommellsurabilite de certaines lignes, comme la diago-
nale du carré comparée au côté; et la théorie des COI'lJ$ reguliers. Ces pre-
miers pns dans la science de l'étendue n'offrirent, du reste, que quelques
propositions élémentaires, relatives à ICI ligne droite el au cercle. Les plus
remarquables sont le théorème du CG/Te dl! Ch!Jpo/linusl! d'lin triangle rec-
tangle, donl la découverte coùta, dit l'histoire, ou la fahle, une hécatombe
~ Pythagore ; et la propriété qu'ont k cercle et la sphère détre des maxima

parmi les figures de même périmètre ou de même surface: propositions qui
ofTrent le premier germe de la doctrine des isoperimétres.

§ 2, La Geometrie fut ainsi restreinte JUSqU'il la fondation de l'école
platonicienne, époque de ses grands progrès.

Platon, comme les sages de la Grèce qui rayaient précédé, alla s'instruire
dans les mathématiques chez les prêtres égyptiens; puis en Italie auprès des
pythagoriciens,

De retour à Athènes, ce chef du Lycée introduisit dans la Géométrie la
methode anal!JlirJue " les sections coniques et la doctrine des lieux qëcme-
triques. Découvertes mémorables qui firent de la Géométrie, pour ainsi dire,
une science nouvelle, d'un ordre plus élevé que la Géométrie élémentaire
cultivée jusque-là, et que les disciples de Platon appelèrent Géolilelril! trans-
cendante.

La doctrine des lieux géométriques ~ fut appliquée, dès ce temps, d'une
manière très savante. aux fameux problèmes de la d uplicution dit cube, des
rie/Ix m0!Jl?llIli~S !))'()!JorlionlleUtls ~l dl' la trisection de Lanqle.

" \f!" 3 .. 0 ",".IInl J_-C.
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CH.-\PlTI\E II.

OEt.;l.IEliE EPOQL'E,

§ 9. L'état de 5tajnatioll où lans-uirellt les lettres, ehez les Arabes
et les autres nations, apn~s la destructioll du .'rlIJsee J'.\lexaIlJrie, Jura près
Je ruille ans: et ce Ile fut que vers le milieu du X v' siècle que la Géomé-
trie, suivant le mouvement 3éneral des sciences, reprit faveur.

Ses progrès furent lents d'abord: mais riéanmuins les conceptions des
~éometres fie tardèrent point il prendre lin caractère de généralité et d'abs-
traction qu'elles n'avaient point encore eu jusqu'alors. Chaque méthode,
en effet, ne comportait rien de général, et se bornait il la question par-
ticulière qui y avait donné lieu: chaque courue connue, el le nombre
en etait trés restreint, avait été étudiée isolément, par des moyens qui
lui étaient tout spéciaux, sans que ses propriétés, el I€.~ procédés qui y
avaient conduit, servissent à découvrir les propriétés d'une autre courbe.
l'i'ous citerons, par exemple, le fameux problème des tangentes, qui fut
résolu pour quelques courbes, telles que les coniques et la spirale d'Archi-
mède, par des considérations' profondes, mais essentiellement différentes
entre elles, et qui ne donnaient aucune ouverture pour la solution du même
problème appliqué il d'autres courbes.

La méthode d'exhaustion, qui reposait sur une idée mère tout à fait
générale, n'ôta point il la Géométrie son caractère d'étroitesse et de spécia-
lité, parce que celle conception y manquant de moyens généraux d'applica-
tion, devenait, dans chaque cas particulier, une question tonte nouvelle,
qui ne trouvait de ressources que dans les propriétés individuelles de la
figure il laquelle on rappliquait. Cétte méthode néanmoins fait beaucoup
d'honneur' aux ~éomètres de l'Antiquité, parce qu'elle est le germe d'une
suite de méthodes de Il,wdru.tw'eg qui depuis ont fait, dans tous les temps,
l'objet des travaux des plus célèbres mathématiciens, et dont le but final,
et nous pouvons dire le triomphe, fut l'invention du calcul infinitésimal.

Ces considérations, qui tendent il raire ressortir la différence du spécial
au géllùa{, du COlleret il l'austrait, qui distingue la Géomdrie jusqu'au
XV, siècle, de la Geometrie postérieure, nous portent il regarder cette pre-
mière époque comme formant les prélùlliilaires de la science.

Le caractère de ~énèJ'alilé ct d'abstraction, que prit ensuite la Géométrie,
s'e~t prononcé de plus en plus dans les époques suivantes, et établit aujour-
d'hui une dillérence immense entre la Geometrie moderne et celle des

Anciens.
§ 2. Les principales découvertes de la Géornéuie, il sa renaissance, sont

dues à Vide et il Kepler, qui sont, il plusieurs titres, les premiers auteurs de
notre supériorité sur les Anciens. (Voir la Note Xl!.)

Viète. après avoir cnmplété la methode u.lwlyliqlle de Platon, par l'inven-
'on de l'Algèure, ou Ioqis'iqu» s/JeCieHSe, destinée à mettre cette méthode

cn pratique dans la science des nombres, eul encore la claire d'introduire
cet instrument admirable dans lu science de l'étendue, et d'initier les géo-
mètres, par une construction graphique des équations du second et du
troisième degré, ~ l'art de représenter géométriquement les résultats de
l'Algèbre; rremiers pas \'~rs une alliance plus intime entre l'Algèbre et la
Géométrie, qui derait cOlluuire au>; grandes uécom'erles de Descartes, et
deyenir la clef universelle des mathématiques.
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CH.\PITHE Ill.

T n 0 r S 1Ul E 1: PO Q le,

§ 1", Le plus 5i;II:llé service rendu ~ la Ccornctrie est du à Descartes.
Ce philosophe, p:lr 5011 inappréciahlc conception de l'.iJll1Lt'cal/1)1I de l'Algèbre
ci la theorie ries courbes, se créa les moyens de franchir les obstacles qui,
jusqu'alors, avaient arrête les plus grands geomètres, et changea véritable-
ment la Iacc des sciences mathematiques 1.

Cette dOclrine de Descartes, dont aucun i:,!'cl'me Ile s'est trouvé dans les
écrits des géomètres anciens, ct la seule peut-être dont on puisse dire,
comme ~[onlcsquieu de son Espri! des luis, pnOLDI 51.'E lLHRE CREAT ..U!,

cette doctrine, dis-je, eut pOUl" effet Je donner ~ 1<1 Céornétric le caractère
d'abstraction cl dunivcrsalité qui la distingue essentiellement Je la Géomé-
trie ancienne, Les méthodes créées par Cavalieri, Fermat, Roberval, Gré-
goire de Sr-Vincent, portaient aussi, dans leurs principes métaphysiques,

le cachet de cette généralité ; mais ne l'avaient point dans leurs applications.
La conception d~ Descartes, seule, procurait les moyens d'appliquer ces
méthodes d'une manière uniforme et gén';l'ale; elle était l'introduction néces-
saire aux nouveaux calculs de Leibniz et de Newton, qui dès lors n'ont
point tardé à surgir de ces belles méthodes,

La Géométrie de Descartes, outre ce caractère éminent. d'universalité,
se distingue encore de la Géométri~ ancien Ile sous un rapport particulier,
qui mérite d'èrre rernarqué ; c'est qu'elle établit, p:.tr une seule formule,
des propriétés géllérales Je familles entières Je courhes : Je sorte (Ille l'ail
ne saurait J';couvril' par cette voie quelque prop,'iété d'une courbe, qu'elle
ne fasse aussitôt connaître des propriétés semblables Olt analogues dans une
infinité d'autres lignes, Jusque-LI, on n'avait étudié que des propriétés par-
ticulières de quelques courbes, prises une il une, et toujours p:1r des moyens
différents, qui n'établissaient JUCIJl1e liaison entre différentes courbes,

Aussi la Géométrie prit dés lors un essor rapide, et ses progrès s'éten-
dirent sur toutes les antres sciences qui sont Je son domaine, L'Algèbre
elle-rnérne en reçut d'utiles secours; ses opérations s: mboliques devinrent
plus faciles il saisir, son importance succrut ; ct ces deux branches prin-
cipales de nos connaissances positives marchèrent d'un pas également
assuré,

Quant il l'Algèbre, nous nous bornerons il dire que l'un des premiers et
des plus grands avantages que la GI!olllétrie lui procura, fut l'interprétation
et l'usage des racines négatives, que jusque-Iii on regnrdait comme insigni-
fiantes, et qui avaient si forl embarrassé les anciens analystes,

La méthode des coefficients indéterminés, que Descartes créa dans sa
Géométrie, et dont il fit uo si heureux US:lge POUl" la construction des lieux
solides, est aussi l'une des découvertes les plus ingenieu~es et les plus fécondes
de l'Analyse,

~ 2, L'esprit et les procédés de la Cdol/uitrie dl! Descartes sont trop
connus de toutes les personn~5 qui ont les premieres connaissances en
mathémauques, pour que (JtlUS entrions ici Jans aucun J~v~loflpement.'

20



CHAPITnE I\'.

(,!lATnl01E EI'OQCE,

,.I,nlin'''·'m.1 § 1. Cinquante <-l115 après que Descartes avai: nus au jour sa Geometrie,
une rlUlre !.!rande conception fl/'('p<lrér p<lr Fermat el Barrow, fe Ca/cul ll/fi'-
uitcsima! de Leibniz et de Xcwton, prit naissance (en 1684 et 1687).

Cette sublime invention, qui remplaçait avec un avantage immense les
méthodes de Cavalieri, de Roberval, de Fermat, de Grégoire de Saint-Vin-
cent, pour les dimensions des fi;;ures ct les questions de ina.cinia et nuniui«,
s'appliqua aussi, avec une Iacilité si prodigieuss, aux grandes questions des
phénomènes de la nature, qu'elle devint l'resfJue exclusivement l'objet des
méditations des plus célèbres géomèlres, Dès lors, la Géométrie ancienne ct
les belles méthodes de Desargues et de Pascal, de La Hire et de Le Poivre,
pOllr l'étude des coniques, furent négli;;ées.

L'Analyse de Descartes, seule des grandes productions de notre deuxième
et de notre troisième Epoque, survécut à cet abandon général. C'est qu'elle
était le véritable fondement des doctrines de Leibniz ct de Newton, qui
"liaient envahir tout le domaine des sciences mathématiques.

Cependant, quelques f:éomètres, dans les premiers temps, et à leur tète
Huygens, quoiqu'il sut apprécier toutes les ressources de l'Analyse infini-

tésimale, .'lac-Laurio, profond commentateur du Traité des Fluxious Je
Newton, et Newton lui-meme, furent fldeles il la méthode des Anciens, et
surent pénétrer dans les mystères de la plus profonde Géométrie, pou/'
résoudre, avec SOIl seul secours, les plus hautes questions des sciences
plI ysico-mathérna tiques,

Quelques autres géomètres ensuite, tels que Stewart, Lambert, dignes
admirateurs de ces grands hommes, marchèrent sur leurs traces et conti-
nuèrent leurs savantes méthodes. ~bis enfin l'aurait de la nouveauté et les
puissantes ressources que présentait l'Analyse infiuitésuunle, tournèrent tous
les esprits vers d'autres idées et d'autres spéculations. De sorte que, si l'on
peut dire parfois que la Géométric d'Huygens et de Newt 011 , après avoir'
posé les véritables fondements de IlOS connaissances positives, devenait
insuffisante pour continuer son œuvre, il est juste de convenir aussi que
des disciples lui ont manqué: car je ne sache [1:15 que, depuis trois quarts
de siècle, on ait fait de nouvelles applications de cette méthode: el c'est
aujourd'hui par tradition et seulement sur parole, que, légèrement peul-
être, on parle de son impuissance et des limites qui en restreignent pour
tau jours les usages.

§ 2. L'lous ne pouvons entreprendre ici d'analyser tous les travaux des
grands géomètres que nous avons nommés; celte tâche n'entre point dans
notre cadre et serait au-dessus de nos forces. :\OU5 ne devons citer que ceux
de crs travaux qui se rapportent à cette partie de la science de l'étendue,
que nous avons appelée G~omdn'e des (ormes el des sùuations ; qui prend
son origine dans l'Allalyse Jeolluilnque des Anciens; qui, pendant deux mille
ans, s'est exercée sur l'inépuisable théorie des sections coniques, ct il laquelle
enfin Descartes a soumis, d'u.: trait de plume, l'innombrable famille des
en u rbes géo métri ques.

~()US allons prt'~f'!lt"r ,1'-11)1) 'J un aperçu rapid,' des découvertes sucees-
SiYf~S des pr incipales proprie!." Je ces courbes: puis, en revenant sur nos
pas, nous ~arlerl)n~ d.'~ proS'ès que la G';Qrndri,~ :1 fJits dans diverses



CHAPITRE V.

~ 1. Dans ces Jerlliers tr-rups, apf"l~~ UII repu:; de l'r0::; d'uli siecle, lu l
Geolnélrie pure s'enrichit d'une doctrine WH!\ elle, la GàJlJlelrie descri ptn:e,
cOlllplèlllellt llécessJire de IJ Géonle!rie JOJI; lil/ue de Oe~è~lI'kS, et qui,
cumms elle, devait avoir des result.us illlllll'Il~':5, et IIIJrqucr lllle ère 1I0U-

\ élie dans l'histoire Je la Géométrie.
Celte science est due au génie créateur de .'101l~1'.

Elle embrasse deux objets ;
Le premier est de représenter sur une aire plane tous les corps d'une

Iorme déterminée, et de transformer ainsi, en constructions planes, les opé-
rations graphiques qu'il serail impossible d'exécuter dans l'espace.

Le second est de uéduire, de cene représentation des corps, leurs rapports
lIlalhémaliques, résultant de leurs formes ct de leurs positions respectives.

relie hcllc cr(':.1tion, qui fut d'abord destill.;e ~ IJ Géolllétrie pratique et
aux arts 'lui en dépendent, en constitua réellement la theorie gdllerale,
puisqu'elle réduisit à lin perit nombre de principes abstraits ct invariables,
et à des conslruc!ions faciles et toujours certaines, toutes les opérations
géométriques qui peuvent sr. présenter tians la Coupe des pierres, la Chal'-
/l~ute, la Perspective, la Fortification, la Gnomonique, etc., el qui uuparu-

vaut ne s'exécutaient que par des procédés incohérents entre eux, incertains,
et souvent pcu rigoureux. (Voir la Xote XXIII.)

§ 2. Mais, outre l'importance duc à celle première destination, (lui don-
Ila;t un caractère de r:1tiulI:1lité el de precision il tous les arts de construc-
tion, la Céomérric dcscriprivr, en CIII une autre très grande, due aux services
réels qu'elle rendit à la Céométrie rationnelle, sous plusieurs rapports, et aux
sciences mathématiques Cil g(~lléral.

La Géométrie descriplile, Cil cllet, qui I1'C::,1 que la traduction graphique
Je la Céométrie générale ct rationnelle, servit de flambeau dans les recher-
ches el dans Fnppréciuiiou des resultats de la Géométrie analvtique ; pl,

par ln nature de ses opérations, qlli out pour but u'él:ll"il' une correspou-
dance complète ct sure entre des fI;lIl"cS effectivement trac(;es sur un plan
et des corps (Jclifs duns lesnace, elle falllili"l"i~a <lICC les formes de ces
corps, les lit concevoir idéalement, ;l\CC cxaelilude cl promntitnd«, el doubla
de la sorte '105 moyens d"iIl\,'sti!;~I;OIl duns 1:1science de l'étendue.

La Géorndrie dCI int ainsi Cil étitl de f("p:1llllre plus aisément sa zénéra-
lite cl SOli e\ idence intuitive sur la 11It;C;llIi~lIe cl sur les sciences physico-
mathém.uiq ues,

Celle illl1uelicc utile de la (~éornt"-lrir de-cripli\'e s'l'lendit naturellement
aussi sur noire style rt Ilolrc hll;:lc:e Cil mrlth(;m;ili~lIes, qu'elle rendit plus
aisés et plus lut-irles, Cil les :dTrawhissant de celle complication de figures
JOIII l'usage distrait de l'uucruion qu'on doit au fond des idées, et entrave
lirnaginauon el la parole.

La Géomélrie descriptive, en UII mol, flll propre à (orliÎler et il développer
notre puissance de coucepuou ; il donner plus de netteté et de sûreté à
Ilotre jugernent ; de precision el ce clarté il notre langage; el, sous ee
premier rapport. elle (ul infinimcn: utile aux sciences mathématiques eu
C:1;nr'r;d.
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1964 Jean Dieudonné

Algèbre linéaire
et géométrie élémentaire

Introduction
Ce volume donne un cxposé détaillé et complet des notions et théorèmes
d'Algèbre linéaire élémentaire gui devraient constituer le bagage minimup1
du bachelier ès-sciences au moment où il entre dans les classes du l" cycle
de l'Enseignement supérieur. L'orientation générale et la substance en ont
été déterminés par le souci de préparer l'étudiant à assimiler le plus facilement
possible l'enseignement actuel donné dans ces classes, qui devrait lui
apparaître comme le prolongement naturel de ce qu'il a déjà appris.

Le rait qu'à l'heure présente il n'y a sans doute pas un bachelier sur
mille qui serait en état de lire ce livre sans aide et sans fournir un travail
personnel considérable en dit long sur l'incohérence de nos programmes
d'enseignement. Il y a déjà plusieurs années que l'ob s'est inquiété un peu
partout du divorce grandissant entre les méthodes et l'esprit de l'enseigne-
ment des mathématiques, dans les lycées d'une part, dans les Universités
de l'autre.

Pendant ce temps, l'Enseignement secondaire, qui par sa nature
même est fort éloigné du niveau où se font les recherches mathématiques
contemporaines, était tranquillemcnt resté, avec quelques additions super-
ficielles, ce qu'il était avant Grassmann et Cantor, c'est-à-dire essentielle-
ment la géométrie d'Euclide, l'algèbre de Viète et de Descartes, et, dans
les classes terminales, un peu de Calcul infinitésimal. Il n'est donc pas
surprenant que le fossé entre cct enseignement et celui qu'on donne dès
l'entrée à lUniversit é n'ait cessé de s'élargir. Qu'on veuille bien, par
exemple. considérer sans idée' preconçues les sujets suivants, qui tiennent
encore une place considérab!c dans l'enseignement des mathématiques au
lycee

1) Les consuucuons « par III règle ct le compas ».

Il) Les propriétés des" fii·uICS" tradit ionncllcs, tclles que le triangle,
lcx « quadrilatères n varies, les .crcles ct <' sysrè mcs de cercles », les coniques,
,t\"CC tous les ralliuemcnts accumules par des générations de « géomètres»
spécialisés et de professeurs en quête de problèmes dex amcu.

JII) La k vricllc des «formules trigonomctriqucs » et de leurs trans-
Ior mations kalcidoscopiqucs permettant de superbes « résolutions » de
,< problèrnes » rehtif'; 11l!\ triauglcs. ct cc par des « calculs logarithmiques)"
sil \OUS riait 1

Que lon (lunc maintenant au hasard un livre traitant des matières
!'Ilseigne(',; ;·1 pa rt ir de lcnt ré.: ,'t lUnivcrsité on constatera aussitôt qu'il
11\' l'st ;WII(i[\ mêrne lait allusion à toutes ces belles choses.
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Il est bien vrai aussi que :C:~ :·c·~nl'lles
trigonométriques sont tout il rait indispensables ;1 trois j1:,,,','~sions
éminemment respectables

l' les astronomes,
2° les arpenteurs;
]0 les auteurs de manuels de trigonométrie

Mais il v a des centaines d'autres professions tout aussi honorables.
qui se contentent fort bien, en matière de « trigonométrie". de ce qui tient
en ] ou 4 pages de ce livre (cf. p. 112). Et puis, doit-on considérer que
l'Enseignement secondaire est destiné à accumuler toute une série de
connaissances particulières, plus ou moins hétéroclites, en vue de préparer
à toutes les professions imaginables; ou au contraire, raut-il essayer avant
tout d'apprendre aux enfants à penser, sur un petJt nombre de notions
générales bien choisies, et laisser les techniques spéciales se ranger plus
tard sans effort dans une « tête bien raite" ?

Enfin, l'auteur pose le problème de l'unité des mathématiques.

Une autre caractéristique de la méthode mathématique contemporaine
is:u;s doute trop connue pour qu'il y faille beaucoup insister) est qu'elle
permet de regrouper SUIvant leurs affinités profondes des théories d'aspect
superficiel souvent fort diffèrent. Or, plus sans doute que nulle part ailleurs,
le cloisonnage des disciplines a atteint dans l'enseignement traditionnel
un degré dont le ridicule peut difficilement être dépassé. On enseigne en
effet peu ou prou. dans les années terminales des lycées et même jusqu'il
y a peu de temps dans les classes préparatoires aux grandes Ecoles (ainsi
que dans beaucoup d'Universités ètnngères) toute une impressionnante
Ii~.te de « sciences» :

la « Géométrie pure»
ta « Géométrie analytique"
la '.(Trigonométrie" ,
la « Géométrie projective» ;
la « Géométrie conforme» ;
la « Géométrie non-euclidienne"
la « Théorie des nombres cornplexes » l*",
Non seulement toutes ces disciplines sont-elles en général présentées

isolément, mais encore eSI--i1 fréquent de voir chacune s'efforcer d'ignorer
totalement les autres et se targuer de son !( indépendance » . les grotesques

Ce livre réclame une "modernisation" de l' enseignement. Elle eut
~ff(~ctivement lieu

- ---
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PARTIE
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t'EVOLlTIOI\ El\ GEO\lETRIE : CHRO~OLOGIE

chronologie contient aussi quelques references concernant
ct l'algèbre, branches majeures des mathématiques impossibles à

la géométrie

Nombres entiers, figures planes usuelles. volumes simples
l'îcSUfCS des surfaces ct dcs solides

de Rlnnd Inverses des nombres entiers

i:f··
! hagore : la géométrie pythagorictcnnc GEOIVIETRIE GRECQllE

.udoxe
1 1 lidc : les 1J livres des lJémcnts d'Euclide ( Alexandrie)

.1 n L\ (a:O.\IETRIE D'E(ICLIDE
~l.!:,·-·:_;l::::,: ...>.L...::.;:._,_:.,._i':':c:.."":'-"";._.~~"",' --------------------------t
H

;;i
/-l--f,
1:
:~
loi

cole indienne système de position. nombres négatifs
Ecole arabe : equation du 2c degré. l'ALC;EBiU':
lcole des algcbrisrcs "Italiens" ( Del Ferro . Cardan

Nombres complexes

li; 2 .~L\ GEO\IETRIE\I\ALYTIQl'E les repères de Descartes
) L\ GEO\lET'{IE DIFFEREI\TIELLE Nev,/üm. Leibniz

cg ) L\ CEO\lETRJE PI~O.JE(,TIVE . Perspective, projection
centrale ct point à l'infin:

~; j1 LA GEO:VIETRIE DESCRIPTIVE. Monge
~B50 () ) LA GEO'lETI~IE VECTORIELLE

7 ) LES GEO\'IETRIES ~O'J-ElJCLIDIEN~ES
Autres postulats des parallèles

8 ) LA GEO.\"ETRJE DES T'{AI\SFORMATJO~S
Première élude des transformations géométriques
Groupe des isométries d'une figure

9 ) LA GEO\1ETRIE ALGEBI{IQLE
1970 10) LA GEOMETf{IF FR\('TALE
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l'il,VANT THALES, PYTHAGORE~ ElIDOXE ot. EUCLIDE

li ) UES NOMBRES ENTIERS

"Les nombres entiers sont un don de Dieu"
Kummer au 19è siècle

" L'histoire universelle des chiffres" de Georges lfrah montre la grande
diversité des systèmes d'écriture des nombres.
Chaque civilisation a développé son système.
Vivre en société impose de disposer d'une méthode de comptage des objets et
souvent de pouvoir l'écrire même de façon primitive, à partir de bâtons par
lexëtnrJ}e.

iL' écriture des nombres dans les civilisations de la Méditerranée orientale n'était
pas vraiment meilleure que les autres. Effectuer une multiplication ou une
division dans les systèmes sumérien, égyptien ou grec n'est guère aisé.
n faudra attendre 1000 ( sic) ans pour que les Indiens créent ( vers +500 ) un bon

·.'''.n'·>1.1C' d'écriture des nombres et 1000 ans de plus pour qu'il s'impose sur toute la
planète. ( Seuls quelques villages résistent ..... )
Notons enfin que, si la rédaction axiomatique de la géométrie fut réalisée vers
- 300, la rédaction axiomatique de l' arithmétique date du début du 20c siècle ....
après la construction des nombres réels! L'usage des axiomes de l'arithmétique
reste confidentiel et l'arithmétique - théorie des nombres entiers - a disparu des
programmes du secondaire comme du supérieur.
Difficultés pour écrire les nombres, difficultés pour effectuer des opérations,
difficultés pour raisonner à partir des seuls nombres, peut-être ces difficultés
ont-elles contribué au développement d'une science plus complète.
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S\'STEJ\iES DE MESURE
n!d.~énaire avant notre ère, les Sumériens et les Babyloniens en ASie, les

en Afhque, des "objets" sBmrrY'[k'~ , pbnes- 'Carré,
r~" hi~~ngle, trapèze ,-et les volumes - cylindre. pyramide. Ils apprennent à
im:!~'~~!!Jre~'Iessurfaees et les volumes à l'aide dits nombres,
De plus principe essentiel en construction, sur un chantier, les babyloniens
:::a!ViVi!!. un triangle dont les 3 côtés mesurent 3, 4 et 5 unités a un angle droit.
gL;cavent aussi que le rapport de la mesure du cercle à celle de son diamètre est
un nombre fixe voisin de 3 ' Tous ces résultats sont importants dans une société
de constructeurs et sont vérifiables à partir d'expériences simples réalisées à J'aide
de ficelles , de sable et de boîtes, ( La géométrie et l'expérience .." )
Les Egyptiens, à partir de ces mesures sur des figures du plan, ont évalué l'aire
du disque en l'approximant par un octogone, Aujourd'hui nous dirions que cette
méthode donne une valeur approchée de 1[ = 3,11.

Li:"; igures de la géométrie et leurs mesures remontent environ à 2000 ans avant
f';otl e ère. En particulier, cette tablette babylonienne témoigne sans ambiguité d'
mu étude théorique du carré.

'" --- ..---~-------.

L LI, Jblc tablette sur laquelle on li ouve, en base 60 ,~a mesure du côté d' lm
ici 30 soit 05 puis la mesure de la diagonale d'un carré de côté l soit

51 J () ct enfin l:l mesure dl la dir gonalc dessinée soit: 04225 35



D'autres tablettes de la même époque complète nos renseignements sur les
connaissances de nos ancêtres chaldéens . ~~;;;;-;;;;:~ ..
Par exemple : ~:~~~~,.:at,

Les Egyptiens disposaient d'une bonne évaluation d·.! 11 en ,,'C; servant d'un cané
de 9 unités de côté et d'un octogone qui visiblement î-lvprüche: fm1: bien le cercle

RESlJME

Rendons aux civilisations sumérienne d'Asie et égyptienne d'Afrique ce qui leur
revient: la CREATION des figures géométriques et la MESURE des surfaces et
des solides. La notion de triangle rectangle vient aussi des civilisations d'entre
Tigre et Euphrate.
La découverte de la constante TI: et ses premières
ASile: en Afrique

ce système de mesure ne ~i!llt .~il

~r;g;al!lroupet nous l'utilisons toujours :lH.!jmjjr~j;
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LA GEOMETRIE PYTIlAGORICIE'll\E :
L'ECHEC D'lJJ\E GEOMETRIE

i.a notion de point, élément sans dimension, n'est pas évidente du tout ct sûrement
plus délicate à concevoir ct définir que celle d'unité de mesure. L'école de
Pythagore autour de - 500 ou - 400 est associée aux débuts de la logique
appl iquée au système de mesure décou vert par Pythagore lors de ses voyages en
Asie et en Afrique l.e point semble plutôt être un grain de sable, un élément de
pente dimension mais de taille non nulle servant ainsi d'unité de mesure. On y
revient
Une ligne ainsi conçue est construite par juxtaposition de points.

(}(;'.I(li)',)O()O(iOuDO',)()OOÔOOOOOOOOOOOOOQOOOOQOOOOOOO()ooooooo

l Inc surface formee de lignes juxtaposées avait une petite épaisseur. En empilant
des ~;uri~ICCS on obtenait un sol ide Toute cette construction ( sic) se déroule à
peu pres bien autour des nombres entiers et des rapports de nombres entiers.
SUrlOlit toutes ces lignes étaient mesurables cl même commensurables entre elles
iusqu'~1 ce que la diagonale du carre ct le théorème de Pythagore ne viennent
meure leur gram de sable 1

On retrouve encore chez Aristote - ou du moins dans les textes que nous lui
attribuons - ces points juxtaposés avant qu' Aristote n'abandonne cette géométrie.
On attr ibuc d'ailleurs à Aristote la démonstration par l'absurde de
l'incommcnsurubilitc de 1:1 diagonale du carn.', cette démonstration ayant
prohublcrncnt cntrainc LI lin de la géométrie pythagoricienne.

l.e point sans dimension allait pouvoir faire son entrée et régner sans
padag{' sur la géométrie.



[ 1 ) LA GEOMETRn~ D'EUCLIDE

1
Euclide arrive au bon moment. Installé vers - 300 à J'université d'Alexandrie, il va
pouvoir rédiger et synthétiser les travaux de Thalès, Pythagore, Eudoxe, Aristote
et autres. La géométrie d'Euclide est la première science rédigée selon la méthode
axiomatique: 1° ) Définitions

2° ) Axiomes et postulats
3° ) Théorèmes ou propositions

En 13 livres qui nous sont intégralement parvenus, Euclide donne une
méthode définitive. Elle va traverser 23 siècles sans aucune altération aussi
est-il indispensable de préciser cette géométrie d'Euclide qui donnera
naissance à toutes les autres.

LIVRE 1

Mise en place des figures et de leurs propriétés.
** 1 ) Définition de 23 objets simples: point, droite, surface, cercle, droites
parallèles etc ...
**2 ) 5 Postulats: les axiomes de la géométrie.
Tout d'abord 3 postulats de construction:

1) Tracer une ligne d'un point quelconque à un autre point
2) Toute droite finie peut être prolongée indéfiniment et continûment
3) Avec tout point comme centre et tout rayon, on peut tracer un cercle

Euclide poursuit avec 1 postulat d'égalité entre figures:
4) Tous les angles droits sont égaux entre eux

Enfin vient celui qui deviendra le fameux postulat dEuclide :
5) Si une sécante rencontre 2 autres droites en faisant des angles internes et du

même côté de la sécante ayant une somme inférieure à 2 droits, ces 2 droites
prolongées indéfiniment se rencontrent du côté où se trouvent les angles dont la
somme est inférieure à 2 angles droits .
Le postulat sera reformulé au Ige siècle: par un point extérieur à une droite, il
passe une seule parallèle à cette droite.

----
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Suivent 10 axiomes, principes de base des mesures et non spécifiques à la

1) Les égaux à un même tiers sont égaux entre eux
2) Si des égaux sont ajoutés a des égaux, les sommes sont égales.

:fi:) Les figures superposables sont égales.
Cet axiome de géométrie répondant à un principe d'égalité est une méthode,
peut-être LA grande méthode dont Euclide va user voire abuser pour
eoastruire sa géométrie.
Le livre déroule alors 48 propositions comprenant:
*) Les constructions usuelles à la règle et au compas.
*) Les cas d'égalité des triangles.
*) Les propriétés des droites parallèles.
*) 47 : Théorème de Pythagore.
*) 48 : Réciproque du théorème de Pythagore.

LIVRE 2

On y trouve, par exemple, les identités remarquables démontrées avec des figures
géométriques.

( a + b )2 := a 2 + 2 a b + b2

~"--~_._---+---I

:,01, bl.
L~, ~ __~

-_ .... ~< .. 'ti11'-4'lL~.:;_'··;'iiï~;-:'-.:::;',1

'i
1

~
Toute la géométrie est là ! Ainsi que ses limites.
Dans un monde compliqué à appréhender, CREER des objets simples,
MESURER les éléments de ces objets et en DEDUIRE des propriétés
certaines de ces objets.

Par contre, cette esprit de mesure, cette méthode, empêche de penser à créer des
nombres négatifs et limitera longtemps la géométrie à des mesures d'objets.
( la théorie de la mesure sera mise au point à la fin du 1ge siècle !' )

32



LJVRE-.l
Euclide applique la méthode géométrique, mise en place dans le livre l .au

Le livre 3 contient l 1 définitions de figures .cercles égaux, tangente"
erclos tangents, etc ...
"~livre 3 contient 37 propositions dont:

,·c,; .position 20 : dans un cercle, l'angle au centre est double de l'angle il la
irconférence , quand ces angles ont pour base le même arc .

.LIY.RL.4
L.i méthode géométrique est cette fois appliquée aux polygones.

défimtions dont: une figure rectiligne est dite circonscrite à un cercle, lorsque
chaque angle de la figure inscrite touche la circonférence de ce cercle.
::;'~l.liement 16 propositions, surtout des constructions.
, ) Dans un cercle, construire un segment ayant ses extrémités sur le cercle et
>(~31à un segment donné.

) Dans un cercle, construire un triangle donné et équiangle avec un triangle
donné.

LIVRES 5 - 6
...':' livre 1 est le livre - clé de l'exposé de la méthode contenant les postulats, les
as d'égalité des triangles et le théorème de Pythagore.

Le livre 5, accompagné du livre 6, est le second livre - clé.
Ils contiennent la théorie des proportions ou égalités de rapports attribuée à
Eudoxe.
Notre propos n'est pas d'analyser en profondeur les Éléments d'Euclide mais
seulement de préciser le problème.

I:""---I-)...a-n ...s ...le-s-4-p""'re-m-ie-,r....s-h-·v-r-es-,-E-u...c-.l-id...e-r""'a...is-o-n...n-e..s...u..r-d ...e....s....s...e-g""m....e-n-ts...,...d"'"e""'s"""'-',j':':'j

angles, des surfaces i.e. il n'attache pas à chaque élément de ses figures un ~
nombre mais il raisonne par égalités de figuf;\~s ! "

* ~ga~é dÂ2 triangles: égalité des côtés et des angles. .'
, :: -f, B .' C = 2 droits dan~ le tria~gle par égalit~s <l'ang.les , ~

ii "i héorèrne de Pythagore de montre par constructron de triangles superposables '
~ ou égaux ( axiomes l , 2 ou 8 ) .
t"'k:,.~!~ités r~'!1ar~~bles du livr~...~_._"'"""''''''''''' ...... '''''''

Dormons 2 traductions de la ]ère définition du livre 5
Peyrard ( 1809 ) traduction "officielle":
" Une grandeur est une partie d'une grandeur, la plus petite de la plus grande,
quand la plus petite mesure la plus grande"
A -------- ..---.' ..-----
1r'"
Jt, ---- --~.._ ...-..._.
Autre traduction: " on appelle sous - multiple ou partie aliquote ( une part) d'une
grandeur sa partie la plus petite quand celle - ci ( prise comme unité) mesure

. la plus grande".



Le propos du livre 5 est de casser l'unité de mesure
L' unité A est trop grande ==> on utilise une unité E qui mesure A
( ce que nous appelons sous - multiple)

Euclide donne comme exemple les segments mais la méthode s'étend dans son
esprit au surfaces et aux volumes.
Il ne semble pas définir la notion de grandeur. Une fois ces sous-multiples de
l'unité mis en place, Euclide peut mesurer des objets plus petits et nous savons qu'
Eudoxe et Pythagore pensaient avoir une précision suffisante pour mesurer
TOUS les objets.

LIVRE 6: Théorème de Thalès

La proposition 1 est un lemme technique ( en vue de la proposition 2):
Les triangles et les parallélogrammes de même hauteur sont dans le rapport de
leurs bases.

théorème
<==-~>

\
---T2 - CD

Proposition 2 : Théorème de Thalès ( avec sa réciproque)
La parallèle à l'un des côtés d'un triangle détermine sur les autres côtés des parties
proportionnelles ( et réciproquement ).

théorème
<==> BC DE

BA DA



LIVRE 7

Le nombre, indépendant ( ? ) de son objet géométrique, apparaît par une
magnifique définition:

Définition l : L'unité est ce selon quoi chacune des choses existantes
est dite une .( si 1 )

Définition 2 : Le nombre est une multitude composée d'unités.

La définition 1 est importante. Comme les autres définitions, elle est critiquable
et ne définit pas grand chose en apparence. Cependant:
10

) Elle montre bien que les mathématiques usent fondamentalement d'une unité
( voir les fameuses Il unités d'aires Il alors que l'on ne voit jamais d' Il unités de
longueurs Il )

2° ) Elle donne une des bases du raisonnement mathématique. Il Yaurait une
unique unité ( pléonasme? ) en mathématiques
Descartes dira 2000 ans plus tard: Il il doit y avoir une science générale qui
expl ique tout ce que l'on peut chercher concernant l'ordre et la mesure sans les
appliquer à une matière spéciale ".
Euclide a dû chercher à unifier complètement son exposé et regretter que l'espace
ait 3 dimensions lui imposant 3 unités de grandeurs: unité de longueur, unité
d'aire, unité de volume que l'on retrouve dans les définitions de ce même livre 7 .
Définition 17: Le produit de 2 nombres est un nombre plan dont les facteurs sont
les côtés.
Définition 18: Le produit de 3 nombres est un nombre solide dont les facteurs
sont les 3 arètes.
Euclide pousse ici très loin l'identification entre le nombre et l'objet géométrique.
Le produit de plus de 3 nombres n'existe pas dans sa méthode.
Chassez la physique, elle revient au galop 1
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UNE CONCLUSION

13 livres et 465 propositions
On peut critiquer cet ouvrage - aucun livre n'est parfait - mais il donne un
exposé clair et définitif de la géométrie.

1 ) CREATION de figures simples
2 ) MESURES des éléments de ces figures
3) DEDUCTION LOGIQUE des propriétés de ces figures

a ) par égalités de figures ( livres 1 il 4 )
b ) par division du segment unité ( livre 5 )

Les nombres interviennent ensuite ~omme un caractère des objets
géométriques puis sont étudiés à partir du livre 7 en tant que nombres.

La théorie euclidienne crée le nombre à partir de la figure

( L'exposé axiomatique des Naturels ne sera fait que vers 1900 répétons-le! )
En introduisant la logique dans le système de mesure des Egyptiens et des
Chaldéens, les Grecs construisent leur savoir scientifique sur la figure dont
le nombre sera un corollaire.

36



QUE RETENIR?

Dans un exposé, chacun retient ce qu'il veut.
De l'exposé d'Euclide nous retenons souvent aujourd'hui la structure" définitions,
axiomes, théorèmes" reprise par tous les livres de mathématiques jusqu'à nos
Jours
L'objet n'en était-il pas plutôt de TOUT déduire des objets géométriques dont la
simplicité seule permettait ces déductions logiques si chères aux géomètres grecs.
Nous allons voir combien dans les géométries déduites de la géométrie d'Euclide,
l'objet géométrique est premier et combien le système de mesure logique mis en
place par Euclide a marqué la construction des mathématiques.

Ce système de mesure logique fut mis au point avec des connaissances
élaborées sur 3 continents. Il reste unique dans l' histoire de l' Humanité.
Aujourd'hui la géométrie est universelle.

Remarque sur la géométrie et l'expérience :
La géométrie d'Euclide comporte:

un tiers de figure
un tiers de nombre
un tiers de logique

et un tiers de .
Non, on s'arrête là . Tout est en place.
Un premier résultat: cette géométrie reprend pour ses 2 premiers tiers les travaux
et méthodes des" tendeurs de ficelles" égyptiens ou babyloniens.
Aussi, à priori, le propos d'Einstein sur la géométrie et l'expérience surprend.
Cette géométrie est fondée sur l'expérience, sur ces fameuses mesures de terrains
( crues du Nil ). Si ses objets sont bien des créations de l'esprit, il est moins
surprenant qu'ils s'adaptent aux objets de la réalité puisque ces objets et cette
méthode furent inventés pour mesurer des étendues.

( à suivre) .
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LE PROBLEME DE L'ESPACE, DE L'ETHER ET DU CHAMP
PHYSIQUE

La pensée scientifique perfectionne la pensée préscientifique .
Puisque dans cette dernière, le concept d'espace a déjà une fonction
fondamentale, établissons et étudions ce concept.
Deux façons d'appréhender les concepts sont l'une et l'autre essentielles pour en
saisir les mécanismes.
La première méthode s'appelle l'analytique logique.
Elle veut résoudre le problème: comment les concepts et les jugements
dépendent-ils les uns des autres? Nove réponse nous place d'emblée sur un
terrain relativement assuré 1 Cette sécurité, nous la trouvons et la respectons dans
la mathématique .
Mais cette sécurité s'obtient au prix d'un contenant sans contenu.
Car les concepts ne correspondent à un contenu que s' ils sont liés, même le
plus indirectement aux expériences sensibles. Cependant aucune recherche
logique ne peut affirmer cette liaison. Elle ne peut être que vécue. Et c' est
justement cette liaison qui détermine la valeur épistémologique des systèmes
de concepts.
Exemple: un archéologue d'une future civilisation découvre un traité de
géométrie d'Euclide, mais sans figure.
Par la lecture des théorèmes, il reconstituera bien l'emploi des mots point, droite,
plan. Il reconstituera aussi la chaîne des théorèmes et même, d'après les règles
connues, il pourra en inventer de nouveaux. Mais cette élaboration de théorèmes
restera pour lui un vrai jeu avec des mots, tant qu' il ne pourra pas
" se figurer quelque chose" avec les expressions point, droite, plan, etc ...
Mais s'il le peut et seulement s' il le peut, la géométrie deviendra pour lui un
réel contenu.
Le même raisonnement s'applique à la mécanique analytique et en général à
toutes les sciences logico-déductives .

Albert Einstein.
Etudes scientifiques
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NON - CONTRADICTION ET ARITHMETIQUE

La seule contrainte du mathématicien serait la non - contradiction.
Celle-ci a posé problème particulièrement avec les paradoxes générés par la
théorie des ensembles mais aussi dès l'Antiquité grecque. Voir les paradoxes de
Zénon d' Elée, paradoxe de la flèche d'Achille etc .......
L'exposé d' Euclide ne comporte pas d'axiomatique des entiers naturels.
Kummer, au 1ge siècle, disait: "les nombres entiers sont un don de Dieu"
Dédekind et Cantor, vers 1880, ont construit axiomatiquement les corps Q et R à
partir de l'ensemble N considéré comme intuitivement connu.

Remarque 1 : Est-il raisonnable, sans risque de contradiction, d'effectuer une
construction axiomatique du savoir géométrique ET une construction
axiomatique des nombres entiers utilisés en géométrie?
Euclide semble avoir répondu par la négative à cette question.
L'objet géométrique, par sa mesure, suffisait pour construire le nombre.
Euclide a-t-il perçu le danger d'une contradiction entre un système d'axiomes
pour la géométrie et simultanément des axiomes pour les nombres?

Remarque 2 : Le choix est fait d'utiliser les objets géométriques comme objets
premiers.

Dès lors, si l'on rapproche:
1 ) le postulat 2 : Prolonger indéfiniment, selon sa direction, une droite finie
2 ) les définitions du livre 7 :

a ) l'unité est ce selon quoi chacune des choses existantes est dite une.
b ) le nombre est une multitude composée d'unités.

On ne doit pas être bien loin d'avoir une construction axiomatique de N
( ou du moins de N* ) .

3 4 5 6 7
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1
2 LA GEOMETRIE ANALYTIQUE

1
René Descartes 1596 - 1650

En 1650, la géométrie d'Euclide a 2000 ans .Transmise par la civilisation arabe,
elle sert de base au travail des géomètres d'Europe de l'ouest.
Au 20ème siècle, tout esprit cartésien - ils seraient nombreux en France - raisonne
selon les préceptes énoncés par Descartes dans son" discours de la méthode
pour bien conduire sa raison et chercher la vérité dans les sciences" à
savoir: le doute, l'analyse, la synthèse et la complétude.
Ce " Discours de la Méthode" est suivi de " la Géométrie" seul livre de
mathématiques écrit par Descartes et dont nous donnons les 2 premières pages de
la 1 ere édition du 8 juin 1637 .
Descartes fait de la géométrie. Il cherche à représenter graphiquement les
solutions des équations algébriques en x , y qui il a contribué à mettre au point.
Dans le plan, Descartes privilégie 2 directions. Il reporte x ( positif et donné)
selon un demi - axe Ox et y ( positif et calculé) selon une direction Oy .
Il calcule y en fonction de x. En reliant les points M( x, y ) obtenus, il trace une
courbe.

Fermat, avec lequel il est en relation épistolaire, parvient à montrer que les
courbes du 2e degré correspondent aux bonnes vieilles coniques d' Appolonius.
Le succès de la géométrie analytique est assuré. Un siècle sera nécessaire pour
voir un repère cartésien complet avec ses 2 axes mais les repères cartésiens vont
être à l'origine d'une nouvelle branche des mathématiques: l'analyse.

o
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Exemples: En l'an 6 de la République, soit plus d'un siècle et demi après leur
création, voilà ce que sont devenus les repères cartésiens dans le traité de calcul
différentiel et de calcul intégral de Charles Bossut un rédacteur de l'encyclopédie.

J> 1-----,\;
l' ..- .

7. JI

A
:\ H

l' ;. /Il

n

nA'. ...,~ /. 'J <) .JI

1't---..,.-, [
l'
l' f-------I"'I

l·f----<.I
('1------3>-1)

z

z n z Il.

Vous avez reconnu l'axe des abscisses AZ vertical et la courbe BMDR . La
direction du second axe est ici implicite, par contre PM ou CD donne
correctement la mesure du phénomène étudié ce que nous ne notons plus de nos
jours ( ce n'est peut-être pas un progrès)

Dans la même planche, voici les dessins 37 et 38 :

y
N /' :\8, N _--~

~
11

H
-

T A l' l' <1 z

Les repères sont toujours incomplets mais l'axe AZ de la variable est horizontal.
Ce dessin est plus conforme à nos habitudes
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Dl! COTE DE L' ENSEIGNEMENT

La méthode analytique.
La méthode synthétique va du connu vers l'inconnu que l'on recherche.

La " nouvelle" méthode dite analytique part de l'inconnue appelée x , met le
problème en équations puis le résout allant ainsi de l'inconnue vers la solution,
de l'inconnu vers le connu.

Quid des repères cartésiens ')
Ils permettent de repérer tout point M du plan par 2 mesures notées x et y .
Grande nouveauté: le repérage ne se limite plus à la seule figure considérée.
( Notons qu'il est aujourd'hui encore plus aisé de situer le point M dans le
quadran où x et y sont positifs. )
Au niveau du lycée, la réussite des élèves est assez bonne en " analyse" car la
logique intervient peu de façon explicite. A l'exception du théorème de variation
d'une fonction, l'essentiel du travail consiste en des calculs algébriques.
Dans le " Journal de mathématiques élémentaires" , au début du 20ème siècle, l'
étude des variations d'une fonction se situe en algèbre ( voire en trigonométrie) ;
Il n' y a pas de rubrique" analyse" !
( Il n' y a pas non plus de calcul intégral)
Dans l'étude des variations d'une fonction, la figure disparaît ou plutôt apparaît
automatiquement sur la calculatrice.
Ainsi l'essentiel du travail se fait au niveau du calcul algébrique dans les cas
usuels: étude de fonction, intersection de courbes, tangente, asymptote, limite.
La résolution du problème se ramène à des calculs plus ou moins répétitifs.
La logique et la figure voient leurs parts réduites. Ceci facilite le travail des
élèves mais les difficultés demeurent et sont loin d'être surmontées par tous.
D'autant que nous sommes en pleine géométrie 1 Chut! Ne pas dire!

A ses débuts dans l'enseignement, l'analyse revient au système de mesure pré-
hellène, mesures de x , f(x) augmenté de la notion d'infiniment petit pour
certaines mesures .pente de tangente, recherche d'asymptote ou étude des
variations.
La figure n'intervient plus dans la construction de la solution des problèmes.
Le calcul infinitésima! a rendu cette figure secondaire dans le cours i.e. la
construction du savoir

1
)

:x.. x...
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G E 0 MET RIE.
LIVRE PREMIER.

'Des proble(mes qu'on peul conflruirc (ans
y emp/f!Ycrque des cere/cs & des

trgnes droites,

~n,.~~~~ 0 u s les Problctïnes de Geometrie lè
'>,: '.1 peuuenr facilement reduire a tels termes,

' ~&qu'il n'eï] befoin par aprés que de connoi-
ftre la rongeur de quelques lignes droites,

lIl'III:~nJëi~~ pour les conftruire.
Et comme toute l'Anthmetique n'eft compofée, que CommEt

de quatre ou cinq operations, qui (ont l'Addition, la ~~;r~l.èul

Souftraétiou, la Multiplication, la Diuifion , & l'Extra- chmeri-,

dion des racines, CjU 'on peut prendre pour vne efpece que Ce
rapporre

de Diuilion : Ainfi n'aton autre chofe a faire en Geo- aux ope-
. 1 1 l 'on ch 1 l rat rons demetrie roue iant es Ignes <)Uon cere 1C, ponr es pre- Georne.

rarer a eûre connues, gue leur en adioulter d'autres, ou me.

en ofter, Oubien en ayant vne, que le nommeray l'vrurë
pour la r,lpporter d 'autant mieux aux nombres , & qui
peut ordinairement eftre pnfe a di(cretion,pUis en ayant
encore deux autres, en trou uer vile Cjuatridtne, gui fait
à l'me de ces deux, comme l'autre eû a ('vniré, ce qui eft
le mefine <)ue la ~lultiplication; oubien en trou uer vne
quatriefme , 'lU1 foit a l'vrie de ces deux. comme l'vnire
eû a l'autre, ce qui eft le meûne que la Diuifion, ou enfin
rrouuer vne.ou deux .ou plufieurs moyennes proportion-
nelles entre l'vnirë, & quelque autre ligue; ce qui cil: Je
meûne que tirer la racine quarrée, on cubigue,&c. Et ie
ne craindray pas d'introduire ces termes d'Arirhmeti-
<Jue en la Geometrie , affin de me rendre plus intel-
ligibile,

II Muhi·
Soit par exemple

AB l'voire, & qu'il fail-
le multiplier BD par
B C, ie n'av qu'a ioindre
les poins A & C, puis ti-
rer DE parallele a CA,
& BE efl le produit de
cere Multiplication.

1.1Di'l' Oubien s'il faut diuifer BE par B D, ayant ioinr les
oon. poins E &. D, ie tire A C parallele a D E, & Be dl: le

, produit de cere diuiiion.1 Extra-
~'tion dela

plie.mon.

JJ.Cln.-.
Ou s'il [lllt tirer la racine

quarrée de G H , ie luy ad-
ioufte en ligne droite F G,
qui dt l'vnite, & diuilanr F H
en deux parties cf gales au
point K, du ccnrre K ie tire

le cercle F I H, puis dleuant du point G vue li gne dr;ite
iufque s ~ I, à angles droits Iur l~'li , cefl G l la racine
cherchée. le ne dis rien icyde la racine cubique, nydes
autres, à caule <)ue i'en parlera)' plus commodement cy
après.

'1"lfrée,

43

DESCARTES
Jl'I~ )637



1
3 LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

1
NEWTON et LEIBNIZ vers 1670

A partir de la fin du 17e siècle, les événements vont se précipiter et nous allons
voir naître 8 géométries ( pas moins et plutôt plus) en 3 siècles.
L'énoncé du problème est très simple. Depuis l'Antiquité grecque, notre
système de mesure est en sommeil. En 1650 , on sait mesurer l'aire d'un
polygone, d'un cercle et assez mal l'aire d'une portion de parabole.
IIparaît raisonnable de remplacer un côté du polygone par une courbe DEJA
MESUREE, i. e. la" hauteur" définie par une fonction puis de sommer ces
valeurs de f(x) .

o
Cavalieri, selon ce principe, met au point vers 1635 , la méthode des indivisibles
dans laquelle une surface plane est la " somme" des segments qui la compose.
Cette méthode visuellement fondée ne donne pas bien satisfaction côté mesure
.Comment la réunion de segments d'aire nulle mais en quantité infinie peut-elle
donner une figure plane d'aire non nulle?

1> ~4IoC----------:-C

Consi: érant FE = IH pour chaque ligne. il obtient des sommations du type:
4.-f.x dx =1;2

Au 1f siècle. la transmission des découvertes scientifiques est rapide et Leibniz
aura c.nnaissauce des résultais de Cavaliéri mais ausst des résultats de nombreux
géorne res qui travaillent sur le sujet Mcrcator , Grégory, Barrow, Wallis ....
Ccpen.Ianr . cette réunion d' indivisibles n'est pas claire et Leibniz comme
Newton devront prendre le problème par l'autre bout et rendre un segment
infiuin.cnt petit ce qUI est tout autant LIlle escroquerie à priori
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Leibniz, tenons-nous en à lui, puise son inspiration dans 2 domaines .( au moins)
1 ) Le calcul des différences en arithmétique

Exemple' Soit la suite des cubes: ) ,8 ,27,64, 125 ,216, .
1ère différence: 7 , 19 , 37 , 61 , 91 , .
2éme différence: 12 , 18 , 24 , 30 , .
)ème différence: 6 , 6 , 6 , ..

De ces manipulations de nombres entiers, il tire l'idée du calcul des différences.
Encore doit-il passer du cas discret de l' arithmétique au cas continu des droites et
des courbes .

2 ) Le triangle caractéristique de Pascal.
Eh oui, les nombres entiers et le triangle .
Utilisé par Barrow en Angleterre, ce triangle caractéristique, apparaît dans le
" traité des sinus du quart de cercle" publié par Pascal en 1658 .

EKE est le triangle caractéristique.

En 1673 ,à la lecture des publications de Pascal, Leibniz déclare: " Sur une
démonstration très facile dans son espèce, quel fut mon étonnement de voir que
Pascal avait eu les yeux fermés comme par un sort" .
Dans ses recherches, Leibniz parvient à montrer, par un calcul" sommatoire"
assez compl iqué mais basé sur la figure qu'une somme de y2 donne 1/3 y~ .

UNE APPLICATION DU THEOREME DE THALES !

A cette époque, une méthode est exposée sur un exemple, disons, bien choisi.
Cet exemple est ici un problème inverse des tangentes i.e. connaissant les
tangentes à une courbe, déterminer cette courbe.
Ce problème a longtemps hanté les manuels sous la forme: Soit une propriété
différentielle des tangentes ou des normales à une courbe, déterminer cette
courbe
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Etudions l'exemple de Leibniz:
Soit à déterminer une courbe dont la sous- normale AB est inversement

proportionnelle à l'ordonnée y des points de la courbe .

k
i.e. AB = -= w

'j avec k > 0

En un point D ( x , y ) de la courbe, Leibniz applique le théorème de Thalès au
triangle ( caractéristique) " infiniment petit" PQH et au triangle DAB qui lui est
semblable.
Il obtient: HQ _ AB soit aussi ;

PH-AD
Les calculs donnent: y dy = w dx

y dy = k dx

~-~
dx- y

y2 dy = k dx
dx = .J.. y2 dy

et comme il sait sommer y2 en y3J3 il obtient en sommant:

1x = _y3
3K

Pour nous cela donne : 3k x = y3 et y ;;3 k x
dont on vérifiera que la sous-normale est bien en ;-

Résumé: Peu rigoureuse application du théorème de Thalès sur un exemple, le
calcul sommatoire de Leibniz ( et le calcul des fluxions de Newton en physique)
va connaître un immense succès dès son premier siècle d' existence .
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Par affinages successifs, il donnera:

b
<===> A.= 5 f(x) dx = F(b) - F(a)

0-

où F est une primitive de f
o '" Q... dx... b 1(,.

Autrement dit, quand on remplace un côté d'un triangle par la courbe d'une
fonction f et que l'on sait par là même mesurer les" indivisibles" de la surface,
alors on sait calculer l'aire de cette surface, mesurer cette surface.
Comment le fait-on ')

En découpant la surface en rectangles élémentaires d'aire f(x) dx que l'on somme
.... 1'
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[ 4 LA GEOMETRIE PROJECTIVE
1

Ses origines remontent au moins à la Renaissance italienne et probablement plus
loin. Les peintres du Quattrocento recherchent une représentation scientifique du
monde sur leurs tableaux, leurs peintures.
L'usage d'une boîte noire et de divers systèmes de visée - grilles, ficelles -
permettent aux peintres une meilleure projection de l'espace sur leurs toiles.
Citons dans l'école florentine du Quattrocento:

Brunelleschi ( 1377 - 1446 )
Ghiberti ( 1378 - 1455 )
Donatello ( 1386 - 1466 )
Alberti ( 1404 - 1472 )
Ucello ( 1397 - 1475 )

La peinture d' Ucello est particulièrement caractéristique de cette recherche d'une
perspective dans le but de mieux décrire l'espace.

Della Francesca ( 1410- 1492 )
Léonard de Vinci ( 1452 - 1519)

et les traités de perspective de Della Francesca en 1470,
d'Alberti en 151 1
mais aussi d'Albert Dürer en 1525 .

L'étape suivante est marquée par le lyonnais Gérard Desargues ( 1593 - 1661 )
- architecte - et son" Brouillon Project " .
Il étudie, en partant des traités d' Appolonius , le passage du " relief" au " plan"
et les" événements des rencontres d'un cône avec un plan" .
Toutes ces études se situent dans le domaine des constructions géométriques
par projections. Ensuite le dessin technique prend le pas sur l'art avec la
géométrie descriptive de Monge vers 1800 .
Il faut attendre le 1ge siècle pour parvenir à mieux unifier ces méthodes et
principes de représentation de l'espace sur une feuille autour du groupe projectif
et de la géométrie projective moderne dont les études se situent cette fois dans un
tout autre domaine: les transformations géométriques structurées par les
groupes algébriques.
On mesurera ( sic) l'évolution dela géométrie projective passant des
constructions géométriques du I5e siècle aux groupes de transformations du
1ge siècle.
Cette évolution mérite de plus amples développements.
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1 5 LA GEOMETRIE DESCRIPTIVE

1
Après de remarquables études, Gaspard Monge ( 1748 - 1818 ) se voit confier un
poste d'enseignant de physique dès l'âge de 16 ans. Passionné par le dessin
technique, il crée une nouvelle technique géométrique dans ses 9 leçons de l'
Ecole Normale.
Il énonce: " la géométrie descriptive sert à représenter sur une feuille de
dessin, qui n' a que 2 dimensions, tous les corps de la nature qui en ont 3,
pourvu néanmoins que ces corps puissent être définis rigoureusement ".
Ainsi le principe de la géométrie descriptive est de projeter un " objet
rigoureusement défini" sur 2 plans perpendiculaires, un plan de base horizontal
et un plan frontal vertical, plans se coupant suivant la ligne de terre.
Cette méthode permet d'avoir 2 vues en vraie grandeur de )' objet. Pour ce qui
nous intéresse, nous retiendrons:
1 ) Monge reprend un principe de projection proche de celui des repères
cartésiens.
2 ) La géométrie est une méthode de construction.
3 ) La partie mesure des objets reste implicite. Monge ne mesure pas ses objets
avec des nombres mais bien sûr cherche à obtenir des résultats métriques avec de
vraies grandeurs sur les plans de projection.
4 ) La partie logique de la géométrie reste aussi implicite même si le
raisonnement est sous-jacent .
5 ) La géométrie descriptive est restreinte aux" corps rigoureusement définis"
i.e. les objets de la géométrie ( et pas les objets de la nature ).

A l'aube de la révolution industrielle, la géométrie descriptive, inventée par un
des créateurs de l'école Polytechnique, connaîtra un franc succès.
Bien que la partie mesure et la partie logique restent implicites, elle donne
incontestahlement une bonne vision dans l' espace, une bonne description des
objets étudiés.

Page suivante, un problème de géométrie descriptive extrait du " Journal de
mathérnatiques élémentaires" de Juillet 1911

49



7407. - La ligne dt terre .ry est le petit axe de la [euille .
Une droile de {rani F a pour lr are horizonta!e un l,oint silué ri

10' ur en avant de "'y el à tO<m à qauclie du gralld axe zz' de la
feuille ; d~ plus, la projection "l'l'tirai" de F, dirigée l'US la droite
et au-dessus de xy. [ait avre xy lin angle de 300.

La droite F est l'axe d'tU! cône de révolution dont le sommet se
projette à le"" à droite de z :', et dont le demi-angle au sommet
vaut 300.

On considère le tronc de cône obtenu en coupant ('C Calle par deu.r
plans per pcndicutairrs à son axe. menes ri gauche dn sommet, cl ri
des distances dl' ce sommet égales,} :i'm ri 1:-)""'.

Représenla par ses deu r proiections la par/il' du volume de ce
Ironc de ('(ine située au-drs sns du plan horuontol de projection et
au-dessous du plan sym~lri'lue du plan de la o randc base du tronc
par rapport au plon horizontal qui contient le centre de celle bas!'.

()I! fera la distille/ioll des parties vues cl cachées en supposant le
cone opaque.

Le cône a un plan langent horizontal. On obtient sans d iffi-
cuité ses contours apparents en menu nt des points s et s' des
langrnles aux contours apparents de 1II('U1C nom de la sphl're
in,critc (0,0').

La projection \'crticalr du solide restant sc compose de
l'hexagone a'~'y'0'O"'. La projection horizontale se compose,
outre les conlours app,Hents du cùne, de l'ellipse projection
horizon laIe du cercle projet(' verticalrmcnl en 2'W. des arr"
d'ellips~ projection de
0'2', et de deux arcs
de parabole, dont les
projections verticales
sont les droites 1)',
et "(0'.

J)rllermlrwlion d'un
point q ueloJ>!1{ ue et de
la tan q e n te ,n ce point.
- Toutes ces sections
peuvent ètre consida-
rées COIIl[lle perspec-
ti ves de l'une d'elles,
par e rcmp!e du cercle
section par le plan dt'
bout o'a'. Ce cercle SI'

rabat su r un plan rie
front aulour de la
droite 1;/;'. Le poinl a'

est rabaltu en a'I' d'où
sa projection hor-izon-
laIe a, telle que

al' == a'a'I'

Les in tersection s d,' la
droite (Sil, s'ri) avec
les pl ans de bout ,,'~'
et ~S' donnr'nl Ic,
points (m~~n'l pt (n,H')

df's '.(~rlilJns du CÔtH'

par ("', pl.ms.
L,,, "lll~rnl('~ s'ol:

liplIll'.nt de 1lIt"lnr;

LUlgl'lIte en (J'. a) li:

ce rrlr: dc hase pst t :

hattu-: -ui van t (lIa

la dro it» (S ', .. ,./,

renr,lfltre lès I>lalls d,
huu t ,J',' et 2'" en
et '1' d\JlI I,'s lall
gt~nlf-') »ir , n~'(, cl i:

'
!

tI'~'.

1)1)-'11 ts rema, /,.(11"/
ln J10rnls Sll,r lr ront,»,

opl)(lr~'nt luniz ont.cl ,
La droite sd langl'lIl
il la sphi're iu-rri I,

touche cd te 'l'hère :111

point d , donl. la PlO

jccli(ln vprticale est of
ddn...; If' td,Hl I!l)riltHl

, ,, ,, ,

JOURNAL DE 1\

MATHEMATIQUES ELEMENTAIRES

OCTOBRE 1911

tal li' du ('pnlr!'. La droite sd, S'd' rencontre les plans des
bases en (g, y') et (r. ['), qui sont les poinlscherché~.

2' La détermination des autres points remarquables et des
tangentes en ces points se rait par la rnéthode indiquée plus
haut: ainsi les tangentes en (o, Or) sont 0:, à':' et âfL, o'p.',

Visib üite, - On voit facilement que l'ellipse Œ~, Œ'W est vue
en projection horizontale, ainsi que l'arc de parabole e, L'ellipse
projection du cercle de base est vue dans la portion "r; la
portion (0 est cachée, ainsi que l'arc de parabole de sommet y.

Il en est de rnème de ';0., intersection des plans des deux
sections.
(';.ORIEL ROUX, ~ NIOles.)

t'é' .

•

~f 1 •

...'":----~". s
'.,

n' .--
, :-

G'

.,
Remarque. - On

peut opérer beaucoup
plus simplement. On salt
en eITet que le cône et le
cylindre projetant hori-
zontalement le cercle a
se coupent suivant deux
ellipses, situées par rai-
son de symétrie dans des
plans de bout IBases de
Monge), On pourrait
prendre pour base du
cône une de ces ellipses.
Les constructions seraient
très simples, car cette
ellipse se projette hori-
zontalement suivant le
cercle 0 et verticalement
suivant une droite.

. Il'-',--- ,- ~- -

'.'
F' ,'1

r
il

:y
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,ELEMEN'rs

nE GÉOMÉTRlJ~
PAil

En 1794 , la Convention demande
à A. Legendre d'écrire un livre
de mathématiques destiné à l'
enseignement .Les " Eléments de
géométrie" de Legendre seront
un des livres de référence dans
l' enseignement jusque vers 1850 .

A. M. LEGENDHE,

AVEC ADDlTrO);S ET MODIFICATIONS,

PAR M. A. BLANCHET,
t ncicn éJeH dl" l'Écule pul y technique ,

dirrctcur dc~ etudes mathcmatique. de Sainte-Barbe

TROISIF:!If F. .:I)ITION.

,

PARIS,
LlBIL\LHIE DE FInI\IlN DIDOT FflLHFS.

IMPIHMU!I\S DE L'II-':STlTl:T ilE FRANCE.

RIT HCOB, ~o -)'~. L1VRF: 1. 7
IB54,

PROPOSITION PREMIÈR.E.

THÉORÈME.

Cette démonstration faisant
intervenir la continuité serait
elle aujourd'hui considérée
comme une démonstration ')

Pal' III/. point pris sur une droite on peuL tf/CFe/' une
perpendiculaire sur cette droite, el on fi' en peut élever
fjll'U!l("

Legendre démontre
le 4eme postulat d'Euclide 1

hl t » En effet, supposons qu'une droite AMM'
, M d'abord co uchée sur AC, tourne autour
~~, »>--/- du poi n t A: elle formera cleux angles ad-

_._~L.·_. .. ~ •

n--- A c jactn ts , MAC, 1\1AD, dont l'un, MAC,
,LdJO,d très-petit, ira toujours en cr oissnn t, et dont l'autre,
l\f.-\G, d':dlOrd plu, grand que MAC, ira constamment en
d':('J'()iss:lflt ju s qu'à zér·o.

L'an;;le 1\1AC, d'abord plus petit que MAD, deviendra
donc plus gr:1Ild gue cet angle; par conséquent il y aura
u n e position AM" de la droite mobile où ces Jeux angles
s er o nt "gaIlX, et il est évident qu'il n'yen aura qu'une seule.

Coro ll a ire, Tous les angles droits
1JI1 sont égaux.

-1____ 1____ Soient DC perpendiculaire sur
r, .\ 1; n AB, et HG perpendiculaire sur EF:

Je clis '1LI e 1':lngl(' Dell est égal à HGF, En effet, si l'on
porte h droit .. FF su r AD, de ,manière que le )l0int G
tont!Je e n C, CH p r en d rn la dire~t1oll COi autrement on
po u rra i t , p:lr un point pris sur une droite, élever deux
pcrpclldlculaires s u r cet te droite,51



Quand le 5 ème postulat
devient un théorème .

Admis et .... évident. ( Ouf! )

THJ~OnJE DES PARALLÈLES.

PROPOSITION XXI.

THÉORÈME.

Dell:/.: droites AC, BD, perpendiculaires
J'W' ttne meme droite cn, sont parallèles,

C~r,si elles se rencontraient en un point M,
p~r exemple, on pourrait de ce point abaisser
deux perpendiculaires sur CD.

PROPOSITION XXIL

Par un jiO/lil 0/1 F"III menet: une !!(,rrzllèle (( '111(,

r1/"0I"t1' ,
A Ti Du point A abaissez AB perpendiculaire1----- sur ~C, et a u mèm« point l1Iene~ AD per-

--1\---7 pendiculaire sur AU les Jeux drOites AD et
BC, ernnt Ulules deux perpendiculaires SUl' AB, seront pa-
ra llel e s ,

O!l admettra en ser o n.l licu , r-o rume une proposition

évidente, (lue par un point on ne peut mener qu'une seule
parallèle à une droite,

PROPOSITION XXIIL

Til ÉOI\ È~IE.

Si deux droites Cl), AB, ,1011/ pnrallélcs, toute droite
FH perpendiculaire surl'une d'cl/es AB est perpendi-
cula/re sur Fautre cn.
c ---- Il est d'abord évident que FR doit

IR rencontrer CO; autrement on pour-
__-L___ l'ait p~r le point F mener deux pa-

A F R ru llelr-s à CD. En/in CD est perpen-

D

diculaire SUI' FH; Cl!', si la liglle CD était ohlique sur FR,
on pourrait nu point 1[ élever 1111(' perp.~ndicllbil"e sur FEI,
la q uelle s ernit par~IJiole à AB, et lo n aur.i it ainsi deux
droites Ilass:lnt r:11" l,' point Il ct par;dlèlt-s;1 \B.

PHOPOSlTIOi\' XXIV.
TIIÉ()I\i-:~[F..

Dcu.r dml!l'.\' ,\ B, CD. f!({mll,~/('.\ ,i uuc trtusieme EF
sont !wl'Illlal'\" ('/1111' ,.fh.l·.

,\ . ._.__... Il Lll", si les r1:'()ires .\11, CD, se ren-
; .)[ conlraient en 1111 point I\I, on pour-

rait par ce point mener deux parallèles
;'1 El".

c------·-D
r ---------- F
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1
6 LA GEOMETRIE VECTORIELLE

1
Le vecteur des mathématiques modernes.
Qu'est-ce qu'un vecteur?
Comment comprendre simplement les malheurs - non encore résolus - du vecteur
dans l'enseignement?
Du côté des mathématiques:
En 1832 puis en 1844 , Grassmann, dans 2 mémoires, définit des grandeurs
orientées de l'espace mais la mise au point de la notion de vecteur prendra la
seconde moitié du siècle. Son invention est certes liée à la notion de force en
physique mais aussi à la résolution des problèmes du 1 er degré dans les espaces
de dimension quelconque.
Ainsi d'une part, le vecteur cherche à représenter un phénomène naturel
compliqué et , d'autre part, il doit être un élément d'un espace artificiel de
dimension quelconque en algèbre linéaire.
Enfin et surtout, si l'on veut faire un dessin, ce vecteur, pour 3 points A ,
B , C non alignés transforme l'inégalité triangulaire des longueurs

( le plus court chemin d'un point à un autre est la ligne droite) en UDe
égalité pour la somme des vecteurs.

c,

--. --.. -to
AB -- AC + CB

B
AB < AC+CB

Clairement, la notion de vecteur ne se comprend en mathématique que comme
élément d'une structure d'espace vectoriel ce qui va poser problème lors de son
introduction dans " enseignement.
Du ( -té de l'enseignement:
A ve- beaucoup de retard, les vecteurs vont rentrer massivement dans l'
enseumernent secondaire et - forcément - comme élément d' un espace vectoriel.
Con-ment faire autrement ')
Malheureusement , cette structure correspond à un stade avancé de la
con: 1 ruction de l'espace chez le jeune, ausst les concepteurs des maths modernes
ont ( ierché un " biais" d'apprentissage.
Ce fi' ( la " géométrie du parallélogramme" et l'équipollence ( si 1 ) des bipoints
utili ' mt seulement le stade N° 1 de Piaget
(N repère cartésien, ni structure) .



-+ ..........--".
V = AB = CD

A

L'apprentissage se poursuivait par un rude passage aux espaces vectoriels dès la
seconde.
Pour comprendre la genèse et l' histoire de la réforme dite des" maths modernes"
lire l'excellent article de B. Charlot dans les publications de la commission inter -
lREM Histoire des maths.
Aujourd'hui le calcul vectoriel reste dans les programmes du secondaire sans la
notion de structure. Nous sommes ainsi revenus à un stade médian - au sens de
Piaget - déduit du repérage du plan. Nous ne sommes plus restreints à la
" géométrie du parallélogramme" mais nous n'avons plus droit aux structures
algébriques.

54



7 LES GEOMETRIES NON - EUCLIDIENNES

Riemann ( 1826 .. 1866 )
Lobatchevski (1793 - 1856)

Rappelons les 5 postulats de la géométrie selon Euclide.
Trois postulats de construction •
1 ) De tout point à tout autre point, on peut tracer une ligne droite.
2 ) Toute droite finie peut être prolongée indéfiniment et continûment.
3 ) Avec tout point comme centre et tout rayon, on peut tracer une circonférence.
Un postulat d'égalité de figures.
4 ) Tous les angles droits sont égaux entre eux.
Le postulat d'Euclide.
5 ) Si une sécante rencontre 2 autres droites en faisant des angles intemes et du
même côté de la sécante ayant une somme inférieure à 2 droits, ces 2 droites
prolongées indéfiniment se rencontrent du côté où se trouvent les angles dont la
somme est inférieure à 2 droits.

A A
A 1 + 82 < 2 droits

Reformulé au 18è siècle sous une forme équivalente: Par un point n'appartenant
pas à une droite, il passe une seule parallèle à cette droite.
Cette formulation ouvre la voie aux géométries non - euclidiennes.
( D'où l'importance de l'écriture ...)
Chaque école mathématique depuis Euclide a eu l'impression que le 5è postulat
devait pouvoir se démontrer à partir des 4 précédents. Après de nombreux
échecs, , il restait la possibilité de remplacer cet axiome par un autre.
Lobatchevski choisit: Par un point n'appartenant pas à une droite, il passe une
infinité de parallèles à cette droite.
Conséquence: La somme des angles d'un triangle est alors inférieure à 180 d .

Riemann choisit. Par un point n'appartenant pas à une droite, il ne passe pas de
parallèle à cette droite.
Conséquence: La somme des angles d'un triangle est alors supérieure à 180 cl .

Ils développèrent de nouvelles géométries parfaitement logiques mais moins
naturelles.
La grande nouveauté est liée à la nature de l'espace qui dépend de 18
géométrie mise en place. La géométrie ne se contente plus de mesurer l'
espace, elle" définit tI cet espace.
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D'où la notion de courbure de l'espace et les idées sur la relativité développées à
la suite de l'invention de ces nouvelles géométries.
Les géométries dites non - euclidiennes conservent quand même 4 des 5 axiomes
d'Euclide et restent euclidiennes à 80 % .
La description de l'espace attachée à ces géométries semble bien ne pas
correspondre à l'espace dans lequel nous vivons. En ce sens, ces géométries
sont non-euclidiennes.
Mais doit-on se fier à l'apparence où faire confiance aux informations données
par les modèles mathématiques?
Nous laisserons la conclusion à Poincaré: " Imaginant un monde sphérique
conforme à la géométrie de Lobatchevski, Poincaré dit: "Des êtres qui y
feraient leur éducation trouveraient sans doute plus commode de créer cette
géométrie, qui s' adapterait mieux à leurs impressions.
Quant à nous, en face de ces mêmes impressions, il est certain que nous
trouverions plus commode de ne pas changer nos habitudes".

Superbe!
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8 LA GEOMETRIE DES TRANSFORl\IATIONS
OlT GEOMETRIE DE SITUATION.

En janvier 1980 , Griess a explicité le 26è et dernier groupe sporadique
( groupe fini simple) - le monstre de Fisher - comme étant un groupe de
transformations géométriques dans un espace de dimension 196 883 . Ce groupe
a environ 8 x 10 53 éléments - environ c' est- à-dire à 5 x 10 52 près .... )

Il existe entre les diverses parties de toute figure géométrique 2 sortes de
rapports: les rapports de grandeur et les rapports de position.

Lazare Carnot.

L'objet de la géométrie considérée d'une manière générale est d'étudier les
propriétés des corps sous le rapport de leur étendue ou de leur configuration .....
Malgré la distinction que nous venons d' établ ir entre ces 2 sortes de propriétés,
on sent toutefois qu'elles ont entre elles la dépendance la plus intime et que sou-
vent celles d'une espèce pourront conduire immédiatement à celles de l'autre.
On a constamment réuni dans les recherches purement géométriques ces deux
genres de propriétés parce que, en effet, il n'est aucun moyen de les isoler d'une
manière absolument parfaite.

Poncelet 1818

Les géométries descriptive et projective ont ouvert des voies dans l'étude de
l'espace, sa description. Le dessin technique est nettement lié à la géométrie

descriptive. Le dessin d'art et l'architecture sont liés à la géométrie projective.
En ce début de 19è siècle, la géométrie améliore ses méthodes pour décrire l'

espace et le ramener au plan de la feuille de papier, que ce soit celle de l'
ingénieur ou celle de l'artiste.
La notion de transformation, de déplacement de points, ne va apparaître qu'au
cours du 1ge siècle.
Le théoréme de Thalès aurait pu amener à la notion d' homothétie, la mesure des
angles aurait pu mener à la notion de rotation, tel ne fut pas le cas. Lazare
Carnot, ingénieur et militaire, élève de Monge, et Poncelet, ingénieur et aussi
élève de Monge furent des précurseurs dans la géométrie de position. Celle-ci
doit beaucoup à Monge et à la technique.
Les travaux du célèbre Evariste Galois mort en duel à 20 ans et 7 mois après avoir
trouvé la solution du problème de la " Résolubilité des équations par radicaux"
datent de 1830 . Ces travaux furent" enterrés" par l'Académie et il fallut
attendre 1870 - 1872 pour que Jordan les exhume .Galois avait eu " idée des
groupes finis ( utilisés sur les racines d'une équation) .
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Klein imagine son programme d'Erlangen sur une classification des géométries.
Les transformations géométriques sont enfin étudiées dans le corpus
mathématique. Très curieusement. cette étude est une application des
.. . groupes algébriques aux invariants d'une figure géométrique 1

Groupe des isométries
du triangle équilatéral

Groupe des isométries
du carré.

UNE CONCLUSION

Les équations algébriques trouvent un aboutissement dans les équations de
Maxwell en 1860 .
Les structures algébriques trouvent très vite un ( premier) aboutissement dans la
théorie de la relativité ( groupe de Lorentz) et tous les usages des groupes en
physique. Lire à ce sujet le chapitre "les groupes prennent le pouvoir" du livre de
Lochak intitulé: " la géométrisation de la physique" .
Les structures algébriques vont aussi permettre au groupe Bourbaki ( toujours les
structures .... ) de s'exprimer brillamment à partir de 1930 .

Pendant ce temps, l'enseignement secondaire prend beaucoup, beaucoup de
retard ct ronronne sur la géométrie d'Euclide réduite depuis le 19è siècle à la
" géométrie pure"
Le rév (il sera brutal.
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VERS LES GEOMETRIES ABSTRAITES

Revenons à Einstein qui disait. Il Comment se fait-il que la mathématique qui est
un produit de la pensée humaine et indépendante de toute expérience s'adapte d'
une si admirable manière aux objets de la réalité ') " .
Cette question nous surprend si l'on considère les travaux des arpenteurs de l'
Antiquité créateurs du système de mesure sur lequel furent bâties les
mathématiques. Mais quelle est la situation à la fin du 1ge siècle, juste avant l'
apparition de la théorie des ensembles') Les mathématiques sont en train de
perdre leur .... unité et en particulier le nombre des géométries, pourtant sensées
décrire un unique monde, croît dangereusement.
Retour à l'unité. Klein, Lie et quelques autres réunifient les géométries autour
de la notion de groupe.
A chaque groupe de transformation , ils attachent une géométrie.

1 ) Géométrie métrique (pléonasme)
Les translations, les rotations et les symétries forment le groupe des isométries
laissant Il invariantes" les figures au sens de ce groupe ( loi interne) . Les
isométries ou mouvements forment le groupe principal de la géométrie
métrique.
L'espace cartésien est associé à cette géométrie.

2 ) Géométrie euclidienne
Les similitudes ( y compris les isométries) forment un groupe laissant invariantes
les figures au sens de ce groupe.
Le groupe des similitudes est le groupe principal de la géométrie euclidienne.
L'espace euclidien ( ou cartésien) est associé à la géométrie euclidienne.

3 ) Géométrie affine
Le groupe des affinités ou groupe affine est, bien sûr, le groupe principal de la
géométrie affine.
L'espace associé est l'espace affine ou arguésien ( Desargues) .

4 ) Géométrie projective
Le groupe projectif est le groupe principal de cette géométrie. Ses
transformations laissent invariantes les figures dans ce groupe.
L'espace projectif, avec point à l'infini. 11lI est aSSOCIé

En 1872, Klein généralise cette méthode dans le fameux programme d'Erlangen.

line géométrie abstraite est définie par:
Définition' Soit une variété V d'éléments appelés points.
Soit un groupe G de transformations opérant sur les points de V

Alors ==,=> la géométrie définie sur V par le groupe ( principal) G est
formée des propriétés de l'espace V invariantes par G
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Chaque géométrie ( V , G ) structure un espace associé.
La nouveauté est d'importance car la géométrie, à travers les transformations
autorisées, AGIT sur l'espace. La géométrie ne se contente plus de mesurer des
objets . elle les transforme .Or , le théorème de Thalès n' a pas donné à son auteur
l'idée d' homothétie. La rotation n'est pas plus étudiée dans l'Antiquité et la
symétrie est une propriété interne d'une figure, pas une transformation 1

Homothétie, rotation, symétrie ne deviennent des transformations qu'au 19è

siècle, pas avant 1

Encore cette métamorphose ne s' effectue- t-elle qu'avec moult précautions que
vous aurez notées: structure, invariance, loi interne. Les garde-fous sont
nombreux. ( Sans oublier les 2 propriétés d'un groupe: élément neutre et
pouvoir revenir en arrière avec une transformation réciproque 1 )

Que de précautions pour se décider à transformer 1

Voilà pourquoi Einstein évoque" une" géométrie indépendante de toute
expérience. L'espace de la relativité est structuré par le groupe de Lorentz.
Aucune expérience n'avait eu 1ieu mais une géométrie abstraite décrivait son
espace.
Abstraction, abstraction, nous prenons la direction des maths dites modernes et
de quelques malheurs de l'enseignement .
Peu à peu, les avancées du savoir font disparaître la figure au profit des calculs
vectoriel et matriciel ou des groupes voire des raisonnements.
Jusqu'à ce qu'un Mandelbrot fasse resurgir la figure comme élément fondateur
d'une" nouvelle" géométrie Et puis Einstein pouvait-il réellement se passer de
la géométrie d' Euc\ ide?
Et jusqu'où une géométrie est-elle abstraite?
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LE TEMPS EST RELATIF

Où l'on voit une application conjointe des 3 stades de l'épistémologie vue par
Piaget.

1 ) Le théorème de Pythagore ( encore 1 )

2 ) Les repéres du plan
3 ) Les déplacements

La théorie de la relativité est probablement la plus célèbre des théories
scientifiques du 20e siècle.
En 1905 , Einstein a 26 ans.
Depuis 1888 , les scientifiques savent, par les expériences de Michelson, que la
vitesse de la lumiére est constante dans toutes les directions et ne s'ajoute ni ne se
retranche dans 2 mouvement relatifs.
Einstein est physicien et doit obéir à " expérience.
Il imagine, selon sa méthode habituelle, une expérience par la pensée devant
tirer les conséquences des expériences de Michelson.
Cette expérience est plus facile à monter et avouons qu'il n'est pas loin de faire
des mathématiques.
En physique, la distance d , la vitesse v et la durée t sont liées par la relation du
lerdegré: d = v.t

"J'

AM=a

0'
A

Un rayon lumineux va de A à M puis de M à B parcourant la distance 2a pendant
la durée t'

on a: 2a = c t'où c est la vitesse de la lumière.
Plaçons ce repère x' 0' y' dans un repère fixe x 0 y et faisons se translater le repère
x' 0' y' d'une distance d pendant le trajet du rayon lumineux. ( il faut aller vite)

0' 1(.' 0'

---4--------------------,----~--~-----------------------~~1'x~d = \I.to

A
~I
x,

..'
Pendant le déplacement de longueur d ,d'une durée t le rayon lumineux
parcourt la distance 2 h ce qui donne 2 h = ct selon Michelson. ,
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Appliquons l'inévitable théorème de Pythagore.

ctth2 = _ + a2
Rempl~çons h = ct, d = v t et 0{ = c t'

t:::

Comme on pouvait s'en douter, cette célèbre relation - clairement du 2ème degré _
entre le temps dans le repère x 0 y et le temps dans le repère x' 0' y' est une
simple application du théorème de Pythagore
Pour le même mouvement, un observateur situé dans le repère mobile mesurera
un temps t'inférieur au temps t du repère fixe. Il vieillira moins vite que l'
observateur resté imrnobile.t d'où l'intérêt de bouger)
Pour ce qui nous concerne, 3 types de géométries interviennent, toutes 3
indispensables.

1 ) La géométrie d'Euclide ( ou de Pythagore ).

2 ) La géométrie analytique (pour se repérer)

3 ) la géométrie des transformations (pour le mouvement)

Laissons à Einstein la conclusion sur cette expérience théorique: " si la théorie de
la relativité se révèle juste, les Allemands diront que je suis allemand, les
Suisses que je suis suisse et les Français que je suis un grand homme de science.
Si la théorie de la relativité se révèle fausse, les Français diront que je suis suisse,
les Suisses que je suis allemand et les Allemands que je suis juif".
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L'APPRENTISSAGE DE L'ESPACE EN FRANCE EN 1994

La raison première de la géométrie est de mieux nous faire appréhender l'
espace, un monde que nous n'avons pas créé. Pour ce faire, les géomètres
ont" créé" des objets simplifiés qu'ils ont appris à mesurer et à étudier.
Comment un jeune français apprend-il la notion d'espace durant son cursus
scolaire?
Durant les S années d'école primaire, il apprend à construire les figures usuelles
de la géométrie élémentaire et à mesurer des segments et des surfaces. Ce
premier stade de l'épistémologie de Piaget est complété en 6ème et en Sème:

constructions, mesures et propriétés des figures.
Durant les 7 années de l'enseignement secondaire, l'apprentissage de la
géométrie se centre sur les transformations du plan ( sans la notion de groupe)
par action sur des figures. Les notions de composition et de d'application
réciproque sont abordées dans la seconde partie des études secondaires.
Cet apprentissage de la géométrie est complété par l'étude de l'analyse
soigneusement séparée de la géométrie. Elle permet de préciser la notion de
repérage dans le plan et dans l'espace tout au long de ces 7 années.
La géométrie analytique devenue Analyse avec le temps, deuxième stade de l'
épistémologie de Piaget ne participe plus à l'étude de l'espace.
De plus l'apprentissage des stades 2 et 3 (celui-ci amputé de la notion de groupe)
se fait simultanément et pour la majorité des jeunes l'apprentissage mathématique
de la notion d'espace s'arrête là .Seule une toute petite minorité la poursuivra à
travers l'étude des groupes et de l'algèbre linéaire complétant l'étude du stade 3
de Piaget. Cependant, pour ces derniers, la notion même d'espace et de
géométrie disparaît au profit du calcul, matriciel ou vectoriel, dans l'algèbre
linéaire .( 1er degré: les seuls problèmes que l'on sache vraiment résoudre) .
Peut-être serait-il judicieux de remettre un peu d'intuition en algèbre linéaire
laquelle deviendrait en quelque sorte de la géométrie linéaire.
Questions:
Dans le secondaire, ne devrait-on pas avoir en application l'étude des groupes de
transformation des figures usuelles, triangle équilatéral, carré et cube dont la
visualisation est facile et permet justement un bon apprentissage de la notion de
transformation mais surtout du plan ou de l'espace?
Dans le supérieur, ne devrait-on pas réinsérer l'algèbre linéaire plus clairement
en géométrie? D'autant que l'algèbre linéaire utilise , et pour cause, le
vocabulaire de la géométrie: point, droite, plan!
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9 LA GEOMETRIE ALGEBRIQ\!~~
11

La géométrie est" l'art de raisonner Juste sur des figures fausses" . Depuis
leur création, les figures sont des objets idéaux. Leur dessin est une
représentation imparfaite mais suffisante pour l'usage humain. Par contre,
insistons, les mathématiciens sont tenus de raisonner juste: ce devrait être une
de leurs rares qualités. Plus la figure se complique ..plus elle est imparfaite et ce
qui devait arriver, arriva peu à peu. Les matheux ont continué à raisonner - plus
ou moins juste - ( voir la citation de Dieudonné) , sur des figures de plus en plus
fausses puis plus de figure du tout comme en algèbre linéaire, dans Rn , où le
dessin d'un pavé est bel et bien superflu ( voire difficile pour n >3 ) .
La géométrie algébrique fait encore mieux. Une difficulté de \' algèbre est l'
existence ou non des racines d'une équation. Dans le corps des nombres
complexes, C , une équation de degré n , a exactement n racines ce qui permet en
théorie, de ramener toute équation à une factorisation du 1 cr degré:

( x- XI )(x-x2 ) .... ( X-Xn ) = 0
Le rêve du mathématicien.
Tout problème est découpé en n problèmes du 1er degré .Dès lors, au lieu de
considérer les points de Rn à coordonnées réelles, il est plus" logique" ( si , ) de
considérer les points de C» à coordonnées complexes.
Par exemple, x2 + y2 = 1 est l'équation du cercle de centre ( 0 , 0 ) et de rayon 1

passant par le point A ( l ,0 ) .
x2 + y2 = -1 est l'équation du cercle de centre (0, 0 ) et de rayon i

passant par A ( 0 , i )
( Ne pas faire de dessin)
La géométrie algébrique réclame une haute technicité. Cependant, elle reprend
les méthodes de la bonne vieille géométrie euclidienne au niveau des courbes en
y intégrant les résultats des structures algébriques.
Le théorème de Fermat ( ça y est, c'est un théorème' ) : x» + Y" = zn est
impossible en nombres entiers pour n > 2 est à priori un théorème d'arithmétique
pure .Sa démonstration en 1994 est une victoire de la géométrie algébrique.
La démonstration donnée par Andrew Wiles en juin 1993 comportait des" trous"
et sa longueur, de \' ordre de 1000 pages en y incluant certains résultats
antérieurs ne permettait pas à une seule personne, même dotée de dons
exceptionnels en mathématiques ,de la vérifier Les spécialistes nous assure
aujourd' hui de sa consistance mais nous ne sommes pas près de la vérifier par
nOLIs.. même. Comme pour les autres théorèmes cette démonstration sera
améliorée '. raccourcie, et rendue compréhensible par le plus grand nombre mais
ces améliorations ont pris environ 20()O ans pour les théorèmes de Thalès et
Pythagore, alors, combien de temps pour Fermat '1
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Nous laisserons la conclusion à Dieudonné, grand prêtre (laïque) de la
recherche mathématique fiançaise du 20è siècle et qui regrettait un jour, lors d'
une émission de télévision de n'être compris ni par ses collègues de )' Académie
des Sciences, ni même souvent par des collègues chercheurs d'autres branches
des mathématiques: " On sait que malgré les efforts de Dédekind , Weber et
Kronecker, le relâchement dans la conception de ce qui constituait une
démonstration correcte, déjà sensible dans )' école allemande de géométrie
algébrique des années 1870 - )880 ne devait que s'aggraver de plus en plus dans
les travaux des géomètres français et surtout italiens des deux générations
suivantes les brillants succès obtenus contrastant avec le fait que, jusque
vers 1940 , les successeurs orthodoxes de Dédekind s'étaient révélés incapables
de formuler avec assez de souplesse et de puissance les notions algébriques qui
eussent permis de donner de ces résultats des démonstrations correctes" .
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LE PARADOXE DE BANACH - TARSKI

En cette fin de 19è siècle, les groupes de transformations et la théorie des
ensembles génèrent de nouveaux paradoxes. Banach et Tarski sont deux brillants
sujets de l'école polonaise de mathématique .Tarski s'intéresse particulièrement à
la logique mais la démonstration - délicate - passe bel et bien par les groupes de
transformations.

L'énoncé est simple: Vous prenez 2 boules ( sphères pleines), par
exemple une orange et la Terre.
Alors =--=> il existe une façon de découper la Terre pour la faire
entrer dans l'orange'

( Pour la démonstration, non triviale comme déjà dit, voir le petit \ivre de Marc
Guinot : le paradoxe de Banach - Tarski )
Essayons de préciser l'idée qui montre bien le lien entre l'espace qui nous
entoure et le travail des mathématiciens qui cherchent à le décrire pour mieux le
comprendre.
Cette idée est très simple. Nous pensons bien connaître la droite réelle et plus
précisément la MESURE de TOUS les sous-ensembles de cette droite
rêlle.Une (in)certaine logique voudrait que la mesure des intervalles de R se
prolonge à TOUS les sous-ensembles de R avec quelques propriétés usuelles.

1 ) La mesure d'un intervalle 1= [a, b] est la longueur habituelle b - a .
2 ) La mesure de la réunion d'ensembles disjoints En est la somme des

mesures des ensembles En .
3 ) La mesure est invariante par translation. ( il vaut mieux ... ) .
4 ) TOUTES les parties de la droite réelle ont une mesure.

Malheureusement cette hypothétique mesure universelle n'existe pas. ( voir
encore Guinot ) .
Seuls les ensembles pas trop éloignés des intervalles sont mesurables avec l'unité
habituelle.
Ceci explique.

1 ) la possibilité de découper - en théorie - la grosse boule en sous-ensembles
NON-mesurables qu'il sera loisible de faire entrer dans l'orange ( vidée ou non ).

2 ) les inévitables tribus et clans des cours du supérieur. Les intervalles ont l'
esprit de tribu. Quand ils se réunissent entre eux, tout va bien: sortir de la tribu
dépasse la mesure 1
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10 LA GEOMETRIE FRACTALE

Les idées géométriques du créateur de la géométrie fractale, Benoît

Mandelbrot, sont originales.
Le principe de base de la géométrie est de créer ( ? ) des objets si simples qui ils ni
ont plus guère de points ( sic! ) communs avec les objets de la nature,
Conformément à ce qui a dit Galilée, ces objets sont alors des intermédiaires
permettant aux humains de comprendre la nature, II espace dans lequel nous
vivons. Mandelbrot cherche, à partir des objets géométriques à se rapprocher
des objets de la nature, la côte de Bretagne étant le symbole de ceux-ci,
Mais les origines de la géométrie fractale, selon son créateur, remontent au
mouvement brownien particulièrement étudié par Jean Perrin au début du siècle.

Mouvement brownien ( approché) dl une particule
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Aujourd' hui, s'approcher de la nature consiste à étudier des phénomènes
complexes: diffusion dans un solide, turbulence, distribution des galaxies ou

plus simplement recherche de modèles du relief terrestre car il semblerait bien, à
Yregarder de plus près, que la Terre ne soit pas tout-à-fait une boule.

Diffusion dans un solide

Les mathématiciens ont, avant lui, exploité 2 méthodes pour" tendre" vers l'
infini:

* Le postulat N°2 de la géométrie d'Euclide permet de tendre vers l'infini par
juxtaposition de segments ( unités) identiques.

* La géométrie différentielle de Newton et Leibniz permet de tendre vers " infini
par découpages successifs de ce même segment-unité ==> les infiniment petits.
* La géométrie fractale permet de tendre vers l'infini en tout point de l'objet par
répétition des mêmes opérations sur tout l'objet de départ et non plus en un seul
point comme dans les méthodes précédentes.
Le modèle pratique évoqué est la côte de Bretagne, découpée s'il en est, sur
toute sa longueur (la géométrie et l'expérience toujours ... )
Un modèle simplifié ( les mathématiques toujours ..) est la courbe de Von Koch.

CI C2 C3 et jusqu'à l' ir-fini .

Mandelbrot définit une dimension po Ir ses courbes car leur" longueur" est
infinie donc elles ne sont pas de dimension J
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4 ~ li
I( CI) = l , l( c, )= 1 x 3= 3"' l( c, )= 1 x ("3 Y ,

I( C, ) = 1 x ( ~ ) n-I et hm l( en ) = +00
.w;I rl-?+~

Ces idées d'une grande simplicité repartent une fois de plus du système de
mesure primitif. Développées depuis les années soixante-dix pour le compte de la
société I.B.M. par Mandelbrot , elles débouchent sur les images de synthèse.

La dimension d' homothétie :

'" >i

En dimension 2 , une homothétie de rapport t donne 52= 25 petits carrés .

i.e (1-j~25 => le plan est de dimension ( euclidienne) 2 .

Génér~isons : une homothét~ de rapport ~ en dimension D donne K petits
objets selon la formule (1.) = K

Dans la courbe de Von Koch , le rapport d' homothétie est f et on crée 4
nouveaux objets ce qui donne:

(~)= ft
~

D = In4 / In3 est la dimension d' homothétie de la courbe fractale de Von Koch.
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UNE CONCLVSION PARMI TANT D' AVTRES

Un célèbre" A bas Euclide l " de Dieudonné avait ponctué la réforme dite
des" maths modernes" et son auteur avait vite regretté ses paroles prises un peu
trop à la lettre. Il ne semble pas envisageable aujourd'hui comme hier de se
passer de la géométrie d'Euclide et il semblerait même important de mieux la
connaître pour éviter de graves déformations, par exemple de croire que la
géométrie d'Euclide est une" géométrie pure"

CONSTRlIlRE des figures, MESURER ces figures, DEDlHRE des
propriétés certaines de ces figures reste " activité de base du
mathématicien: voir par exemple la géométrie fractale.

Par contre, se limiter à la géométrie d'Euclide, serait une erreur tout aussi
grave. Se priver des idées développées pendant 25 siècles, il n'en est même pas
question 1 Newton et Leibniz avaient appris les mathématiques dans les
Eléments d'Euclide et dans les 1ivres de leurs contemporains. Le 18 è siècle fut
marqué par le développement fulgurant des calculs différentiel et intégral.
Ils permirent de résoudre de très nombreux problèmes de physique (cordes
vibrantes, équation de la chaleur ... ) que la géométrie d'Euclide n'aurait
évidemment jamais permis de résoudre 1

Si bien qu'à la fin du ISe siècle Euler, D'Alembert, Lagrange et d'autres
pensent que l'avenir des mathématiques paraît limité et qu'il est préférable pour
les meilleurs esprits de se tourner vers d'autres sciences - la physique, la chimie -
plus prometteuses ce que fera, par exemple Ampère.

Or au moins 4 géométries très novatrices vont apparaître au cours du 19è
siècle! Ceci donne à réfléchir en matière de prédiction 1

La géométrie, science en apparence" indépendante de toute expérience"
mais" qui s'adapte d'une si admirable manière au objet de la réalité" a-t-elle
encore des ressources insoupçonnées comme l' a montré la géométrie fractale?

Ou bien le très logique système de mesure babylo- égypto- grec a-t-il donné
~out ce qu'il pouvait donner ')
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ET POUR QUELQUES GEOMETRIES DE PLUS .

Pourquoi se limiter à 10 géométries ~

La géométrie affine:
A l'époque où la géométrie était construite à partir des structures vectorielles, il
fallait bien, quand même revenir aux points,

La géométrie de BolYaL
Le hongrois Bolyaï ( 1775 - 1856 ) introduit en 1829 une" science absolue de l'

espace" à ranger dans les géométries non-euclidiennes, Ce fut un précurseur.

La géométrie birationnelle de Riemann:

Vers 1850, le visionnaire Riemann ouvre les portes de la géométrie algébrique
moderne,

La géométrie discrète'

L'écran de l'ordinateur est un ensemble discret de points sur lequel on souhaite
tracer les courbes représentatives de fonctions continues d'où la nécessité
d'étudier cet espace discret, peut-être proche de la géométrie ...pythagoricienne !

La géométrie élémentaire:

" élémentaire" qualifie en général la géométrie d'Euclide

La géométrie imaginaire :

Lobatchevski ( 1793 - 1856 ) construit en 1826 une première géométrie non-
euclidienne

La géométrie métrique'

Nous avons déjà rencontré ce joli pléonasme qui oriente vers les mesures et les
isométries,

La géométrie p.w:.e.
Le plus simple est ici de citer Dieudonné dans l'introduction de son cours de
géométrie algébrique ( PUF 1974 ): " En premier lieu, et contrairement à ce que l'
on croit souvent, la Géométrie des Grecs est tout le contraire d'une Géométrie
" pure", c'est-à-dire d'où les calculs ont été éliminés le plus possible: une telle
conception ne remonte qu'au 19è siècle ",
Existerait-il une géométrie impure?
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La géométrie supérieure;

Existerait-il une géométrie inférieure ')

Mais ce n' est pas fini; loin de là :
La géométrie synthétique de Poncelet eût son heure de gloire au 19è siècle.

Les géométries subordonnées,

La géométrie réglée,

Les géométries cayleyennes ,

La géométrie finie

La géométrie infinitésimale directe,

La géométrie cotée: une cousine de la géométrie descriptive enseignée au 20è

siècle,

Pour clore cette liste, non exhaustive, la revue La Recherche de décembre 1994
contient un article sur la géométrie symplectique ( entrelacée) issue, elle aussi,
des groupes de transformations et étudiée en cette fin de 20è siècle.

L' espèce humaine fait preuve de beaucoup d'imagination quand il s' agit d'
étudier " espace qui nous entoure .Heureusement 1
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EN RESUME

La géométrie d'Euclide, en proposant de construire, mesurer, déduire,
comporte 3 composantes indissociables: la figure, le nombre, la logique.
Qu'en est-il pour les" autres" géométries?

!GEOMETRIE :FIGURE NOMBRE :LOGIQUE .
•-~~--~-------~-------~--------~----~---------------~--------i

construction mesure déoucuon !
AVANTEUCLlDE--~X--~----~----'X--~ - - -- - ------:--------~-~

"EUCLIDE ----=~_~=~~~~==_----_:-_~-_~~-=_~=~_=-~=~~-X-====~=
ANALYTIQUE X X ! .
-'---~-~'-"-"--"'-----"'-'-"-'-'--'--~---' -- -- ------....---_ .._-----._--_ ..~_._-------_._----. -------------------------

DIFFERENTIELL~ ~_~ ..2< --------~2<-----______1
DESCRIPTIVE X !
~---~-----_._._. __ .._---j....._._._ .. _-_._._-_._- ---------- ...-- - - - - --_._--_._-----+----_._---~
PROJECTIVE iX X !X 1---~~-------------- ------ ------------'-- ---fv-------------j
~"'_~ÇIQRIEJ1~____+_-- ----- ----___2< --------€----------i
~ON-EI}CLlDIEr.lNE~2<---------------------- iX j

IRANSFORMATIQ~'3.)(_ __ _ ~_ ------------1--~--~~j
ALGEBRIQUE' X :f'MçI~~_~=-~-_~==--:~_~X--_-_~_~-_-=_~~=~-__-==~=_=_~=--==T'~===-~.

Difficile, en fait, de ne pas mettre une croix partout!
Chaque géométrie utilise de façon explicite ou implicite ces 3 composantes. Une
géométrie non- euclidienne utilise-t-elle les constructions?
Non, elle est déductive par essence mais oui quand même, car ... une géométrie
est-elle complète sans figure?
La part implicite de la figure, comme en géométrie vectorielle, donne à réfléchir.
On ne peut dessiner un vecteur, mais .... que celui qui n' a jamais dessiner un
vecteur me jette la première pierre.
Vieille histoire 1
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BIBLIOGRAPHIE J 1

A part:

Michel Chasles: " LI Aperçu historique" .

Ce livre de 1837 réédité par l' IREM de Lille fut un livre de référence
au 1ge siècle.

Emile Fourrey : " Curiosités geométriques " .

Livre de 1907 réédité en 1994 par la librairie Vuibert
Il commence par une" Esquisse de " histoire de la géométrie
élémentaire" .
La première partie contient un chapitre sur le théorème de Pythagore.
La deuxième partie traite la " géométrie de mesure".

Jean Dhombres : Nombre, mesure et continu ( Cédic- Nathan)

Importante étude sur la notion de mesure en mathématiques
commençant par une étude détaillée du livre 5 des Eléments
d'Euclide.
D'un contenu moins élémentaire que les autres ouvrages, il traite
aussi de la théorie ....de la mesure, des constructions des
nombres réels et de la naissance de .... la logique au 20è siècle!



1 BIBLIOGRAPHIE 2 1

LES CLASSIQUES:

COLLETTE: Histoire des mathematiques
DAHAN : Routes et dedales
DEDRON - ITARD : Mathematiques et mathematiciens
DIEUDONNE : Pour l' honneur de )' esprit humain
Encyclopedie Universalis : Article geometrie
IFRAH : Histoire universelle des chiffres
IREM : Maths au fil des âges
PETIT : Le géométricon ( B . D .)
SERRES : Les origines de la geometrie

MAIS AUSSI :

CHASLES : L'aperçu historique
CONDORCET : Esquisse d'un tableau historique des progrès de

l'esprit humain
DELACHET : Geometrie ( Que sais-je') )
DIEUDONNE :Cours de géométrie algébrique
EINSTEIN : La geometrie et l' experience
GODEAUX : Les geometries
GUINOT . Le paradoxe de Banach- Tarski
HADAMARD .Leçons de geometrie elementaire
MANDELBROT : La geometrie fractale
SMITH . The geometry of Rene Descartes.
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UN ARTICLE DU JOURNAL LIBERATiON ( j\JOVïEMID1n.E 1994 )

Dal1LÇ. ce COU1~eJli1.2'~EJ'~Iilln~J12~~;M'l',errilllhr.es ,~u célèbre
groupe de matlitéKiJlj,,€i:c1"'ii,'"Jl'!mlii1(C~~ ifj pris le nom
de Bourbaki iîmt œk çA ItJl5>.J"c1,cîs]de I~.al! ~,,~.!l;ùtdire:
• à bas la réduction @;;s~Nlll)éÎ1ill\i(d~~~.'I;l~géométrie
d'Eoclide à l'OC{l~E".!illw.i!N")jEEi![ il!"k'iOO.!J~t!~ Riemann
dès récole prlmm,T\dj fi! titYJ~~r.m:Ilfif~fallait fou-
vrtr sur des Dtillthélil~11kF""'IJ!\llj,'\l."icm'etïes. DaDS feu-
seiguLmentprÎl~aser~\(), illillOODUlescmatbs
modernes», on a Si~2li11 t;,~m;fuie, l'intuitiOn et
toute la chOli.rIV..,;)mathéllillzlîM.!JUià;,. On est déjà reveno

tîl,!,œî~.La8léométlie
rut !i',:iburo toute-puis-
sante en physique sous
sa fm1ll.e euclidienne.
CU~~ de la première
.place !Mlr YaJ&èbre et fana-
I"~, sen tnnuence com-
mença il décrottre au
~aÎllit qtJie ~ crut
if'i:l.b();jlJ~'.lW~OOWlwyœs
EOi1 retour, au début du
:;rgc ,,"ièl;l\e, a~ la reIati-
~'l'j§ :f.tfiiUlllkmiq\M! cpIIm-
thii~l\:!.IDl 3<:,raIUabsllrde
~t'ttTO,'c'(;;; {jfUll! ~ ~

,\té"J\1i.i1~'TJ~&\ k~fu.t~ U'u-
t'17ffiëii' ..i[."'3bh~des
:~ê!.~~C>;'"!iu détmt do
g§<!;.,;[.-: ,rl~!JiillgmJdent les
~i.ü,§.(Jlr~D5\;If,ll'~e &:la peù-
~é""'~;"i:J: &'li!plm~
Î~I:~\t;k'f,~0i~~parml!e

[(\~',~.;~;'il~~.,~1bt.M.&üla

~:i~~:~;;.':;;!'~:;~!~~
{;«>;j'~y,::"~\i!i~jJJi!!~}îli';ilft bout
Ç~;2 u'''?Jfu.:,~f~;J]l{iif.e.~ ~
tœ (JC2:ij: r~>~~i':~Z~.~~tt~~ th6G-
ri;::~(~!gt~:::;:l(~'1t<i~21iii:B~

nous sommes de faire à notre échelle, y com-
pris les mesures astronomiques

Pour ce qui concerne l'astronomie, ce n'est évidem-
ment plus tout à fait vrai depuis la relativité. Mais la
relativité ne concerne qu'une toute petite partie des
mesures: une sonde comme Voyager II.qui se promè-
ne depuis de longues années à travers le système so-
laire, fonctionne avec la mécanique de Newton et la
géométrie d'Euclide. C'est donc que cette géométrie
ne se trompe vraiment pas beaucoup 1

Le règne d'Euclide a duré deux mille ans et connan
son apogée avec Newton. Ce dellllÏer, bien qu'il ait in-
venté le calcul différentiel et intégral. reste un géo-
mètre comme il ignore les procédés algébriques de
ce calcul, il additionne des surfaces. euclidiennes.
de plus en plus petites et s'en sert comme d'un tuteur
pour faire tenir ses raisonnements. Les Prmcipia de
Newton, qui décrivent pour la première fois avec ezac
titude les mouvements des planètes autour du soleil,
représentent l'ultime couronnement de la géométrie
euclidienne.

la fin des -figures»

LAGRANGE,
AUXVllIEA
OlNERT UY'lE
'B'ni,;CHE·IU:A ~ e ,

SION
POINAITSE

Tout change au XVIII' siècle. Lagrange écrit un livre
de mécanique céleste, qui rompt radicalement avec la
géométrie. Lagrange annonce d'entrée'.11 ny aura
point defigure dans cet ouvrage.- Pas de figure, donc
pas de géométrie et pas d'Euclide. Ce fut l'une des
grandes ruptures dans la description mathématique
des lois de la nature. Depuis lors, les mathématiciens
et les physiciens en sont largement revenus et ne se _LÉG n1l:VŒ
sont pas privés de faire de petits dessins comme du .
temps de Newton! DE

En montrant qu'il était possible th' faire de la phy D'AIflRES
sique sans géométrie, Lagrange ilparadoxalement ou-
vert la voie à die nouvelles géométries' si Euclide n'éLlit [\/10D ÈIES
pas indispensable, il devenait légitime de chercher (' E"'("llIIŒ~""'!-'l'mid'autres modèles géométriques. Les mathématiciens .J .•/' l, .Hu.,

du XIX' siècle s'engouffrèrent doms la brèche et com-
prirent que la géométrie classi~ue était une théorie
physique comme une autre, érigée en système ma,
thématique axiomatisé. 115s'aperçurent que les pnn-
cipes d'Euclide s'appliquaient à l'espace qui n~us en' -
roure et aux phénomènes Que nous connaissons
mais qu'ils ne s'imposaient pas, qu'on adopte un
point de vue logiq-uEou physique. Rif'.man~ vers 1860,
réalise la première synthèse de toutes ces géoœétries.

PASSER
D'EUCllIlE
IL DEV1ENi1Jr

ï6

c!",;.g'i''' '~'l'':~~ ttf~ m:l-
(C:~Ç~i~f.t.Z:i.~~j:~Jg~'~fru'é~. .mEn-
;;S}i1ii':,. w'Uî ~tl~;;~rufu~.

<j'être dé-



Nous espérons que ce petit voyage dans l'espace vous aura
plu et nous espérons vous retrouver bientôt sur ....nos lignes.
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