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Les=2-paramétresles-plus-importants=en
statiStiquemetmenmealcul®™es=probabilités
sont la moyenne-et I'écart-type.

l-a moyenne-est un paramétre-de-position.
l#écart-type-est un paramétre-de-dispersion.

I#écart-type-est une-moyenne
quadratique.



OBJECTIF

. N w
-
o smee W

Présentation dé7'écart-type

RIAN
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- --Simul&tion d’un jeu de=2*PilelsousiFaceid 'ordinateur
1=2="Btude-de&la dispersion des-valeurs-d'une-série-par rapport
a’la moyenne

1=8==Définitions

1%4---Une-propriétédela variance

1=6==Un ealcul particulier d&’a variance

2=Importance-déTécart-type



1 - Gomment introduireda notion d’écartstype

1# --Simulation d’un jeu dé2*Pile*-ousiFace’=avec
'ordinateur

La méthodeMa plus courantesqui consiste-d donner d&1'écart-type
d'abord la définition puis des procédés de calCll®est pas motivante.

Avant méme-dé-donner [a définition d&T'écart-type-nous pouvons suggérer
limportance-de-ce paramétre-a I'aidé"dé I'expérience-suivante.

Faisons-jouer un ordinateur aPilelsoustFace".

Simulonsypar exemplem 00 jets.

La probabilité-d’obteniriPilelsétant d&-0;5; 1 y-a-aucune difficulté=a faire
admettre-que-nous devons-nous-attendre-a ce que-le-nombre d&aPile"
obtenu-approche-50.

Cependant la probabilité"d’obtenir exactement-50 est faible

[0,08 (en utilisant une table"d&Laplace==Gauss)]

Nous-faisons constater que le résultat obtenu appartienta I'ifitervalle
[40==60] (le-contraire est trés rare=-la probabilité-est ififérieure-a 0,05).
Nous devons insister etdire que-nous sommes presquesijoresque certains”
que le-nombre demPilelbtenu appartient-a 'ftervalle=[40==60].
Lesprobabilistes donnent-a ce-type d'ifitervalléle-nom d'ifitervalle de
confiance.

Nous en déduisons=que-le-hasard est en partie maitrisable.

EfDans-16-domaine-professionnel-un-assureur qui=pour une-catégorié de
sinistres;=connait la probabilité qu’un-assuré-soit-accidenté-au cours-d’une
annee-peut prévoir le-nombre-maximal (ét-aussi le-nombre-minimal)
d'accidentes dans fannée-parmi-ses-assures.



Reprenons le-nombre-50 qui devait étre approché par le nombre-de
"Pilelsobtenu au cours des-100 jets.

Faisons-remarquer que-40¥a premiére-borne d&Tintervalle=est égale=a-50
diminuée-de=10 (ou-6x-2) 6t que 60;1a deuxiéme borneyest égale-a-50
augmentée de10 (ou-5%2).

Mais pourquoi ce nombre-5-2?

Eh'bien-l Parcequ’il correspond-a un paramétre qui est @’'une trés grande
importance=:=ce-paramétre-portéle-nom d’écart-type.

Mais-alors ce paramétre-si important :

- qui est-il-?

- comment I'at-on créé=?

- comment le-calcUlg=t-on?



=2 Ftude-déla dispersion des valeursd’une-série par
rapport-dla moyenne

Le-directeur d’'un établissementslisport éttdesiexamine les notes
trimestrielles de-mathématiques obtenues-par2-groupes d'éléves-qui
suivent'dans un lycéeles disciplines d’enseignement général.

1=2-4==Chacun des-2-groupes comprend-2-éléves

Groupe A=R04==18

Groupe B==105=12

Les-2-groupes-ont la méme-moyenne-trimestriglle==1 1

Les-2 groupes sont néanmoins dissemblables.

Dans-e groupe A un éléve est faiblgTautre-est excellent.

Dans le-groupe B les-2-éléves ont Chacun une note proche d&—11.
Lesnotes du groupe-A-sontplus dispersées que-celles du groupe B.

Nous-désirons définirsen éttdiant Chacun des groupesmyn paramétre-qui
mesure-la dispersion des notespar rapport-d 11 (moyenne des notes de

chaque-groupe).

Comment pouvons-nous procéder=?



Suggérons-de-représentenmpour le-groupe-Afe-coupld{04==1 8) &t le
coupl&{115=1 1) dans-un repére-orthonorméds1R2-d& base (i {=piD)
[espace-vectoriel euclidien d&dimension-2]

EfEle-couplé{11==1 1) se-trouve-sur Ia@bissectricelsou droite-d'équation
X2=X1.

Demandons-d&=donner la distance-(euclidiennessaveecda formule-de
Pythagore)du coupl&11==1 1)-au couplg<04==18).
Cette distance-est :

V (0471 1)2= (1871 1)2—=-\/98=79,89...
CGfi=G%est la norme-du vecteur ((04==11)==18%=11)) (racine-carrée-du carré
scalaire).

Quant-au groupe-BMa distance-du coupl&{11== 1)-au couplg={10== 2)
est:

V(1021 1)2= (11=12)2—= 2 =71721...

!
La diStance-considérée pourrait étre-choiSie.comme-paramétre-de
dispersion par rapportala moyenne.



1-2:2=Ghacun des groupescomprend-5¢léves

Groupe-C=09== 0==1 25-135=16

Groupe-D==065=08=09==1 85=1 9

Les-2 groupes sontdissemblables-t00t en-ayant la méme-moyenne
trimestriélle==12.

Dansle-groupe-€-un seuléléve-a moins dé-107et encore-il§’en-approche.
Dans-le-groupe D-3"éléves ont une-note-inférieure-a 10==en revanche=2
éléves sont excellénts.

[Fe-6-uplet (09==1 O==1 2=-1 3=H 6) €t 186-uplet (12571 2= 25-12=-12)-sont
représentés-dans un repére-orthonormé-dg-1RIAEDase (i fmi=i 2ujsi 3=isi 4=isi 5)
CfEl‘e5-uplét (12571 2541 256 251 2)-se-trouve-sur 13 dfoite-d’équation :
X5=...=Xy.

La distance-entre-les-285-uplets
est :

V(091 2)27(10=1 2) 271 271 2)2( 1 3%=1 2)27( 1651 2)2
ou V-80=-577...

La distance-entre-les-2W5-uplets correspondant-au groupe-D est :
Vel 46 = 12,08...

Par-suifé-les notes du groupe-D-sontplus dispersées par rapporta la
moyenne-que-—celles du groupe-C.



1-2:3%L e nombre d’éléves de chaque groupe-estdifférent

Groupe-E=065:08==1 7=-19

Groupe F=-074095=1 3+=1 65=1 8==18

La moyenne des notes du groupe E-est==1 2;5.
La moyenne des notes du groupe Fest=13;5

Les-2-groupes étant d'effectif§ différents;-pour pouvoir comparersil parait
normal'défaire=intervenir I'éffactif

Nous calCUlerons la moyenne des carrés des=différences des-valeurs par
rapportala moyenne".

Puisnous-calCllerons-la racine carrée-positive-de-cette-moyenne.



Pour le-groupe E=le résultat est :

Ve /4% ((06¥1 2;6)2(0812;6)2F(1 721 2,5)2F(19-12,6)2)
ou V=81;25-=5;69...
Pour le-groupe Fe résultat est==4;27...

Par-suité-lesnotes du groupe E=sontplus dispersées par rapport-ala
moyenne-que-celles-du groupe-F.

Cf=l.e-nombre que-nous-obtenons-est une-distance-euclidienne-avec
formulé dé Pythagore-si nous nous plagons dans-un repére-orthonormé-de

IR4 @& base (iTVaFoV4 ;—iaV4)

Pour le-sujet qui nous préoccupepnous retiendrons ce procédéde
calcul; que-les effectifs soientdifférents ou non.

Une justification-sur le-choix de-cette-procédure :
Si nous considérons-les-2-groupes :

Goupe GF0307
Goupe-H=F035:035:07=F07

notre-intdition nous condUita estimer que-ces2-goupes
de-méme-moyenne-6 sont-semblables quanta 1a dispersion par rapport-a
la moyenne.
Comme-nous-le-soulditonsa distance-que-nous retenons-est bien la

méme==\/-2.
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1=8=Définitions
13.1%=Variance

La variance-est la moyenne des carrés dessidifférences des-valeurs par
rapport-a la moyenne".

Notationss=o 2

Cfulilécartisetant la valeur absolue délasdifférence-d’une-valeur par
rapport-a la moyenne’snous disons-aussi==a variance-est la moyenne-des
carrés des écarts-par rapporta la moyenne.

o=2—==1/n i (_x_lEx)_z
=

En utilisant les efféctifs :

n n
o2 =5 apls=n? /3 a
=1 =1

En utilisant les-fréquences :
n
of =2 FRlxg=x)?
i=

Nota==Pour toute-la suite-de-notre-documentpnous écrirons-e-signe sigma
sans preciser i&1-a n==cela sera-sous-entendu. g

1=8:2=E cart-type

I*écart-type-est la racine carrée-positive-déla variance.
Notations=o

Cf=Si xj-ala dimension WM&lors-a variance-a Ia dimension L2=6t 'écart-type
a ladimension L.



1=-83FApplication

Reprenons-es notes des goupes G-t D deétablissementsliSport étUdes".

Groupe C
|MNGtesm|mDifférencesmi Carrés |
| | |
| xi | Xi—x | (Xi——=x) 2 [
| | | |
| | | |
| 9 | -3 | 9 |
| I | |
| 10 -2 | 4 |
| i | |
| 12 I -0 | 0 |
| | I |
| 13 | 1 | 1 |
| | | |
| 16 | 4 | 16 |
| | | |
| | 0 | 30 |

Variance==80/5-=6

Ecart-type==\/ 6=-2,44...

Groupe D
[ENStesmmDifférencesm| Carrés |
| | _ | _ |
| =i | Xi——x | (xi——=x)2 |
| [ | I
| I | |
| 6 | -6 | 36 | |
| | | I
| 8 -4 | 16 |
| | | |
| 9 | -3 | 9 |
| | I |
| 18 | 6 | 36 |
| | | |
| 19 | 7 | 49 |
| I | |
[ I 0 | 146 I

Variance==146/5-=29,2

Eean-typeqs\/-_erg,;ﬁmo...



1=8.4=Propositions

1=8.4.1=F1La somime dessidifiérences des valeurs par rapportala
moyenneisest égale-a 0.

En effetFil’s'agit dé-la somme de-nombres diifiinuée

dé-la moyenne de-ces nombres multipliée par n.

1-8.4:2%"L.a moyenne-des carrés dessidifférences des valeurs par
rapport a une valeur ztsest minimale et égalé-a la variance si z=x.

f(ZD—==I/n > _ (x4=2)2—==1/n > (x32=2xyz+7)
==1/n Zx{zﬂﬂﬂn > oxp ozt 22

f est une-fonction du seconddegré=He coefficient de z&=tant positif,
f passe-par un minimum égala :

2(1/nmy  xpmw/R =—x

1=8:6=Remarques
Nous-avons essayé-de-montrer que-la statistique-et le-calétldes

probabilitésfont-appela lastructure-d’espace-vectoriel.
Dans-1R0.I'écart-type-est lié-a la notion :

- de distance-euclidienne
- de-norme-euclidienne (racine-carrée-positive-du carré-scalaire)

par-ailleursyon pourra voir que-dans-1R_:
- la covariance-est liée-au produit-scalaire
- le-coefficient de-corrélation est un cosinus

12
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1:4="Une propriété-déla variance

La variance est égale-a la moyenne des carrés des-valeurs diminuée-du
carré-déJla moyenne.

CfHle résultatdéla variance-est en général plus rapidement obtenu en
utilisant cette propriété qu’en faisant-appel & 13 définition.

Actuellement@es-instruments électroniques permettent des résultats
immédiats.

Reprenonsypar exempléles notes des-éléves du groupe-G<de
I'établissementsiSport études".

095=10=92-135=16

Les carrésrespectifSdes notes sont :

8171005=1 44==1 69256

La moyenne des carrés est==750/5 = 150

Le-carré-dé’la moyenne-des valeurs étant 122=144,
la variance-est==1 5021 44="6 '

Démonstration

0=2—==17n > (xg=)2=/n I (xy2=2xyEFEd)
==1/n > x{Z ——2(1/nmp _  xy) Rembmn’
=I/n > x7% —2%%=imx?
==1/n >  x72 - %2
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1-6=Un calcul particulier déJla variance

Dans-le-cas d’'une lol binomialé{chaque-épreuve donne lieu &2
éventualités eta2-seulement) la variance estdonnée par I3 formule
suivante :

nxpx (p==1)

n est le nombre-d’épreuves

p est la probabilité-d’'une-éventualité

Reprenons-'exemple du'jeu désiPilelsousiFacelsavee-100 jets.
IIFs"agit @’une-loi binomiale.

La variance est :

100X 0;6x 0;6=25

Par suitéTécan-type est-6



2-Importance-del’écartztype

24 - IPécart-typepavecla moyenneyse rencontre
constamment en-statiStique-et en calcul™des probabilités.

Gréce-a la notion de-distance-a laquell&il est liéI'écart-type permet la
comparaison dé=2-échantillons.

I*écart-type joue un role-detrés grandeimportance :

- dans-a1oi normale-ou loi'déLaplace-Gauss

- dansH{aloi binomiale

- dans-1aloi déPoisson

- dansles sondages-et les intervalles de-confiance

5



22=Un des r6les-importants dé1’écart-type-dans1a1oi
normale

2:2A=Ftuded’'un exemple

Un-agriculteur veut éttdier le prix de-vente de sa récolte-de pommes.
Ce prix dépendde‘la grosseur des-fflits cueillis.

Constituer des tas séparés detoutela récolte d’aprésles diameétres
maximaux représentant un travail trop importants'agrictlteur décid&de
faire-appel-ala statistique-et-au calclil des probabilités et considére-un
échantillon d&20 pommes.

Les-mesures{en mm) étfectuées sur cet échantillon sontdonnées dansle
tableau-suivant :

105 90—100 90 90 90 85 75

75 65 95 70 85 80—100 80

95 120 95 90 95 110—100—105

75 90 90 95 95 105 85 80

70 85 100100 85 85 110115 \

La moyenne déTéChantillon est==01525

Eécart-type-est==1 2;38

16



Les mesures des diamétres-maximaux des pommes peuvent étre
acceptées comme réparties suivant une-loi normale.

Alorsil est justifié-que-95/100@es pommes ont un diamétre-appartenant-a
l'intervalle :

[91525551,06 %1 2:38 [ V-89=_91,253=1,96 1 2;38 /\/39]
ou
[87;::.957m]

lagriCulteur peut considérer que-95/100des pommes ont un diamétre
compris-entre-87Z_mm et 95 mm.

L'intervalle~de-confiance-auquel il-a été fait-appel estd&1aforme :
[x&=196x 0 LV (n==A)= x+=1,96 x 0 LV (n==A)]
2:2:2=Généralisation

Nous-voulons éttdier la mesure-dé’la valeur d’un caractére quantitatif des

élémentsd’'un ensembl&’E.
Cette-mesure-est-acceptée comme-répartie-suivant une-loi normale.

Considérons un sous-ensemblg-d&-E<(ou échantilloh)den éléments.
x et o-sont respectivement la moyenne-et I'écart-type-d&1'échantillon.

t

Il est justifié que nous pouvons-estimer que-95/1 00des élémentsd& E=ont
un caractére-dont la mesure-appartient-a I'intervalle :

[x==4,96 x oLV (n==d )= x4=4,96 x oV (n== )]

Ef=Pour-simplifiersle-coefficient 1,96 est souvent remplacé
par2.



BIBIMOGRARHIE

Théorie-des-probabilités
H.-Vensel
Editions-Mir
La-Statistique
A2\ essereau .
Cdllection Que-sais-je=? 28 1
Les-Probabilités
ANacquard

Gdllection Que-sais-je=? Tik#=57 1

Encyclopaedia universalis{1985)

(ArtiCles=sur la-statiStique-et
sur le-ealculdesprobabilités)



