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EN DIRECT
DU SERVICE

DES PUBLICATIONS

Ce numéro du bulletin "information Mathématique", tout en
respectant une certalne continuité dans son soucl d'information, présente

un certain changement dans la liste de ses rubriques.

Information d'abord avec |'article de Robert VIARSAC destiné
en premier !leu aux enseignants des classes de 6&dme,et annoncé dans le
numéro précédent du bulletin,

Une harmonisation C. M, 2" 6éme est effectivement souhaltable
sous une forme qul reste & définir, Le travail effectué par I'équipe
d'Hélane CLEMENT, bien que portant sur les programmes antérieurs,
donne une idée de ce qu'll est possible de réaliser dans ce domaine.

Information encore avec le texte de LEBESGUE que
Robert ROLL AND nous propose. L'ouverture d'une rubrique de type
historique et épistémologique présente, & nos yeux, un grand intérét,

information enfin avec le point sur le Certificat d'Approfondis-
sement en Mathématiques et Informatique et avec la présentation d'une
documentation IREM pour la classe de seconde.

Une rubrique "JEUX" est inaugurée par Gérard RAUZY,
It attend des réponses...

Nous souhaltons ouvrir dans un prochain numéro du butletin une
rubrique "PROBLEMES", 3 la demande de nombreux collégues. il s'agirait
de présenter un énoncé de probléme ou d'exercice en précisant {es objectifs
poursuivis, la fagon dont il prend place dans la suite des activités d'une
classe, les résultats effectivement obtenus, une bibliographie éventuelle,



etc... Les articles concernant cette rubrique seront les bienvenus,

Des réflexions d'enfants & propos de certalnes notions mathé-
- matiques peuvent éire amusantes et en méme temps présenter un Intérét
diordre pédagoglique., Nous espérons que {'anecdote rapportée ici par
Catherine DUFOSSE incitera dlautres lecteurs & nous adresser de tels
textes,

Et pourquoi pas une rubrique "PERLES" ?

Un coll2gue historien nous a raconté derni@rement qu'il avait
eu la surprise de découvrir, dans une cople de baccalauréat, que le
royaume de l'AutrIche-Hongrle étalt devenu, sous ia plume de {'éminent
futur bachelier, le royaume de ... I'autruchon gris 1

Cela ferait un beasu titre pour une telle rubrique,

Alors nous ne résistons pas au plalsir de présenter ci-dessous

un projet d'en-téte :

AYBRIYAUNE
CE

L AMERIEEN |

A vous lire,..

Pour la Commission des Publications
G.T. et C.R,
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L’ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES
AU CYCLE MOYEN
DE L‘ECOLE ELEMENTAIRE

PR RoBeRT VIARSAC (%)

Le précédent bulletin "Information mathématique" a présenté
les objectifs de l'enseignement des mathématiques au Cycle Moyen de
I'Ecole Elémentalre, tels qu'ils figurent dans les textes officiels
fixés par les arrétés ministériels du 16 juillet 1980 et du 18 juillet 1980,
Les considérations qui suivent sont destinées 3 apporter quelques préci-

sions A propos de la lecture de ces textes,

Importance de ces textes.,

La publication dés arrétés de juillet 1980 consacre !tachdvement
d'une action entreprise pour la scolarité primaire en application de la
lol du 11 juillet 1975 portant réforme du systéme éducatif. LLa série de
textes ainsi pubiiés en trois ans constitue un ensemble qui, en matiére
d'horaire, de contenus dienseignement et d'instructions pédagogiques,
couvre la totalité du cursus de la scolarité primaire, pour les mathéma-

tiques comme pour les autres domaines dlactivité,

Définissant les objectifs du Cycle Moyen, l'arrété du 16 juillet
1980 fixe, du méme coup, les objectifs pour l'ensemble de la scolarité
primaire. 1l devient désormals le document de base et de référence pour

tout ce qul a trait, du point de vue pédagogique au moins, & llarticulation

{*) Inspecteur Départemental de 1'Education Nationale, Marsellle
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entre les deux élapes de la scolarité obligatoire : 1'école et le colldge,
C'est la raison pour laquelle tous les professeurs de col iége enseignant
en classe de sixiéme ont é1é les destinatalres de 1a brochure du C.N.D.P,

cohsacrée 2 ces textes (1).

Un nouveau regard sur ces textes.
k]

La Drésenlatlon’adop(ée (ta méme dans toutes les disciplines et
pour tous les cycles) marque une rupture sensible par rapport aux textes
antérieurs. Ces derniers comportaient, d'une part, un arrété définissant
les "programmes'", d'autre part des “instructions' faisant !'objet d'uné
circulaire distincte et valablédpour tous les niveaux (du C.P. au C.M.) -
arrété et circulaire ministériels du 02, 01,1670 - Les nouveaux textes.
comportent deux rubriques suscessives, pour le méme cycle : “"Objectifsh
puis "Instructions Pédago giques”, Elles constituent deux modes d'expreas-
sion d'un méme ensemble d'intentions pédagogiques qui se complétent et
s'éclairent mutuellement. Lire l'une des rubriques sans se référer

simultanément 3 'autre risque d'entrainer des méprises.

On pourra s'élonner de ne pas trouver de références explicites
5 l'arrelé du 2 janvier 1970 relatif aux mathématiques. Cela tient au fait
.que, du strict point de vue juridique, Marrété de 1980 s'y substitue et
donc !'abroge. Mais une confrontation attentive des instructions fait ap-
pacaltre que les options fondamentales de 1970 sont confirmées avec,
toutefois, des ajustements de terminologie et une description plus précise
de diverses pratiques, justifiées par certaines déviations auxquelles
'application des textes de 1970 a pu donner lieu, Par exemple, le souci
de fonder les acquisitions mathématiques sur des démarches favorisant des
attitudes de recherche et le développement de Ia pensée logique est fort
1égitime. Mais on sait qu'il a parfois conduit a substituer un autre forma=-
Iisme & celui dont on prétendait s'affranchir et & négliger, du méme coup,
la siireté des connaissances numériques et des mécanismes opératoires &
laquelle ces démarches auraient di contribuer plus efficacement, Il était
donc utile de faire ie point, notamment 3 propos du langage ensembliste,

(1) "Contenus de formation'3 'école élémentaire - Cycle Moyen".

Brochure C.N.D.P. n® 6108,
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des symboles mathématiques et des relations, comme il a été fait, d'ail-
leurs, eh ce qui concerne l'enseignement des mathématiques dans les
classes de colldge,

La disparition du mot 'programme,

L a substitution de la notion d'objectifs 3 celle de programmes

revét une signification d'importance primordiale.

Jusqu'd présent, et c'est toujours le cas pour les classes des
colleges, les programmes pr-opbsaient un inventaire de notions 3 étu-
dier, présentées sous forme d'une liste de contenus mathématiques,
liste reprise, la plupart du temps, par les manuels dans leur s titres de
chapitres, "Suivre le programme', devoir impératif de I'enseignant,
consistait alors, principalement, 3 organiser une succession de legons
en vue de llacquisition de connaissances par les éléves. Mais quelle
devait &tre la nature de ces connaissances ? Quelles capacités devait-on
apporter aux éléves gr-éce‘é elles 7 Comment évaluer leurs acquisitions 2
Comment déterminer les démarches pédagogiques les mieux adaptiées ?
Autant de questions auxquelles la formulation des contenus de !'enseigne-
ment en termes de “programmes', méme comp!étés par des “instructions",

ne permet pas de répondre.

a définition des objectifs éducatifs.

——

L.es textes officiels définissent les objectifs en termes de
Wecompétences" 3 promouvoir, Celles-ci sont exprimées a Ilaide de verbes
a Ptinfinitif indiquant les activités dont 1'éi2ve doit faire preuve 2 {'issue

de ses apprentissages.

Définir des objectifs au'lieu d'énoncer des programmes renseigne
plus nettement sur l'action éducative 3 conduire, Cela revient & annoncer
clairement, dds le départ, les acquisitions que 1'on vise pour les éléves,
L.es notions mathématiques ne sont pas seulement citées comme devant

faire lfobjet d'une étude, ainsi qu'elles le seraient dans un programme,



-l

mais il est précisé de quels types de capacités les éldves doivent faire
preuve A jeur sujet A I'issue de cette élude, Clest ainsi que, s'agissant
des nombres décimaux :

= le programme de 1945 indiqualit, pour le cours moyen : "Nombres déci-
maux en liaison avec les unités théoriques et pratiques de monnaies,
de longueurs de distances, de poids et de capacités, Changement
d'unités {décimales)",

- le programme de 1970 était plus laconique : "Nombres naturels et
décimaux : nom et écriture”, Les Instructions, en 1945 comme en
1970, donnaient queiques exemples de démarches pédagogiques mals
ne précisaient pas les compétences attendues des éidves,

- I'arrélé de 1980 réserve 3 cetle notion un paragraphe qui, sous le
titre "Ecrire, nommer et comparer les nombres décimaux énumére
une liste de compétences domt 1'éldve doit falre preuve A Itissue du-
cycle moyen, compétences que précisent en ouire les nombreux exem-
ples proposés bar les instructions qul consacrent plusieurs pages 3
ce thdme,

Cet exemple confirme |a nécessité d'opérer une lecture conjointe
des "objectifs" et des "instructions complémentaires'. L.a lecture des
seuls objectifs, surtout si elle s'effectue avec llarridre pensée de lire
des programmes, expose 3 trois types dlerreurs :

1) croire que les différentes capacités que l'on désire faire
acquérir aux éldves se confondent avec les activités 3 falre pratiquer
en classe, .

2) croire que les objectifs énumérés constituent autant de points
d'un programme qu'il faudrait développer de fagon linéaire.

3) croire que la longue énumération des objectifs et {linventaire
des notions signalées constituent un programme copieux et ambitieux,

Les instructions concernent les modalités de mise en oeuvre de
ttaction pédagogique. Elles contiennent des exempies d'activités, des
idées de progressions, des propositions de situations mathématiques,
des précisions sur les contenus. Elles répondent A la question : "comment
_sont enseignées tes notions importantes 7", Mals la lecture des Instruc=-
tions n'acquiert toute sa portée que si I'on connalt es objectifs que I'on
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se propose d'atteindre et en fonction desquels les activités sont congues,

organisées et pratiquées,

Les acquisitions des éléves 3 la fin du C M_2,

Avec les programmes de 1970, il était difficile de répondre 2
cetle question, En efiet, on pouvait lire, pour les cours moyens 1872 o
2% année : opérations et leurs propriétés, exemples de relations numéri-
ques, proportionnalité, fractions, cercle, volume, ... etc. Dans ces
conditions, comment savoir, avec précision, quelles connaissances '
pouvalent &tre attendues des éléves, de quels savoir-faire allaient-ils

falre preuve, comment leurs acquisitions devaient-elles se manifester ?

Avec les textes de 1980, les connaissances, les savoir-faire, ies
comportements auxquels on prépare les enfants par llenseignement des
mathématiques sont clairement déclarés dans la partie consacrée aux
objectifs, Ceux-cl sont classés et ordonnés pour des raisons de présen-
tation. En aucun cas l'ordre dans lequel ils sont présentés ne constitue
un ordre chronologique pour le travail dans la classe, ou unc progres-
sion. Les différentes rubriques dans lesquelles ils sont classés sont
significatives des intentions éducatives. Rappelons ces.rubriques pour

détail desquziles il convient de se reporter aux textes officiels :

- Situations ~ problémes,

- Ecrire, nommer et comparer les nombres naturels,
- Ecrire, nommer et comparer les nombres décimaux,
Calculer sur les nombres,

- Représcnter et utiliser des fonctions numériques,

- Mesurer,

N oW
]

- Activités géométriques.

Sl 'énoncé des objectifé, dans chacune de ces rubriques permet
de savoir 3 quelies capacités on prépare les éléves, donc & quels types
de savoir et de savoir-faire on peut s'attendre de leur part, en revan-
che, 1l est bien clair que de telles déclarations de bonnes intentions ne

peuvent en rien Iinformer sur les acquisitions réellement disponibles de
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’

la part des él2ves A leur sortie de I'école élémentaire. 11 est nécessalre,
pour cela, de mettre en place une évaluation en fin de Cycle Moyen ou

3 ltentrée au Collége, évaluation désormals possible & cause de !'exis=-
tence d'objectifs. Il suffit, pour chacun d'eux, de déterminer des critéres
d'évaluation et de distinguer, comme 1! est indiqué dans la "présentation
générale"” des contenus de formation au Cycle Moyen

- les éléments rigoureusement indispensables pour aller plus loin,

- les éléments dont I'acquisition doit &tre considérée comme normale,
sﬁns toutefois que leur absence constilue une contre-indication formelle
A la poursuite de la scolarlté.

- les éléments en cours d'acquisition,

On peut raisonnablement penser que les éléments de !a premiére
catégorie marquent le seuil en degd desquels le passage en sixiéme

s'avére contre-indiqué,

‘Considérons, 3 titre d'exemple, dans la rubrique "Ecrire, nommer
et comparer les nombres décimaux®, Ilobjectif : Yencadrer un décimal par
4 deux décimaux, en particulier deux haturels consécutifs?, Cet objectif
peut s'entendre par référence 3 une infinité de probldmes dont on pourra

retenir les trois sulvants @

a) - _trou\}er les deux naturels consécutifs qui encadrent 4,75,

b) - trouver les deux nombres qui, parml les suivants, encadrent au plus
prés le nombre 0,995 :
0,95 ; 1 ; 0,9+ 0,09 ; 0,01+ 0,95

¢) - méme probi2me avec :
0,999 ; 0,33x3 ; 0,698 + 0,098 ; 1 - 0,015 ; 1 - -1%
(signalons que "savoir désigner - ou reconnaltre - un nombre

décimal sous des écritures additives, soustractives, multiplicatives,
fractionnaires" constitue un objectif du Cycle Moyen),

_ La difficullé de niveau peut se trouver moduliée suivant les clr-
constances dans lesquelles le probléme est 3 résoudre {oralement &
partir de données orales ; exercice numérique formael écrit ; démarche
intégrée dans une autre activité ; etc.) et selon gue I'on tient compte ou
non du temps de résolution,
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On peut considérer que le premier probléme proposé (a),
y compris sous une forme exclusivement orale, correspond a un
niveau de compétence indispensable en fin de Cycle Moyen, Le
deuxidme probléme {b), au moins sous la forme d'un exercice écrit,
correspond 3 un niveau qul doit normalement étre atteint mais non
indispensable pour la poursuite de la scolarité, Quant au troisiéme
probidme (c) 1l reldve de compétences encore en cours dlacquisition

pour la plupart des éléves,

Pour la question : '""Que savent les éldves en mathématiques
lorsqulils arrivent au coll@ge et que sont-ils capables de faire avec
ces savoirs 2", il faut donc chercher la réponse, pour chaque enfant,
dans 'évaluation de ses compétences au regard des objectifs éducatifs
que H'on s'étalt fixés. Un tel travail devrait étre entrepris conjointe-
mentpar les professeurs de 6° et tes instituteurs de C.M. 2., pour tout
le secteur de recrutement dlun méme collége, Clest & ce prix que la

fameuse "liaison C. M. 2.—6e" pourra exister vralment.

Les pratigues pédagogiques.

L'analyse des objectifs 3 atteindre permet désormais, au
maltre de C. M, 2., de se donner les moyens de mieux détecter et choisir
les situations dont Il peut tirer parti et, surtout, de déterminer la meil-
leure fagon de les exploiter, Les instructions complémentaires qui ac-
compaghent ces objectifs sont 1a pour 'y aider. Noué 'avons déja dit,
la lecture conjointe des deux parties s'impose ; elle est facilitée par
le falt que les Instructions reprennent exactement les sept rubriques
citées plus haut,

1l est difficile de résumer ces textes et la séule solutioﬁ, pour
le professeur de Se, consiste 3 les acquérir afin de s'y reporter. Ar-
rétons-nous seulement sur deux ;'ubrlques qui sont significatives des
préoccupations actuelles,

l-a premi&re rubrique concerne les "situations-problémes" et
occupe une place privilégiée puisque placée en téte. L.a notion tradi-

tionnelle de '"probléme" se trouve considérablement élargie et le texte
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définit trds bien le sens et la portée pédagogique des "situations-
probidmes”, On précise en outre qu' il ne suffit pas de demander
aux éldves de résoudre des problémes pour qu'lils progressent dans
leur capacité 3 les faire, Un apprentissage spécifique d'ordre métho-
dologique est nécessaire', C'est ainsi qu'il est recommandé de pré-
parer les éldves 3 ¢

- rechercher, sélectionner et organiser I"information,
- résoudre des problédmes par une démarche ralsonnée,
- valider les solutions, .

- cdmmunlquer les démarches_et les résultats,

Ainsi se propose-t-on de ""développer chez I'enfant, par l'en-
seignement des mathématiques, des savoir-faire et des comportements
{procédure de recherche, de preuve, ... etc.) dans tous les domainées",
Les "situations-problémes' constituent, pour llapprentl ssage des
notions mathématiques, une source de motivations en méme temps qu'un
champ d'applications.

La deuxiéme rubrique qui mérite notre attention est celle qui
porte.le titre : "Calculer sur les nombres', On y trouve, en ce qul
concerne les objectifs, les capacités dont les éléves devralent faire
preuve 3 I'issue du C, M, 2. et, parmi elles ;

- élaborer et meltre en oeuvre des procédures mentales de calcul sur
les nombres naturels et décimaux, ’

- élaborer des procédures de calcul approché sur les naturels et les
décimaux et savoir : .
e évalyer I'ordre de grandeur et trouver les encadrements du

résultat d'un calcul,
e s'assurer de la vraisemblance d'un résultat.

Dans la partie "instructions complémentaires!, ces thé¢mes sont
largement repris sous le titre "calcul mental" et "calcul approché"
avec de nombreuses indications touchant la mise en ocuvre pédagogique
des activités s'y rapportant. On nta jamals été aussl explicite sur |a
nécessité d'organiser des séances quotidiennes de calcul mental dont
‘toutes les formea; possibles sont évoquées, ou sur |'obligation de mettre
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en place un véritable apprentissage spécifique du calcul approché,
autant oral qulécrit, en particulier dans le souci de contrdler la

vraisemblance d'un résultat.

Un document de base pour la continuité entre I'Ecole et le Collége.

L'arrété du 16 juillet 1980 affirme que "I'harmonisati on des
instructions pour le Cycle Moyen et pour les classes de 6% et de 5¢
est pratiquement réalisé", Lne confrontation des textes en cause, pour

les mathématiques, confirme trés largement cette assertion,

On sait qu'aux termes du décret du 28 décembre 1976 (artigle 9,
non modifié sur ce point par le décret du 19 novembre 1980), "I'élédve
parvenu 3 la fin du cycle moyen accéde de plein droit 3 la premiére ;nnée
du colidge sauf si le maftre de la classe primaire qu'il fréquente estime

qu'il a besoin de redoubler cette classe avant dlentrer su collége',

Une continuité et une harmonisation réelles sont nécessaires, en
matiére de contenus comme de méthodes, plus particuliérement enire les
deux niveaux (C.M. 2, et 6%) auxquels s'effectue le passage d'un type
d'établissement 3 I'autre, i convient en outre de déterminer, de facon aussi
précise que possible, les objectifs de divers ordres (s’avoir‘-fafre et
connaissances) dont le fait qu'ils ne soient pas atteints en fin de Cycle

Moyen constitue un facteur certain d'échec pour [a scolarité au Collége.

Les textes de Juillet 1980 constituent un ensemble de références
communes pour les "contacts fréquents entre les enseignants de ['école
et ceux du collége! afin '"d'aider les uns et les autres infléchir, autant
que de besoin, leurs pratiques respectives, et de préciser les références
communes 3 |'évaluation” ou encore pour faciliter" cette continuité entre

torganisation du travail et la vie scolaire dans les deux Institutions®,




w20 -

LES ENTIERS RELATIFS 7...
FACILE
L N

. Chnristophe 8 7 ans. [l va rentrer
au CE 2, .

Je m'amuse 3.sonder sa cuiture

mathématique et je lui al proposé le jeu

sulvant : chacun & son tour pense 3 un

nombre (i! ne connait pas les nombres
décimaux), et le falt deviner A l'autre en

répondant par oui ou non aux questions :

"est-1l plus petit que,.. 7" ou ‘esi-il plus
grand que... 7",

Je veux lui falre deviner 0. (Je

veux falre remarquer & cette jeune cervelle
que N a un plus petit élément ),

Au bout de queliques questions, I
en arrive 3 :

" . Est-ce qu'il est plus petit que zéro ?
- Plus petit que zéro ? Tu as déj3 vu ga, tol, un nombre plus petit que
2éro ?  (sur un ton indigné 1)
- Ben oui ! Bien sOr !
~ Hé blen alors, dis-mol un nombi;-e plus petit que zéro {ton triomphant 1)’
-8en ! {-1), (-2),... Il y en a beaucoup ! ’
- Tu connals ¢a toi 2 Et ol 'as-tu'vu ?
- Ben, dans les ascenseurs !
- .es c'est vral, tu as raison ! (aprés quelques secondes ahurles)
- Et lequel est le plus grand : (=1) ? ou (-2} ?
~ (-1} 1 Clest plus haut que {-2) I ",

Pour Christophe du moins, les mathématiques sont bien une science

poococ. e:@t.%qﬁu‘:

expérimentale ...
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UN EXEMPLE DE TRAVAIL

"D'HARMONISATION C. M 2-6e

PAR HELENE CLEMENT (#)

Au début de 1'année scolalre 1978-79, dans le cadre de ses
activités, le groupe I.R.E.M. de BRIANCON a convié des enseignants des
classes du CM2 & participer & ses travaux, ainsi que le Directeur & i'.7.¢.
de BRIANCON.

Quatre séances de travail ont permis d'instaurer un dialogue
fructueux entre colldgues des Ecoles Elémentaires et des colliges de Briangon.

- La premiére séance a été consacrée 3 une prise de conmtat et

a 1'élaboration d'un-plan de travail. Il a éié convenu d'étudier le nouveau .
programme de sixiéme a 1'alde d'une progression proposée par 1'Inspestion
Pédagogique Réglonale (document ci-joint). Le but était de permetire une meil-
leure comnaissance du travail fait en sixiéme, ‘mais aussi d'essayer de définir
les notions définitivement acquises en fin de primaire ainsi que celles res:tant
& cours d'acquisition.

Nous proposons tout d'abord une liste de notions devant étre
acquises par tous avec la remarque, fruit de 1'expérience des uns et des au-
tres, qu'a certains moments, au niveau de 1'E:ole Elémentaire, on avait peut—
€tre trop demandé aux enfants dans un souzi de perfestiomnisme. Ce classement
a 6té établi avec 1'idée primordiale que 1'on admet tous les éldves ou presgue
en sixiéme sans qu’il soit question de les répartir en fonction de leur niveau.

{*) professeur au Collége des Gascius - Briangon
animatrice 4 1'IREM d'Aix-Marseille
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- lorbres 4ésximaux @ lecture, é:zriture (orthographe), comparaison, le tout
sur des exerples simples.

- Opérations : techniques avez une restriction pour la division pour
laquelle on ne se contentera pas d'une simple révision en 6éme.
Sens de l'opération : lfenfant doit savoir résoudre un probléme
sirple, & une étape, quelle que soit 1l'opération concernée.

- Géorétrie : nom et &zriture de quelques ensembles de points.

segrent dlextrémités A et B {_ABJ
demi-droite d'origine A et contenant B ) . {aB)
droite contenant les points A et B (AB)
sesteur angulaire [0a,08]

-distinztion entre un ensemble de points et une de ses mesures :
[AB] et sa mesure AB.

-unités : conversions.

-cbservsation, représentation, description de quelques figures sinples
{triangles, parallélogrammes, rectangles...)

=calzul d'aires et de volumes.

Enfin nous proposons quelques exemples de notions en cours
d'acgiisititn, questions qui seront rebrises au Collédge pour une mise en
forme définitive, 1'Age de 1'éléve le permettant.

La proportionnalité : elle ne sera abordée que dans des
situations consrétes, par 1'expérience et ne sera pas étudiée pour elle-
méme, En partizulier le tableau n'est pas nécessaire, il ne permet que
de rassembler, de visualiser le résultat d'une expérience.

Les fractions : ni théorie, ni mémorisation et les exemples
choisis seront simples.

Il nous parait utile, pour compléter ce classement d'attirer
votre attention sur les quelques propositions suivantes @
= il est nécessaire que l'enfant lise et pratique en permanence des
énoncés.

- 11 est nézessalre que l'enfant exerce sa mémoire et il est important
de choisir judicleusement les domaines ol doit se pratiquer cet exer-
cice (tables, régles de calcul,...).



- bien que dms beauzoup de domaines wie technique bien asquise zé-urise
_l’éléve, il est important d'entretenir la "débrouillardise". Exerple : pour
calculer le produit de deux décimaux, Que ce soit en ligne ou méme en utili-
sant la disposition en colonne, il serait souhaitable de calculer d'abord le
produit de deux entiers. Pour calculer 2,3 x 0,02, on calculera 23 x 2.

n constate que 1'éléve refuse souvent cette technique.

- Une grande importance doit &tre accordée a l'ordre de grandeur et au
calcul rapide.

Ce document éviderment est trés loin des manuels proposés au
primaire, quels qu'ils soient. Nous l'abons ¢élaboré, nous semble-t-il dans
1'esprit des programes, surtout de celul de la classe de céme,

11 n'a pas la prétention de devenir un exemple, sa seule Vo=
cation est de servir de base de réflexion. les merbres du groupe I.R.E.M.
restent 3 votre disposition pour en débattre et remercient tous les collégies.
ayant accepté de participer bénévolement & son élaboration.

Ce travail réalisé, la question de l'évaluation se posait.
A la rentrée 1979-80 le groupe de travail a mis au point les épreuves stan-
dardisées 3 donner aux éléves en fin de CM? eif/ou en début de 6Géme.

Ces épreuves, conme toutes épreuves de ce genre, ne sont pas
parfaites, l'utilisateur les prend comme un outil d'évaluation s'intégrant
dans sa pratique, il en conserve la maitrise.

Nous insistons sur le fait que ce travail ne doit pas &%re
pris comme un modéle. Il est le compte rendu d'une action d'un groupe d'ensei-
gnants et de Conseiller d'Orientation agissant enserble dans 1'intérét des
éléves, -Le C.1.0. de Briangon a assuré la réalisation matérielle des documents

et des épreuves.

ANNEXE ] ¢ [NDICATIONS POUR UNE PROGRFSSION EN SIXIEME
ANNEXE 1]+ EPREUVES STANDARDISEES '

ANNEXE III @ CONSIGNES DES EPREUVES

ANNEXE [V 1 RESULTATS ET ANALYSES
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ANNEXE |
INDICATIONS POUR UNE PROGRESSION EN SIXIEME
Nore de
semaines
Fi;lnn des sanralssaces des éléves jLigne droite, demi-droite, seg-
lerwure, orthographe, calzul) Fients d'une méme droite (réunian
biorpres ddsimux fentiers ou a {ntersection. Plan. Droites, 5
cirgaie) écriture, lecture. ldemi-droites, segments du plan.
“ontrile des techniques opératoi~ [Longueur. Encadrement.
Fes et da sens de 1'addition (resp. [Ordre de grandeur.
a soustraction). Calcul mental.
Corparaizon des dérimaux,
‘nirdle de 1a tecimicue opératoi~ [Sexteurs .
e et du sens de la multiplization [roprictés usuelles des droites
les nombres df:imaux. Calzul du plan (parallélisme, ortho- 4
~ental. Propriétés de la multipli- ‘jgonalité). Usage de 1'équerre a
'ation. Propriétés de l'ensenble et du Té. Figures usuelles 5
des raltiples de 2 (resp. 5,3,9). {bande, parallélopramme, carré, NoBL
‘reirze par 9 de la maitiplication. [rectangle, losange, triangle..)
Réseaux - Quadrillages.
‘ontrole du sens et de la techni~ JAires de domaines plans, unités
7 opfratoire de la division d'aires. Aires du carré, du 6
rxacte des entiers naturels et de rectangle, du parallélogramme.
ta division approchée des décimaux, PCalcul d'une dimension.
tiers ou & virgale. Preuve par 9
iz la division exacte.
wiites proportlanelles et leurs IAires du triangle et du trapéze
mei:a.ion H kalcul d'une dimension. Vocabu=
é-helles des plans et cartes, laire 1ié & la description du
- pourTentages cercle et du disque. Longueur 8
|- vitesse, d."‘ance parcourue, du cer:le, aire du disque. Arc
- eto. .. {longueur). Secteur cir:ulaire [Paques
{aire) en liaison avec les uni-
tés d'angles - Usages di rap-
porteur. Aire de la couronne cird
sulaire (éventucllement),
[iorbres relatifs. Introdu:tion et [Graduation de la droite. Repéragd
diCinition des entiers relatifs. d'un point sur une droite orien-
N e”‘fon aux norbres désim tée réguliérement gracuée.
fs a virgule. Additicn dans [Repérage d'un point dans un plan
wcenhle d»—, entiers relatifs, quadrillsé. 6
bxension aus désimaux relatifs a
rirgile. Fropriétés (commutativité,
hssosiativité, existence d'un neu-
- re, nombres opposés). Soustrac-—
~ion. (La notation définitive des
lrelatifs devrait intervenir dés
1'introduction).
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OPERATIONS

I Calcule, Si tu as besoin de poser une opération, utilise
la partie blanche.
1 {1789 + 46,4 =
2 | 8 402,53 + 609,06 =
3 | 789 - 46,4: -
4 |8 420,54 - 609,06 =
S | 342 x 72 -
6 | 104 x 102 =
7 {24 x 0,4 -
8 |2,5x0,4 .=
9 124624 : 72 =
10 [ 21,12 : 3 -
11 (124 : 2,5 =
Calcule au centiéme prés :
12 - 57.3 2.3
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I1 Compléte

13 | 69 x 100 - —_—
14 | 128 : 10 -
1s | 24,5 x 1 000 =

16 | 2 450 : = 24,5

17 1.83,7x —— _____ =53700.

III On dit que le produit 2 457 x 342 = 840 294

Corplé-e sans calculepr :

18 24,57 x 34,2 =
19 2,457 x 342 =
20 245,7 x = 84,0294

21 24 570 x 34 200 =
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BRIANCON : ANNEXE ]]

MaTHEMATIQUES CM2 / 6Eme / 80

Ecole —eom e Score : ——_ Catégorie : .

NUMERATION

bW N =

Dans le nombre 24 537,96
Quel est le chiffre des unités .
Quel est le chiffre des unités de mille .
Quel est le chiffre des centiémes ... -
Quel est le chiffre des dixiémes

II.

@ N O»n

10
11
12
13
14

Ecris en chiffres :

Fept mille huit cent cinquante quatre
un million troismille deux
treize unités cinq centiémes
huit millidmes ' —

Ecris en lettres :
1 293
23 002 .
12,32 o e e s e o e

I1I
15
16
17

Range les nombres du plus petit au plus grand (ordre croissant)
i2,4 ; 7 ; 0,43 ; 9,6

6,43 ; 6 ; 6,4 ; 6,02 ;
0,7 ; 0,07 ; 0,1 ; 0,72 ; 0,02 ; 0,68 ;

v

181:
194:

20

Calcul mental @

23 |:
24 1




C.1.0. pe

Ecole

BRIANCON

maTHEMATIQUES (M2 7 Bime / 80

Prénom o — .

Score :

Né (e) le

Catégorie

ANNEXE 1]

NUMERATION

H W N

Dans le nombre 24 537,96

Quel est le chiffre des unités .
Quel est le chiffre des unités de mille
Quel est le chiffre des centiémes ...
Quel est le chiffre des dixiémes

II.

o N0,

10
11
12
13
14

Ecris en chiffres :

treize unités cinq centiémes

huit milliémes

bept mille huit cent cinquante quatre
wn million troismille deux

Ecris en lettres :
1293

23 002

12,32

IiI
15
16
17

Range les nombres du plus petit au plus grand (ordre croissant)

124 ; 7 ; 0,43
6,43 ; 6 6,4
0,7 ; 0,07 ; 0,1

.
r

9,6
6,02
0,72

3 0,02

0,68

.
’

v

18
19
20

Calcul mental :

21 §:
22 |
23§
24 &
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Dessine en couleur la droite 17| Dessine une droite. Place un
passant par les points A et B point E sur cette droite.

] Place un point F qui n'est pas’
sur cette droite. Trace la droite
passant par le point E et le
point F. A

18
19

21

Mesure la distance du point L au point M:

Trace le cercle de centre L et de rayon 3 cm

Trace le ce'rclle de éeﬁtre M passant par le point L.
Qxel-est le rayon du cercle de centre M passant par L.

22

23

Trace avec l'équerre la droite
qui passe par le point P et qui
est perpendiculaire i la droite xy

x O

Trace la droite qui passe par le
point P et quil est paralléle a -

la droite xy
/

%

NDL.R:Pour des ralsons dlédition chaque page a été réduite de moitié,

En tenlr compte dans la lecture des épreuves de géométrie,
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ENONCES

A ) Le propriétaire d'un terrain de 6 500 m2 veut faire un lotissement.
I1 garde pour lui 2300m2 et partage le msceenspartiesde

méme alre.

Calzule 1l'aire d'une partie.
Opérations

B | S1 les passagers d'un avion emportent 1e maximum de bagages autorisés,
on obtient une masse de 1 288 kg.

St on avalt accordd 8 kg de plus par passager on auwralt atteint

1 512 kg.

Quel est le nombre de passagers ? .

Quelle est la masse de bagages autorisés pour chaque passager ?

Opérations

c| Jrachéte trois pains & 1,45 F 1'un et cinq ghteaux A 3,10 F 1'wn.
Je paie aver un billet de cinquante francs.

Cﬁzbien me yend-on 7
Opérations

Rédige la réponse des problémes suivants @

D| J'achéte 6 litres de lait & 2,35 F le litre.

Combien dols~je payer ?
Opérations
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ANNEXE ]
SENTRE D'INFORMATION ET D'ORIENTATION
Maison de l'Education
12, rue Alphand B.P. 93
05106 = BRIANCON CEDEX Le Directeur du Centre .d'Information

Tél. 21. 05, 51 et d'Orientation de Briangon

aux Maitres des CM2

Epreuves rormalisées de Frangals et de Mathématiques - 80 -

Suite & votre demande nous vous adressons les épreuves
normalisées.
Date d'utilisation : entre le 29 mail et le 6 juin.

Calendrier des énreuves :
29 mai « 6 juin : passation des épreuves

14 juin : retour au C.I.0. des relevés des résultats
18 juin : expédition par le C.1.0. des étalonnages
28 juin : retour au C.I.O.

= des épreuves de Mathématiques
- des notices individuelles
- des textes lecture de document.

La passation des épreuves peut &tre décalé,é de quelques jours, mais res-—
pecter si possible les autres dates. ' ’

Précaution @ Avant de comencer les épreuves, bien dire aux éléves qu'il
s'agit ¢'un travail pour voir comment ils se situent par rapport aux
éléves de la région, ou de voir s'ils ont bien compris les lecons de
1'annde... ceci afin qu'ils ne se sentent pas en situation d'examen.

Etalonnage : l'exploitation des résultats ne peut se faire & partir des
résultats bruts, seul 1'étalomnage permet de porter une appré:iation.

Dans chacune des rubriques, les résultats obtenus par les éléves seront
ordonés selon des considérations statistiques en 5 catégories. Cet éta-
l‘onvnage” en cing catégories vous permettra une comparaison plus facile avec
les appréciations que vous portez sur, les éléves et 3 nous de pouvoir pro-
céder plus facilement au cours de la 6me, & des calculs de validation.
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A B Cc D E
7 % 24 % 38 % 24 % 7%
gr:s Bien Moyen Médiocre Faible

Rerviryees :ces tests de comnaissance ne présentent pas un caractére
sonfidentiel, les Maltres peuvent en commniquer les iésultats aux
éléves et aux familles, au méme titre que les résultats d'un devoir
de -ontrble des résultats étalomnés {voir tableau).

Fi-he indivsidielle des résultats : nous vous demandons de nous adresser

we fiche par éléve aprés y avoir inscrit les résultats. Cela nous permet
d'avolr sur un seul dotument le profil de 1'éléve.

Etule analytiqie des épreuves en Mathématiques : ces épreuves étant

expérimentales, pour nous permettre une étude interme nous vous demandons
de nous les retourmer en méme temps que les fiches individuelles.- st
1tétude érait terminée avant le 11 juillet nous vous la ferons paxvenir.
Dans le cas contraire vous la recevrez en début d'anée scolaire. Le
groupe de travall souhaite avoir vos observations en vue d'améliorer

tes épreuves.
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Epreuves normalisées de comalssances
Mathématiques CM2
Juin 1980

Consignes générales

L'épreuve a été mise au point par un groupe de professewrs
de 6éme, soumise A des maitres de CM2, le C.I1.0. de Briangon a apporté
sa collaboration pour la mise en forme et 1'élaboration statistique.

Cette épreuve est un_sondage d'évaluation du prograrme
arrété par le méme groupe de travail et qui vous a été transmis en mai-
Juin 1979.

Cette version étant expérimentale, il nous sera résecsaire,
pour 1'étude des résultats, d'avoir les épreuves corrigées. Nous pourrons,
1'étude achevée, les retoumer a ceux d'entre vous qui le demanderont.

Comme toute épreuve de ce genre, pour permettre les compa~
raisons 11 y a lieu de suivre strictement les consignes de passation et de
correction, méme si elles dornent lieu & eritique.

C'est le résultat étalomé et non le résultat brut qui sert
1'analyse individuelle.

C'est au maltre ou au profes;seur, et A lui seul, qu'il
appartient de faire la synthése des éléments sur 1'éléve, c'est un outil
d'évaluation parmi d'autres & sa disposition dans son enseignement. Les
résultats permettent entre autre de situer le groupe classe parmi d'autres
classes.

Cette épreuve ne saurait en elle-méme &tre un élément
d'appréciation.
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Consignes d'application

On ne donnera pas les exercices les uns & la suite des
autres dans une méme matinée, on donnera un exercice par matinée.
Chagque épreuse est en temps libre.

Pour 1'homogénéité de 1'épreuve il y a lieu de les donner
dans l'ordre suivant : 1 -~ Opérations
2 - Nurération
3 - Mesures
4 - Enonzés

D'une maniére générale on ne donnera comme autres indications
que stelles qui consistent A la bonne compréhension de la fagon de répondre .
J[erplaterent, brouillon...) se garder de toute intervention qui induirait les
réponses des éléves.

Dire : vQUS ALLEZ FAIRE DES EXERCICES DE MATHEMATIQUES., LISEZ
ATTENTIVEMENT LES QUESTIONS, ELLES CONTIENNENT TOUTES LES
INDICATICONS SUR LE TRAVAIL QUE VOUS AVEZ A FAIRE.

S1 VOUS NE SAVEZ PAS REPONDRE A UNE QUESTION, PASSEZ-LA
ET CONTINUEZ. VOUS POURREZ Y REVENIR QUAND VOUS SEREZ A LA
DERNIERE QUESTION,

QuAND VOUS AUREZ REPONDU A TOUTES LES QUESTIONS AUXQUELLES
VOUS POURREZ REPONDRE, LEVEZ LE DOIGT., ON INCITE A REPONDRE
AU PLUS GRAND NOMBRE DE QUESTIONS, e

OPERATIQNS

Faire remarquer aux éléves qu'ils doivent utiliser l:es
parties blanches de la feuille recto-verso comme brouillon pour la partie I.

Veillez ace que les éléves ne posent pas les opérations
pour les parties II et III. '
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NUMERATION :

Pour le paragraphe II, les questions 12, 13, 14 seront
dictées par le maitre.

Dire : écris en chiffres les nombres suivants :

12 - vingt hult unités quatre dixidmes (28,4)
13 - douze unités trois milliémes (12,003)
14 - huit centiémes (0,08)

Calcul mental : le maltre dit : effectuer ssens les poser,
les opérations que je vais dicter, .
Calculer 32 + 12, écrivez la réponse sur la ligne 18, puis continuer de
méme pour chaque opération.

Laisser 20 secondes environ par opératicn.
19 - 31 + 19

20 - 7 x 8 (sept multiplié par huit)

21 - 2,5 x 10 (2,5 multiplié par 10)

22 - 47 x 2 (47 multiplié par 2)

23 - 8 x 7 (8 miltiplié par 7)

24 - 28 x 5 (28 maltiplié par S)

MESURES @

Prévolir par éléve une équerre. un compas, n double~
décinyétm.
ENONCES :

Dire : si tu as besoin de poser des opérations, utilise les
parties blanches de la feuille.

Bien faire remarquer sux éldves qu'ils doivent rédiger

la népanse.
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Epreuves normalisées de Mathématiques
cM2 / 6éme / 80
Juin 1980

Consignes de correction

En général, un point par borne répanse, la numération
indique le nombre de points par exercice.

OPERATION
“tn point par bonne répanse - maximum 21.
ISERATION

Un point par bomne réponse - maximum 24.

question 11 : on tolérera douze virgule trente deux.

question 15, 16, 17 : O pour e ligne comportant une
erreuwr cu une omission. o

YZSURES

Un point par bonne réponse - maximum 23.

question 11 : prévolr un calque. (On tolérera une diffé-
rence en plus ou en moins de 1 mm.

question 18 : on tolérera une mesure camprise entre
3,8 et 4,2.

EIXNCES

L'objectif étant (document Mai 79) : “L'enfant doit
savoir répondre &4 un probléme simple, & upe étape, quelle que solt 1'opé-
ration concerriée,... il est nécessaire que l'enfant lise et pratique en
permanence les énoncés”, 1'épreuve a €té mise au point dans cette pers-
pective.

Le baréme de correction tient compte de cet objectif,
c'est pourquol on exige la solution compléte et l'exactitude des opérations.
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Pour le probléme 4 on admettra la réussite si le résultat
est exact et la rédaction incompléte.

, Le probléme 1 devrait &tre théoriquement résolu par tous
les éléves, de méme que le probléme 2.

Les i:roblémes 3 et 4 permettront de voir jusqu'ol chaque
éléve peut aller.

- On mettra une croix dans la case de la colonne E du
tableau de relevé des résultats si aucun probléme n'est résolu,

On mettra une croix dans la case correspondant a chague
probléme résolu.

On pourra donc pour certains éléves avoir 4 croix si
réussite totale.

Lors de la correction, entourez la lettre devant chague
énoncé si le probléme est correctement résolu. Cela vous fasilitera le
report sur la feuille de relevé et & nous l'analyse interme. Dans le cas
contraire tirez un trait en diagonale sur la partie réservée a'la solution
et aux opérations.
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ANNEXE TV

RESULTATS ET ANALYSES

Rappel

En Mal 1979 le groupe de travail professeurs de mathéma-
tiques de 6éme et instituteurs avait essayé de définir les notions qui
devalent étre acquises A 1'entrée en 6éme et celles qui pouvalent étre
zonsidérées comme “"en cours d'acquisition”. Le point de départ avait été
le programme de 6éme.

Faisant suite & cette é&tude, des épreuves d'évaluation
étalent mises au point. Elles ont été proposées aux maltres du secteur du
C.I.0. de Briangon : & savoir la circonscription de 1'Education de
Briangon, plus les cantons de Savines et d'Embrun.

Sur 560 éléves de CM2, 405 ant passé ies épreuves. Ces
405 éléves peuvent. &tre considérés comme un échantillon représentatif
de 1a population du secteur.



-39~

Analyse des résultats

OPERATIONS
Pourcentage de réussite
par qQuestion
1 - 1789 + 46,4 86 %
2 - 8 402,53 + 609,06 90 %
3 - 769 - 46,4 78 %
4 - 8 420,54 - 609,06 79 %
5 -~ 342 x 72 86 %
6 - 104 x 102 78 %
7 -24 x0,4 _ 76 %
8 -215x 0,4 68 %
. 9 =24624 : 72 entier 78 %
10 - 21,12 : 3 (1) 66 %
11 =124 : 2,5 (1) 47 %
12 - 57,3 : 2,3 entier (1) 53 %

(1) A noter que sur 76 éléves ayant 1 ou 2 ans de retard sur le déroulement
de la scolarité & 1'Ecole Elémentaire, 44 obtenalent entre 14 et O,
c'est-a-dire se situalent dans le demier tiers des résultats.

13 - 69 x 100 % %
14 - 128 : 10 59 %
15 = 24,5 x 1 000 66 %
16 - 2 450 : 100 70 %
17 - 53,7 x 1 000 65 %
18 - 24,57 x 34,2 76 %
19 - 2,457 x 342 71 %
20 - 245,7 x = 84,0254 53 %
21 - 24 570 x 34 200 60 %

Les résultats sont considérés comme satisfaisants. En parti-
culier pour loiquestions 10, 11, 12 qui ne sont pas un objectif du CM2.
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TLERATION
I - Questions sur les unités : réussies & 70 ¥,

II - Ecriture ~ questions réussies a 60 %
sauf la question 6 (40 % pour "un million trois mille deux").

III - Ordre, seulement 40 % de réussite. On peut penser que les éléves
ant des difficultés & ranger les nombres particulidrement s'il s'agit
de norbres compris entre 0 et 1, méme pour ceux qui par ail;leurs ont de
bons résultats.

On peut se demander également si la présentation typographique
n'a pas perturbé certains enfants.

IV - caleul mental : réussi & 90 %.

i

Les résultats sont satisfaisants et n'appellent pas de commen=
taires particuliers.

EIONCES
L'énoncé A a été réussi par 18 %
L'énonxé B a 6té réussi par 72,6 %
L'énoncé C a été réussi par 70,8 %
L'énoncé D a été réussi par 81,2 %
# arun énoncé réussi : 3 % (12 éléves sur 385).

lous avons voulu voir si les éldves de CM2 & faible effectif
étatent ou n'étalent pas défavorisés par rapport aux éléves de CM2 A une
B division par cours.

Comme 11 n'y avalt pas de classe de CM2 ayant entre 8 et 15
éléves, nous avons comparé les résultats des éldves des classes de 16 éléves
et plus par CM2, avec ceux des tlasses de 8 et moins par CM2.
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Aux 4 problémes A, B, C, D, les pourcentages de réussite des
&léves des divisions de CM2 de 8 éléves et moins sont supérieurs & ceux
des divisions de 16 et plus. On ne peut coxlure 3 une supériorité, mais
on peut dire que les éléves des divisions de CM2 & 8 éléves ou moins
rie sont pas défavorisés par rapport aux éléves qui se trouvent dans les
classes n'ayant qu'une division de CM2.

COMMENTATIRES GENERAUX

Dans l'ensemble les épreuves semblent adaptées & 1'objectif
fixé. Elles ne subiront pas de changement notable car il est nécessaire
de les utiliser sur 2 ou 3 ans.

Quelques petites modifications seront apportées, en numération
pour la partie III, en ce qui concerme la présentation.

Un énoncé sera remplacé. Quelques énoncés ne nécessitant
pas de calcul, mals contenant des éléments & éliminer ou nécessitant des
€éléments manquants pour trouver le résultat, seront ajoutés (souhait de
maftres). '

Nous rappelons que ces épreuves ne sauraient en ausun <as refe
placer 1'appréciation du maltre, qu'elles sont un élément d'évaluation parmi
d'autres qu'ils possédent et que c'est A lui seul qu'appartient la synthése.
Par contre, pour pouvoir &tre fiable ces épreuves demandent dans 1l'applica=-
tion et la correction de s'en tenir avec rigueur aux consignes.
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ASCENSION
SOCIALE

UN JEU PROPOSE PAR
Gérard Rauzy

On dispose d’un "damier" ou plutdt d'un "quadrillage” infini du
plan réalisé par une trame de lignes horizontales et verticales équidistantes.

Sur ce quadrillage on r{.’partit un nombre £ini de pions en
prsant chaque pion A 1'un des "sommets" du quadrillage {intersection d'une
horizontale et d'une vertizale du quadrillage), deux pilons ne pouvant étre
mis sur le méme sormet. ’

fr:'artm: d'une telle cénfiguratioﬁ, on "joue" comme au "solitaire",
s'est-a-dire que les plons A et B é&tant conséeutifs sur une méme horizon-
tale ou une méme verticale (A étant indifféremment & droite ou A gauche de B,
1 bien en haul ou en bas de B) et le sommet C symétrique de A par rapport
a4 B étant lnoitupé, on peut "prendre® B avec A, de sorte que dans la nou-
velle configuration, le pion B disparait, le pion A vient en C, les
autres pions restant A leur place (voir par exemple figure 1).

5" ¢

=~ —

-

Figure 1.

On particularise malntenant une ligne horizontale de référence :
le *niveau zéro”, et on dispose les pions de la configuration initiale unique-
rent au dessous ou sur cette ligne. Le "jeu" consiste alors a amener un pion
au moins dais la configuration finale au plus haut niveau possible : par exemple
dxs la configuz:a:ion de la figure 2 on peut amener un pion au niveau 2.

niveau 2 Il

~ 4
[ g N ) .
- 0 r iy Ay uﬁ’iﬁﬁr B sreryrry Ayt royrrer— Fig.2

le guestion : lontrer, qu'en partant de la configuration,
de 8 pions :
o peut, en 7 -oups, ancner i plon aux niveau 3.
Exisze-t-i1l ute :onfigu.ra:ion de 7 pions permettant d'aboutir au méme résultat ?

()

¢ guestion @ Existe-t-il une configuration initiale qui permette en un nombre

«i de coups, d'amerer un pion au niveau 5 ?

Y



UN TEXTE DE : -
Henri LEBESGUE (1875-19u1)

SUR LE DEVELOPPEMENT DE
LA NOTION D'"INTEGRALE

PRESENTE PAR RoBERT ROLLAND (»)

I ~ PRESENTATION

Le texte de H. Lebesgue que nous présentons ici, a été publié
en 1927 dans la revue de métaphysique et de morale (T. XXXIV n°® 2,1927). Ce
texte est le compte rendu d'une conférence faite a Copenhague le 8 lai 1926.

Rappelons que c'est au mathématicien frangals H. Lebesgue que -
nous devons 1'introduction de 1'intégrale qui porte son nom (cf. [4) ), et
dont les diverses généralisations jouent actuellement un rSle central dans de
nombreux secteurs des mathématiques.

Dans cet écrit, ltauteur, tout en rappelant i‘évolution de la
notion d‘intégrale depuis Cauchy, fait une analyse riche en perspectives mathé-
matiques sur les idées qul 1'ont conduit a introduire une nouvelle notion d'in-
tégrale. Parmi les mathématiciens éminents, rares sont ceux qui, corme Lebesgue,
se sont autant attachés & exposer clairement les idées maltresses qui les ont
guidés dans leurs découvertes. On remarquera que l'article est d'une trés grande
clarté ; Lebesgue parvient, tout en évitant les détails techniques, & donner
dans ce texte de vulgarisation une idée précise de "son intégrale”.

Le lecteur qui voudrait un développement complet de 1'intégrale
de Lebesgue par Lebesgue lui-méme pourra se référer & [6] .

(*) animateur & 1'IREM d'Aix-Marseille
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En ce qui conceme 1'évolution de la notion d'intégrale avant
Lebesgue, c'est au mathématiclen francais Augustin Louis Cauchy (1769-1857) .
et au mathématiclen allemand Bernhard Riemann (1826-1866) qu'il convient de se
référer (cf. (1] et (6] ).

II - TEXTE

SUR LE DEVELOPPEMENT DE LA NOTION D'INTEGRALE®

Messieurs,

Laissant de ¢bté tous les développements techniques, nous
allons exaniner ensemble les modifications successives, les enrichissements
de la notion d'intégrale et comment sont apparues d'autres notions utilisées
dms les recherches récentes sur les fonctions de variables réelles.

Avant Cauchy, il n'y avait pas de définition de 1'intégrale,
au sens actuel du mot définition. On se bomait & dire quelles étalent les
aires qu'i}l fallait additionner ou soustraire pour abtenir 1'intégrale

)(abr(x)dx.

Pour Cauchy, e définition est nécessaire ; car, avec lui,
apparalt le soucl de rigueur qui est la caractéristique des mathématiques
moderres. Cauchy définit & peu prés comme nous le faisons maintenant, les fonc~
rions continues et les intégrales de ces fonctions. Pour arriver & 1'intégrale
de f(x), 11 lui suffit de former les somes

s 21050 ey, = *1’- ()
J .
£
{\ )
1
[« !‘iIM
fig. 1

L.

* Conférence faite A Copenhague, le 8 mai 1926, & la Société Mathématique et
comuniquée par M. Bonnesen, directewr de la Matematisk Tidsskrift.
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que les arpenteurs et les mathématicliens de tous les siécles ont utilisées
pour le calcul approché des aires, et d'en déduire jab f(x)ax par un
passage & la limite.

Seulement, tandis que la légitimité d'un tel passape étaii
évidente pour qul parlait de la notion d'aire, Cauchy doit ¢émontrer que les
S tendent bien vers une limite dans les conditions qu'il envisage. Une rné-es-—
sité analogue s'impose chaque fois qu'on remplace par une définition purerent
logique 1l'emploi d'une notion expérimentale. Il faut ajouter que 1'intéré: de
1'étre défini n'est plus évident, 11 ne peut ressortir que de 1'étude des pro-
priétés de cet étre.

Ctest la rangon du progrés logique. Celui qu'a fait faire
Cauchy est si considérable qu'g a une amplewr en quelque sorte philoscphique.
On dit souvent que Descartes a ramené la géométrie a l'algébre ; Je dirais plus
volontiers que, par l'emploi des coordonnées, il a ramené toutes les géombiries
a relle de la droite et que celle—ci, en nous drtant des notions : continu et
nombre irratiormel, a permis & 1'algébre d'atteindre A sa portée actuelle.

Pour que la réduction des géométries A celle de la droite f: -
achevée, il restait pourtant a éliminer un certain nombre de notions relatives
aux géométries & plusieurs dimensions telles que Tonguewr d'une courbe, aire
d'une surtace, volume d'un corps. C'est précisément 1a le progrés qu'a réalisé
Cauchy. Aprés lui, il a suffi que les Arithméticiens construisent le continu
linéaire & 1'aide du nombre entier pour que 1'arithmétisation de la science
soit effectuce.

Et maintenant, devons-nous nous bomer & faire de i'Analyse 7
Non. Certes, tout ce que nous ferons pourra se tradulre dans le longage arith-
métique, mals si l'on renongait & avoir des vues directes, géométriques, intui-
tives, si 1l'on était réduit 4 la pure logique qui ne permet pas de choisir entr
tout ce qui est exact, on ne penserait guére & bien des questions, et certaines
notions, la plupart de celles que nous allons exaniner auwjourd'hul, par exemple
nous échapperaient complétement.

times ; la définition de Cauchy s'appliquait encore & ces '1rtégra1es> ; aussi
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était-il naturel de rechercher, come l'a fait Riemann, la portée exacte de
sette définition.

Sif, et T'; désignent les bomes inférieure et supérieure de
£{x) das (xi. xi+1)’ S est corprise entre '

S::.‘r(x

2l )

- X

-x) et:S)f(xi 4

1

Riemarn montre .qu'lil suffit que

</‘—_ LA -
s's'é—‘fi £ 6%y = %)

rerdevers z<ro pour une suite particuliére de divisions de (a,b) en inter-

valles (x W%, . ) de plus en plus petits pour que la définition de Cauchy puisse

4 +1

étre er-plo_/ee. Darboux ajoute que les passages A la limite habituels effectués
L

sur S et S5 donnent toujours deux nombres déterminés J £{x)dx ) f(x)dx

en général différents, égaux seulement lorsque l'integra.le de Cauchy~Riemann

existe.

bu point de wvue logique, voicl des définitions trés naturelles,
n'est-ce pas ? Pourtant, on peut dire qu'elles n'ont pratiquement servi A rien.
Celle de Riemxm, en particulier, a l'inconvénient de ne s'appliquer que rare-
ment et, en qelque sorte, par hasard

C'est qu'en effet, s'il est bien évident que le morcellement de
1a,b) en intervalles (x Xy 1) de plus en plus petits rendra les différences
fi - ri de pius en plus petxt::r- si f(x) est continue, en vertu de cette conti-
naité méme, s'il est clair que ce morcellement fera tendre encore S - S vers
Zéro s'il n'y a que quelques points de discontinuité, on n'a aucune raison d'es—
pérer qu'il en sera de mefie pouwr wune fonction discontinue partout. Alors, en
effet, prendre des intervalles (xi,x“-l) de plus en plus petits, c'est-a-dire
des valeurs de f{x) relatives & des valeurs de X de plus en plus voisines, ne
garantit nullement que 1'on prend des valeurs de T{x) de moins en moins diffé-

rentes,

Laissons-nous donc guider par le but & atteindre : réunir,
grouper les valeurs peu différentes de £(x). Il est clair alors que nous devons
morceler, non pas (a,b) mais 1'intervalle (£,f) 1imité par les bomes inférieure
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et supérieure de f{x) dans (a,b). Faisons-le a l'aide de nombres ¥y distants
entre eux de moins de ¢ ; nous sommes conduits, par exemple, a considérer les
valeurs de f(x) définies par

v, ‘5 £(x) <= Yy,q+ (voir fig. 2)

Les valeurs correspondantes de x forment un ensemble Ei ;
dans le cas de la figure, cet ensecmble Ei est consituté par quatre intervalles ;
avec certaines fonctions f(x) continues il pourrait &tre formé d'une infinité
d'intervalles ; avec une fonction quelconque il pourrait &tre trés compliqué.
Mais peu importe ; c'est cet ensemble Ei qui joue le rSle analogue & celui de ’
1l'intervalle (xi.xi+1) dans la définition de 1l'intégrale des fonctions continues,
puisqu'il nous fait comaftre des valeurs de x doanant & £(x) des valeurs peu
différentes.

fig.2
Si r‘, i est un nombre quelconque pris entre yi et y“l,

Yy < f)i S Yia
les valeurs de f(x) pour les points de E:i différent de f)i de moins de < .
Yh va jouer le rdle que jouait f(':ri) dans la formule (1) ; quant au rdle de la
longueur ou mesure Xig ~ X de lt*intervalle (xi.xi+1) i1 sera joué par une
mesure m(Ei) que nous attacherons dans un instant & l'ensenble F‘i‘ Nous for-
merons ainsi la somne ’

= b

s=) VMED 7 (2)
‘Mais.auparavant, regardons bien ce que nous venons de faire et, pour le bien
comprendre, répétons-le en d'autres termes.

Les Géométres du XVIIe siécle considéraient 1'intégrale de f(x),



- le mot intégrale n'était pas inventé, mais peu importe, - comme la somme
d'une infinité 4'indivisibles dont chacun était 1‘ordonnée, positive ou néga-
tive, de f(x). Eh bien ! nous avons tout simplement groupé les indivisibles

de grandeur ccmparable ; nous avons, comme on dit en algébre, fait la réunion,
la réduction des termes semblables. On peut di.re encore que, avec le procédé

de Riemann, on essayait de sommer les indivisibles en les prenant dans 1'ordre
ol ils étalent foumis par la variation de X on opérait donc comme le ferait
un cormergant sans méthode qui compterait pifces et billets au hasard de 1'ordre
ol {1s lul tomberalent sous la main ; tandis que nous opérons comme le commer—
cant méthodique qui dit : ) ‘

J'ai m{E,) piéces de 1 couronne valant 1.m(E,),
Jtat m(Ez) piéces de 2 couronnes valant 2.m(52),
j'at m(Ea) billets de 5 couronnes valant 5.m(£s),

etz., j'al don: en tout :

S = l.m(El) + 2.m(EZ) + 5.m(l-23) + oeee

les deux procédés conduiront, certes, le commergant au méme résultat parce que,
si riche qu'il soit, il n'a qu'un nombre fini de billets & compter : mais,
pour nous, qui avons a additionner une infinité d'indivisibles, la différence
entre les deux fagons de faire est capitale.

Occupons-nous maintenant de la définition du nombre m(El) at-
caché a E,. L'analogie entre cette mesure et une longueur, ou méme avec un
narbre de billets, nous condiit naturellement & dire que, dans 1l'exemple de
la {igure (2), m(Ei) sera la somme des longueurs des quatre intervalles cons—
tituant E; : que, dans un exerple ol E; serait formé d'une infinité d'inter—
valles, m(Ei) serait 1a same des longueurs de tous ces intervalles ; et, dans
le cas génér&( A procéder comme 11 sult : enfermons E’_ dans des intervalles, en
nombre finl ou en infinité dénombrable ; soient 11.12.... les longueurs de ces
intervalles. lious désirons évidemment que 1l'on ait :

Z
mEJL L + 1, + ...

Si nous cherchons la bome inférieure du second membre pour tous
les systdmes possibles d'intervalles pouvant servir 3 ent:emer El » cette bome
s_e_ridonc une limite supérieure de m(Ei). Pour cette raism nous la notns
m(Ei) et nous avons
1). (3)
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51 C est 1'ensemble des points de (a,b) ne faisant pas partie dc
Ei' on a de méme

m(C)émi ).
Or, on désire évidemment avoir
m(E;) + m(C) = mY_(a,b)] =b-a ;

donc on doit avoir
m(El); b-a-m(C). (4)

Les inégalités (3) et (4) donnent donc des limites supériéLn*e
et inférieure de m(Ei).m voit facilement que ces deux inégalités ne sont ja-
mais contradictoires. Lorsque les limites inférieure et supéricure de g sont
égales, m(Ei) est définie, nous dirons alors que E est mesurable*.

Une fonction £(x), pour laquelle les ensembles E sont mesura-
bles quels que solent les ¥y est dite mesurable. Four une telle fonction, la
formule (2) définit une somme S. On démontre facilement que, lorsqu'on fait
varier le choix des ¥y de fagon que ¢ tende Ver‘s zéro, les S tendent vers une
limite déterminée qui est, par définition J “(x)dx"

Cette premiére extension de la notion d'intégrale définie en
entralne bien d'autres. Supposons qu'il s'agisse d'intégrer une fonction
f{x,y) de deux variables, nous prociderons exactement comme précédemment :
nous lul attacherons des ensembles ‘.-31 qui seront maintenant des enserbles de
points dans un plan et non plus de points sur une droite. A ces ensembles e
sera une mesure superficielle qu'il faudra maintenant attribuer ; cette me=ure

* Le mode de définition de la mesure des encenbles utilisé ici est celui de

C. Jordan (Cours d'Analyse de 1l'Ecole Polytescinique, tome I) ; mais, ave:
cette modification, essentielle pour notre but, que nous enfermons 1'ensenmble
lE:i 4 mesurer dans des intervalles dont le nombre peut &tre Infini, alors que
C. Jordan emplayait toujours seulement un nombre fini d'intervalles. Cet erplei
de 1'infinité dénombrable A la place du nombre entier est sugeéré par les travaux
de M. Borel qui, d'ailleurs, avait utilisé lui-mCme cette idée en particulier pour
une définition de la mesure. (Legons sur la théorie des fanctions).

‘*# Comptes-rendus de 1l'Acad. des Sc., t. CXXIX, 1909.

Des définitions équivalentes a celle du texte ont été proposées par divers
Auteurs. Les plus intéressantes sont dues a M. W.H. Young (Philos. Trans. of

the Royal Soc. of London, 1905 ; Proc. of the London Math. Soc., 1940). Voir
aussi, par exemple, des notes de M. Borel et de M. F. Riesz (Comptes-rendis, 1912).



3¢ dédaira de 1'aire des rectangles
X¢xsp.¥evsed

=ous & falt de la nilme manidre que la mesure linéaire se ddduisait de l& lon-
foeur des intervalles. La mesure définle, la formule (2) donnera des sommes S
d'od 1'intégrale se &&duira par wn pasiage A la limite.

La définition que nous avons envisagée s'étend donc immédiate-
ment aux fonctlons de plusieurs variables ; en voici une autre qul s'applique-
rait égalerent quel que soit le nombre des variables et que j'expose seulement
dws le cas ol il s'agit d'intégrer £(x) dans (a,b).

J'ai dit qu'il s'agissait alors de faire la somme des indivisibles
représentés par les diverses ordonndes des points X,y = £(x) ; nous avons, 11 y
a un inatant, groupé ces indivisibles d'aprés leur grandeur. Domons-nous main-
tenant & les greuper dlapres leur signe ; nous awrons & considérer 1'ensemble su~
porficiel des points de celles de ces ordonnées qui sont pesitivies, E , et l'en=
cerble, E . doo points des ordonnées négatives. Pour le cas simple ol £(x) est
sontinue, on posait,avant Cauchy, ainsi que je 1'al rappelé en commengant,

(b
)a f(x)dx = aina(l:p) - aire (En) :
eal nous conduit & poser.

abx‘(x)dx = m(Ep) - ms(En) ;

E]
i
@

. d8sigrant ume mesure superficielle. Cette nouvelle définition est équivalente
a la précédente ; elle nous raméne a la méthode intuitive d'avant Cauchy, mais la

Géfinition de la mesure lul a domné un sclide fondement logique.

fot

Nous savons donc, et de deux maniéres, définir 1'intégrale d'une
fonction d'une ou de plusieurs variables et cela sans avoir eu a considérer la  +
forme pius ou moins corpliqués du Gomaine d'intégration, car ce domaine D n'in-
servendait qu'en ceci : les ensembles Ei‘ dans notre premiére définition, les en-
semcles F.p et En. dans la ceuxiéme, étaient formés en ne_.prenant les valeurs de
la fonction £ que pour les points de D.

Puisgse le choix du domaine d'intégration D n'intervient que dans
la formation des Ei’ ou des Ep et En’ il est clair que nous pourrions tout aussi
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bien convenir de former ces ensembles Ei’ Er' Ep en na tenant compte que des
valeurs prises par f aux points d'un ensenble E dormné, et nous aurions ainsi
défini 1'intégrale de f étendue A 1'enscmble E..

Pour préciser la portée dc cette nouvelle extension de la noti«n
d'intégrale, rappelons-nous que nos définitions exigent que f soit mesurable,
c'est-a-dire que E1 soient mesurables, pour la premiére définition que Ep en
E le solent, pour la deuxiéme, et cela entralne que E soit aussi mesurable. lou=
savons donc définir 1'intégrale étendue 3 un ensemble mesurable d'une fonc-iion
mesurable dans cet ensemble, et bomée ; j'al, en effet, supposé impliciterent,
Jusqu'ict qu'il s'agissait de fonctions bomées.

Qu'y aurait-il de changé dans le premier mode de définiticn si
la fonction £ & intégrer était non bomée ? L'intervalle (£,T) ne serai: plu-
fini ; 11 faudrait donc un infinité de nombres y pour le diviser en intervalles
de longueur au plus égale 4, i1 y aurait donc un Infinité d'ensembles. E, et
la soome S de la formule (2) serait maintenant une série. Pour ne pas &tre arrité
dés le début, il nous faut supposer que la série S est convergente pour le prurier
choix de nombres ¥y que nous aurons falt ; or, si S existe pour un choix des :
il existe pour tous les choix des A et la définition de 1‘1ntegrale s appnqu
sans modifications.

On a donné le nom de fonctions sommables & toutes les fonctions
que 1'on peut intégrer par les procédés indiqués, c'est-a-dire a toutes les
fonctions mesurables pour lesquelles les sommes S ont un sens. Toute fonction
mesurable bomée est sommable : et comme on n'a pas réussi jusqu'ici & nomrer
une fonction non mesurable, on peut dire que, jusqu'ici, pratiquement toute
fonction bomée a une intégrale. Au contraire, il existe des fonctions non bomiées
trés sinmples qui ne sont pas sommables ; aussi ne doit-on pas s'étonner que notre
notion d'intégrale se révéle encore insuffisante dans certaines quéstims.

Nous venons d'étendre’ la notion d'intégrale a des fonctions non
bormées en partant de la premiére de nos définitions ; la seconde conduit au mire
résultat. Mais i1 faut pour cela élargir la notion de mesure de fagon & ce qu'elle
s'applique non seulement aux ensembles bomés, queé nous avons seuls considérés
Jusqu'ici, mais mssi 3 des ensenbles de points s'étendant Jusqu'd 1'infini. Je



- 52 -

ne signale cette seconde fagon de prozéder que parce qu'elle est aussi en rap-
port avec une autre extension de l'intégrale définie dans laquelle 1'intervalle,
le domaine, 1'ensemble auquel est étendue 1'intégrale n'est plus supposé fini,
corme nous 1'avons fait :jusqu‘ici. mais peut aller jusqu'd 1'infini.

Je me bome A cette indlcation, car je n'aural pas A envisager,
dans ce qui suit, cette extension de la notion d'intégrale. C'est pour la méme
raison que je me contente de sighaler rapidement les recherches, pourtant si
originales, entreprises par un jeune homme tué & la guerre, M. Gateaux, qui
s'étalt propo:zé de difinir l'opération d'intégration pour les fonctions d'une
infinité de variables. Ces recherches, qui ont été prolongées par M. Paul Lévy
et par M. Norbert Wiener, ne sont pas sans rapport avec les études axiomatiques
entreprises par M.M. Fréchet et par M. P.-J. Daniell dans le but d'étendre la
notion d'intégrale aux ensembles abstraits®*. M. Fréchet et M. Daniell ne se
sont d'allleurs pas proposé sculement d'appliquer aux ensenbles abstraits les
définitions dont j'ai parlé jusqu'ici, mals aussi une autre extension de 1'inté-
grale définie A laquelle nous conduira bilent8t la notion d'intégrale indéfinie
Que nous allons malntenant examiner. .

On appelle ordinairement intégrale indéfinie d'une fonetion £{x)
la fonction F(x) définie par

Flx) = C‘:e.\‘faxf(x)dx 3 (s)

ne conservons pas cette dénomination et redonnons aux mots intégrale indéfinie
leur sens primitif. Primitivement, les deux dénominations "intégrale définie"
et "1ntégra'1e indéfinie” s'appliquaient & la méme expression fabf(x)dx : mais
1'intégrale £tait dite définie lorsqu'il s'agissait d'un intervalle (a,b) donné,
déterminé, défini, et 1’intégrale était indéfinie lorsque (a,b) était variable,
non déterminé, non défini ou, si 1'on veut dire, indéfini.

C'est, en somme, par un véritable abus de langage qu'on ap-
pelle F(x) 1'intégrale indéfinie de f(x) ; si nous remarquons, de plus, que

* R. Gateaux, Bull. Soc. Math. de France, 1918.
*P. Lévy, Legons d'Analyse fonctionnelle, 1922,
N. Wiener, Proc. of the London Math. Soc. 1922.
M, Fréchet. Bull. Svue. Math, de France. 1915,
P.-J. Daniell, Ann. of Math. 1918 et 1919.
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lorsqu'on étudie 1(x) c’est toujours pour obtenir des propriétés dejbf(x)dx,
que c'est au fond} f{x)dx que l'on étudie & travers F(x), on sera conduit &
dire : j'appelle intégrale indéfinie de f(x) la fonction Q (a,b) :

¢ (ab) = f Or(x)ax = F(b) - F(a). (5bis)

v Il y a entre une intégrale indéfinie et l'intégrale définie cor—
respondante les mémes relations et les mémes différences qu'entre une fonction
et une valeur particuliére prise par cette fonction ; au reste, si nous repré-
sentions par D 1'intervalle (a,b) d'intégration, nous pourrions dire que 1'inté-
grale indéfinie est une fonction dont 1'argument est le domaine D,

Y (0) = $(a,b).

De ces réflexions, il résulte clairement que, relativement i une
fonction de deux variables f(x,y), on ne doit pas prendre pour intégrale indé-
finie, comme on 1'a fait quelquefois, la fonction

FOGY) = o (0 v ey + [ X ( Yetxy) anay. (6)
‘a e
Si 1'on se bormait A la considération des domaines rectangulaires

adxeb ; cgy<d,
on devrait prendre pour intégrale indéfinie la fonction de quatre variables
& (a,b; c,d)= F(b,d)+ Fla,e) - F(a,d) - F(b,e) ; (7)

mais, si 1'on veut considérer tous les domaines d'intégration, comme le domairne
le plus général ne peut &tre déterminé par un nombre fini de paramitres, si grw.d
que solt ce nombre, force nous est de renoncer aux fonctlons ordinaires pour re-
présenter la correspondance entre un domaine D et 1'intégrale étendue 3 ce do-
maine et d'étudler directement la fonction

YD) = //Df(x,y) axdy .

dont l'argument D est un domaine. C'est cette fonction que nous appellerons
1'intégrale Indéfinie de f(x,y) ; ou plutdt, puisque nous avons défini aussi
1'intégrale de f étendue & un enserble mesurable E, nous considérerons 1'inté-
grale indéfinie comme une fonction d'ensemble qui serait définie pour tous les
ensembles mesurables*.

.

* Annales scientifiques de 1'Ecole Normale supérieure, 1910.
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Dans tout ce qui précéde, il n'y a certes que des questions de
je, de déromination ; mais ces questions de dénomination ne se seraient pas
5 i nous n'avions pas aquis une notion nouvelle. C'e:ﬁt pourquoi on ne
>as s'étonner que le nouveau langage ait permis de donner-toute la portée
ile A des faits aperus tout d'abord A 1l'occasion de la fonction F(x) de la
le {(5). On a réussi, en particulier, a caractériser les fonctions d'ensemble
mnt des intégrales indéfinies par deux propriétés : 1l'additivité compléte
wsolue continuitér. ‘

Quand une fonction d'ensemble | (E) jouit de ces deux propriétés,
st 1'intégrale indéfinie d'une fonction £ qui dépend de 1,2,3,... variables
it que les ensembles E sont formés & l'aide de points d'une droite, d'un
de 1l'espace ordinaire, eto. Péur avoir un langage et une notation unifor-
iisons que  est wne faction de points £(P), et &rivons :

“(E) = )E £(P)dm(E). (8)

La fonction £(P) est entilrement déterminée par “Y(E), & ceci
m'on peut modifier arbitrairement £ aux points d'un ensemble arbitraire
ure “ul e sans qu'elle cesse d'avoir \(E) pour intégrale indéfinie. Et
weut obtenir £(P) a partir de {"(E), sauf aux points d'un ensemble de me=-
mlle, par le procédé sulvant :

Soit P le point en lequel on veut calculer f ; prenons pour
e d'intégration [ wun intervalle de centre P, ou wn cercle de centre P,

: sphére de centre P,... suivant qu'il s'agit du cas de la droite, du plan,

~ [
spaze,... et formons le rapport ﬁ% . Puis, faisons tendre A vers
nous aurons :
limite En( ﬂ) = £(P). (9)
3=0 77

déncninztions sont dues respectivement & M. de la Vallée-Poussin (Inté-
. de Lebesgue. Fonctions d'ensemble. Classes de Baire) et 4 M.G. Vitall
a. de. Sc. di Torino, 1908).
nstion d'enserble mesurable “*(E) est complétement additive si, de quelque
e qu'on partage E en des ensembles mesurables El,E ss..s €n nombre fini
orbrable et sans points cormuns deux A deux, on a 2

v (E) = ¢(E)) + 1 (E) + ...
nction d'ensemble masurable “‘[)(c.) est absolument continue si, quand E varie
an que m{E) tende vers zéro, Y(E) tend aussi vers zéro.
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Ce résultat généralise évidemment le théoréme classique d'aprés lequel, si
£(x) est continue, la fonction ‘F(x) de 1a formule (5) admet f pour dérivée ;
notre procédé de calcul de f(P) est bien, en effet, une sorte de dérivation de
la fonction d'ensemble ‘f(E).

Ce mode de dérivation avait été considéré, i1 y a fort long-
temps. Cauchy* appelle grandeurs ccexistantes des grandeurs déterminées en
méme temps, c'est-a-dire par les mémes conditions. Si 1'on a, par exemple,
un corps non homogéne, et conme composition et conme densité, et si 1'on consi-
dére un domaine D de ce corps, le volume de D, la masse de D, la quantité de
chaleur nécessaire pour élever de 1° la température de D supposé isolé, sont
des grandeurs coexistantes. Ce sont des fonctions de domaine V(D), M(D), Q(D!.

Ce n'est pas par un heureux hasard que nous arrivons ici a de-
fonctions de domaine. Si 1'on y réfléchit, on s'apercevra vite que toute gran-
deur de la physique est relative non A un point, mais & un corps étendu, que
c'est une fonction de domaine ; du moins tant qu'il s'agit de grandeurs direc-
tement mesurables. Le corps & considérer ne sera toutefois pas toujours un corps
de notre espace sensible, ce pourra &tre un corps d'un espace de conception pu-
rement mathématique si, dans la détermination de la grandeur envisagée, inter-
viemnent des variables non spatiales comme le temps, la température, etc. Mais
peu importe ; les grandeurs directement mesurables, une masse, une quantité
dé chaleur, ume quantité d'électricité, par exemple, sont des fonctions de
domaine et non des fonctions de point.

La physique considére cependant aussi des grandeurs attachées a
des points, comme une vitesse, une tension, une densité, une chaleur spécifique
mais ce sont des grandeurs dérivées et que 1l'on définit justement le plus sou-
vent par le rapport ou la limite du rapport de deux grandeurs coexistantes :

_ masse | _ Quantité de chaleur . ., ..
densité = Yolue * chaleur spécifique = P s c'est-a-dire en

prenant la dérivée d'une grandeur par rapport & une grandeur coexistante.

Ainsi la physique, et par suite la géométrie, conduit A la coni
dération des fonctions de domaine et & leur dérivation tout aussi bien que
1'analyse des fonctions de variables réelles. Méme les fonctions de domaine ont,

* Exercices d'Analyse et de Physique mathématique, tome 2, p. 188-229,
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en physigque, un rble en quelque sorte plus primordial que les fonctions de
point *; pourquoil donc les Physiciens ne parlent-ils pas de ces fonctions ? -
Parce que les Mathématiciens ne les ont pas encore étudiées et parce que 1'al-
gébre'n'a pas de notation ni pour les domaines ni pour les fonctions de domaine.
Aussi volt-on le Physicien se borner a considérer des domaines spéciaux dépen—
dant seulement de certains paramétres,de fagon que la fonction de domaine &
considérer se réduise & une fonction des paramdtres ; c'est d'ailleurs exacte-
ment ce que fait le Mathématicien quand, au lieu de considérer 1'intégrale dé-
finie de f{x,y) dans toute sa généralité, il se borne A envisager les fonctions
F(X,Y), rt'(a.b s c,d) des formules (6) et (7).

Remarquons d'ailleurs que la formule (8) établit un lien entre
les fonctions d'ensemble ‘V(E), qul sont des intégrales indéfinies, et les .
fonctions de point f(P), lesquelles relédvent de 1'algébre. Cette formule (8)
foumit donc une sorte de notation de certaines fonctions d'ensemble. Or, quand .
on examine les deux conditions requises pour qu'une fonction soit une intégrale
indéfinie, on ne doute pas que les grandeurs de la physique ne rentrent dans la
classe des fonctions de domaine susceptibles de cette notation.

Ces réflexions sur la nature des grandeurs de la physique ont
dl vous permettre de comprendre plus exactement 1'intérét et la portée des
notions que nous avons rencontrées. Elles montrent, en particulier, que 1'opé-
ration de dérivation qui figure dans la formule (9) n'est pas la seule & consi-
dérer } qu'on peut toujours envisager la dérivation d'une fonction ‘\‘(E) par
rapport & une fonction coexistante p(E), que celle-ci soit, ou non, la mesure m(E).

Une q.:_estion vient alors de suite 4 l'esprit : peut—on .aussi rem-
placer la fonction m(E) par une fonction donnée p(E) dans la définition de 1'in-
tégrale ? Il n'y a A cela aucune difficulté ; nous remplacerons d'abord la for- ‘
male (2) par ’

S =/ |yp(E),
ce qul exigera, d'abord, que les ensembles E1 appartiemnent 3 la famille de
ceux pour lesquels la fonction p(E) est définie, - c'est-d-dire que la fonction

A intégrer doit &tre mesurable par rapport & p(E), - puis que la série S soit
convergente, - c'est-A-dire que £ doit 8tre somable par rapport A p(E). Ceci
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étant supposé, la définition de 1'intégrale de f(P) par rapport a p(E},
J f(P) dp(E),

s'achévera comme précédemment si la fonction p(E) posséde une certaine pro-

a

priété qu'on exprime en disant que p(E) dolt E€tre & variation bormée*.

Nous venons d'arriver A une nouvelle et trés considérable ex-
tension de la notion d'intégrale en nous plagant au point de vue formel du
Mathémticien‘; le poipt de vue du Physicien y conduit bien plus naturellement
encore, du moins en ce qui concerne les fonations f(P) continues. On peut méme
dire que les Physiciens n'ont jamais considéré que des intégrations par rapport
2 des fonctions de domaine.

Supposons, par exemple, fque 1'on veullle calculer la gquantité
de chaleur, '('(D), nécessaire pour élever d'un degré la température du corps D
dont nous parlions tout & 1'heure ; il faudra diviser D en petits corps partiels
D,, D,,... de masses M(Dl), M(D,),..., prendre dans chacun d'eux un point Py, F.,
«.+y et prendre pour val‘eux‘ approchée de [ (D) la somme

£(P) M(D) + £(PIM(D,) + ...,
£(P) désignant la chaleur spécifique en P. C'est-a-dire que nous calculerons
(D) par 1a formile

o = [reramm.

Sous sa forme générale la nouvelle intégrale a été définie seu-
lement en 1913 par M. Radon ; elle était cependant connue depuis 1894 pour le can
particulier d'une fonction continue d'une seule variable. Mals son premier inven-

* p(E) est dite 4 varlation bornée si, de quelque maniére que 1'on partage E en
we infinité dénombrable d'ensembles sans points commms deux a deux, E
la série J [p(E;)| est convergente.
La notion de fonction A variation bomée a été tout d'abord introduite par C.
Jordan ; elle était alors relative aux fonctions d'une variable.
Les seules fonctions d'ensemble p(E) a considérer dans ces théories sont les
fonctions additives, c'est-a-dire celles pour lerquelles on a @

pE, +E_ + ...) = p(E ) + p(E?) 4 oeaay
les El’ E,... étant sans“points comiﬁé deux a"deux. Si 1'additivité est com—
pléte, c'8st-a-dire si la sulte des £ ,E,... peut &tre prise indéfinie, p(E) est
nécessairement a variation bomée. En ef%et, 1'ordre des ensenbles E L,E_,...
Stant indifférent, la série p(E ) + p(E,) + ... doit rester convergente“quel que
soit cet ordre, c'est-a~dire qué la série Zip(Ei)\ est convergente.

On n'a pas essayé jusqu'ici de se débarrasser de la condition:p(E)} A variation
bomée. Il faut d'ailleurs remarquer que, si p(E) n'était pas a variation bornce,
on pourrait trouver une fonction f(P) qui soit continue et & laquelle,

pourtant, notre définition de 1'intégrale ne s'appliquerait pas.

1.l‘.'?,...,



teur, Stieltjes y avait été conduit par des recherches d'analyse et d'arithmétique
et 11 1'avalt présentée sous une roime purement analytique qui masquait sa
signification physique ; si bien qu'il a fallu beéx:oq: d'efforts pour com-
prendre et reconnaltre ce qui est maintenant évident.L'historigue de ces efforts
citeralt les noms de F. Riesz, H. Lebesgue, W.H. Young, M. Fréchet, C. de la
Vallée-Poussin ; i1 montrerait que nous avons rivalisé en ingéniosité, en
persplcacité, mals aussi en aveuglement*.

Et pourtant les Mathématiciens considéralent é chaque instant
des intégrales de Stieltjés-Radon : 1'intégrale curviligne ‘/Cf(x.y)dx
est une de ces intégrales, relative & une fonction p(E) définie A partir de
la longueur de la projection sur Ox des arcs de C, 1'intégrale ]]st‘(x.y,z)dxw
falt de méme intervenir une fonction d'ensemble définie & partir des aires de
S en projection sur Oxy . ;

A la vérité ces intégrales se présentent le plus souvent grou-
pées
fct‘(x.y)dx + glx,y)dy,

gsf(x.y.z)dx dy + g(x,y,2) dy dz + h(x,y,z) d&z dx.

Si 1'on pense aussi aux intégrales considérées pour la définition des lon~
gieurss des courbes ou des aires des surfaces,

/C Va + a2 + &z, /fs\/(dxdy)? + (dydz)? + (dzax)?,

on sera conduit A se dire qu'il conviendrait aussi d'é&tudier des modes d'inté-
gration dans lesquels interviendralent plusieurs fonctions d'ensemble pl(E),

pz(E),... Cette étude est entiérement A faire ; MM. Hellinger et Toeplitz ont

cependant utilisé certaines sommations par rapport A plusieurs fonctions d'en—
semble**,

Nous avons considéré jusqu'ici 1'intégration, définie ou indé-
finie, comme une opération fournissant un nombre, défini ou variable, par une

* J. Radon, Sltz.de.Kais.Ak. d. Wiss in Wien. Bd. CXOI, Abt IIa, 1913, -
T.-J. Stieltjés, Ann. de 1a Fac. des Sc. de Toulouse, 1804 - F, Riesz, Comptes-
rendus de 1'Az. des Sc., 1909 - H. Lebesgue, id. 1910 - W.-H. Young, Proc. of
the London Math.* Soc., 1913. - M. Fréchet, Nouv. Arn. de Math., 1909. -

Ch. de la Vallée-Poussin. Voir, par exemple, son livre déja cité.

** Voir; par exemple, Joumal de Crelle, Bd. 144.
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sorte d'addition généralisée ; nous nous sommes placés au point de vue des
quadratures. Mais on peut aussi regarder 1'intégration d'une fonction continue
comme foumissant une fonction, comme la plus simple des intégrations d'équa-
tions différentielles ; c'est le point de vue des fonctions primitives anquel
nous allons maintenant nous placer.

Rechercher la fonction primitive F(x) d'une fonction donnée
f(x) c'est rechercher la fonction, déterminée & une constante additive prés
quand elle existe, qui admet f(x) pour dérivée. C'est ce probléme que nous
allons étudier. -

Mais, auparavant, remarquons que les réflexions précédentes con—
duisent & formuler le probléme d'une facon bien autrement générale : étant don-
née wne fonction f(P) qui est la dérivée par rapport & une fonction connue p(E)
d'une fonction inconnue '} (E), trouver la fonction primitive “}'(E) de £(P).

Si, par exemple, il s'agit d'une fonction continue f(x) et si
m(E) est la mesure, la fonction primitive ne serait plus la fonction F(x) de la
formule (5), mais 1'intégrale indéfinie [if(x)dx.

Je ne puis que signaler ce probléme général qui n'a pas été
étudié ; jJe me contente de faire remarquer que 1'intégrale de’ Stieltjés sera
trés insuffisante pour le résoudre. Cette intégrale n'a, en effet, été définie
que dans 1'hypothése ol p(E) est & variation bomée, et 1'on peut fort bien
parler de dérivée par rapport & une fonction p(E) A variation non bomée,

La théorie des fontions sommables fournit ce résultat relatif
au cas ou p(E) est la mesure m(E) : lorsque la dérivée f(P) est sommable, la
fonction primitive de f est 1'une de ses fonctions primitives. Je dis 1'une de
ses fonctions primitives, car on ne sait pas méme encore trés bien comment doit
8tre posé ce probléme général des fonctions primitives pour qu'il soit déter-
miné*,

Laissons donc de cBté ces questions, dont je n'al parlé que pour
montrer combien il reste & faire, et montrons combien il vient d'8&tre fait pour
la recherche de la fonction primitive F(x) de f(x), grace surtout & M. Amaud
Denjoy.

* Voir & ce sujet des notes de M. Fubini et de M. Vitall parues en 1915-1916 dans
les Attl de 1'Académie de Turin et de 1'Académie des Lincei,



- 60 -

Je viens de dire que, lorsque f(x) est sonmable, 1'intégration
fournit F(x) par la formule (5). Supposons que, dans (a,b), £(x) ne cesse d'&tre
sonmable qu'au point c¢. Alors 1'intégration nous fournit F(x) dans (a,c- J,
quelque petit que soit , donc dans tout (a,c) ; elle foumnit aussi F(x) dans
(c+£ ,b), donc dans tout (c,b). Et, en tenant compte de la continuité de.F(x)
au point ¢, nous aurons F(x) dans tout (a,b). Par de telles considérations de
continuité* on voit que, si 1'on comnalt F{x) dans tout intervalle qui ne con- =
tienne aucun point d'un ensemble E ni & son intérieur ni comme extrémités, on
en déduira F(x) 'par une opération que je désignerai par A, dans tout intervalle
contigu & E, c'est-2-dire dans tout intervalle ayant pour extrémités des points )
de E mais ne contenant pas de pplnf:é de E 4 son intérieur.

Supposons maintenant qu'on comnaisse F(x) dans les intervalles
{x,%) contigus & un ensemble E, que la somme E[F(p) - F(X)} soit convergente,
et que f(x) soit sommable sur E*# Alors 11 suffit de se dire que la fonction
primitive doit résulter de la contribution de E et de celle des intervalles
contigus A E, pour 8tre conduit & la formule :

- x
- F(x) - F(a) --{/./Efdx t)il"(;") - F("‘_)J}
. - a ’

les accolades du second membres indiquant qu'on ﬁ'y doit utiliser que les points
compris entre a et x. De cette formile résulte donc la détermination de F(x),
grace A une opération que je désigneral par B.

Les deux résultats précédents marquent le point extréme auquel
j'étais parvenu dans ma"l‘hése, et je dois dire que je ne les al indiqués qu'en
quelque sorte par hasard ; car je ne me doutals nullement de 1'intérét quhllait
leur donner M. Denjoy. i

S'appuyant sur des résultats de M. Baire, M. Denjoy montre que, .
31 £(x) est une fonction dérivée dans (a,b) :

* C'est 1l'introduction de ces conditions de continuité qui différencie trés
considérablement le probléme des fonctions primitives de celui des quadratures.
**+ 11 sonvient de remarquer que.ces hypothéses ne sont pas contradictoires,

méme si E est supposé 8tre 1'ensemble des points de non somabilité de f{x) dans
1'intervalle (a,b) considéré. Pour la détermination des points de non sommabilité
dans (a,b) i1 faut, en effet, tenir compte de tous les points de (a,b), qu'ils
appartiernent & E ou ndn, tandis que la sommabilité sur E est une condition ne
faisant intervenir que les seuls points de E.

REV. META., - T. XXV (n® 2, 1927).
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1° Les points ol f(x) n'est pas sommable forment un ensemble El non dense dans
(a,b) ; une opération O, du type A, fait connaltre F(x) dans les intervalles

1
contigus a E1 H

2° Ensuite, qu'il existe un ensenble E2 formé de points de E, et non dense sur
E.,, dans les intervalles contigus duquel on peut calculer F(x) par une opération
O2 du type B ;

3° Ensuite, qu'il existe un ensemble Es, formé de points de I-I2 et non dense sur
E,, dans les intervalles contigus duguel on peut calculer F(x) par une cpération

OadutypeB;

S'il arrive qu'aprés la suite infinie d'opérations 01.02,... on
n‘ait pas encore trouvé F(x) dans tout (a,b), les points de (a,b) qui ne sont
pas intérieurs 3 des intervalles dans lesquels on a déterminé F{x) forment un
ensemble E et une opération de type A, l'opération O, fourmit F dans les inter-
valles contigus & E_ . On considére ensuite, s'il est nécessaire, des opérations
Ow_._l,O INCTERE du type B, puis» e opération 02wd“ type A, 'puis des opérations
du type B, etc.

Et M. Denjoy, utilisant des raisonnements maintenant classiques
de Cantor et Bendixson, prouve que ce procédé nous fera finalement connaitre
F(x) dans tout (a,b) aprés un nombre fini ou une infinité dénombrable d'opérations

Ce procédé opératoire, certes compliqué, mals tout aussi naturel,
dans son principe, que ceux antérieurerent envisagés, a été appelé par M. Denjoy :
la totalisation.

La totalisation résoud entiérement le probléme de la recherche de
la fonction primitive F(x) d'une fonction donnée f(x) ; elle permet mdéme aussi de
déterminer F(x) comnaissant seulement un nombre dérivé de F(x) et non plus sa
dérivée. Je ne m'arréte pas sur ces beaux résultats ; le fait le plus important
pour nous c'est que la totalisation, par un long détour, nous foumit une exten-—
sion nouvelle de la notion d'intégrale définie. Toutes les fois, en effet, que
la totalisation s'appliquera & une fonction f{x) et lui fera correspondre une
fonction F(x), nous pourrons convenir d'attacher & £{x) une intégrale grice aux
formules (5) et (Sbis).



Messieurs, je m'arréte et je vous remercie de votre courtolse

attention ; mais il faut un mot de conclusion. Ce sera, si vous le voulez bien,

qu'une généralisation faite non pour le vain plaisir de généraliser, mails pour
résoudre des problémes antérieurement posés, est toujours une généralisation

fézonde. Les divers emplois qu'ont déJja recus les notions que nous venons d'exa-
miner le prouveraient surabondamment. ’

iiI
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H. Lebesgue
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Né & la rentrée 1980, le C, A, M. l., au seuil de sa deuxidme
année, se porte bien,

Enfant |égitime de I'IREM et de 1a Régionale de 1'APMEP
d'Aix~Marseille, i1 a été adopté par 69 personnes &du cours de |tannée
scolaire 19680-81,

A la rentrée léel, ce sont 8B personnes qui ont fixé leur
choix parmi les modules suivants, organisés en 81-82 :

~ Modules 1 et 1bls : Programmation
= Module 2 : Rdle des Algorithmes dans I'Enselgnement des Mathématiques

= Module 5 et 6 : . Etude de Problémes issus des Mathématiques ou dlautres
disciplines, menant & des questions d'Alg¢bre linéaire

« Analyse .de données numériques, Analyse de données
multidimensionnelles

- Module 7 : Approximation des Fonctions
~ Modules 8 et 9 : , Approximation des nombres réels

* . Arithmétique et Théorie des Nombres
= Module 11 : Réflexion sur La Logique Mathématique

Le Mercredl 21 Octobre 1981, dans les locaux de I'I.R. E. M,
le C.A.M, i, 80-81 a été remis & 13 professeurs ¢ '~

4 ont obtenu la mention Bien

9 ont obtenu la mention Assez Blen,
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On trouvera ci-dessous quelques références de publications

concernant llenseignement des mathématiques en classe de seconde,

# Publications de I'IREM d'Aix~Marsellle

- Bulletin Information Mathématique
° 11 Problémes de programmation linéaire {(G. Thomas)

° 15 Initiation 3 la programmation sur HP 25 (A, Laurent)

- Brochure WANALYSE 1%, Prix: 10 F,
~ Publications du groupe de recherche sur llenselgnement de la

Géométrie ¢+ Prix du fascleule : 4 F,

#* Bulletin Inter-IREM
= Un exemplaire du numéro spécial de juin 1981 intitulé "Thémes pour la
classe de seconde" a été adressé, par les soins de I'IREM, & tous les
lycées de |'Académie afin dlétre consulté au C,D,l, de |1établissement,

Des exemplaires sont encore disponibles & 11IREM,
- n® 20 : ENSEIGNEMENT DE L'ANALYSE a paraltre prochalnement,

* Brochdre inter-IREM "Thémes pour la classe de seconde”
a parafire (prix 30 F)

* Publications dlautres IREM

- IREM de Limoges : Quelques idées sur le nouveau programme de

Mai 1981 - mathématiques en seconde )
{Thémes dlactivités, Compte~rendu dlexpérimentation)

IREM de CLERMONT-FERRAND : Mise A itessal des nouveaux
2¢ irimestre. programines de seconde
1980-81 {Rapports dlexpériences)
IREM de BORDEAUX : Activités géométriques en classe de Seconde
1981
IREM de LYON : Premier pas vers llespace
Juin 1981 {équipe second cycle)

- IREM de BESANCON : Géométrie en classe de Seconde
Septembre 1981 (Appllcations du plan dans le plan, angles et fonctions

trigonométriques, rotations planes)

Analyse en classe de seconde (études de fonctions)
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