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L'université d'Aix-Marseille ] organise 3 partir
de 1'année scolaire 1980-1981 un certificat
d'Université, intitulé :

CERTIFICAT D'APPROFONDISSEMENT
‘EN MATHEMATIQUES
ET INFORMATIQUE

qui s'adresse particuliérement aux enseignants

de Mathématiques des Lycées et Colldges,

1} Ce certificat est créé A I'initiative conjointe de 1'Université
d'Alx~-Marseille 1l, (I,R.E.M, et Département de Mathématiques et Informatique),
et de la Régionale de I'A,P,M,E,.P, Il est géré par des membres de |'Université
et de 'A.P. M, et n'entretient aucun lien de caractdre administratif avec les

organlsmes de tutelle du ministire de {tEducation.

2) Ce certificat s'insére dans une perspective de formation
permanente lide A une conception de llenseignement des mathématiques qui

s'appuie sur les axes suivants :

- prendre en compte I'évolution des sciences mathématiques et de leurs inter-
ventions dans d'autres secteurs : statistique, informatique, sciences physiques,
biologiques, économiques, sociales,.. ;

- centrer llenseignement sur {'étude conjointe des concepts et de quelques
grands probidmes mathématiques jouant un rdle central dans le secteun
considéré ; en effet ces probidmes sont te terrain privilégié de mise 3
I'épreuve des outils théoriques élaborés, et fournissent en retour des pro-

biématiques pour I'approfondissement des concepts H

- favoriser llactivité mathématique personnelle et collective des éldves.

3) Ce certificat se propose d'apporter une contribution 3 la
formation continue, & la fois au plan du développement des connaissances et
de la pratique mathématique, et au plan d'une réflexion sur I'investissement
de ces connalissances dans la pratique enseignante,
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4) Le fonctionnement de ce certificat s'appuie sur les principes
esquissés ci-dessus : étude conjointe de problémes et de concepts par le
biais d'activités mathématiques destinées & tous les participants. En parti-
qulier; il ne sera pas organisé selon le schéma : cours sulvis d'exercices
d'applications ; les phases de synthése seront subordonnées & I'approfondis-

sement des grands probldmes étudiés,

5) Ce certificat sera organisé sous la forme d'un ensemble de
moduies de niveaux et de durées varlables, dont le contenu pourra différer
selon les années, Comme il s'agit d'apporter une contribution a la formation
de l'ensemble des enseignants de I'Académie, tous ces modules feront |'objet
de documents écrits qui seront distribués 3 toutes les personnes Inscrites au
Certificat ; on remarguera qu'il est possible de stinscrire chaque année pour
bénéficier de ce service, indépendamment du nombre de modules suivis,

Bien évidemment la participation au Certificat n'implique pas
nécessairement le désir diobtenir fe dipléme sanctionnant les études. Pour
ceux qui souhaitent obtenir ce dipiéme 11 leur sera demandé de rédiger un
travail qu'ils présenteront devant un jury ; ces travaux supposeront ia par-
ticipation & un ou plusieurs modules, le total équivalant 3 quinze ou vingt
séances.

6) Conditions d'inscription :

Les fiches d'inscription peuvent élre obtenues dés maintenant

en s'adressant 3 1'l.R,E. M,

Le dossier complet dlinscription sera déposé 3 la rentrée 1980
au service scolarité A la Faculté des Sciences de Luminy, une apreés-midi
sera réservée A cet effet (dont la date sera préclsée uitérieurement),

4

- Pieces a fournir :

1. Pour la lére inscription I'original du bac ou du titre admis en

équivalence + photocopie.
Si vous avez déji été inscrit dans une Université, veuillez demander

le transfert de votre dossier.
2. Titre de paiement A {'ordre de i{'Agent Comptable de 'Université ¢'Alx-
Marseiile U, (de l'ordre de 27 F.).

3. Fiche individueile d!état civil,
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4, Carte d'immatriculation & la Sécurité Sociale,
S. Deux photos d'identité (format 4 x4) avec le nhom au dos,

6. 2 enveloppes timbrées A votre adresse (autocollantes).

7. photocopie d'un bulletin de salaire,

7) On trouvera pages suivantes une présentation des modules

possibles (d'autres sujets sont envisageables pour les années & venir),

Les contenus de ces modules seront précisés par I'ensemble

des participants,

C a»tains des textes de présentation des modules comportent
des {istes tras larges de thdmes, dont l'étude pourra s'étaler sur piusieurs
années, Les références aux niveaux indiqués {ler cycle, 2e cycle,...etc.)

‘signifient que la majorité des.exemples choisis dans les activités proposées

seront en relation avec l'enseignement des mathématiques 3 ces niveaux ; bien
entendu ceci n'exclut pas que par exemple un enseignant en ler cycle s'in-

téresse A un module prévu pour le 2e cycie et réciprogquement,

En ce qui concerne les prérequis, ia mention 'connaissances

éiémentaires! se référe au niveau d'une classe de terminale scientifique,

Modules prévus pour I;annéeA scolaire 1980-1981,

1
2
3
4
s

6
7
8

©

- Prog;—amma\ion.

- Réle des algorithmes dans l'enseignement des mathématiques.

- RSle des problémes numért;:ues dans !'enseignement des mathématiques,

- Interventions des transformations en géoméirie,

- Etude de probleémes Issus des mathématiques ou d'autres disciplines, menant
3 des questions d'algébre linéaire,

- Analyse de données numériques, analyse de données multidimensionnelles,

- Représentations des forctions,

- Représentalions des nombres réels,

- Arithmétique et théorie des nombres, .

10 - Problédmes de constructions géométriques,

1 - Réflexion sur la logique mathématique.

Module prévu pour llannée scolaire 1981-1982,

12 - Etude de problémes Issus des mathémaliques ou d'autres disciplines

menant & des questions de calcul difiérentiel et Intégral.

Pour tous renseignements, priére de s'adresser au représentant de
AP .M, E.P, de I'établissement, ou directement & :

IM.R.E.M, d'AIX-MARSEILLE
70, route Léon Lachamp, Case 901, 13288 MARSEILLE CEDEX 2
Tél. (91) 41,39,40 :



MODULE 1 PROGRAMMATION

Ce module s'adresse 3 tous les enseignants en mathématiques
des Lycées et Collges.

Il a pour but d'expliquer les principes de fonctionnement
‘d'un ordinateur et d'apprendre un langage de programmation évolué.
Les premi2res séances seront consacrées a l'appremissage‘ du langage
Basic et donneront lieu & des travaux pratiques sur |'ordinateur,
Les séances suivantes seront consacrées aux traltements sur machine
de certains algori?hmes abordés dans les autres modules.

Organisation et prérequis :

Ce module s'étend sur toute I'année scolaire 3 raison de 2 séances
mensuelles pendant les 4 premiers mois et quelques autres séances
A répartir sur les mois restants, '

Ce module ne nécessite aucun prérequls,
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MODULE 2 ROLE DES ALGORITHMES DANS L'ENSEIGNEMENT
DES MATHEMATIQUES

Les algorithmes jouent aujourd'hul un rdle de premier plan
dans la plupar! des secteurs scientifiques : analyse numérique, langages de
programmation, organisation de données, traitement de données numériques,
codages et traduction, anal yse des langues natureiles, analyse de séries
statistiques, simulation de sysiémes dynamiques dans un contexte déterministe ou

aléatoire, automation des processus i ndustriels,

D'autre part, la construction, ia mise en oeuvre et l'anaiyse
d2 la pertinence d'algorithmes sont inséparables de |'approfondissement des
concepts mathématiques,

L ‘objectif de ce module est d'analyser quel peut &tre le rdle
des algorithmes dans I'enseignement des mathématiques. Parmi les différents

thémes esquissés cl-dessus, ont €1€ retenus-pour l'année 1960-81 les suivants .

a) - Syntaxe et Sémantique des expressions mathématiques : représentation,
interprétation, manipulations symboliques et algébriques. Application
et exemples : évaluation d'expressions numériques, quelques algorithmes

fon-numériques en algébre et en analyse,

b) - Réle des algorithmes t.zn analyse numérique {recherche de solutions appro-
chées des équations numériques, méthodes d'approximation des fonctions).
y‘usage des calculatrices enrichira le champ expérimental des activités ;
en retour, ces activités permettront d'analyser la pertinence des divers *
instruments de calculs,

¢) - R3'e des algorithmes en arithmétique {numération, divisibilité, congruences,
primalité, codages,...). :

Organisation : une séance tous les 15 jours & partir de janvier.

Il peut y avoir avantage 3 avoir sulvi le MODULE 1, afin de programmer cer-
tains algorithmes sur miniordinateur,

Prérequls : Savoir u:mse; une calculatrice de poche,
l_e sous-module a) s'adresse 3 |'ensemble des enseignants du secondaire.

Pour les sous-modules b) et_'c) deux niveaux sont préwvus : premier cycle
et seconde d'une part, 1&re et terminale diautre part.

Le thdme du sous-module b) est 11& & celui du MCBULE 3, et présente sur
les mémes sujets unéclalrage complémentaire, -
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MODULE 3 ROLE DES PROBLEMES NUMERIQUES DANS

L'ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES

Les probldmes numériques ont joué historiquement un rdle
central dans la construction des concepts de i'analyse, A notre époque,
I intérét pour ces problémes est redoublié par Itextension du champ d'inter-
vention des mathématiques et par les possibilités accrues de moyens de
calcul {calculatrices, micro-ordinateurs, ordinateurs,...). Dans i'ensei-
gnement des mathématiques, ils permettent de combiner i'approfondissement
théorique et |'approfondissement expérimental . En particulier 'emploi
judicieux des calculatrices de poches permet d'enrichir le champ expéri-
mental des activités {(extension du champ des nombres utilisés, des exemples
et contre-exemples, obtention de conjectures) ; inversement la mise en
ceuvre de résultats théoriques permet de contrdler les algorithmes de calcul -
employés, de comparer leur efficacité, de découvrir des algorithmes plus L

performants et d'analyser la pertinence des moyens de calcul utilisés,

Les problémes numériques fournissent ainsi des thémes d'ac-
tivité sucitant 'intérét d'un grand nombre d'éidves, gréce 3 une mise en va-
le:r de llefficacité comparée de divers processus dlapproximation,

Thémes d'activités retenus pour 1980-81 ;

- Résolution des équations numériques,
- Recherche de valeurs approchées de fonctions ; cas des fonctions

trigonométriques, exponentielles et logarithmes,

Autres thémes envisagés ultérieurement :

- Interpolation et différences finies.

~ Calcul de valeurs approchées des | ntégrales.

~ eeseessess

Une perspective historigue sera prise en compte pour ces différents thémes,

L'aspect intersectoriel et interdisciplinaire sera mis en valeur,

Crganisation : - Tous les 15 jours pendant le premier semestre (le mercred;
- aprés-midi).

- Deux niveaux sont prévus : premier cycle et seconde d-une

part, lére et terminale d'autre part.

Prérequis : - Savolr utiliser une calculatrice de poche.



MODULE 4 INTERVENTION DES TRANSFORMATIONS EN GEOMETRIE

Au cours de la derniére décennie l'enseignement de [a
géoméirie s'est investi trop exclusivement dans les concepts de llalgébre
lindaire, sans prise réelle sur ['étude des configurations qui sont pour-

tant au coeur des problématiques de la géométrie.

il ne convient pas pour autant de revenir a une étude
statique de's “figures!, 1l s'agit de montrer, essentiellement sur des
exemples concernant le. 2e cycl e des lycées, comment l'outil des transforb-
mations peut s'investir en géométrie pour |'étude de probiémes liés aux

configurations,

L'objectif de ce module est donc d'éiudier‘, A partir de thémes
variés d'activités géométriques, les interventions des transformations en
géométrie,. les modalités de ces interventions, et les méthodes qu'elles
fournissent pour !'attaque de grands problémes : probiémes d'incidences,
recherche de lieux géométriques, problémes de constructions de configu;-
rations, recherche d'invariants, recherche de configurations astreintes

A des conditions extrémales de mesure.
QOrganisation : ce module s'étend sur un semestre & raison d'une séance
de trols heures, deux fois par mois, |e mercredi apris-midi.

Prérequis : Cornaissances élémentaires dlalgdbre linéaire et de géométrie
affine ot euclidienne,
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MODULE 5 ETUDE DE PROBLEMES ISSUS DES MATHEMATIQUES OU
D'AUTRES DISCIPLINES, MENANT A DES QUESTIONS
D'ALGEBRE LINEAIRE

Le théme traité est celul de la_dynamique des populations

{végéiales, animales et humaines), Les modiles mathématiques utilisés

relévent :

- de ia théorie des équations différentieiles : on considérera 3 ce propos

les problémes du passage du discret au continu, de la formation des

équations, de leur étude qualitative et quantitative, de leur résolution ;

- de I'algdbre lindaire, et plus particulidrement de Ia théorie des valeurs

propres el des vecteurs propres d'un endomorphisme..

Toutes ces questions sont étudiées A propos d'un probiéme

d'origine extra-mathématique, |a dynamlqde des populations,

L es phénoménes étudiés seront abordés par le bials d'une
simulation numérique avant d'étre élucidés par une construction théorique,
qui en retour met en évidence des facleurs que la simple observation numé-

rique ne permet pas toujours de déceler.

Organisation et prérequis :

6 séances, 2 raison d'une séance tous les 15 jours,

Ce module est prévu pour le niveau second cycle ; les questions abordées

se situent dans le prolongement des enseignements dfanalyse et dlalgdbre,
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MODULE 6 ANALYSE DE DONNEES NUMERIQUES, ANALYSE DE DONNEES
MUL TIDIMENSIONNELLES

a) Dans un premier temps on rappellera les résuitats les plus
simples concernant l'analyse de données en dimensions 1 et 2, notamment :

corrélation, régressions, séries chronologiques,

. b) Dans un second temps, on abordera le probléme de l‘analyée

des données multidimensionnelles, selon le plan suivant :

- Présentation des résultats de quelques analyses factorielles : Analyse en
composantes principales (ACP), analyse factorielle des correspondances
"(AFC). Aprés la description des donées et 1'énoncé des régles les plus
simples d'aide 3 Dinterprétation, il peut &tre intéressant d'examiner des
sorties d'ordinateur. Cet examen devra faire naitre des questioa"ns sur les

techniques mathématiques sous-jacentes,

- Exposé de la technique de I'ACP. Cette méthode que la représentation géo-
métrique rend facile 3 assimiler est sans doute la technique la plus fonda-
mentale de I'analyse factorielle. Les notions dlalgébre linédaire nécessaires
& son exposé ne dépassent pas le niveau de la diagonalisation d'une matrice

réelle carrée symétrique {question abordée dans le module 5}.

- Cas particulier de 'AFC. Cette méthode largement développée et divulguée
par le laboratoire de 1'"1SUP sous la direction de J,P, Benzécri depuis 1065
environ est trés utilisée en France, Au point de vue mathématique, il est
courant de la présenter comme un cas particulier d'ACP sur tableau de
contingence {(croisant 2 caractéres quali tatifs, par exemple) pour une
métrique particulidre : la métrique du xz. Un des avantages de cette
méthode est de permettre une interprétation de la proximité entre les objets~
lignes et les objets-colonnes du tableau 3 analyser : clest |la propriété

dite pseudo-barycentrique,

QOrgagnisation : 2 séances pour la partie a)

6 séances pour la partie b)

Prérequls : Connaissances élémentaires en probabilités et statistiques
et en algébre lindaire,

{le mercredi apra2s-midi)



MODULE 7 REPRESENTATIONS DES FONCTIONS

La notion de fonction joue un réle central en analyse.
Les fonctions les plus simples s'expriment 3 !'aide de formules algébriques
{polyndme, fractions rationnelles), mais bien entendu ce ne sont pas les
seules fonctions que l'on est amené & étudier en anaiyse. De nouvelles
fonctions stintroduisent donc de di fiérentes maniéres (par exemple comme
limites).

Zn outre pour une fonction donnée on peut étre amené a re-
chercher d'autres types de représentations, adaptées & un probléme que
I'‘on veut résoudre, (Par exempie il est intéressant de savoir que T=
peut s'écrire pour certaines valeurs de x comme somme de la série
T+ x+ x2+ cee +xn+ ces)e

Dans ce module on se propose donc d'étudier quelque peu les
représentations des fonctions, en llaison avec des grands probiémes de
I'analyse. A ce propos on sera amené 3 travailler sur les concepts et outils
fondamentaux de l'analyse (lirr{ites, continuité, uniformité, dérivées, Intégrales),

Thdmes parmi lesquels seront choisies les activités

Evolution de 1a notion de fonction, des outils et des problémes fonda-

mentaux de i'analyse.

2. La formule de Taylor : Un axemple de représentation intégrale. L'Iin-
tégration par parties.

3. Le probléme du développement de (1 + xf*. La convergence uniforme. i
Séries entidres et résolution d'équations fonctlonnelles. Fonctions

transcendantes éiémentaires.
4, Eléments sur les séries de Fourier,
5, Approximation uniforme, L.e théoréme de Weierstrass,

6. Interpolation. Polyndmes de L.agrange, Liens avec l'algébre linéalre.
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7. Quelques probiémes qui se posent (non résolus dans ce module),

Tous les points seront abordés & 1'aide de documents

historiques et scientifiques et seront traités sous forme d'activités,

Organisation : - tous les 5 jours pendant un semestre {(mercredi

aprés-midil.

Préreguis :' Ce module constitue une premi2re approche des thémes

précédents et ne nécessite que des connalssances élémentaires

d'analyse et d'algébre linéaire.
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MODULE 8 REPRESENTATIONS DES NOMBRES REELS

L_a maitrise des interventi ons des nombres réels dans des
problémes variés, passe nécessairement par 1'étude des procédés de
construction de nombres, et de leurs divers modes de représentations et
d'approximations @ limites de sultes, sommes de séries, Intégrales.

Pour ces probiémes, il ne suffit pas de connaltre les .
propriétés fondamentales du corps des nombres réels, ou les méthodes
thédoriques de construction de ce corps A partir de celul des nombres
rationnels.

L es problgmes sulvants seront envisagés :

- représentation décimalé des nombres réels. Que peut-on
dire de ia période d'un nombre rationnel ? Que peut-on dire de la suite des

chiffres de /2! ou "e'" ou ''ny' 2

- approximation d'un nombre réel par les nombres rationnels,
Existence de nombres transcendants, Meilleures approximations. Développement

en fraction continue : cas des irrationnels quadratiques,

- autres représentations sous forme de série ou d'intégrale.
Comment prouver qu'un nombre réel donné n'est pas rationnel ou n'est pas

aligébrigque ?

Organisation : 6 séances, le Mercredi ou éventueilement le Mardi aprads-
midi si cela s'avére plus pratique.

Préreguis : savoir ce que sont une suite ou une série convergentes.
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MODULE 8§ ARITHMETIQUE ET THEORIE DES NOMBRES

Compte tenu de la diversité des problémes et méthodes en
théorie des nombres, ce module s'organisera nécessairement autour de

thémes ne présentant qu'un aspect particull er de cette discipline.

L'un de ces thdmes sera par exemple |'étude de quelques’
problémes diophantiens : équation de Pell-Fermat, représentation d'un
nombre comme scmme de deux carrés et plus généralement comme valeur
d'une forme quadratiqueé en deux variables, éventueliement représentation

comme somme de quatre carrés,

Certains de ces points seront abordés & l'aide de documents

historiques, notamment les '"Recherches arithmétiques' de Gauss.

Organisation : 5 ou 6 séances, le Mercredi ou éventueliement le Mardi
aprés-midi si cela s'avére plus pratique.

Prérequls : Ce module constitue une premidre approche et ne nécessite
aucune connalssance particuliére préalable,
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MODULE 10 PROBLEMES DE CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES

1l ne s'agit pas de renouer avec une tradition ancienne vouée
au mythe de la régle et ducompas . Les activités géométriques lid¢es aux
problémes de constructions jouent un rdle essentiel : elles intégrent A la fois
des aclivités manipulatoires et des activités théoriques le plus souvent
intersectorielles. A cbié des constructions simples, certaines .constructions
plus complexes peuvent utiliser des propriétéds de conﬂguranons'connues
itoutil des transformations, 1'outil algébriquu ; enfin il n'y apas lleu
dl'ignorer les conistructions descriptives permettant de reconstruire un

modéle, ou d'élaborer un "patron',

L'objectif de ce module est d'étudier ces différents types
de constructions,

Oraanisation : 6 séances hebdomadaires le mercredi aprés-midi pour chaque

niveau,

Prérequis : ~ deux niveaux d"aclivhés sont prévus :

. 'un s'adressant aux enseignants de collége,

. ltautre aux enseignants du 2e cycle des lycées.
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MODULE 11 REFLEXION SUR LA LOGIQUE MATHEMATIQUE

Exposés, réfiexion et discussion autour de
"Axiomatique et logique' de Marcel Guillaume,

- LLa méthode axiomatique au 19e sidcle.

- Les progrés vers la formalisation et la compréhension de son rdle,

jusqu'd la fin du 19e sidcle.
- La logique mathématique au 19e sidcle.

- Grandes idées du 20e siacle,

Organisation et prérequis :

6 séances environ, 3 raison d'une séance tous les 15 jours,
le Mercredi ou évgntuellement le Mardl aprés-midi sl cela s'avére plus
plus pratique,

Ce moduie est prévu au niveau du second cycle.
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MOOULE 12 : ETUDE DE PROBLEMES ISSUS DES MATHEMATIQUES OU
DIAUTRES DISCIPLINES MENANT A DES QUESTIONS DE
CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL .

Il slagit icl de développer des activités intersectorielies ou
interdisciplinaires , dont llobjectif pour llenseignement est triple ¢

- Stimuler [tintér8t de 1'é12ve pour une question purement mathématique
et en retour mettre en évidence Ilefflcacité des résultats mathématiques
obtenus pour la résolution de problémes posés ailleurs , -

- Alder i'él3ve & organiser une synthise de ses connalssances et 3
rélnvestir ses connalssances dans des domaines variés , :

- Alder l1éléve & analyser le fonctlonnement du systéme de production
des connaissances scientifiques . )

L.es thédmes suivants sont envisagés :

- Approximation locale dtun phénomeéne ; calculs dlerreurs ; mise en
équation de systémes dynamiques continus Issus des sciences physiques,
biologiques et économiques .

- Recherche de maximums et de minimums & partir de problémes
dloptimisation de valeurs diune fonction numérique (colt, énergle,
grandeurs géométriques ...} ou dloptimisation de fonctions (géodésiques,
chemins optiques, Intégrales d'énergie,...) .

- Mesure des grandeurs géométriques, physiques et probabliistes o .

- Comportement asymptoiique de phénoménes discrets (arlthmétique, .
géoméirie, probabilités, systémes dynamiques) .

- Comportement de. sytémes dynamiques continus : problémes diévolution 3
problémes aux limites ; problemes de contrdle et de commande ,

Laplupart de ces thémes seront illustrés par des exemples faisant ('objet
d'un traitement numérique, sur calculatrice ou sur ordinateur.
Organlsation ¢ 1 sédance tous les 15 jours pendant 1 semestre , Ne
sera organisé qu'a partir de la rentré'e 1981,
Ce module est prévu pour le niveau second cycle «

Prérequls : connaissances élémentaires de calcul différentiel et intégral .
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EN DIRECT

DU SERVICE
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* *

DERNIERES PUBLICATIONS DE L', R,E.M, D'AIX-MARSEILLE

* Note sur une recherche en didactique des mathématiques.
(Y. CHEVALLARD) - Mai* 1977

% Rapport sur la recherche en |.R.E. M, - L'entrée dans la vie ?
{Y. CHEVALLLARD) - septembre 1977

# Bulletin "information Mathématique® n® 10 - décembre 1977,
* Bulletln "Information Mathématique! n® 11 ~ mai 1978,

w Calcul des Probabilités et Arithmétique (Indépendance et multiplicativité
restreinte) - octobre 1978 - Monographie de ['|REM d'Aix-Marseilie ~
32 pages - Prix ; LF 50

w Bulletin "information Mathématique' n® 12 - Novembre 1978,

% Analyse | - décembre 1978, - Moncgraphie de l.‘lREM d'Aix-Marselile -
174 pages - Prix 8 F,

w Essai sur la Géométrie (J. MARION) -~ septembre 1979,

* Bulletin "information Mathématique' n® 13 - octebre 1979,

Le lecteur trouvera dans les pages suivantes une présen-
tation détailiée des deux monographies, les titres des derniers bulletins
INTER IREM ainsi qu'un bulletin de commande & nous adresser.

N'!hésitez pas & nous falre part de vos critiques comme de
vOB suggestions concernant les publications de l'l.R.E.M. ; nous rappelons

que {a rubrique "Tribune libre" de ce bulletin est & votre disposition,



- 22 -

calcul des probabilités et arithmeétique

INDEPENDANCE ET MULTIPLICATIVITE RESTREINTE.

{Groupe de Recherche sur {tEnseignement du Calcul des Probabilités
de 1'l, R, E. M, d'Aix-Marseille) :

-

32 pages - PRIX : 2,50 F,

Dans cette brochure, on utilise les propriétés les plus élémentaires

d'indépendance d'évenements et de variables aléatoires pour démontrer

certaines propriétés algébriques des fonctions d'entiers.

Les démonstrations probabilistes qui sont présentées devraient éclalrer
d'un jour nouveau le comportement des entiers vis 3 vis de la division
euclidienne et la nature de certaines propriétés telles la multiplicativité
restreinte, qui est étudiée en détails pour [lindicateur d'Euler, et la
somme des pulssances des diviseurs d'un nombre,

Cette interaction entre deux secteurs des mathématiques apparemment
éloignés est présentée A un niveau élémentaire évitant ainsi au lecteur
d'zvoir & consuiter de nombreux ouvrages qu'il est parfois difficiie de

se procurer el souvent difficile de lire,

Enfin ce document non seulement atteste I'efficacité des propriétés
d'indépendance mais permet aussi d'illustrer Itintérét de choisir tel ou tel
espace probabilisé suivant la nature du probléme et des propriétés que
1'on veut démontrer détruisant ainsl le mythe de ltunivers & qul i'on falt

jouer trop souvent un réle central, injustifié et néfaste.
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analyse 1

{Growe de Recherche sur I'Enseignement de I'Analyse
de ', R, E. M, d'Aix-Marselile}

.

174 pages - PRIX : 8 F, -

En Septembre 1975, un groupe de recherche sur l'enseignemer.\t de
I'analyse s'est constitué 3 I'l. R.E, M, de Marsellle, réunissant des enseignants
du second degré et du supérieur. Il slest dtabord fixé pour tiche de dégager

quelques grandes orientations pour !'enseignement de l'Analyse, en tenant comptle :

- des indices fournis par 11état actue! de cet enseignement,

~ diune étude scientifique, et épistémologfque des conceptls fondamentaux de
1'analyse.

- du rdle joué par ces concepts dans une formatlon scientifique,

Ces orientations sont regroupées non autour de concepts théoriques,
mais A partir des quelques grands problémes de l'analyse qu'il nous a paru utlle
d'étudier dans I'enseignement secondaire. Cela ne signifie en aucun cas un
abandon de l'approfondissement théorique des concepts de 1'analyse, bign au
contraire. L.es études historiques et épistémologiques, aussi bien que les
réfiexlons d'ordre didactique et génétique nous ont montré que c'est 3 travers -
teur fonctionnement dans la résolution de problémes que ces concepts peuvent
étre progressivement approfondis. Les problémes ont été choisis en fonction *~
de cet objectif, de l'intérét qu'ils peuvent susciter chez les éléves, de leur
importance pour la construction d'une culture scientifique, et des intercon-
nexions qu'lls présentent avec (‘. utres secteurs des mathématiques, de |'in-

formatique scientifique, des sciences physiques et technologiques..,.

Pour illustrer ces grandes orientations, de nombreux documents
ont été produits, des expérimentations s'inspirant de ces documents ont é1é

réalisées ou sont en cours de réalisation et feront l'objet d'autres. documents,

Des travaux analogues, abordant des aspects complémentaires, ont
é1é engagés par d'autres |. R.E.M. Un groupe national inter-l.R.E. M, permel
des échanges structurés entre ces grouwpes,
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PLAN DE LA BROCHURE

1 OBJECTIFS ET METHODES DE TRAVAIL

V-

Etude sommaire de [1état actuel de l'enseignement de l'analyse
Objectifs et méthodes de travall du groupe

Les problémes de {'analyse

Calculstrices de poche et enseignement des mathématiques

SUITES : UNE PREMIERE APPROCHE

Introduction

Activités mathématiques élément aires sur les suites de nombres
Eltude de suites qui convergent vers 0

Etude de suites convergeant vers une limite finie '
Etude des suites divergentes

Annexe

Approximation de /2

Notice bibliographique, historlque et épistémologique

CALCLIL DE VALEURS APPROCHEES D!INTEGRALES

Introduction

Quelqués méthodes d'approximation
Malnration des erreurs

Quelques arplications numériques

Notice bibliographique, historique et épistémologique

RESOLUTION DE L '‘EQUATION f{x) = x PAR APPROXIMATIO!
SUCCESSIVES

Introduction

Etude de l'existence et unicite d'une solution et de sa stabilité
Etude de la rapidité de convergence

Accélérations de convergence

Annexes .

Notice biblio'graphiqua, historique et épistémologique

BIBLIOGRAPHIE



- 26 -

Bulletin

. inter.I.R.E.M.

N® 15 SPECIAL AUDIO-VISUEL
56 pages - PRIX : 6 F.

N® 16 SPECIAL COPIRELEM
{Commission Permanente des IREM sur |'Enselgnement Elémentalre)

47 pages ~ PRIX : 7 F.

N®* 17 LESI.R.E.M. : MISSIONS ET ACTIVITES
56 pages - PRIX : 7 F.

N® 18 HISTOIRE DES MATH=EMATIQUES ET EP| STEMOLOGIE
66 pages - PRIX : 7 F,
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: ' OBJETS GEOMETRIQUES
EN CLASSE DE CINQUIEME

* *
*

Gilles THOMAS .

Le présent article prend place dans le prognmmo actuel
do la classe de clnqul&m., plus particulldrement dans la partie IV intitulée
"OBSERVATION D'OBJETS GEOMETRIQUES ET PHYSIQUES", paragrsphe 3
(observation d'objets tels que cubes, prismes drolts, eic..., Plan tangent
on un peointl.

Que signifie "observer" en classe de cinquidme 7 Le Petit
Larousse [Hustré 1980 préci se : "observer : considérer avec atientlon, étudier®,

La iectun des objectifs et instructions accompagnant le
programme de cinquidme permet d'imaginer ce qus les autours de ce programme
entendent ~ peut-3tre - par "observation d'objeis"; on peut en effet relever
les notions suivantes : .

- -, ., décrire un objet mathématique..."
- ", .. observation que I'éldve communiqus par le dessin, le langage écrit. .. ¥
- ", .. connalssance des objets mathématiques usuels,.. observation... voca~
bulaire précls... mesures.,. calcuis..,”

Quant A 1"™é1've moyen™, 11 est écrit qu'll devra "connalire
e vocabulaire de la géoméirie de l'espace, la pratique des formules 3 alres,
volunes usuelis®”,

Enfin, on parie beaucouwp diacquisition de "savoir-faire”,



A propos de ce chapitre IV, il est possible effectivement
de faire acquérir aux éléves de la classe de cinguiéme de nombreux “"savoir-
faire', a condition de ne pas se contenter seulement de '"considérer avec

atltention" quelques objets présentés comme en un musée,

| - QUELQUES SAVOIR-FAIRE

On pense en premier lieu au SAVOIR-OBSERVER, mais il
n'y a pas de bon SAVOIR-OBSERVER s'il n'y a pas de SAVOIR-DECRIRE.,
Les actuels manuels de cinquiéme nt'insistent pas assez sur ce dernier savoir-

faire.

Pour acquérir un bon Savoir-observer n'est-i} pas aussi
nécessalre de SAVOIR-REPRODUIRE, de SAVOIR-CONSTRUIRE, et de
SAVOIR-DESSINER ? '

Enfin, la pratique des formules doit con&ui re naturellement
au SAVOIR-CALCULER,

La technique des Travaux Pratiques se préte gssez bien 3
I'acquisition de ces savoir-faire. Les quelques textes de Travaux Pratiques
qui suivent, effectivements réalisés en classe de cingquiéme, peuvent donner
une ldée de ce qui peut &tre fait pour permettre aux éléves dtacquérir ces

savoir-faire,

Il - PRESENTATION DES TRAVAUX PRATIQUES

Le texte d'un T.P, étant di stribué aux él&ves, le travail
doit &tre effectué pour la semaine suivante, Ce travail est réalisé 3 la
maison mais le professeur intervient tout au long de la semaine pour aider
chaque éléve A progresser dans la construction, le dessin, la rédaction, les

calculs,

Chaque texte de T,P. comprend quatre parties :

1) Réalisation de la construction.

2) Dessins. * Voir page 33.
3) Description de I'objet,

4) Calculs.
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A la fin de ta semaine, 1'éldve remet :

- sa conslruction réalisée en carton ;

- une feuille traitant les trois autres parties.

1l peut uiiliser, en le précisant, les documents qu'll &
3 sa disposition : livre de mathématiques, dictionnalre, encyclopédie, "aide
parentale", etc, mais tout ceci est sous le contrdle du professeur, Ce travall
n'est donc pas fait entidrement hors des trois heures de cours de mathéma-
. tiques mais prend quelques minutes & chague cours dans le coun;-ant de la
semaine ol se réalise le T,P,

1t - ANALYSE DU TEXTE

Examinons chacune des quatre parties du texte qul accom-
pagne le patron des T.P, proposés, en dégageant les différents savoir-faire

mis en évidence ;'

1) Bewmroduire le patrom sur le carton aprds avoir modifié les dimensions,

ddecuner, plier, coller,

- SAVOIR-CALCULER : il s'agit de changements d'échelle assez simples.

- SAVOIR-REPRODUIRE : des difficullés géométriques pour ia reproduction
spparaissent dés le T.P. n® 3. Un travall de réflexion et de recherche
est nécessaire,

- SAVOIR-CONSTRUIRE : l'objet géométr] que est ainsi créé et ses
propriétés plus concrétisées,

2} Degsain d’art, Jdessin géométrique

-~ SAVOIR-DESSINER *

Ce qui est appelé icl dessin d'art n'est rien d'autre que le :
dessin de 1'objet construit tel qu'on le voit. La perspective est donc 3 points
de fuite, Ce dessin est réalisé au_crayon, s=ns régle,

Le dessin géumétrique est réalisé avec soin, avec llaide

des instruments utiles, en perspective cavaligdre. Les propriéiés géométriques

(paraliélisme par exemple) doivent éire conservées par le dessin, toutes les
aréles doivent étre dessinées ; traits pleins et pointillés aldant 3 la compré-
hension de la figure,



exemple {T.P. n* 1) ¢

e dipete it o F

S hugitLE ie

L & Ciuubo M

Ry
" ma, i . om '
i Ty =l e .
hintad dessin d'art : dessin géomélrique
R S Y P < S
L
3) Desrriptien cormldte da 1'okict adomStriqua
- SAVOIR-DECRIRE : c'est le savoir=-faire le plus difficile & acquérir,
surtout s 'on exige une rédaction correcte et un vocabulaire précis des le
début de cette série de T.P,
. . -
S H N ;', } .

Cette description doit porter sur le nombre d'éléments
{sommets, ardtes, faces, ...) et leurs propriétés,

1 . - - . - -

Lréldve doit &tre dans la situation d'expliquer “"comment est
fait" le s0lide & un autre éldve qui ne le verrait pas et qui ne laurait pas
construit,

F o '

Laissons fe soin au lecteur d'imaginer queiques expériences-—

tests frappanties A ce sujei, lorsqu'il dispose de deux classes paralléles.,.
-

X n e h A B T o wTTIrac

VSR m o
Les notions de révolution, de généralrices, etc, doivent

intervenir naturellement dans ceite progression de T.P., au fur et 3 mesure

que se compliguent les construclions ; certains éléves éprouvent Je besoin

dienpliquar comment on peut, géométriguement, créer {engendrer} le solice.
LT omnER el S HIENtan IR R LN RIS AN KK FO . '

S I sy j: HaF T LR R T B L A e T P

ey zmoa nellshr trageeeeiiounl o0 Il
ey A% el miidusd eupede iuneg
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4) Calcul 2'atras, de volumes

-~ SAVOIR-CALCULER : il stagit en falt de pratique de for'rnule's,
- d'applications numériques et surtout d'encadrements,

La notion d'encadrement est alnsi introduite a partir de

mesures effectuées par 1'éleve, .

. Les dimensions du patron sont toujours précisées. L'éldve dolt
donc encadrer, pour la premigre fois, une mesure lors du T,P. n® 3, :
En effet, pour calculer {'aire latérale et le volume de la pyramide & base
carrée, il est nécessaire de reproduire un triangle Isocdle de di mensions

données et de mesurer la longueur de sa hauteur principale.

A

e
(g}

Cette mesure étant encadrée, Il s'en déduit un encadrement
pour le résultat, celte démarche n'est pas facilement mailrisée par les élédves
du la classe de cinquidme au début de cette progression de T.P., mais l'acqul~
sition, & ceniveau, de ce savoir-faire doit, plus tard, porter ses frults dans _

les exercices dlanalyse numérique.

Notons enfin qu'il est intéressant de donner, pour le
nombre n ; des encadrements différents d'un T,P, au suivant pour amener
1'é12ve A une réflexion sur la notion de précision des mesures et des calculs

numériques.

IV - QUELQUES EXEMPLES DE T, P,

Les six exemples qui sulvent, extraits d'une série plus
compldte de Travaux Pratiques précisent la progression proposée a 1téldve,

NDLR : Les dimenaions réelles somt indiquées mais pour des raisons de miase en
pages, chaque feuilla de T.P. a été réduite.
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TRAVAUX PRATIQUES n° 1

1) Reprodulre, sur le carton, le patron ci-dessous apr&s avour multiplié
toutes les dimensions par 1,5,
Découper, plier, coller,

2) Dessin dlart, dessin géométri que.

3) Nom et description compidte du solide,

4) Calcul de I'aire totale et du volume,

4 em

s s o — —

C——— ===
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TRAVAUX PRATIQUES n® 2

1} Reproduire, sur le caion, le patron ci-dessous aprés avour muitipiié
toutes les dimensions par 2,2,
Découper, plier, coller,

2) Dessin dars, dessin géométrique,

3) Nom et description compléte du solide,

}) Calcul de I'aire totale et du volume,

»
3

Zem

4N\

{
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TRAVAUX PRATIQUES n® 3

1) Reproduire, sur ie carton, le patron ci~dessous apr-é_s avolr myltiplié
toutes les dimensions par 1, 2, .
Découwper, plier, coller,

2) Dessin d'art, dessin géométrique,

) Nom et description compléte du solide.

4) Calcul de l'aire totale et du volume,

<&— 4,5em
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TRAVAUX PRATIQUES n® 4

1} Reproduire, sur le carton, le patron ci-dessous aprids avolr multiplié
toutes les dimensions par 1,4,

Décower, plier, coller,
2) Dessin d'art,” dessin géométrique.
3) Nom et description complite du solide.

4) Caleul de I'afre latérale, de 1'aire totale et du volume,
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TRAVAUX PRATIQUES n® §

1} Reprodulre, sur le carton, e patron cl-dessous srds avoir multiplié
toutes les dimensions par 1,6,
Découwper, plier, coller,

2) Dessin d'ari, dessin bémllrl que,

*3) Nom et description complite du solide.

4) Caicul de I'aire latérale, de l'aire iotale et du volume,
Ondonne 3,14 ¢ W < 3, 15.

©Gom

=== ====7




TRAVAUX PRATIQUES n® 6

'l) Reproduire, sur le carton, le patron cl-dessous apris svolir multipilé
loutes les dimensions par 0,0, ’
Décower, plier, coller,

2) Dessin d'art, dessin géométrique,
3) Nom et description compldte du solide,

4) Calcul de l'aire latérale, de i'aire totale et du volume,
Ondonne 3,1418 ¢ w < 3, 1416, ' ..
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V - DEUX EXEMPLES DE PROLONGEMENT POSSIBLE

! - Poursgprendre & bien VOIR les sections planes de solides géométrigues

Il s'agit d'un exemple d'exercice de recherche, de dessin
et de représentation dans llespace.

Représentons un COIN de | ‘espace : figure formée par

a

trois demi-droites de méme origine, orthogonales deux & deux : [Ox},[Oy‘y,fOz‘.

Plagons les points A, B, C respectivement sur[Ox},[Oy},[0z"
ot équidistants de O,

Complétons ia représentation du cube déterminé par les
‘aretes qal, [O0,B] et [0,C] en respectant s code "traits pleins—pomtallés“ du
dessin géométrnque.

T

c

]
?
)'9___.___- 8 Y

L.e but da I'exercice est de couper le cube ainsi construl
par un plan déterminé par trois points distincts P, Q, R tels que :

Pe[ox), ae[oy), Re[0z),
et de dessiner celle des deux parties du cube ainsi déterminées qui contient
le point O,

En faisant varier les points P, Q, ® sur leur demi-droite
respective, on obtient plusieurs sortes de solides géométriques,

Il est intéressant alors de les dessiner tous, de les décrire,
de recherchen |le nombre et la forme de leurs faces, de trouver le nom de

chaque solide, etc...



Quelques exemples :

[ o}
|
[}
\ I a
R 8 R
P, 1> P
AI
Q
N
<. &
]
1 .
! N\
} .
i
o _lLe
P R ? R
AI
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2 - Pour travailler en interdisciplinarité

) Mathématiques, Franqais,' Histolre, Dessin, Travaux
Pratiques, cing disciplines peuvent étre réunies en classe de cinquie¢me
pour réaliser une maquette en carton de l'église de St Nectaire (Puy-de-

Ddéme).

En simplifiant I'architecture de ce bel &difice d'art roman,
en donnant des dimensions réduites sous forme de nombres simples, Il est
trés facile, avec des solides géométriques étudiés dans la progression des
Travaux Pratiques précédents, de composer une telle maquette en carton,

en plagant cette activité au sein d'une expérience interdisciplinaire sur

I'art roman ,

A partir d'un croquis et des dimensions, un autre intérét
de celte activité est d'amener les éidves, en Travaux Manuels, 3 la notion

de développement d'un solide géométrique,-

On reconnaitra sur e croquis cl-dessous les solides utilisés.,
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VI - CONCLUSION
Oui, cela prend du temps !

Mals n'est-il pas important d'insister, en classe de

cinquidme, sur cette partie de géométrie dans l'espace 7

Nos collégues physiciens constatent avec amertume gue
nos éldves de Terminale savent faire, quelquefols, de bellies démonstrations
dans Ea, 63, éS et autres "eutrois'.,,, mals ne savent pas s'orienter
dans 'espace réel dans lequel nous vivons et ne peuvent pas concevoir une
flgur:e dite ""dans l'espace", '

Souhaitons simplement que cet apprentissage i ce niveau
soft une modeste contribution & la recherche du reméde.
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GEOMETRIE EUCLIDIENNE : LES REFLEXIONS

* *
e

J. MARION

INT RODUCTION

a) L'éwude des productions artistiques des civilisations de
la protohistolre et de I'antiquité montre que |es deux moyens fondamentaux
pour organiser une portion d'espace aux points de vue a la fols structuret,
esthétique, et probablement mystique, ont consisté en des procédures de
reproduction d'un objet ou d'un motif ; soit on "répéte" cet objet de manidre
"régulidre” en conservant son '"image',- et ceci de manidre Indéfinle ; soit

on reproduit cet objet aprds "retournement" de l'image (cf [12]) et [13)).

Dans le premier cas se manifeste la périodicité lide aux itérées
d'une translation ; dans-le second cas se manifeste une symétrie orthogonale
par rapport 3 une variété de codimension 1, c'est & dire ce que mathématicions
et physiclens appeltent une réflexion,

b) Dans une étude ultérieure nous aborderons le théme de la
périodicité dans ses aspects A la fois spatial et temporel. En ce qui concerne
les réflexions, il convient auss! de noler que la nhature fourmille d'objets
que, d&s notre tendre enfance, nolre regard a recensé comme objets "symé=
triques" : le corps dtun étre humain, un oeuf, une feuille de platane, un
cristal de gypse ou de quartz en sont des manifestations familidres. De méme
la production technique de i'thomme : marteau, chaise ou lampe électrique,
paire de chaussures ou lavabo, manifeste l'omniprésence des axes ou plans
de symétrie,

Clest dire que le concept de symétrie, et plus particulldrement
celui de réflexion semble appartenir a un patrimoine génétique culture! uni-

versel,
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c) L'étude qui suitl est centrée sur le théme des réflexions.

Elrle consiste en une analyse de caractére scientifique et
épistémologique conduite dans i'esprit dével oppé en [9] Cette analyse
porte sur les différents aspects du fonctionnement du concept de réflexion
et de ses modalités dl'interventions., Elle éclaire et justifie la place essen-
tielle de ce théme en géométrie (par la diversité des problémes qu'il permet
d‘éborder et des méthodes d'attaque de ces problémes) qui mérite mieux que
Ja congruité de la portion qul lul est trop souvent accordée actuellement
dans l'enseignement, '
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Analyse théorique de caractére scientifique et didactique du concept de

réflexion,

1 - PRELIMINAIRES

Cette étude s'est appuyée sur des documents de deux types :
d'une p'ar't des ouvrages 3 vocation purement scientifique qui développent
el approfondissent le concept de réflexion dans ses aspects algébrique,
géoméirique el topologique ; d'autre part des ouvrages qui ont é1é rédigés .

- par des mathématiciens contemporains de premier plan, portant sur la
géoméirie, et qui ont une vocation didactique affirmée ; I'analyse du réle
des réflexions dans ce dernier type de documents permet d'expliciter comment

se situe, chez ces grands mathématiciens, le concept de réflexion,

Au nombre de ces documents 1l convient d'emblée de citer
explicitement

M. BERGER : nGéométries", t. I etil, Cedic (1977) ;

N. BOURBAKI : "Groupes et algébres de Lie', Chap., 4-5-6,
Hermann (1968) ;

H.S.M, COXETER : "Introduction to geometry", John Wiley & Sons,
New-York (1969} ;

J. DIEUDONNE : "Algeébre linéaire et géométrie élémentaire,

Hermann (1964) ;

D. HILBERT, S, COHN-VOSSEN : "Geometry and the imagination"
Chelsea Publishing Company, New-York (1952) ;

H, WEYL : "Syrun etry'! Princeton Unlversity Press,
Princeton (1952),

Il - DES REFLEXIONS

1) La démarchs souvent adoptée pour étudier un groupe
dlisométries d'un espace (vectoriel ou affine) euclidien consiste a s'inté-
resser apriori aux isométries involutives et, parmi celles-ci, de consi-
dérer en particulier celles dont le sous-espace des éléments invariants
est de codimension 1 ; ensuite on compose ces objets, on s'efforce ensuite
de montrer que toute isoméirie peut se décomposer en un produit de réflaxions,
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Cette démarche est discutable 3 la fois au plan didactique

et au plan scientifique @

- au plan didactique cette démarche ne peut trouver en elle-méme sa justi-~
fication et sa motivation ; elle repose sur I'idée que le falt d'étre
Involutive est I'essentiel des propriétés des réflexions ; enfin elle ne

débouche sur aucune problématique ;

-.au plan scientifique et épistémologique le caractére artificie! de cette
démarche occultle llessentiel, ou plus exactement l'essence méme de ce

qu 'est une réflexion 3 savoir que :

(%) les réflexions sont les isométries qui, exceptée 'application iden-

e e e e o e e i e

tigue, laissent le plus diéléments fixes.

L'ensemble des éléments invariants étant nécessairemernit

alors un hyperplan, il y a lieu de mettre en exergue une idée concomittante 3

(i) qui_dit réflexion dit hyperplan et réciproguement.

LLe fait que ces objets s'avérent &tre involutifs est certes
fort intéressant, mais ce n'est pas cette propriété des réflexions qui justifie

de manidre essentielle leur réle. (%)

Ce sont les idées exprimées en (%) et (%*) qui justifient
I'étude de lI'outil "réflexion" en géométrie euclidienne, que ce soit dans
I'étude des isométries, dans la géométrie des hyperplans, dans la recherche
des groupes d'isemétries laissant invariants des configurations données, que
ce 50it dans |'élaboration de méthodes d'attaques de probliémes relatifs a

ces types d'activités,

2) En outre la démarche est naturelle : lorsque l'on veut
étudier une classe de transformations, s'il ne parait pas nature! de com-
mencer 3 étudier celles qui sont involutives, il est par contre nature! de
commencer A étudier celles qui changent le moins de choses : il est raison-
nable de penser que plus le chambardement est grand, plus complexe doit

8tre son effet,

{w) Ainsi 1'étude des générateurs du groupe lindaire GL.(E) fait intervenir
des transformations qui fixent un hyperplan telles les transvections, qui
ne sont pas involutives,
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Ainsi la démarche devient expliclite : "je désire étudier les
isométi-ies ; pour cela je vais rechercher et étudier les plus simples :
celies qui laissent fixes le plus d'éléments possibles ; comme je découvre
alsément que i'ensemble des é!éments fixes d'une isométrie est nécessal-
rement un sous-espace, je vals tout d'abord étudier celles qui laissent
fixes les éléments d'uri sous-espace de plus grande dimension possible ;
c'est-d-dire d'un hyperplan".

i1l - DES PROBLEMATIQUES LIEES AUX REFLEXIONS

Ces problématiques, et par voie de conséquence, la justifi~
cation de 1'étude approfondie de i'outll des réflexions, résultent des points-

clefs suivants :

a) La donnée d'un hyperpian + d'un esbace euclidien est
associée ; mals qui dit hyperplan

H
H , dil partition de I'espace en 3 zones H+, H et H, HY ot H étant

équivalent & la donnée de la réflexion s

séparées en ce sens que H constitue un obstacle fondamental pour aller

continuement de H' &-H™ ou de H™ A H' ; d'un autre c8té s

" - - +
une bijection de H* sur H etde H sur H

H ost

b) La donnée d'une famille finie d'hyperplans conduit & I'ob~
tention d'un groupe d'isomélries : celul engendré par les réflexions associées

A ces hyperplans.

c) Si une configuration ¥ admet un hyperplan de symétrie
H, il suffit de connafltre ¥ n H+ et 5N H pour connaltre enti¢rement ¥ .

Ces considérations permettent d'associer au théme des - -

réflexions S types d'activités

1) 1'étude de I'outll des réflexions ;

2) 1'élude de groupes dtisoméiries déterminés par la donnée d'une famille
finie d'hyperplans ;

'3) la détermination du groupe d'isométriestaissant invariant une configu-
ration donnée, et des Invariants associés ;
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4) ia recherche des symétries d'une courbe ou dlune surface ;

5) la recherche de lignes polygonales de plus courte longueur dont fes

sommelts appartiennent & des hyperplans donnés,

Avant d'aller plus loin notons que le concept de réflexion
fonctionne aussi bien dans le domaine vectioriel euclidien que dans le domaine
affine euclidien ; le choix du terrain {points ou vecteurs) pour résoudre
un probi2me est affaire uniquement d'efficacité et d'opportunité, et non af-

faire Idéologique, structuraliste ou autre {(cf [9]).

iV - DE L'OUTIL DES REFLEXIONS

L'étude et le développement de l'outil des réfiexions va de
pair avec un approfondissement du concept d'hyperplan et de ses inter-
ventions. Quels sont les points-clefs ?

a) Pour déterminer un hyperplan H d'un espace vectoriel eucli-
dien E doté du produit scalaire < , > et de lanorme | 1| ,1I est commode
de se donner une forme linéaire non nulle ¢ sur E, ouencore
un vecteur 3 non nul de .E , la relation entre ces 3 données étant
décrite par les égalités : H = ker o= ('a'}*, ou si iton préfére :

H= (ReEfp(R) =0} = (R€E/< 3,% »>= 0} . La donnée d'un vecteur non
nul 3 orthogonal 3 H permet diécrire immédiatement la somme directe :

(W) E H®R A , chacun des 2 sous-espaces facteurs étant i'orthogonal
I'un de 'autre,

b) Restant toujours dans le cadre vectorie!, |'étude du fonc~
tlonnement de S la réflexion par rapport a i‘hyperplan H déc;au!e de la
recherche des jsométries autres gue l'identité | qui laissent les éléments
de H invariants : si g est une telle isoméirle, pour un vecteur ‘;d e}
on dolt avoir (%) ¥ X ; dlaprés (). il suffit de connaftre ¢(a); or o
conservant l'orthogonalité on doit avoir g (3) € (M) = H! ; donc
o) = a3 ; or |g@)] = [A]l|3]] doit &tre égal & 1|3l ; done |a}] =1,
et comme 2 ¥ | (sinon g seraft [lidentité) cest que 3 = -1, Ceci décrit

le fonctionnement de s, : sl R=PB +23, ReH, alors sH(;c') =R-23.
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On en déduit de manidre triviale que sﬁ'

(sH-l). (sH+ I} = Q , ce qui permet d'affirmer que s, étant donnée,

= |, solt

L

H = ker (sH-l) , H® = ker (sH+l).

¢} On en profite pour constater que si P désigne la

projection orthogonale sur H on a @
o = d ) ou e -
Py 3 (sH+l) ou encore s, = 2p -1,
observation qui condult diune part & la mise en évidence de la trialité

Hes Py % dtautre part & une expression intrinséque de L 2

étant un vecteur queiconque non nul de llorthogonal de H, ona:

- -
F =R -2 TT:& 2 ,VReE
{Pour une exploitation approfondie de cette formule on bourra consulter

{100}

d) Dans le cas d'un espace affine euclidien, le choix, une
fois pour toutes d'une origine 0, permet de ne considérer que les hyper-
plans affines d'un espace vectoriel, et tout ce que l'on a w dans le cas
vectoriel s'applique encore ici. Ainsi si m est yn point de l'espace E, H
un hyperplande E, w unpoint de H, p un pointde E ~-H dontla

projection orthogonale est @y , on aura

— < rrnliixz > -—p .
m' = sH(m) o wm'mgym-2 3 wp e H estle plan médiateur
Huwpl|

de tm,m'] .

eJ L'étude de lloutil des .~éflexions comprend en outre
1'étude de Ileffet dlune réflexion sur une configuration et sur des concepts

qui lui sont attachés ; ainsi :

- leffet d'une réflexion sH sur un vecteur nonnul X : X et sHG:)

ont méme norme, et H est i'hyperplan médiateur du couple de
vecteurs (X, sHG)) ; réciproguement, étant donnés 2 vecteurs non nuls

3, ¥ de méme norme, 11 existe une réflexion 5., etune seule telle que

V-5 @)
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~ de méme étant donné 2 hyperplans H‘, H2 il existe 2 hyperplans H, H'

chacun contenant un vecteur orthogonal 3 [lautre tels que sH(H') - H2

el Sy (H') - H2 : les plans blussecteur-s du diddre (HI‘HZ)’

Evidemment toute réflexion a les propriétés générales des
isométries : conservation de |'orthogonalité, de la norme, de la distance,
du centre de gravité, des mesures arithmétiques des angles et des aires,

du paralléiisme, transforme un cercle en un cercle de méme rayon, etc,

Un point important est de montrer gu'une réflexion inverse

itorientation de I'espace : soit s, une réflexion, (_e', , 'e'z, ""gn ‘)
une base orthonormée de H, e, un vecteur unitaire de H* : alors
(—' -+
€lrevs®

->

‘H(gl'gz”"'end’gn)- 1.32,..., e

2 ) est une base orthonormée de lespace et,
n-1"'"n

T -Tz'n) ce qul démonsr-e 3 la

fols que s inverse |'orientation et que det (sH) L

H
f) Enfinily a lieu de stintéresser 3 la composée de 2

réflexions,

[}
- Ainst 6i H et H sont 2 hyperplans affines parzlidles, et si U estie
. .
vecteur tel que H =t (H), alors s ;.5 =1t »
9 v ’ H' ®"H a2y
- Ainsi si H et H' sont 2 hyperplans concourants distincts et sl g est
angle cu diddre (H,H') et O = HNH' alors s
plane d'Maxe" 1 et dlangle 6.

H* SHe est la rotation

L a réciprogue est un résuitat fondamental : toute isométrie
peut s'obtenir comme un produit d'un nombre fini de réflexions, ce nombre

étant pair si I'isométrlie est un déplacement.

Un cas intéressant est celui ol 2 réfiexions commutent :

$ ,.5 +s est elle-méme involutive

H O SRT St S SRR ST
et que c'est un déplacement dont le sous-espace des éiéments invariants

;3 on en déduit que s

ast de codimension 2, c'est-a-dire un demi-tour : ainsl sont les symétries
centrales du plan eyciidien, ou les symétries axiales dans l'espace euclidien
de dimension 3,
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Four une étude approfondie de l'outll des réfiexions on
pourra consulter @

[s):§2-4, §2-5, § 2-6, § 3-1, § 3-2, § 3-3, § 3-3, § 3.5,

[3]:chapv,§|et§2.

V - DES GROUPES DIISOMETRIES ENGENDRES PAR DES REFLEXIONS

a) La donnée d'une familie finle Hyy Hyye ,Hp‘ d'hyperplans
d'un espace euclidien de dimension finle condult 3 deux probiématiques ¢
détermination et étude du groupe dlisométries engendré par les réflexions
s, = SH' , i=1,2,,..,p, etétude de la géométrie du regionnement de
I'espace défini par cette famille d'hyperplans., Supposons, pour fixer les
idées, que Hl e ,Hp soient des hyperplans affines d'un espace vectoriel
euclidien E de dimension n ; pour chaque indice i=1,2,.,,,p [l existe
une application, nécessairement continue, Ry s E < R telle qu'il existe
une forme linéaire non nulle u; sur E et un nombre kI vérifiant :

YReE, 1i(§)-u|R)-k‘ et H = ker), .

Notons | = {1,2,...,p}, et F’(lp) I'ensemble des parties de lp .

f=p
FPour tout élément X de E - \U Ho o, N ¥ o vie I, + A toute partie
f=l

A de lp associons alors |‘ensemble
A-(i‘es/xiﬁ)>o viea, 3\(®) <o Yiel -A} ;

notons qu'on peut avolir &A = ¢, mais dans tous les cas
i=p i=p

KACE-HHI et E - \)-\J €A

jwl A AEP (lp)

en outre si 2 parties A et B de lp sont distinctes, E'A n EB -

les éA ¥ P, Ac P(lp) réalisent une partition de E - Cj H, , dont les

é1éments en sont les composantes connexes, el Ces composantes connexes
sont convexes,
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Soit G le groupe d'isoméirie engendré par les 5;
. . +
(i=1,2,...,p) ; comme chaque eA est, Yi¢ lp , soitdans H.
soit dans H;' , on en déduit que G opér;e sur l'ensemble des compo-
i=p ]
santes connexes de E - U H‘ ; cette action est déterminante aussi
. i=l
bien pour I'étude des algébres de Lie semi-simples qu'en recherche

opérationnelle.

b} L.'étude de tels groupes est indispensable pour mener
a blen la recherche des groupes d'i sométries laissant invariante une

configuration,
v

I} est clair que le groupe engendré par une seule réflexion
est dlordre 2 ; Il se réduit & (l,sH} , et le sous-groupe des déplace~
ments a {1},

Le cas des groupes engendrés par 2 réflexions Spp Spp est fondamental ;
de teis groupes sont dits des groupes diédraux :

-si H et H' sont des hyperplans paralléles, et si U est le vecteur tel

que H'=1ta{H), alors le groupe G engendré par s, , et s
u

H,H H H'
est d'ordre infin! et le sous-groupe des déplacements est isomorphe au
Z-module (3: =2nd, nez)

- sl H et H' sont distincts non paralieies, 2 situations sont pessibles ¢
sl 'angle g des hyperplans H et H a pour mesure un multiple
rationnel de mm:g = % n , alors le groupe est fini, sinon il est d'ordre
Infini,

Un cas également intéressant, cas particulier du précédent,
est, dans le plan euclidien, celul ol 'lonprend 2 droites concourantes
d'angle ¢ -g : on obtient un groupe Dp d'ordre 2p, qui est le groupe
des isométides laissant invariant un polvgone régulier, dont le sous-groupe
Cp des déplacements est le groupe des rotations dlangle multiple de %’x—',
isomorphe 3 Zp .

L e fonctionnement du kaléidoscope s'explique paritaction sur
le plan du groupe Dp . A ce sujet on pourra consulter [4] ol est

non seulement racontée I'histoire du kaléidoscope et ses procédés de



construction, inais encore sa théorie & partir des réflexions, Tous les
groupes que I'on obtlent ainsi, lorsque les hyperplans sont linéalrement
indépendants, constltuent les groupes de Coxeter. Pour une étude ap~

profondie de ces groupes on peut consuiter :

[5):§2-5;§2-7, §2-8-
[3]schap 4, § V1 etchap 5, §3 -
[6] : ttensemble de l'ouvrage,
Dt'un point de wvue historique Il n'est pas inintéressant de
savoir que Léonard de Vincl découvrit ainsi tous les groupes finis d'lso-

métries du plan, 3 savoir les Cp et les D_ ; pour un complément d'in-
formation A ce sujet, lire la page 35 de [5]

VI - RECHERCHE DES GROUPES DIISOMETRIES LAISSANT INVARIANTE

UNE CONFIGURATION DONNEE

Etant donnée une configuration ¥ de l'espace euclidien E,
'ensemble G(F) des isométries de E qul laissent ¥ Invarlante est un
sous-groupe du grouwe des isométries de E ; les éléments d'ordre 2, s'il
en existe, de G(F) définissent les syméiries de ¥ .

a) Notons d'abord que si ¥ n'est pas suffisamment régulidre,
G(%) va se réduire & i'ldentité, Ainsi supposons que % soilt un triangle
(A, B,C) dont les cbtés sont 2 2 2 inégaux, par exemple tels que
AB ¢ BC <« CA. .

Une élément de G(F) opére nécesssirement comme permuta-
tion sur llensemble {A,B,C}. Soit donc g un éiément de G(%), et soit
g sa restrictiond {A,B,C} ; g est nécessairement |lune des permutations

1: AB8C . ABC . ABC . ABC
- s ul'L » L : ’ ua'l

a H
ABC BAC 2 ACB cCBA

u“lABC ,aszlABC
BCA caAB
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On ne peut avoir § = a, sinon on aurait AC = BC
et g =a, sinon on aurait AC = AB; de méme on ne peut avoir g =0,
sinon on aurait AB =BC, ou Ops sinon on aurait AB = BC , ou Qg
sinon on aurait AB = AC, Finalement la seule possibilité est §=1;
mais si g{A) = A, g(B) = B, o(C) = C,{A,B,C) étant un repire affine

dupian, g laisse tout point du plan fixe ; finalement G(F} = (1},

b) L'étude de G(F) apporte des renseignements sur F;
nsi le probléme suivant a été posé par les cristalliographies : copnai ssant
liste des groupcs finis. d'isométries de I'espace euclidien E3, et G étant
' tel grc;upe, déterminer les configurations F telles que G(F) =G ; la
ylution de ce probldme passe par une étude approfondie de I'ac‘tion des
oupes d'isométries (cf[8], § 12 ;[5], § 4-5 et § 4-6 qui contient lui-
éme une abondante bibliographvie ; A cette bibliographie il faut ajouter des
émolires originaux de HESSEL, BRAVAIS, HAMILTON et MOBIUS).

Dans le cas du palan' euclidien ce sont les polygones réguliers
(étoilés ou pas) et les réseaux p'ians qui fournissent les configurations %
les plus intéressantes ; en ce qui concerne les réseaux plans apparait la
présence de couples de translations indépendantes qui traduisent la pério-
dicité, Dans le cas de i'espace euclidien de dimension 3, ce sont les po-
lyédres réguliers et ies réseaux de dimension 3 qui vont fournir, toujours
du méme point de vue les configurations intéressantes, Mame dans le cas
planaire la situation n"est pas simple : ainsi ily a 17 groupes possibles
dlisométries du plan laissant invariants des réseaux possibles, et ce n'est
qu'en 1590 (cf [ 7]) que ce résultat fut démontré.

c) L.e probléme méthodologique qui se pose pour déterminer
le groupe G(F) d'une con‘iguration 5 est le suivant : en examinant les
permutations d'ordre 2 sur ¥ on trouve assez facilement un sous-ensemble
S de G(F) constitué par des réflexions, et il s'agit de s'assurer que S'
engendre G{%). L.a vérification, dite "méthode des points fixes successifs"
s'appuie d'une part sur le fait que si une isométrie laisse fixes les points
d'un repére affine de l'espace, c'est nécessairement Itidentité, et dlautre
part sur le fait qu'une réflexions laisse "beaucoup! de points fixes, {!
s'agit de montrer que tout élément g -de G(F) peut s'obtenir comme produit
(finl) d'éléments de S,
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Soit g€ G(F) ; sa réduction & ¥ est une permutation sur ¥,
sur 'ensemble des cftés de ¥, sur i'ensemble des faces de %, etc,

Supposons que pour aucun élément s de S, gos " laisse des points

de ¥ fixes : alors S n'engendre pas G(%) et [l y a lieu d'"enrichir® S H
sinon soit 's‘ €S tel que g; = gos, laisse fixes k‘ points de ¥ et
soit .';-“ itensemble de ces kl points :

- ou bien :r'l contient un repare affine, et alors g, est Itidentité, de

sorte que g = s, H

- ou bien le sous-espace [5,] engendré par ¥, est de dimension siric-
tement plus petite que celle de l'espace [ ; on cherche alors 3, €S tel
que g o0s, laisse fixes les points de 3' et au moins un autre point de
% n'appartenant pas a [5,] ;

~ ou blen cela n'est pas possible, et alors S n'engendre pas G(F): 1l
faut Yenrichir" S H

- ou bien cela est possibie : soit '52 Itensemble des points fixes de ¥
par g, os, -‘gos' os, , avec dim {[F,]) > dim ([31]) : alors ou blen

dim ([5‘2]) = dim (E) etalors g, = g, 0s, esti'identité, et g= s,08

1
sinon on cherche 5365 tel que 93 = 9508, laisse fixes les points

de 3, et au moins un autre point n'appartenant pas a ([52], etc.

11 est clair que si S est un systéme de générateurs de
G(%), comme & chaque opération le sous-espace [9-"] des points fixes volt
sa dimension augmenter strictement, au bout d'un nombre finl p d'opé-
rations, on trouvera s,, Sj,..., s, éiéments de S, tels que '

LY
[} i . -
g0s;05,...0 Sp-l . sp soit I'identité, et alors g sposp_lo. +.03,08,.

L.a maitrise de cette méthode est essentieile ; elle doit
faire partie du bagage des savoir-faire d'un bachelier scientifique. Au
niveau d'une classe de Seconde llinitiation & cette méthode peut étre falte
en prenant pour ¥ un polygone régulier & 3-4-5-6-8-12 cdtés, ou le réseau
des points & coordonnées entiéres de R2 .

Pour une étude approfondie des probidmes évoqués dans
cette partie on pourra consuliter :

[51:§2-5§2-7, § 4-1, § 4-2, § 4-5 et § 4-6 ;
[I] s’ page 17 ;
(7] : pp. s 345-390 ;

[11] : pp. 278-298 ;
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[8] chap Il, § 8-9-10-11-12-13-14,

Vil - SYMETRI Eé ORTHOGONALES D!'LUNE COURBE OLJ. DIUNE SURFACE

Pour déterminer les symétries d'une configuration ¥ , il
suffit de connaltre G(7) : on obtient toutes les symétries orthogonales en
recensant les éléments d'ordre 2 de G(7) .

Un probléme particulier se pose lorsque ¥ est une cour‘be_-
ou une surface donnée par des éguations ; la résolution de ce probléme,
lorsqu'll ne conduit pas a des calculs compliqués permet une économie subs-
tamiefle pour 1'étude de ¥ ; supposons en effet que G(¥) soit engendré par

un systéme S = {s 2+ S,y veey S, } de réflexions ; il suffira de con-
Hl H2 Hp
naltre les parties FnH; (i=1,2,...,p) et ¥n ?A pourun Aci{l,2,...,p}

tel que ¥n eA ¥ @ pour connaftre ou reconstituer ¥ intégralement via
taction de G{F). e

Dans fe plan auclidien rapporté 3 un repére les axes de
symétrie intéressants sont les axes du repére, les 2 bissectrices de ce
repére, les droltes passant bar- ltorigine, les droites paralldles & un axe de
coordonnées. ' )

Dans l'espace euclidien de dimension 3, outre les plans de
coordonnées sont intéressants les plans bissecteurs des diédres coordonnés,

les plans passant par un axe de coordonnées,

L.a méthode utilisée consiste A déterminer les hyperplans H
tels que MEF o sH(M)€:¥ .

11 est intéressant par exemple de noter qu'une application
f:R + R estinvolutive si et seulement si la courbe d'équation y = f(x}

admet la premi2re bissecirice comme axe de symétrie : ainsi les hyperboles
ax+ b
cx +d
sectrice sl et seulement si a + d = 0,

équilatéres y = admettent comme axe de symétrie la premiére bis-

Rappelons pour mémoire la relation entre la parité d'une

fonction et ia symétrie de son graphe par rapporta Oy,
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Un autre cas Intéressant est le cas de courbes définles

par une représentation polaire 8 a4 p (8).

Cette étude est également intéressante dans le cas des surfaces @

- ainsi la surface d'équation z = f(x,y) admettra Oyz comme plan de

symétrie si et seulement si  f(-x,y) = f(x,y) pour tout couple {x,y);

- ainsi la surface donnée par son équation cylindrique z = p(p, Q) admet =
fe plan passant par Oz dféquation @ = eo si et seulement sl pour

tout couple - (p,0) on a ¢(p,29°-9)-q’(p.9)' . !

Vill - LES TRAJECTOIRES DE BILLARD OU DES RAYONS L UMINEUX

La physique théorique nous enseigne qu'une particule en Itab-
sence de tout champ de force suit toujours le plus court chemin., Dans un
espace euclidien le plus court chemin pour aller d'un point A & unpoint B,

si aucun obstacle ne sépare A et B, estle segment [A, B].

Lorsqu'un hyperplan H est un obstacle infranchissable pour
une particule, et que le choc de la particule avec i'obstacle n'absorbe pas
d'énergie et conserve la quantité de mouvement, la lol du chemin minimum reste
valable : si A et B sont 2 points de la trajectoire et | le point dlimpact

de la particule contre |'obstacle :

-~ ou bien A et B sont tous deux soit en amont soit en aval du choc et alors |

‘la portion de trajectoire pour allerde A 3 B estle segment [A,B] H

- ou bien A est en aval du point d'impact et B en amont et la portion de
trajécloire pour allerde A & B estla ligne polygonale de plus courte
longueur ALB tel que I€H, et | est le point d'impact,

) Ainsl, une boule de billard, le photon d'un rayonnement
électromagnétique en |'absence de tout champ obélissent A ces rdgles,
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a7 ®

s La méthode de recherche de lignes
E " polygonales Al‘l2 e lpB de plus courte
b - I longueur joignent 2 points A et 8 et telles
VG que Yi=1,2,...,p , 1l appartientd

un hyperplan Hi donné repose sur le
point-clef suivant : soit H un hyperplan, A et B deux points de H+, Al
Al = s, (A} ; alors AleH™ , [A,A'"T n H= {1} se réduit & unpoint, et
Il est trivial d'établir que (A1B) est la plus courte ligne polygonale
dlextrémités A et B telles que 1€ H, Enoutre si In est la normale en
1 & H, ln' est bissectrice de l'angle (l_z, i)

Tous les problédmes de trajectoires de bllles de billard, de

triangle de lumidre, etc. se raméne 3 une application, éventuellement itérée

de ce résultat, *

Pour un approfondissement de ces questions nous renvoyons & 3

[s]1:§1-8;
[2]:§ 9-4.

L.a résolution de ce type de problémes permet 3 la fois de
résoudre d'intéressants probldmes de géoméirie (les triangles de lumiére}
et 3 une application évidente & la mécanique et & 1'optique (lois de Ig ré-
flexion) ce qui est susceptible de motiver fortement les éldves,

CONCLUSION

Nous avons essayé de justifier sur le plan théorique la place
qu'il y a lieu d'accorder au théme des réflexions, en nous appuyant sur les
points—clefs développés dans la partie § i1, et de donner les axes de pro-
bldmes qui, 3 notre avis (justifie en § 11}, sont susceptibles de fournir des
directions d'activités jusiifiées au plan scientifique, et motivantes pour les
éidves, i reste & proposer effectivement de telies activités ; le groupe de
recherche sur |'enseignement de la géométrie de 'IREM de Marsellle compte
parml ses objectifs celui de s'Imployer & cette tiche.
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