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EN DIRECT
DU SERVICE

DES PUBLICATIONS

* %
*

Comme nous l'avons annoncé dans les précédents numéros
du bulletin "information mathématique!, nous vous proposons, en ce début
d'année scolaire, deux brochures dans la série

. - yl - . .
/rr\.a-n.oz)mfﬂu.e)b de 2 inem. d a.tpc—/m.a)zbame
il s'agit d'une publication du groupe de Recherche sur 'Enseignement du

Calcul des Probabilités et d'une publication du groupe de Recherche sur
"{Enseignement de {'Analyse.

Depuis la rentrée 1977 des diminq!jons successives des
crédits affectés aux I. R.E.M. ont entrainé de sérieuses difficultés de
fonctionnement en particuller en ce qui concerne I'une des missions confiées
aux [LR.E. M, : l'élaboratioh et la diffusion de documents. Si nous sommeg
encore en mesure de vous adresser gratuitement et aussi réguliérement que
les années précédentes e bulletin vinformation mathématique", nous nous

voyons par contre obligés de mettre en vente ces brochures au prix coltant.

Le lecteur trouvera dans les pages suivantes une présentation
détaillée de ces deux brochures ainsi quiun bulietin 'de commande & nous
adresser.

2

. N'hésitez pas & nous faire part de vos critiques comme de vos
suggestions concernant les publications de IY. R, E. M. ; nous rappelons que iz

rubrique ""Tribune libre' de ce bulletin est & votre disposition,

G.7T.



calcul des probabilités et arithmétique

INDEPENDANCE ET MULTIPLICATIVITE RESTREINTE.

{Groupe de Recherche sur |!Enseignement du Calcul des Probabilités
de I'l. R, E. M, d'Aix-Marseille)

32 pages - PRIX : 2,50 F, :

Dans ccite brochure, on utilise les propriétés les plus élémentaires

d'indép endance d'événements et de variables aléatoires pour démontrer

certaines propriétés algébricues des fonctions d'entiers.

Les démonstrations probabilistes qui sont présentées devraient éclairer
d'un jour nouveau le comportement des entiers vis & vis de la division
euclidienne et la nature de certaines propriétés telles la multiplicativité

resireinte, qui est étudiée en détails pour l'indicateur d!'Euler, et la

somme des puissances des diviseurs d'un nombre.

Cette interaction entre deux secteurs des mathématiques apparemment

N

éloignés est présentée & un niveau élémentaire évitant ainsi au lecteur -
d'avoir a consufter de nombreux ouvrages qu'il est parfois difficile de
se procurer et souvent difficile de lire.

Enfin ce document non seulement attesie lefficacité des propriétés
d'indépendance mais permet aussi d'illustrer l'intérét de choisir tel ou tel
espace probabi!isé sulvant la nature du praobléme et des propriétés que

I'on veut démontrer détruisant ainsi le mythe de Itunivers & qui I'on fait

jouer trop souvent un rdle central, injustifié et néfaste.
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BROCHURES SUR L'ENSEIGNEMENT DE L'ANALYSE

En Septembre 1975, un groupe de recherche sur |'ensei-
gnement de 1'analyse s'est constitué a 1'l. R, E. M. de Marseille, réunissant
des enseignants du second degré et du supérieur. 1l s'est d'abord fixé
pour tiche de dégager quelques grandes orientations pour I'enseignement

de I'Analyse, en tenant compte : ‘

-~ des indices fournis par {'état actue! de cet enseignement.

- d'une étude scientifique et épistémologique des concepts fondamentaux de

ITanalyse.

-~ du rdle joué par ces concepts dans une formation scientifique.

Ces orientations sont regroupées non autour de concepts
théoriques, mais & partir des quelques grands problémes de i'analyse qulil
nous a paru utile d'étudier dans llenseignement secondaire. Cela ne signifie
en aucun cas un abandon de |'approfondissement théorique des concepts de
Itanalyse, bien au contraire. Les études historiques et épistémologiques,
aussi bien que les réflexions d'ordre didactique et génétique nous ont montré
que c'est 3 travers leur fonctionnement dans la résolution de problémes que
ces concepts peuvent &tre progressivemsant approfondis, Les problémes ont
é1é choisis en Tonction de cet objectif, de |'intérét qu'ils peuvent susciter
chez 'les éléves, de leur importance pour ia construction dlune culture
scientifique, et des interconnexions qu'ils présentent avec d'autres secteurs
des mathé matiques, de I'informatique scientifique, des sciences physiques
et technologiques. ..




Pour illustrer ces grandes orientations, des documents

ont été produits, notamment sur les sujets suivants :

- valeurs approchées de fonctions,

- recherche de solutions approchées d'équations numériques par des
méthodes diverses et comparaison de l'efficacité de ces méthodes,

- calcul de valeurs approchées d'intégrales,

-~ aspects divers de !'intervention des dérivées,
- emploi de majorations et d'encadrements,

- interpolation des fonctions,

- différents modes d'introduction de la continuité, des dérivées, des

intégrales,
- fonctions transcendantes élémentaires,
- emploi des suites en analyse,

- équations différentielles,

Des expérimentations s'inspirant de ces documents ont été
réalisées ou sont en cours de réalisation ; elles feront l'objet d'autres

documents.

Des travaux analogues, abordant des aspects complémentaires
ont été engagés par dlautres |. R, E, M. Un groupe national inter I.R.E. M,
permet des échanges structurés entre ces groupes,

Une premiére brochure est préte, nous la présentons a la
page suivante,



analyse 1

{Groupe de Recherche sur I'Enseignement de 1'Analyse
de 1'1,R.E. M, d'Aix-Marseilie)

120 pages - PRIX : 6,50 F,

Cette brochure comporte :

- un exposé des objectifs et des méthodes de travail ;
- une analyse des grandes orientations ;

- une étude sur les suites, dans la perspective d'une premiére approche
de ce concept ;

- l'exposé de méthodes de résolution des équations numériques ;

- llexposé de méthodes de calcul approché des intégrales.

Dans ces deux derniers chapitres on trouvera une analyse
théorique et expérimentale de I'efficacité comparée des méthodes envisa-
gées, ainsi que des exemples d'activités proposées dans les classes a des

niveaux divers, allant de la quatriéme & la terminale.
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L'ORIENTATION VERS LES LYCEES
D'ENSEIGNEMENT PROFESSIONNEL {ex C.E.T.)
* ok

*

Groupe de Travail 1er Cycle

) Les membres du Groupe de Travail "ler Cycle" de
. R.E,M, d'Aix-Marseille, tous professeurs dans le 1er Cycle et
animateurs de groupes de stagiaires enseignant dans le ler cycle, avaient
conscience qu'un grand nombre d'étéves €tait orienté, soit a la fin de
la classe de 5&éme, soit 2 la fin de la classe de 3&éme vers l'enseignement

technique,

En effet, d'aprés les statistiqueis de 1'Académie d'Aix-
Marseille de Juin 1977, dont nous donnons un résumé en Annexe 1, on

constate que 40 % des él2ves sont entrés dans des sections techniques.

Ltimportance du contingent des éléves qui passent dans
l'enseignement technique a amené ies membres du Groupe 3 désirer ren-
contrer des enseignants de mathématiques des Lycées Professionnels

(anciens C.E. T.). Leur but étant d'essayer :
- de mieux connaftre leurs méthodes et leurs difficultés,

- de rechercher avec eux comment telie présentation du programme du

ler cycle pourrait leur &tre plus utile que telle autre,

- de rechercher, en particulier, si, plus ou moins consciemment, nous
ne privilégions pas certains types d'exercices au détriment de certalr

autres qui pourraient &tre plus utiles gux €léves par la suite,



welle renconire a ele rengue possible par e ralt qu'un
Groupe |.R.E. M., animé par Albert ROLLAND, est constitué de sta~
giaires enseignant dans des l.ycées Professionnels, il stagit du Groupe
T-CET.

Lors d'une premig&re réunion, le Groupe ler Cycle a
€laboré un guestionnaire que Albert ROLLAND a transmis ensuite aux
stagiaires du Gr‘oupé T-CET. Ce questionnaire (présenté en Annexe 2)
abordait volontairement des sujets de matures irés différentes pour tenter
d'avoir une vue générale sur !z vie de nos collégues de Itenseigneraent

technique.

l.es stagiaires du Groupe T -« CE T ayani répondu a ce
questionnaire et réfléchi & dfautres questions qui pouvait également se
poser, quatre dlentre eux oni participgé avec ies membres du Groupe
ler Cycle & une séance de travail le 18 janvier 1978, Etaient représentées
les branches suivantes : mécanique, électricité, industrie, sanitaire et

social.

Lors de cette réunion un rapport a été élaboré en commun,

ctest ce document que nous présentons ci-dessous :

FOCRMATION MATHEMATIQUE SOUHAITEE POUR LES ELEVES
ENTRANT EN LYCEE PROFESSIONNEL A LIISSUE DE LA CLASSE DE 3¢

Dans les Lycées Professior.nels {(anciens C.E. T. ), le pro-

fesseur de Mathématiques est en méme temps professeur de sciences.

Il enseigne la physique, la chimie, la biclogie s'il s'agit

des préparations aux B. E.P. industriels ou sanitaire et social,



11 enseigne les mathématiques financiéres s'il slagit des

préparations aux B, E.P, commerciaux,

Dans tous les cas, il ne s'agit pas pour lui de faire des
mathématiques "in vitro'" coupées de toute application, mais bien d'harmo-
niser théorie et applications pratiques immédiates. Liune ou les autres
peuvent venir en premier dans le courant de la classe, selon le degré diur-

gence de l'exposé ou la nécessité dlune motivation,

Il semble que les éléves sortant de la classe de 3&éme des
colléges soient peu rompus a cette dialectique théorie-applications et que
ceci soit, en grande partie, imputable autant & l'esprit dans lequel est

souvent enseigné le programme qu'a la longueur de ce programme.

Des enseignants de Lycées Professionnel!s ont fait quelques
remarques et suggestions sur ce qu'ils aimeraient voir plus réguliérement
acquis par les éldves qui leur sont envoyés 3 la sortie du coliége. Il ne
semble pas que ces suggestions, si nous les appliquons, puissent nuire a la
formation du futur éléve de 2de C, bien au contraire. C'est pourquei nous

nous en faisons |'écho.

Ces remarques ne peuvent étre dissocides de réflexions sur
lorientation actuelle des éléves en fin de 3&me., ‘Pour entrer dans un Lycée
Professionnel, il ne faut pas é&tre nul en Mathématiques ! lL.e programme
dialgébre doit étre maitrisé pour toutes les sortes de B.E.P. Par contre,
le programme de géométrie peut comporter des lacunes, méme importantes,

stil s'agit de la préparation aux B. E.P. commerciaux ou sanitaire et social,

Les professeurs de Lycées F’Eofessionnels insistent tous sur
les points suivants :

- CALCUL NUMERIQUE mental et & la main. Ils déplorent le fait que
les éléves trop souvent ne savent pas la table de multiplication par
coeur.

Pratique des quatre opérations : - sur les décimaux

- sur les fractions



Touteopération devrait étre précédée d'un rapide calcul mental donnant

un ordre de grandeur du résultat,
Pratique de la racine carrée, ordre de grandeur, approximation,

Notion sur les réels.

Utilisation de tables (de carrés, de cubes...) Interpolation linéaire,
- EXPRESSIONS ALGEBRIQUES. Manipulation des parenthéses.

- MISE EN EQUATIONS D'UN PROBL EME DU PREMIER DEGRE.

C'est un des principaux griefs que llon fait & I'enseignement du premier
cycle : Si jes éléves savent, en général, résoudre une équation du premier
degré & une inconnue ou méme un systéme de deux équations du pr-‘eml'er‘ cegré
a deux inconnues, ils ne savent & peu prés jamais utiliser cet outil mathé-
matique pour résoudre effectivement un probléme : c'est-a-dire mettre en

équation le probiéme,

11 semble que la difficulté premiére soit la mise en équation d'un pro-
bléme du premier degré & une inconnue. WUne fois ce premier pas franchi,
les suivants (inéquations, deux équations du premier degré & deux incon-

nues) coulent, parait-il, quasiment de source.
On nous demande donc beaucoup de problémes :

- de mélanges

- de trains

-~ de partages proportionnels
- de partages inégaux

etc,

que les éléves sont tenus de metire eux-mémes en équation.

Pour la préparation aux B, =,P, industriels, en plus de ces
connaissances dlalgébre, il est indispensable dlavoir des notions de géo-

méirie et d'étre capable de "voir dans ltespace 3 trois dimensions".

~ Géométrie du triangie : droites remarqguables
cercle circonscrit

cercles inscrits et exinscrits,



- Relations métriques dans le triangle rectangle

Relations trigonométriques dans le triangle rectangle.

- Longueurs : périmétre des figures usuelles
Aires des figures simples dont celle du disque
Mesures et instruments de mesure
Longueur ce la circonférence ; enroulements,

- Solides usuels et leurs sections planes. (Un éladve de 3&éme pel
des idées totalement saugrenues sur la section dlun cube par le pla
sant par deux arétes paralléles opposées 1)

La dialectique Yespace~plan' permet des probiémes de construction
trique qui enseignent & voir dans l'espace et & maltriser la descript

ce que i'on voit.

Rien dans ces suggestions qui sorte du programme et
puisse rendre service au futur éléve de second C. En particulier, 1
tude & la mise en équation ou & toute autre mathématisation dfun prokt
de la vie courante sera vivement appréciée par’lé professeur de Sci
Physiques de seconde C comme par le professeur de Mathématiques .

classes de seconde et de la classe de premiére B entre autres.

Pour le groupe ler Cycle

Colette ALICOT
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Annexe 1,

EXTRAIT DES STATISTIQUES DE L'ACADEMIE D'AIX-MARSEIL

Sur 20.913 éleéves de 3&¢me en Juin 1977 dans |'Académie d'Aix-Mar:

sont entrés en :

2e A littéraire 2.105
2e AB économique 4,382 48, 85 %
2e C scientifique - 3,731
2e TI méc, -élec. 1.483 }
2e T2 B.T.P. 117
2e T3 laboratoire . 303
2e T4 médico-socia!l 542 14,1 %
2e T5 musique 14
B.T. industriel 424 J
hbtelier 74
industrie! 1.980
BEP .
et social 786 25,9 %
CAP hatelierj 201
commercial 2.454
Enseignement agricole long 166 } 1.66 %
Enseignement agricole court 184 ’

" Apprentissage 150 0,71 %
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Annexe 2.

QUESTIONNAIRE A L'USAGE DES PROFESSEURS DE L.E.P,

REMARQUE PRELIMINAIRE

Ce questionnaire a été élaboré par des animateurs de groupes
de 1er cycle de I1'l,R. E. M, de Marseille., Ceux--ci ne prétendent pas avoir
pensé & toutes les questions auxquelles il serait souhai®able d'avoir une
réponse ou sur lesquelies il serait intéressant d'avoir des détails, |ls
seraient donc trés reconnaissants si les professeurs de C.E. T. concernés
voulaient bien compléter ce questionnaire par des questions supplémentaires

qui leur paraitraient intéressantes.

L'ordre dans lequel sont énoncées les questions retenues ne
doit en aucun cas étre considéré comme impératif par les professeurs de
C.E.T,., il est en partie di aux hasards de la discussion qui a permis d!é-

laborer ce questionnaire.

Question 1, Organisation des C.E.T. Imbrication des cours théoriques et
des cours pratiques. Y a-t-il plusieurs sortes d'enseignement théorique
dispensé par des professeurs différents ? en particulier en Mathémiatique.

Quelies sont les méthodes de travail utilisées ? {Comparaison avec le C.F. A.).

Question 2. Quel est te niveau qui vous paraitrait souhaitable pour les éleves
en ce qul concerne le Frangais, les Mathématiques, les Langues vivantes, les

Sciences humaines {Histoire et Géographie)

-~

1° - Aleur entréeen C.E. T.
2° - A leur sortiedu C.E.T.

-

Quel est en fait le niveau atteint au moment du B.E.P. compte tenu du

niveau qu'ils ont actuellement 3 leur sortie de 3&me ?

Question 3. Quelles notions mathématiques acquises dans les classes pré-

cédentes utilisez-vous ? en algebre - en géométrie.



Connaissez-vous la formulation qui leur en a été donnée dans
ie ler cycle ?

Si oui, {lutilisez-vous ? Si vous ne l'utilisez pas, pourquoi ?
Est-elle utilisable 7 Par exemple, utilisez-vous l'énoncé de Thalés en
pariant de rapport de projection ou utilisez-vous uniquement des triangles

semblables ?

Parmi ces notions aimeriez-vous que les professeurs de ler
cycle insistent plus et fassent manipuler plus souvent certaines dlentre
elles ? par exemple Calcul numérique - exercices sur les nombres normaux,
les suites de Renard - pourcentages - proportionnalité et/ou régle de trois
équations de ler degré - mise en équations ~ tracé de figures géométriques

usuelles - etc,

Question 4. Dans la formation que vous dispensez, quelle part donnez-vous
& la mémoire .? en particulier pour les formules, Quelle importance attachez

vous & la démonstration d'une formule soit avant, soit aprés son utilisation

Dans quelle mesure les formules sont-elles données accompa-
gnées de leur champ d'application ? par exemple avec une évaluation des

erreurs relatives, de la tolérance ?

Question 5, Quels sont les B.E.P. qui permettent une insertion dans la
vie active
- immédiatement ?

- avec un complément de formation ?



“UN CALCUL DE MOMENTS D!'INERTIE

CONFIRME PAR UNE EXPERIENCE, EN TERMINALE C

¥ *

Miche! EYRAWUD & Raymond RAYNAUD
Groupe Math-Physique de Digne

En application du chapitre sur le calcul intégral, les éléves
 de Terminale C doivent calculer quelques moments d'inertie, ce qui,

en général, ne souldve guére les passions,

Nous leur proposons ici :

- deux calculs de ce type,
- une vérification expéﬁimentale des résultats obtenus.
EN MATHEMATIQUES
1 - DIALOGUE (P : professeur, E : éléves)

P : Imaginons une plaque métaliique rectangulaire (A, B, C, D)
homogéne et d'épaisseur négligeable. Faisons-la A_9 B

osciller
1) autour de la droite {AB) fixée horizontalement,

2) autour de ia normale 4 au plan de laplaque,
‘en 0 milieu de [ AB], fixée elle aussi horizon-

talement.,




Quel est celui des deux mouvements pendulaires qui a la plus grande

période ?
E ot ietereescesvoosnnas

- Le premier, forcément ! & cause de la résistance de I'air qui est plus
grande, -

- Pas sGr ; pour les petites oscillations, les mouvements sont lents, la
résistance de l'air ne doit pas jouer beaucoup, surtout si la plague .

est lourde.

N 2 " J
- ' 1 : - R
On n'a qu'a calculer la période : T = 2n )

- Clest pareil dans les deux cas.

- Non : c'est pareil pour M g2, mais pas
forcément pour J,

- 11 faudrait calculer \J1 et .J2 les moments

E it etnrenracnnnnane

~a

O
d'inertie par rapport & (AB) et 3 . A —_—r B

' ' /
‘ !

P : Ne peut-on comparer J1 et ‘JZ sans les i /I
1

calculer ? :lt, Il

ir

I
]
|
1

P : clest-a-dire L 'm.r? et Zmrg .

-~

T

E : Oui ! les obliques sont plus longues,

J2 doit &tre plus grand que J] , donc

T2 plus grand que TI . D c
P : N'a-t-on pas l'intuition de ce résultat quand o

AB est grand par rapport & AD ? A B
E:.ieeeessOUivieees non ovuen D C

P : Voicl un probléme sur le sujet. Les données
numériques qui y figurent sont les dimensions
d'une plaque métallique que ‘vous trouverez au
laboratoire de physique, et que vous ferez osclller comme il est dit
dans l'énoncé. Vous comparerez les résultats du calcul et ceux de

llexpérience, '



2 - PROBLEME

Les unités de longueur, de masse

et de temps sont le métre, le kilogramme et B8

la seconde, M

Une plaque métallique hemogéne de masse N, , A 4l
d'épaisseur négliceable a la forme dlun W | )
rectangle {A,B,C,D). AB=a, BC=b, L
On appelle L et A les normales au plan de C

la plaque en son centre @y et en 0 milieu de

[aB] . D

I} Calculer les moments dlinertie de la plaque par rapport & la médiatrice
de [AB] et {DC], par rapport a ta médiatrice de [AD] et [BC],
par rapport & la droite L, par rapport & la droite (AB) et par rapport

a la drojte 4 .
1) Un dispositif permet de faire osciller librement la plaque
4}~ autour de la droite (AB) fixée horizontalement,
2)- autour de la droite A fixée horizontalement.

Dans les deux cas on impose & la plaque des o§cil|ations de faible ampli-

tude.
Calculer les pérjiiodes Tl’ T2 des mouvements pendulaires obtenus, ainsi

que le rapport :r—z- ; que vaut ce rapport si a= 2b ?
i

Donner des valeurs numéri'ques approchées de T1 et T2 dans le cas
ol a= 0,30 et b=20,15,

3 -~ COMPTE-RENDU

An appliquant la définition des moments d'inertie et le
théor&éme d'Huyghens, les éi2ves trouvent sans difficulté que les moments
de la plaque par rapport a (AB) et p sont

2
tm b + 4b . .
= = = m a , Puis que les périodes des mouvements



2 2
. S - 2b - a” + 4b
pendulaires sont T] 2n 3——9 et Tz 2w -————ng .

. ' T2 a2 T2
lis en déduisent que == = [ 1 +—5 et que =— =Vy2 dansle
Lr a2 ' LF

cas ou a = 2b.
Enfin avec les données numériques a= 0,30, b= 0,15, ils obtiennent

T, ~ 0,63 T, >~ 0,91 .

1 2

i

Détail des caleuls des moments d'inerite :

. a .
a a
2 .2 ‘m, m x3 2 "n’LaZ
J =2 X o= dx = 2 — ]| = = —_—
o4 a a 3 12
A 0
g = s m,2
s O 5
2.2 a
- a“tb € mm —m— -~ - = >
JL—J(},+‘JB cm 3z - A ' Bq‘
t
: 2 2,2 . (m) ' [
- b” _*Mal+4ab t
gy =g +ME - Maran™, LT v "
2 2 ® ; !
b b i
= = — 1
Jas) ‘Js +cm 4 m 3 1 ¥
D 1 C
1)
)
EN PHYSIQUE
4 La plaque'utilisée est en tSle de A le) B
[ ’T -

3 mm d'épaisseur_ s elle a 30 cm de
longueur, 15 cm de largeur, et sa
masse est 1060 grammes, '

Pour permettre les oscillations autour
de (AB) et de A on a soudé sur le
vord [ AB]

- deux petites tiges ¢ylindriques en A

et B, dont les génératrices inférieures matérialisent (AB);
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- une pastille en 0 limitant un trou forédans la plaque qui permettra

de la suspendre A la tige matérialisant a .

Ces additions font évidemment que ta plaque réelle manipulée est légére-

ment différente de la plaque théorique objet des calculs,

B Voici les résultats expérimentaux obtenus par 8 groupes d'éléves

apreés mesure de la durée de 10 ou 20 oscillations de la plaque.

. Moyennes !

T, |0,66 | 0,64 |0,64 |0,66}0,65|0,63|0,64°10,63] 0,64

b

1 ’
0,92

0,64 =

0,92 0,90 0,01 | 0,93| 0,93| 0,93 0,92 | 0,93} 0,92

W Pour T, et T, les résultats expérimentaux excédent légérement
les résultats théoriques ; ce qui s'explique peut-&tre par ie fait que les
moments diinertie réels sont légérement supérieurs aux moments calculés,
surtout dans le cas de dz.
Nous pouvons remarquer que le centre de gravité de la plaque est trés
tégérement remonté par les ingrédients placés en A, 0, B,

. 2 ‘erz . .
Pour ce qui est de T la différence retative entre le résultat expérimental
1

et le résultat du calcul est inférieure & 0, 02,

1,43




le dessin de GilL_____
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Traces de matrices carrées d'ordre 2

constituant un anneau,



ACTIVITES DE TRiI ET DE CLASSEMENT
EN 6&me ET S5&¢me

*  x
*

Claude ANSAS et Marie-Thérése PATALANI, Groupe Informatique

Au cours des diverses activités mathématiques proposées

& des enfants de cet 8ge, I'enseig}wam est amené A familiariser 1éléve avec
un certain nombre d'actions ou de démarches qui sont pour la plupart fon-

damentales dans les processus d'acquisition des connaissances.

A partir dlune situation donriée, souvent concréte,
un probléme est posé dont la résolution permettra, par des étapes succes-—
sives d'abstraction et de formalisation, dlacquérir des concepts adapiés
au niveau des éléves. ‘

{_a résolution d'un probléme passe en particulier par
les étapes suivantes :

1. Connaftre le probigme posé (iire, comprendre la situation,

identifier et choisir des informations, se poser des questions...).
2. Rechercher une méthode et choisir les M"outils! adaptés.

3. Déterminer les opérations élémentaires 2 effectuer et fixer

Ilordre dans lequel elles doivent &tre faites.
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4, Exécuter, vérifier,

5. Envisager la classe de problémes auxquels ia méthode pourrait

slappliquer.

i1 s'agit 1&, en fait, de la recherche, de la formalisation
et de 'application ‘dlun algorithme. Une telle démarche a 1'avantage d'obliger
I'éléve 3 utiliser des moyens pour planifier et organiser sa recherche,
Décrire une situation, fournir ou choisir des informations, découvrir un
procédé, modéiiser, représenter par un code ou un dessin sont autant d'ac-

tions dont la pratique sera utile dans toutes les aciivités scolaires de

Itéléve et, en particulier, en mathématiques., Sa connaissance des mécanismes -

calculatoires s'en trouvera confortée et son aptitude 3 résoudre des pro- M

bigdmes plus développée.

}l ne s'agit pas d'apprendre une nouvelle technique, mais
de rendre le travail de !'élave plus systématique et plus rigoureux comme

Itexemple qui suit va le montrer.

Cet exemple a été choisi pour les raisons suivantes :

-~ il représente une situation concréte, ol |'éléve n'est pas seulement

observateur mais acteur ;
- le probléme posé par cette situation oblige A passer par un certain
nombre des étapes citées précédemment ;

- le travail qu'il demande fait référence a des notions mathématiques

qu'il sera facile de découvrir, rappeler ou appliquer & ce propos.,

K]



I - ENQUETES PREALABLES

1! est important pour des enfants de cet 3ge de faire
référence a des situations de la vie courante ; ceci représente une premiére

familiarisation avec le probléme posé.

On pourra donc faire précéder le travail en classe d'une
enquéte dans des lieux oll des classements ou des tris sont effectués, soit
manuellement, soit & 'aide de machines (2 la poste, 3 I%école, dans un
bureau, etc.,classement par ordre alphabétique, par &ge, par départements,

etc, ).

11 - PROBLEME POSE

a) Jntroduction

o On pourra partir d'une situation créée dans I'école :
examen blanc, interrogation écrite ou autres sur plusieurs classes {ie
nombre de copies & classer doit &tre assez important). |l semble plus inté-
ressant de prévoir une note sur 40 pour avoir un éventail de valeurs de noies

assez important.

e Le problédme sera ensuite posé en classe : Yhous avons

n copies & classer par ordre de note, comment procéder 71,
b) Discussion

Une discussion peut s'engager alors avec les éléves

pour déterminer une méthode générale de tri :

e On peut choisir une seule méthode pour toute la

classe et répartir les tiches par groupes d'éléves ;

® On peut faire une une liste de méthodes possibles,
et donner une méthode a chaque groupe d'éléves ;



¢ On peut distribuer des paquets de copies 3 chaque
équipe qui travalllera de fagon autonome et cherchera sa propre méthode.

c) Différentes méthodes de tri possibles
PROCEDES PAR DICHOTOMIE
1. Dichotomie suivant les notes

On sépare d'abord les copies en deux paquets : le

paquet des notes supérieures a 20 et e paquet des notes inférieures ou

égales & 20, Puis on sépare a leur tour ces deux paquets :
— en notes strictement supérieures a 10 et notes inférieures ou
égales a 10 pour l'un;

~ en notes inférieures ou égales A 30 et notes strictement supé-
rieures 3 30 pour 'autre.

etc, jusqu'd classification totale des notes.

Cette méthode pourra étre représentée par un arbre, ce
qui a 'intérét de familiariser les éléves avec la représentation simplifiée
d'un procédé (dans ce cas, procédé de tri, de classement).




2. Dichotomie qui consiste a répartir les copies en
deux paquets par rapport a la premiére note (par exemple celle qui figure
sur la premiére copie du paquet).

['13

droite : le paquet des notes supérieures a la premiére,

3 gauche : le paquet des notes inférieures a la premiére,
..« puis 3 nouveau, partager chaque paquet en deux par comparaison a sa
premié&re note, etc.

Le classement terminé, il faut "ramasser'les copies de la
fagon suivante :

On ramasse les descendants gauches d'un noeud, puis le
noeud, puis ses descendants droits, et ceci récursivement.

On place, a chaque fois, le paquet ramassé sur la copie ou
le paquet & ramasser,
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PROCEDES ITERATIFS
¢ ler procédé
On cherche par balayage visuel la plus petite note du
paquet que l'on a en main {ce qui sous-entend une premiére comparaison
des notes entre elles pour ne mémoriser que la plds petite) ; on la met de
cbté, puis on cherche, toujours par balayage visuel, la plus petite note
du paquet restant que lton exti-ait a son tour pour la placer au-dessus de la

précédente ainsi de suite...

<

On crée ainsi un paquet classé qui s'augmente d'une copie

3 chaque balayage.

Cette démarche présente un intérét pour les éléves, car
elle s'accompagne d'un processus de comparaison de chaque note & la sui~

vante et de mémorisation successive de la plus petite,

® 2&me procédé
On compare les deux premiéres notes et on les classe
{en les permutant si nécessaire) puis on compare la seconde & la suivante,
on les classe, etc. jusqu'd épuisement (des notes) ; puis on recommence
depuis le début toujours en combarant les notes deux a deux. Llensemble
des copies est classé lorsqu'il n'y a plus aucune permutation au cours d'un

balayage.

» 3&me procédé (Voir 111),

i1l - ETUDE ET EXPLOITATION D'UNE METHODE

Clest un troisiéme procédé itératif. Sa méthode consiste
& comparer chaque note aux notes des copies précédentes déja rangées et
3 'insérer A sa place. Cette démarche peut paralire la plus naturelle aux

enfants et s'appuie sur un algorithme de compréhension plus facile.

Il est important de faire précéder la phase de recherche

des éldves d'un certain nombre de consignes telles que :

- écrire toutes les actions que Ifon fait dans i'ordre ;
" — employer un vocabulaire précis qui peut &tre donné (comparer,
placer avant, placer apré&s, numéroter les copies, etc.) ;
- énoncer les probiémes rencontrés (cas des notes égales).
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EXPLOITATION DE LA PHASE DE RECHERCHE

1. Compte rencu des activités de groupe :

Chaque groupe est invité a3 rendre compte de son tra-
vail. Le professeur pourra, 3 ce propos, conduire une ‘discussion er're
tous les éléves, en s'efforgant de mettre en évidence les différents pro-
blémes rencontrés, et en particulier celui posé par la répétition des actions.
On peut en effet supposer que les enfants auront pris conscience, au bout
d'un certain nombre de manipulations, de !!inutilité de répéter par écrit
les mémes actions ; ils pourront alors avoir indiqué "je recommence... je

refais la premiére action...".

Clest ce travail commun d'analyse qui fera apparaitre la

nécessité d'une écriture plus claire,

2, Ecriture de I'algorithme

Dans un premier temps, on fera écrire 'algorithme
aux él&ves en langage spontané, puis on affinera progressivement {en
énongant toutes les actions sans les répéter, en respectant l'ordre de ma-
nipulation, en précisant les mots, etc,)

Ensuite, on passera a une écriture plus élaborée
en langage synthétique.

ACTION © je pars de la note de la 2&éme copie et je fais ltaction 1.

ACTION 1 je compare la note précédente, je fais itaction 2.

ACTION 2 si la note est strictement supérieure & la note précédente :

.

alors je mets la copie avant la copie précédente, et je fais
I'action 1.
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sinon je laisse la copie qui porte la note & sa place, et je

fais I'action 3.

ACTICN 3 je passe & la copie suivante :

s!il y en a une, .je fais l'action 1

sinon je fais {taction 4.

ACTION 4 je mtarréte.

L'algorithme ainsi écrit, on pourra alors faire une sorte
de vérification de son efficacité en faisant "'jouer" les éléves (on peut si-
muler une machine qul ne sache faire que ces actions,- chaque éléve repré-

sentant une action). On pourra aussi le représenter par un dessin.
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j'ai un paquet
de n copies

je classe les 2 premiéres

y a-t-il une

copie suivante ? FIN

je compare la note

3 celle de la copie
précédente

Jje laisse lq
copie qui
porte la note
a saplace

je mets la copie
avant la copie
précédente

la note est-elle
strictement supé-

rieure & celle de la
copie précédente ?,
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LES NOUVEAUX PROGRAMMES
DE

QUATRIEME ET TROISIEME

Des projets de programmes pour les classes de
quatriéme et troisiéme avait été présentés le 22 juin 1978 au C.E.G.T.
{Conseil de I'Enseignement Général et Technique) assortis de propositions

d'horaires pour la classe de quatriéme.

Le C.E.G.T. avait alors rejeté |'examen de ces pro-
grammes et horaires, demandant un bilan de la mise en application de la
réforme en classe de 6e et une concertation sur les contenus des diffé-

" rentes disciplines. A la suite du vote du C.E.G.T., la Direction des

Colléges avait retiré les textes proposés et annoncé une nouvelle concer-

Lors de sa dernigre réunion, le 17 octobre 1978, le

tation,

C.E.G.T. arepoussé le projet d'arrété fixant les horaires et l'organisa-

tion des classes de quatriéme et troisiéme.

iDar' contre, le texte présenté sur les PROGRAMMES DE
MATHEMATIQUES de 4e et 3e a été adopté. 1

_ Affaire a suivre...

LE BULLETIN INTER IREM NOUVEAU EST 'ARRIVE. !

C'est un numéro spécial COPIRELEM (enseignement élémentaire)

il est & votre disposition & la bibliothéque de I'IREM.
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REFLEXION SUR LES METHODES D'ENUMERATION
ET DE DENOMBREMENT

* *
*

René CARMONA et Fernand DIDIER

tes résultats dlanalyse combinatoire présentés aux éléves
de second cycle de I'enseignement secondaire portent sur les dénombre-
ments de cértains ensembles finis : sous-ensembles de cardinal donné d'un
ensemble fini, applications d'un ensemble fini dans un autre, injections
d'un ensemble fini dans un autre, bijections d'un ensemble fini sur un en-

semble ayant méme cardinalité,

Les démonstrations reposent sur I‘a mise en évidence d'un
procédé récurrent d'énumération ces ensembles éue iton dénombre, il
apparait que trop souvent, enseignants’ et enseignés retiennent les for-
mules combinatoires ainsi obtenues, et oublient trop souvent les procédés
d'énumération en cause. Nous souhaitons attirer {'attention du lecteur
sur certaines insuffisances des systémes d'écriture couramment utilisés,
En effet, ceux~ci permettent bien d'écrire des formules statiques {qui de-
viennent alors définitions de certains des objets pour lesquels on introduit
un symbolisme ad-hoc) mais ils ne permettent ni d'écrire, ni de manipuler

des algorithmes, ni de synthétiser des procédés de calcul ou d'énumération.

L'exemple que nous choisissons pour développer rotre

argumentation est celui du dénombrement des surjections d'un ensemble E

avant n éléments sur un ensemble F avant p €léments.

e

Pourquoi étudie-t-on les dénombrements mentionnés ci-dessus

et ne dénombre-t-on pas les surjections d'un ensemble fini sur un autre ?
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i1 faut chercher.les raisons ailleurs que dans la difficulté des démons-
trations : nous verrons plus loin que ie dénombrement des parties a

p éléments d'un ensemble & n éléments et le dénombrement des surjections
peuvent étre conduits de fagons paralléles, en explicitant des procédés
d'énumération en tous points analogues. De plus, ces procédés d'énumé-
ration sont de difficultés égales et conduisent tous les deux & des formules
de récurrence similaires,

(1)

P _ ~P-! P
Cn cn—l +cn-1 !

P p-1 p ' '
s, PS._, +PS, ;. {2)
si nous notons par S':\ le nombre de surjections d'un ensemble &3 n

éléments sur un ensemble & p éiéments.

Il est clair que les formules {1) et (2} ne suffisent pas pour
définir de fagon univoque les fonctions C et S, Pourtant si on feur ad-
joint les valeurs que doivent prendre les fonctions pour les ''valeurs
limites!" des variables n et p (voir les formuies (7) et (10)))Ies formules
(1) et (2) constituent des définitions mathématiques de fonctions. En outre
ces définitions traduisent le procédé diénumération qui nous a permis
_d'Bbtenir leur expression, et suggérent ainsi un procédé d'évaluation. Ce
procédé de calcul est bien connu dans le cas (1) puisque il correspond au
"calcul des coefficients du bindme par !a méthode du triangle de Pascal'.
Dans ces conditions la formule {2), ou mieux encore la formule (10), permet
de calculer la fonction S en constituant un triangle analogue a celul de
Pascal, et l'évaluation des nombres S':\ n‘est donc pas plus difficile que
celle des Cﬁ. Ce qui est moins bien admis est que (7) soit une définition au

méme titre que :

1
Cﬁ = p1 (?-.-piz s ) (3)

qui n'est rendu possible que parce gqu'un symbolisme particulier a été
‘introduit pour noter la fonction factorielle. Nous ne mettons pas en
cause le sort particulier qui est réservé 3 la fonction factorielle.

M
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En effet celle-ci est d'un grand intérét dans de nombreux domaincs Jos
mathématiques (théorie des nombres, analyse, calcul des probabilités, ...)
ce qui iustifie llintroduction d'une notation particuliére. Nous voutens
simplement mentionner que l'existence de cette rotation permet de subsi-
tuer la définition (3) & la définition (7), et de rompre le paraliélisme entre
le traitement des formules de récurrence (1) et (2). On pourra voir,

en appendice, |'expression développée de Sr‘:. L a mahipuiation des
formules de définition récurrentes du type (10) nous est moins familidre.
Clest peut-&tre une des raisons pour lesquelles le calcu! des Sz ntest

pas au programme des classes de llenseignement secondaire,.

Pour terminer cette introduction, nous voudrions justifier
la présence de cette note dans le cadre d'un travail de réflexion sur Hin-
formatique et son influence sur l'enseignement des mathématiques. Ltin-
formaticien ne définit des objels que pour les construire effectivement.
Ses définitions sont donc en fait des algorithmes de construction, de calcul
ou de reconnaissance. Clest sa pratique gui a mis en évidence ltintérét que
pouvait avoir llinterprétation des formules (5) et (10) comme des définitions,
provoquant ainsi le développement de nouvelies techniques permetiant de

manipuler les objets ainsi définis.

L'expérience accumulée par l'informaticien a mis en évidence
1'intérét des définitions et des procédés de calcul {ou de construction)
récurrents (1) {voir par exemple [ Rec] {2)), Notre but est de mettre a
profit cette expérience pour éclairer d'un jour nouveau l'étude des pro-
biémes de dénombrement dans le second cyc!e de notre enseignement

secondaire,

Il ne sera pas question ici d'ordinateur ou de langage de

programmation,

1 sttt . » . . »
(') Les définitions et les algorithmes que e mathématicien appelle récurren:s
sont qualifiés de "récursifs! par llinformaticien,

(2) I'Rec] renvoie aux articles parus dans la brochure INRDP n® 75
(pages 175-234) et dans la brochure A,P,M.E.P. n® 20 {pages 155-206)
sous le titre Récursivité,
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I - Les dénombrements en _guestion :

Les deux premiers des trois dénombrements que nous allons
effectuer dans ce paragraphe sont bien connus de tous, et figurent en bonne
place dans tous les ouvrages traitant de problémes combinatoires. Nous

devons donc en justifier la présentation dans cette note.

L.e premier nous servira. i illustrer comment I'introduction
d'un symbolisme, en l'occurrence le point d'exclamation de la fonction
factoriellie, permet de rendre la notation d'une fonction (et plus précisément
les valeurs de éette fonction) indépendante de tout procédé de calcul ou
de définition. Nous essaierons ensuite de montrer comment la liberté
ainsi gagnée peut n'dtre qu'illusoire, limitant en fait nos études aux fonc-
tions possédant une écriture raisonngble au moyen des symboles et des
notations que nous nous sommes autorisés. L l'illustration de ce leurre
est i'objet des études paralldles du dénombrement des partles & p éléments
dtun ensemble & n éléments, et du dénombrement des surjections dlun

ensemble & n éléments sur un ensemble & p éléments.

{i) Dénombrement des bijections :

'
Soient E et E deux ensembles finis de cardinal n, et
1 1}
notons B(E,E ) i'ensembie des applications bijectives de E dans E

et B(n) son cardinal. .

Si n = 0, nous avons :

8E,E) = (@} ,

et donc :
B(0) = 1.

Examinons maintenant le cas n> 0. Soit e un élément de E

que nous particularisons (ceci est possible puisque n = 1).

1]
Si f est une bijection de E sur E, sie’est l'image de e par
f {alors fle) = ), et si nous enlevons le couple (e, et)du graphe de f,
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co s 13 '
nous obtenons le graphe d'une bijection de E\ {e} (7) sur E \{e'l,
] - 1
Réciproguement si e'€¢ E et si f estune bijection de E\{e} dans E \{e"}

1
il existe une et une seule bijection de E dans E , disons f, qui vérifie :

fle) = e' et (YxEE\ {e}, f{x) =F (x))

Nous la noterons Ty {(e,e')}. Ainsi:

ae,e)- U B,

e’FE

ol r_%e' désigne I'ensemble des Tu {{e,e')}, T parcourant !'ensemble
BlENlel, E \{e").

Or les ensembles “%e' sont cii.sjoints deux a deux et ont le mé&me cardinal,

a savoir card B{E \{e}, g N{e).

et :
_B(n) = n.B(n-1).

Récaplitulons ces formules :

8 (g, E') = si n=0 alors {@}

si_non U 52)

e'eE
et :
B(n)=si n=0 alors !

sinon n.B(n-1) (5)

Ainsi donc il apparait clairement que la cardinalité def (E,E')
n'est obtenu que comme un sous produit du procédé d'énumération mis en
évidence, Plus que les résultats numériqueé qu'il permet d'obtenir, c'est
la nature méme du procédé diénumération qui nous parait &tre fondamentale :
il est, pour reprendre l'expression de Blaise Pascal de nature universeltle

et porte sa démonstration en soi.

(3) A\B désigme le-différence ensembliste A\B = An = , 4 savoir
Itensemble des éléments de A qui n'appartiennent pas & B (nous
utilisons la notation BC pour le complémentaire de B).
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Pour n# 0 I'évaluation de B(n) se fait de la fagon

suivante :

B(n) = n,Bln-1)

B8(n-1) = (n-1), B(n-2)

Bl1) = 1.8(0) ' _ , q
B(0) =1,

En multipliant membre & membre, et en simplifiant on obtient :

B{n) = ni{n-1)iveveeess 32,1, i (6)

{ que I'on note n!). Remarquons que le produit figurant dans le membre de
droite de (6) peut &tre calculé de nombreuses fagons différentes.
Alors que la formule (5) suggére un procédé de calcul (4,), la formule (6)
et I'emploi de la notation n! occultent le probléme du choix du procédé
de calcul. .

En fait, dans le meilleur des cas, c'est (6) qui est retenu, le
procédé d'énumération étant trés vite oublié,

{1i) Dénombrement des combinaisons :

Soient n et p deux entiers ; si E est un ensemble & n
éléments, nous noterons {SD (p, E} l'ensemble des sous-ensembles de E

qui ont p éléments et CS' son cardinal. B

11 est clair que ;

@(D,E)=¢ , sip>n

et donc nous avons :

C‘:‘=0 sip > n.

(4) Voir le chapitre Il de Itarticle de la brochure INRDP n® 75 pour de plus
amples détails,



AR
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Depius si p = 0 il est non moins évident que :

Pe.E) = (B

et donc que :

Ces cas singuliers étudiés, envisageons mainienant le cas
ol | € p < n., Soit e un élément de E que nous pavticularisons
(ceci est possible puisque n > 1). Enumérer les parties de E & p
éléments peut se faire en énumnérant les parties 3 p éléments de E\{e},
et en énumérant ensuite les parties de E & p é!émenis qui contiennent
e {(ce qui revient, en fait,d énumérer les parties 3 p-1 éléments de
E\{el). Compte tenu des nctations que nous avons introduites cette énu—
P p,E):

mération repoese sur la partition suivante de

@(p,E)= {SD @

4 U G2

ol S?\= ga(p, E N\{e})
et S?.‘ est l'ensemble des parties de la forme {e}uy P,
P décrivant Ilensemble @(p—l, E N{e}).
dou P =P+ P
Si nous regroupons les résultats obtenus, il est aiors possible

d'affirmer que C‘Sj {p,E) et Cf: sont entigrement déterminés par les

formules :
Q
Sp,E) = si p=0 alors (g} (6)
sinon
si p > n alors @
sinon S?USD
et:
C:=iip=0alors 1
sinon si p >» n alors o]

. b3 p-1
sinon Cn—l + Cn-l {(7)



Ces formules peyvent donc étre considérées comme des définitions,

d'une part de I‘;nsemble des parties & p éléments de I'ensemble E,

et d'autre part de la fonction C qui au couple d'entiers (p,n) fait

cor‘respondre le nombre Cp de parties & p éléments d'un ensemble &

n éléments ( ). Mals, et c'est le point sur lequel nous voulons insister,

ces formules traduisent un procédé permettant d'une part d'énumérer
@(p, E) et d'autre part de calculer C’: (4).

(iii) - Dénombrement des surjections :

' .
Soient E et E deux ensembles finis de cardinaux respectifs
H
n et p, notons % (E,E ) l'ensemble des applications surjectives de E
sur E', et notons S:: son cardinal.
Il est clair que :
1
ﬁ(E,E)*(é si p>n
et donc que :
Sz =0 sip>n.

Deplussi p=0 et n# 0, nous avons également :

8(E,E|) = ¢ *

1
car il n'y a pas d'applications de E sur E, et donc:

Enfinsi p = 0 et n = 0:

Die,e") = (@,

et donc :

(5) 1l est & noter que l'objet défini figure & gauche et & droite des "égalités
de définition" ce qui pourrait paraftre curieux si l'on n'avait tlexpé-
rience de la récurrence.
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Ces cas singuliers étudiés, envisageons maintenant le cas
oif 1 £ p £ n, etcommeprécédemment, soit e€E un éiément de &
que nous particularisons, Liensemble des surjections de E sur F se
partitionne en deux sous-ensembles de la fagon suivante : le premier est
constitué par des surjections pour lesquelles I'image de e n'est I'imzage
dlaucun autre éiément de E, et le second est constitué par les surjections

pour lesqueiles llimaos de e est l'image d'au moins un autre élément de E,

)
Ainsi, pour énumérer Lé(E,E }, nous énumérons successive-

ment ces deux sous-ensembles, que nous notons momentanément L.:S' [ E‘S 2°

Si fe él’ si nous -appelons e' I'image de e par fl(i.e. e! = f{e))
et si nous enlevons le couple (e, e') du graphe de f, nous obtenons {e grache
d'une surjection de E\{e} sur E'\{e‘). La correspondance gue nous
venons de mettre en évidence est biunivogque. En effet si inversement,
el € E‘ et une surjection ¥ de E\{e} sur EI\{e'} sont donés, it

)
existe une et une seule surjection f de E sur~ E qui vérifie:
fle) = e' et (Vxe Ex{e}, f(x) = Fix} ). (8}
Nous la noterons {1 {{e,e')}. Par conséquent, nous avonrs :

8] = U, Fu{le,eN} ; ol ¥ décrit ‘ZS(E\{e},E’\{e’}).
e'cE v

Les ensembles figurant au deuxiéme mambre de 1'égaliié ci~
dessus sont disjoints deux & deux, et ont tous mé&me cardinaliié S:—." .
Nous obtenons donc :

card B, = p Pl .

De la méme fagon, si fEZSz, si nous zppelons e'! llimage
de e par f, et si nous enlevons le couple (e, e') du graphe de f,
nous obtenons le graphe d'une surjection de E\{e} sur E|, et la cor-
respondance ainsi mise en évidence est biunivoque. En efiet, si inversement
e'cE  etune surjection T de E\{el sur E' sont donnés, il existe

t
une et une seule surjection f de E sur E qui vérifie la relation (8).
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Nous avons donc ¢
b 2 . 1
32 - U . Tu{le,eM} ; ol T décrit 3(Ex{e}, E)
e!'cE :
Comme précédemment, les ensembles qui figurent au second
membre de 1'égalilé ci~dessus sant disjoints deux & deux et sont tous de
méme cardinalité. Cette cardinalité commune est cette fois-cl S':\_‘ .

Par conséguent nous avons :
= P
card 32 P Sa-i

Si maintenant nous récapitulons les résulitats que nous avons

.
.

obtenus pour les énumérations et pour les dénombrements, nous obtenons

:‘S(E,E')- sip=0 alors si n«=0 alors (@}
sinon @ (9)'

sinon si p>n alors @

sinon "g)‘u A

et

sP - si p=0 alors si n=0 alors
(10

sinon si  p >n alors

v o @ -

p-1 P
sn-l +p sn-i
Pour terminer ce paragraphe, signalons que par des méthodes
identiques ou similaires i} est facile dténumérer et de dénombrer ies par-
titions d'un entier (décomposition en somme dfentiers) avec ou sans res~

triclions sur le nombre d'éiéments de ia partition.

4,

T
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1l est évident que le mode de raisonnement utilisé pour engendrer
1]
et dénombrer les surjections de E sur E est tout & fait identique & celui
que nous avons utilisé pour engendrer et dénombrer les parties & p €élé-

ments dlun ensemble E & n éléments,

Ltécriture de la formule d'énumératicn (9) est indéniablement
plus complexe que celle de (6). En fait cela est di au systéme de notations
que nous avons choisi plus qu'a des difficultés conceptuelles, La simili-
tude est plus évidente sur les formules (10) et (7) de dénombrement, ¢t si
flon excepte le fait que dans le cas des surjectionsAnous ayons été contraints

d'examiner le cas n = 0, la complexité de ces formules est la méme,

Il faut donc chercher ailleurs que dans la complexité des démons-
trations et des formules, les raisons de la ""mise & 1'écart des programmes

du dénombrement des surjections'.

Pour terminer, nous nous hasarderons 3 une explication.

Les procédés d'énumération ne trouvent pas beaucoup d'applications dans
les problémes des programmes actuels de mathématiques. Par contre les
résuitats des dénombrements sont dlune grande utilité pour la résolution

de nombreux exercices (citons, par exemple, les exercices de calcul ces
probabilités). Si les formules (6) et (3) sont propices aux développements
et aux simplifications des calculs, rien ne nous a préparé a calculer sur

les formules (7) et (10), et & démontrer des propriétés des fonctions C

et S en utilisant ces mémes formules. Cette difiérence est sans appel.

Pourtant, si l'usage des calculatrices programmabies se géné—
ralisent et si leur programmation se sophistique pour permettre I'Utilisation
de programmes dits "récursifs’, le calcul des fonctions C et S se fera
suivant les formules (7) et (10) (voir [ Recl). La sy.stématisation de itemploi
des moyens informatiques nous conduira a reconsidérer les procédés jugés
aujourd'nui inadaptés a la pratique calculatrice telle qu'on la congoit ac-

tuellement {ou plutdt telle qu'on la concevait dans un passé récent),

Cette projection dans le futur ntest pas une vue de Itesprit
gratuite mais, croyons nous, une simple anticipation sur un avenir trés

proche,
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Nous proposons dans cet appendice une expression développée
de S‘:\ "écrite sous forme de signes sommes. De la méme fagon que les
formules (6) et (3) peuvent s'écrire :

n
B = TV i,
=1
et:
¢ - Th et
n . j
j=1
en utilisant le signe du produit de facteurs indiciés, il est possible

d'exprimer la fonction S 3 I'dide de signes Z utilisés pour noter les
sommes de termes indiciés, :

So:ent E et E deux ensembles finis de cardmaux respectifs
n et p, et notons 3’(E = ) {'tensemble de toutes les apphcatlons de E
dans E . 3 (E,E ) est un sous ensemble de S(E,E } dont le complémes
taire est facilement céra_ctérisé. En effet si f est une application de E
dans E,, f nlest pas surjective si et seulement si I'énoncé suivant est
"satisfait

JelcE , YecE , fle)f e .

Ainsi donc, '53 (£, E‘) est le complémentaire dans % (E, E') de :

UI ’(EvEI9e') ’

elc E

ot F(E,E,e') est défini par :
?(E,E’,e') = {fES'(E,EI) ;VecE, fle) #e'} .

1 . ]
F(E,E ,e') est en fait Ilensemble des applications de E dans E pour
lesquelles e!' nlest I'image d'aucun élément de E. Par conséquent :

card ES(:—:, E') = card :-'(E,E') -card \J ',s(E,E',e') ’ {11)
’ e'cE '
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et nous saurons dénombrer ‘ES(E, E') lorsque nous saurons dénombrer Hen-
semble de toutes les applications d'un ensemble fini dans un autre (c'est
l'objet du sous paragraphe (i) et l'union de sous-ensembles non-disjoints
{c'est I'objet du sous paragraphe (ii) . En effet il est clair que les sous

1
ensembles 7 (E,E ,e') ne sont pas disjoints deux & deux.

(i) - Dénombrement de toutes les applications :

Nous. Fin,p) le nombre d'éléments de F(E, ).
11 est clair que :
FE,E) = (&}
si n=0 (soit, E=¢), etdonc que:
‘v F{o,p) = 1.
Si maintenant n¥ 0, etp=0 (soit, E#P et g' = @), nous avons :
s(e,E) =0,
et donc :
F(n,0 = 0 .

Ces cas singuliers étudiés, envisageons maintenant le cas

ol p¥ 0 et n¥ 0, et comme précédemment fixons un élément e dans
E.

En utilisant les mémes notations il est facile de voir que :

1 i
F(E,E) = U , :52. ol ?:ldésigne lensemble des T U {{e, e')},
te . :
elC¢ E f décrivant K(E\{e}, E') .

L—_)
L.es ensemblies J‘e’ de I'égalité ci-dessus sont disjoinis

deux & deux et ont tous méme cardinal, & savoir F(n-1,p). Par conséquent

Fin,p}) =p . Fin-1,p).



Si nous récapitulons les résultats obtenus pour les énumérations

et pour les dénombrements hous obtenons :

!
F(E,E) = si n=0 alors {¢}
sinon si p=0 alors @

sinon
Pt sinon

U, &

el€ E

et .
Fin,p) = si n=0 alors 1
sinon si p = 0 alors 0

sinon p A{n-1,p).

Comme pour Je dénombrement des bijections il est facile dlobtenir une
expression de F(n,p) utilisant le symbolisme usuel. En effet, si nous

écrivons :

F{n,p) = = p F(n-1,p)
F{n-1,p) =p F(n-2,p)

p F{o,p)
I t]

F{1,p}
F(0,p)

si nous muitiplions les égalités ci~dessus membre & membre, et si nous

simplifions, nous obtenons :
Fin,p) = p". (12)

(ii) Formule de Poincaré ou principe dlinclusion-exclusion :

Soient, E un ensemble fini, N un entier, et {AI’ - ,AN}
une famille finie de parties de E. Notre but est de déterminer :

card ( Lr\l} A.)-.

=t
< Si les Aj étaient disjoints deux & deux le résultat serait :

>N |
- card A,
=i a ; (13)
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Mais si les A. ne sont pas supposés disjoints deux a deux, il est clair

que les éléments de { }A qui appartiennent a plus d'un A , ont é1é
j=1
comptés plus dlune f0|s. Par exemple, ceux qui appartiennent & deux

ensembles Aj et & deux d'entre eux seulement, ont été comptés exactement

deux fois, Ceci nous améne & proposer la correction suivante :

>N )2
4 card A.i - card A NA (14)

= {is 11, Je c{t, e N} I i

“\

tel que card \L i ’jz} =2

Cette correction nous rapproche du résultat puisque les é1é-

ments de Z N Aj qui appartiennent 3 au plus deux ensembles A.i sont
j=1
comptés une et une seule fois., Par contre, ceux qui appartiennent & exac-

tement trois des ensembles Aj , étaient décomptés trois fois dans Ifex-
pression (13), et ne sont plus décomptés dars lltexpression (14), puisqulils
ont été retranchés trois fois, Ceci nous améne a proposer la correction
suivante :

>°N card A - 2 card A 0 A

j=1 . - i :
! {Ja 12 _}C {1, 0N} da J2

tel que card {j4 ,jz } =2 (15)

+5‘— rd A nA nA
{14 iy e, }c{l,---.N‘ ia 2 I3

tel que car‘d{;j1 3 =3

p b
J h
10ty

A nouveau nous nous sommes rapprochés du résultat puisque

. N . . .
les éléments de 1. Aj qui appartiennent 3 au plus trois des ensembles A,
i=1
sont comptés une et une seule fois, Par contre, ceux qui appartiennent 3

exactement quatre des ensembles A. sont comptés deux fois. En effet ils
étaient comptés quatre fois dans llexpression (13}, nous avions retranché

six fois leur nombre lors de la correction ayant conduit 3 l'expression (14),
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et nous avions rajouté quatre fols leur nombre lors de la correction
ayant conduit & |'expression (15). Nous sommes donc amenés & retrancher :

f card A N...n A
{.i1 ,...,j‘f}c{l,...,N} 14 Iy

tel quecard{j‘ ,---,J“_ }‘4

de 'expression {15). De correction en correction, nous arrivons en un

temps fini & la formule exacte qui suit :

N
card Zi\l A = 2 (-l)k-l(f : cardA  n..NA

J=1 i k=1 (14 ,...,]k )}c{l,...-,N} i,

tel quecar~d{j1 ,...,jk }= K (16)

que i'on écrit souvent sous forme développée :

car‘d((Nl Aj)’ card A1 + card A2 + ... + card AN
i=1

-card A,‘nAz-,...
+CardA]nA2nA3+ e

-card Al n A2n A3n A4

Nous sommons les cardinaux des ensembles, puis nous retranchons
les cardinaux des intersections deux & deux, puis nous rajoutons les car-
dinaux des intersections trois & trois, puis nous retranchons les cardinaux
des intersections quatre a quatre, ..., jusqu'd rajouter ou retrancher le
cardinal de I'intersection de tous les Aj' Par exemple nous avons :

card Al UA, = card A‘ + card A2 - card A1 n A2

2
-card A1 ¥ Azu A3 -.car'd AI + card A2 + card A'3
- card A1 n A2 ;- card A2n A3 - card A3 n AI

+ card A, n A2n A3

=

4

nE
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card A1 U A2U A3U A4 = card A, + card A2

+ card A3 + card Aa

+= card Al n A2+ card A] n A3 -card A’ n AA ~card A

2723
- car‘dAz.'". AQ - card A3n A4
+ card A] n Azn A3 + card Azn A3n Alb + card AI ol A3ﬂ A

+ <:ar‘dA1.",A2 VA

4
- card Azﬂ Azﬂ A3n A4 .

La formule {16} se démontre en mettant en forme l‘a-r*gument que Nous avehs
utilisé pour la présenter. En effet si e est un éiément de E qui appariient
a Li\‘j A. et si k_ est ie nombre de A, augquels e appartient, c'est-
adidst '

.k, = card {j; e€ AJ.},
dans la formule (16),

e est compté :

Z'-<°
k-1 .k
= -1 c

K
o

fois, c'est-a-dire exactement une fois puisque, ‘en utilisant la formule cu
binome nous obtenons :

o =

k
(- °

k=0

K .
— O k
2 (ak c’ .

et donc :

k=1

tl

ce qui démontre la formule (186).

4



(iii) Dénombrement des surjections :

L.a conjonction des formules (11) et {16) donne :

P
P n_xy k=1 ' \
S = p - (—1) ( ' card ¥(E, E , e! )n n E(E E,e)
n k-1 {'h-ejcE »=0 % Eael
tel que card{e;,..,e"(} =k {(17)

.

: ]
Or, si ej,..., e, estunerartie a4 k éléments de E ,

1 - ) 1
s(E,E,e;)n...n F(E,E,e"()

!
est l'ensemble des applications de E dans E pour lesquelles e;, -1 e"<
ne sont pas images d'un éiément de E, 1l est clair que ces applications sont
[}
en correcpondance biunivoque avec les applications de E- dans E \{ei, ey ek}

et donc que

cerds(E,E',e;)n.h.ns(E,L—:',t_z,'() = cardﬂ-’(E,E,\{ei,...,e"(})

= (p-k)"
Ainsl :

, .
card% (E,E ,e,)n...ns(E,E',eL)

ne dépend que de k , et non pas du choix du sous ensemble {ei seeey e;(}
1
& k éléments de E . Pulsqu'ily a C:: tels sous ensembles, !a formule

(17) peut se reécrire :

P k-1 _k
=" 2 (1T K pu)” (18)
n P

k=1

L'utilisation du signe de sommation et du symbole C Introduit
pour noter le nombre de sous-ensembles de cardinal donné, d'un ensemble
fini, permettent d'obtenir une écriture condensée de Sf:. Mais la formule
(18) ne traduit pas un procédé d'énumération et de plus, son écriture ne
suggére pas un procédé de calcul pour &valuer S':\.
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