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THEMES D'ACTIVITES DANS LE 1ER CYCLE

* *
B3

H. MARTINO-GAUCHI - I1.R.E.M. d'AIX-MARSEILLE

On se propose dans les trois fiches qui suivent, de cons-
truire des abaques permettant de faire des opérations dans N et dans
7 tout en utilisant les notions de graduation et des propriétés

géométriques.

I - ADDITION DANS N

1. Un peu de géométrie

A 2 Soit un trapdze rectangle ABA'B', I
le milieu de AA' , J le milieu de
I Lo J BB' , en utilisant un rectangle conve-
nable, des découpages, des pliages, on
A peut mettre en évidence de fagon plus
B ou moins rigoureuse suivant le niveau
Eigure 1 ot l'on se place que si:
d(A,B) = a d(a’,B') =b alors d(I,J) = a+ b et que la droite pas-

~

sant par 1J est paralléle & celle passant par ﬁn N

Désignons par D, D' 1les demi-droites d'origine A contenant B , d'cri-
gine A' contenant B' , A celle d'origine 1 contenant J .

D et D' sont paralldles et perpendiculaires & la droite passant par

A et A' . On pose d(A, B) + d(A', B') =C . Bk B'k désignent
respectivement des points variables sur D et D' . Nous allons montrer
que si d(a, Bk) + d(A, B|k) = C alors la droite contemant B_B'

passe par le point J situé sur 8 et milteu de BB'. En effet soit

J. 1le milieu de BkB'k J_ est donc sur , et d{I, Jk) = g = d(1,J)

| 4 k
d'apréds ce qui précade.
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2. Construction de l'abaque

Reprenons les droites D, D' et , de la figure 2; En utilisant un
double décimétre, graduons D et D' de O & 10 par exemple. En
utilisant toujours un double décimdtre, mais comme unité le demi centi
mitre, graduons 4 de O jusqu'd 20 comme 1'indique la figure 3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A N e —_—

figure 3
A!

i '

1 2 3 & S 6 71 _ 8 9 10

Régle d'utilisation :

Lire @ sur D , bsur D' , a+ b se lit & 1'intersection de
la droite passant par les points a et b et de A .

Ou encore on peut lire a Sur D', b sur D .et a4+ b se lit
comme précédemment. (sur 1a figure 3, les sommes 3 + 6, 6+ 3 et

9 + 2 ont été ainsi effectudes en utilisant 1'abaque. )+



3. Soustraction dans N

Soustraire b a a c'est chercher le nombre C qu'il faut ajouter i
b pour cobtenir a . Il nous suffit donc d'utiliser 1'abaque précédent

3 ['envers.

Regle :
Soit deux nombre a8 e b b< a on lit a sur 4 b sur D
et le résultat a - b se lit & 1'intersection de D' et de la

droite passant par a et b .

(sur la figure 3, on 2 effectué les différenceé 9-3, 9-6, 11 -9

Que se passe-t-1l si 1'on permute le rdle de D et de D' ?

11 - ADDITION DANS Z

1. Nous avons pu remarquer précédemment que ['équation x + b =48 n'a de
solution que sf a>= b . Essayons de soustraire 3 3 2 avec¢ notre
abaque. Nous lisons 2 sur & , 3 sur D, la droite contenant ces
deux points ne coupe pas D' . Nous sommes ainsi amenés a prolonger
D' ainsi que D . Effectuons une symétrie de 1'abaque par rapport
i la droite AA' . Des pcints symétriques sur D, D' A ont le méme
nom. Adoptons 1a convention suivante : a étant ]'ancien nom dési-

gnons par (+ a) les points situés sur D, D' A i droite de A ,

-

ou I, ou A' par (- a) ceux situés 3 gauche. On obtient un

nouvel abaque.

(=5) (~4) (=3) (-2) (-1) A (+1) (42) (+3) (+4) (+5) (+6)

A s e A i . “ 5 oA ' A 'y

(«6)(-4)(-2) 0 +

A PO S T Y

+8) (+10)

PRI S WY T S S S |

(-5) (-4) (-3) (-2)(- Ly .
e ‘ : : G +2) (+3) (+4) (+5)

Ligure &4
a est la valeur absolue des nombres (+a) et (-a)



On peut Techercher tous les couples (a,b) tels que la diFférence
a - b soit égale & (-1) . On trouvera tous les couples (a, a + 1)
{si nout le cherchons i l'alde de 1'abaque, a est sur & , a+ 1

est sur D 3},

Remargue

Une iniinité de droites se coupent en un point de D' nommé {-1)

. Démontrons ce résultat ou plutdt :

Spir A A A'. A' un
-] 1 1 [

rectangle . 50 ie milieu de

A A' ., B, le milieu de
c o

A 2
Ai A'l montrons qQue la droi-
i i te AlB0 coupe la draite A'IA'
e ’e Al en un peint M tel que A'o
" A 1 ' solt le milieu de A') - M
flgure § Le résultat est évident au ni-
+1lgure J

veau de la de.
3 ur niveau {nférieur, 11 faudra comparer lei triangles HA'OBD et BvoAl
et se contenter de moin: de rigueur pour obtenir le résultac.

En appliquant ce résuiltat plusieurs foils, on établira le vésultal cherché.

PR . - .

Additica dans Z

Nous venons sans {'expliciter de symétriser l'addition dans N .
Pour effectuer a+ b dans T avec l'abaque on it a sur D,

b sur D' le résultat a + b se lit sur & & l'intersection de la
droite contenant a et b .

figure 6
(=6} =57 (~%} {-3) (-2} {-2}0 (41} (+2} (43} {4} {(+5} {46} {+7)

L} 1 A A

i

\\Q\“M) ) (+8) (+10) (+12) °

(+1) (+3

AN

o'

CET TS T 09 (20 (1) g +1) (2] (437 (58) (¢5) (46) (47)



Sur la figure 6, nous avons effectué :

#3) + (#8) 5 (42) + (5) 5 (<5) + (=3) 5 (-2) + (-6} ; (6&) + (+6) ;
(-3) + (-2)

1'abaque permet'lus;i de faire des soustrections dans £

pour effectuer 2 - b on 1it a sur 4 ) éur D; a-b se lit sur D'
Les différences (-1) - (-2) ; (+3) - (~-4) ont été effectuées sur
1'abaque de la figure 6.

N

111 - MULTIPLICATION DANRS N

Un abaque de la multiplication pourra étre obtenu & partir de la formu

géométrique donnant 1'aire d'un rectangle S = axbd

)
™m

W

=

L

Rt
ot |-



a2 1'aide de cette table, on peut obtenir :

P r21P 0046 cur2+3+44546)7
143+46+7+9411 =6 o

en considérant les polygones ABCDEF, FEDIHG, GHIJKL, LKJOMN, MNOPQR,
et PQRS dont les aires sont proportonnelles respectlvemenﬁ a 63 N 53,
43, 33, 23 et 1 et formés respectivement de 11, 9, 7, 5, 3, 1

rectangles.



PRESENTATION DES ;KNGLES GEOMETRIQUES
ET DES ECARTS ANGULAIRES EN 3EME

* *
*

Yvonne ﬁAl'l.'EI, Lycée Saint-Exupéry - MARSEILLE

On suppose traités les chapitres suivants : orthogonalité,
rapport de projection orthogonale, plan euclidien, distance, théoréme de
Pythagore, médiatrice, symétrie orthogonale, cercle (définition ; éléments

de symétrie).

ANGLE GEOMETRIQUE

1) Approche concréte de la notion :

On fera observer et dessiner des couples de demi-droites de méme origine et
on calculera & partir de mesures, les rapports de projections orthogonales
associés. On choisira en particulier, des situations dans lesquelles certains
couples sont cbtenus par translation, symétrie centrale, symétrie orthogonale
ou méme des couples de demi-droites 2 3 2 perpendiculaires ; dans ces cas-la,
le résultat pourra &tre justifié. (Ne pas oublier des cas ol le rapport de

projection orthogonale est négatif).

2) Définition d'un angle :

% On considire dans 1'ensemble » des couples de demi-droites de méma origine
la relation. £ définie par :
(@ ,0n ROx ,0y) «cUkm=cvk, o
ot est 1'axe associé 3 Qv , £ celui qui est associé & Oy, ]%" et
#B' associés 4 0'C' et O'y' respectivement. C(?tB) désignant le rapport
de projection orthogonale de -7',’ sur 8 .

% On démontre que &£ est une relation d'équivalence.

Par définition chaque classe d'équivalence est un angle géométrique.
On notera (O, Oy) € %03




exemples :

1l részlx;l\t—e de la propriété de symétrie du rapport de projection orthogonale
que X0y = yQ¢ . D'aprésles propriétés des applications envisagées, les
démonstrations pouvant &tre faites au cours des exercices prévus au début :
- dans toute translation - (O¥ , Oy ) a pour image (O'x', O'y') appartenant

au méme angle.

- dans toute symétrie centrale, dans toute symétrie orthogonale, 1'angle d'un

couple de deux demi-droites est égal a 1'angle du couple image.

3) Théoréme fondamental

Un angle est caractérisé par le rapport de projection orthogonale associé 3
ses représentants, c'est-a-dire : 3 tout angle on peut associer um rapport

de projection orthogonale C unique. (d‘'aprés la définition). Réciproquement
& tout nombre C € [-1, 1 :] on peut associer un angle unique.On choisit

une demi-droite Qv ; il existe deux demi-droftes Oy et Oy' d'origine 0

C(A’B) = C

nb pour C=1 et GC= -1 les demi-droites oy et oy' sont confondues.

et deux seulement telles que

construction pour C = -2/3 par exemple
y
b /—\ 11 existe 2 points B et B' se pro-
B ’ jetant en H tel que OH = - § et ap-

partenant au cercle de centre O et de

] a.
» s rayon 1 . Mais B et B' sont symé
triques par rapport 3 Q¢ , donc
e ]
A X0y = xoy’
™~ 11 y a donc un angle et un seul associé
' P . c .

yl
4) Angles remarquables

(2]
[l

1 alors A = B 1'angle est appelé angle nul.

~1 alors A et B sont diamétralement opposés.



N\
L'angle est appelé angle plat ; c'est ['angle xQx' de deux demi-droites
opposées. '
C= 0 alers H= 0 , les droites Qr et Oy sont perpendiculaires ;

1tangle est appelé angle droit.

5) Eelation d'oxdre dans i'ensemble (i des angles

L'ordre dans R  est transféré sur (G ; nous dirons 81 xOy et x/'b
sont deux angles associés respectivement aux rapports de prcjection

orthogonale C et C' :

c|

A

C @ xOy\<x'0y'
en notant%la relation. Cette relation peut se lire '"précéde”.

nb 81 Cx0 1'angle est dit aigu
C< 0 ['angle est dit obtus

Exercices

1) On peut traiter 12 de nombreux exercices de recherche d'angles égaux

en introduisant les symétries ou les transiations.

x 1 A x

H
]
|
|

1 At
x‘
'
¥y
yl
-
par la translation de vecteur AA' par la symétrie de centre 1
on atteint @ = X'A'y! XAB = ﬁ}

en combinant ces figures, on retrouve toutes les situations de couples

de deml-droj.tes deux & deux paralléles ou perpendiculaires pour la physigque.



2) On peut prouver 1'égalité des 2 angles d'un triangle isocéle, des angles

‘d'un triangle équilatéral, des anglés opposés du paralléiogrme.

3) ‘On'peut définir la bissectrice d'un couple de demi-droites (Qv, Oy) :
A AN - P
z0z' est la droite telle que x0z = "2z0y (et Xx0z' = z'Oy)
(on démontre aisément que si la demi-droite Oz est telle que
20 =20y alors la demi-droite opposée Oz' est telle que
Py P )
x0z' = yoz').

ECART ANGULAIRE D'UN ANGLE. GEOMETRIQUE

1) Approche concrate :

Faire des exercices pratiques sur 1'usage du rapporteur et observer les
"mesures' faites avec les rapporteurs gradués en dggrés\ ou en grades.
Faire construire des rapporteurs en carton gtadués.en uﬂités arbitraires
(1'observation des "techniques de graduation" est trds formatrice pour
les éléves) [on fixe k pour le plat avec k = 100 ; 50 ; 70 par

exemple ] .

Une graduation expérimentale en radians-et la définit{ion du radian est
alors assez naturelle.
Envisager les cas ou la réunion de 2 secteurs angulaires adjacents est

un saillant ou un rentrant.

2} Axiomatisation : - )
Quel que soit le réel positif k , il existe une application bijective
de 1'ensemble G__des angles dans [0, k ] telle que

T % l’angl.e\' nul ait pour image O
. * 1'angle plat ait pour image k
* si o est 1'image d'un angle de représentant
{Q¢ , Oy) et p '1;1mgé d'un ingle‘de représentant
€0y, 0z) , 0z et Oy étant situés de part et
dtautre de Qr alors "-;(‘)? a pour image : \
a+P 81 a+B < K
H 2k-(a+B)si g+ > k



3)

&)
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a est appelé écart angulaire de 1'angle XxOy dans le systéme k et L'on

note

a = E GoOy)

on indiquera alors qu'on utilise essentieilement k = 180 , 'k = 200 ,

k=T , on écablit que l'angle droit a pour image g

Conséquences immédiates

On dédutt aisément la somme des écarts angulaires d'un triangle, d'un quadru-
plet convexe ; 1'écart angulaire des angles du‘triangle équilatéral, du

triangle rectangle isocdle, etc .

Angles complémentaires ou supplémentaires

Méme définition que dans la présentation habituelle du programme.
On peut alors introduire les notions de trigonométrie soit 3 partir du
rapport de projection orthogonale
S1 Ek(?o\y) = g et si C 6765"3 = C avec Jﬁ’et B les axes associés a
0¥ et Oy on aura par définition :

cos a=C

sina=\{1 - C
soit a partir des coordonnées du point M du demi-cercle de centre 0O ,
de rayon 1 tel que Ek(ADH =@, A étant le point du demi cercle de

coordonnées {1, 0).

Dans cette optique, on traite aprés les isométries et les propriétés de
conservation des angles.
Les cercles isométriques et la notion d'arcs de cercle peuvent &tre traités

aprés.

Remarque sur la méthode :

L'introduction des angles géométrique proposée n'utilisant pas les isométries
peut se faire plus tdt alors que l'utilisation en 3éme des isométries est
lourde. Elle ne présente pas plus de difficultés pour les éldves que celle

qui est proposée par les programmes officiels.

L'introduction axiomatique des écarts angulaires présentée ici de fagon
rigoureuse est beaucoup plus abstraite et "passe' moins bien suprés des
éléves.
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On peut se contenter d'une approche concrite et de résultats admis. On peut
aussi, et c'est peut-8tre une assez bonne méthode traiter aprés les angles
géométriques, 1a notion d'arc de cercle sans utiliser les isométries maic

seulement des symétries et des translations. On introduit alors 1'écart an-

gulaire 3 l'aide des '"mesures d'arcs" comme le propose le programme.

L'avantage des méthodes proposées est dans son analogie avec lec noticns

introduites en lére C et D.



A PROPOS DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS
DANS L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE

{De la définition en compréhension d'une partie d'un
ensemble vers sa définition en extension)

Gilles THOMAS, 1,R,E.M, de MARSEILLE

1 nous est souvent reproché une formalisation abusive
du raisonnement dans |l'enseignement secondaire, les automatismes de
calcul ayant été remplacés par des automatismes de formalisation des
démonstrations 3 tel point que certains élédves de Terminale, par
exemple, jonglent avec les symboles mathématiques et les régles de

logique sans trop savoir de quoi. ils traitent en réalité,

. Mais lorsque la formalisation d'un raisonnement exige
de I'él2ve un effort de réflexion pour préciser les hypothéses, les
outils mathématiques utilisés, leurs conditions diutilisation, alors cett

formalisation peut rendre de grands services & {'éléve et au professeur

L.a résolution d'équations dans le secondaire sembie ré-
pondre assez bien au souci de présenter un travail précis et clair dans

ce sens,

| - QUELQUES QUESTIONS

Proposons A des éléves de 3éme ou de seconde le texte
suivant :
"Résoudre l'équation (1 + a)x + | = a" et cbservons.



Des éléves se mettent immédiatement su travaii et con-
cluent apreés avoir. discuté ou non suivant les valeurs de a, Ils donnent

des ensembles de solutions qu'ils noteni S,
Qu'est-ce gque cela prouve ?

Y aurait-il urne hiérarchie du rang de la lettre dans !'al
phabet qui donne & x la qualité dlinconnue, et 3 a celle de paramétr
ou de constante ? {mais, au fait, qu'appelle~t-on *constante" dans un

probléme de ce genre ).

D'autres éléves, souhaitcns~le, pcsent les questions

sujvantes :
"Dans quel ensemble dcit—or: travailler 2V
"Qﬁelle er: f“fnconnué Tn 4
"Quiest-ce que clest'que a ¥

Doit-on résoudre et discuter ?% {ou di scuter, puis résoudre,

etc....

n - #ORMALISATION DE LA RESOLUTION D'UNE EQUATION

Soit E un ensemble {encemble de référence)

) Soit P (v) une forme propositionnelle & une variable
{notée v} définie dans E , exprimée sous la forme d'une égalité.

On définit, en compréhension, la partie S de E par:
S = {v;vecE/PV)}

‘Résoudre, dans E, l'équation P{v)" signifie :

1) - obtenir, 3 partir de sa définition en compréhension, la définition



en extension de S, lorsque cela est possible ;

2) - L.orsque cela n'est pas possible, caractériser S au mieux d'aprés

le contexte ;
3) - S s'appelle "ensemble des solutions de 1'équation P(v) dans E"

4) - P(v) peut s'appeler "propriété caractéristique de S" (ou équation
de S).

La présentation de la résolution, dans E, de I'égquation
P(v) est analogue 3 la présentation d'une dissertation frangaise (1)

INTRODUCTION : S = (v; ve E/P)}

(YveE)PV) = ...
DEVELOPPEMENT : ..

“.'.

CONCLUSION : S={...}

Dans la phase de déveioppement, on remplace une
propriété caractéristique de S par une autre propriété caractéris—
tique {équivalente logiquement & la précédente, bien sGr) de fagon A
progresser vers la connaissance des éléments de S,

(1) N.D.L..A. Cela se fait-il toujours 7
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Hl - EXEMPLES
Hi - 1 - Classe de 3¢me
a) = Résolution dlune éguation du ler degré dans R

. S={x;x€R/ax+ 5= 2x ~ 3}
(VXER) 4x+ 5=2x -3 @ &4x -2x=-3-5
e 2x = -8
e x= -4

. S= {4}

b) - Résolution de systdmes de deux équations du ler degré
" dans R?

b-1} . S = {{x,¥); (x,y)eR2/2x+ 3y=1 ET 10y + 4x = -2}
Vix,y)eR?)| 2x + 3y = 1 2%+ 3y = | 2% + 3y = 1

&

10y + 4x =-2 H4x + 10y =_2 +2x + S5y = -1

Le déterminant est égal & 4 donc S _est un singleton

(Toute méthode conduisant & une solution conduit & la
solution, y compris la découverte dlune solution évidente).

S= {(2,-1)y

b-2).S = {{x,y) ; (x,y)ER?/3x ~ S5y = 2 ET -6x+ 10y = -4}
(Vix,y)ERZ) | 3x - 5y = 2 3x - S5y =2

o ® 3x -5y =2
- -6x + 10y = -4 3x -85y =2

.S = {{x,¥); (x,y)eR2/3x = 5y = 2}



1l - 2 - Classe de seconde

a) - Systémes liés, systémes libres de vecteurs

1Soit T I'espace vectoriel rée! des fonctions trindmes
définies sur R

f:>R—-R QtRf-‘R h:R—R

xH'f(x) -2 x;_) gix) = 1+x % s hix) = x2
Le systéme (f, g, h) est-ll libre 7"
Yug T, 3 (a,b, c)@s,(a,b, c) unique/¥xeR, u(x) = a+ bx + cx?

S = {{au,v), (5u,vER3/u= 2 +ug+ vh}
u=Af+ug+ vh @ ¥xER,ulx) = [Af+ g + vh]{x)
o YXER,a+ bx + cx2 = 2% + (Tl + x} + w2

o YxER,a + bx + cx2 = (2% + ) + px + w2

o [a=2a+y 1--‘?'9
b-u o u-b
c=v v=c

.S~ {52,b,ch

Donc le systiéme (f,g,h} est libre. (On peut rappeler ici
1a définition).

b) - Noyau, .imagg d'une application lindaire

“Le plan vectorie!l V est rapporté & la base (¥,]), on
désigne par ¢ !'application linéaire de V dans V
définie par : :

o =5T+37 et oh=4al+6]
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Déterminér le noyau puis {'Image de "
Yue Vv, 3 (x,y)er2, (x,‘ y) unique/G = xT+ y7
wKerg = {T, Tec V/9 (@) =T}

'-s - ((xl y)v ("s Y)GR"’/v(xT-t- y-.h '%}

(p(x?+ vD=8 o x(sT+3N+ylaT+6N=3

o(Sx+ 4y)T+ (3x+ 6y)T= 07 + 0?

of5x+ 4y =0

I+ 6y =0

Le déterminant est égél 4 18 donc S est un singleton,
' Nous connalssons la solution (0, 0} donc
.5 = {{0, 00}

Conclusion : Kerg = {8}

*Ime = (7, JeV/3ITe V tel que o (B) =T}

vvev définissons S = {BeVv/g(d) =)
d'autre part, YVe V, 3 (a,b)€R2, (a,b) unique/¥ = al + b]

“S(a,b) = {{x,¥); (x,¥)€R2/oxT + y§) = aT + b]}
v(x7+ y?) =al+ b-j. e (5x +‘4y)7+ {3x + Gy)-j's a?+ b;

© S5x+ 4y =a
Y 34+ 6y = b

Le déterminant étant égal & 18, S( ,b) est un singleton
donc YY€V; S} est un singleton.

Conclusion : im{g) = V.



1V - CONCLUSION

Si les élaves de 3éme et seconde ont bien compris grice 3
cette présentation, que les égquations qu'ils résolvent sont des propriétés
caractéristiques dune partie diun ensemble, ils seront plus a {'aise en
Terminale lors de 1'étude des transformations affines, des équations
des transformés d'ensembles de points, etc,.., domaine ol les erreurs

proviennent le plus souvent d'un manque de réflexion. ’

Il va sans dire que cette présentation peut &tre généralisée
et appliquée & d'autres résolutions, résolutions d'inéquations par exemple

aux mémes niveaux de classe.

L'idée de la démarche qui consiste & partir de la définition
en compréhension d'une partie d'un ensemble pour en trouver une défini-
tion en extension peut étre abordée au cycle dlobservation a I'occasion
d'exercices simples mais réunissant toutes les conditions pour une forma-
lisation future ; résolution d'équations simples dans N, dans 7, résolutior
d'inéquations lors de {'étude des relations d'ordre dans 7, etc...
Himportant étant de préciser I'ensemble de référence et la variable de la

forme propositionnelle par une rédaction rigoureuse,




le dessin de GHL____
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AUTOUR DES EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES

* *
*

Jean MARION - I.R.E.M. d'AIX - MARSEILLE

INTRODUCTION LU e mee e

La rubrique «Equatxons aux différences finies» ne figure dans aucun programme de mathémauques
d’aucune classe de I’enseignement secondaire ... et ¢ ‘est heureux.

Afin qu’il n’y ait aucune équivoque sur le discours qui suit, je précise que cet essai n"a pas pour but

de convaincre le lecteur qu’il faut aussi faire de la «théorie des équations aux différences finies» dans
Penseignement secondaire : je passe un temps suffisant et dépense une énergie suffisante 3 combattre
une tendance qui consiste & trouver des biais pour introduire au niveau n ce qui peut se faire au ni-
veau n +p(p 2. 0) pour que I'on ne puisse me suspecter d’apporter une contribution 3 Iadite tendance

Il se trouve que des équations aux différences finies apparaissent dans des problémes trés simples, et
que le «théme» des équations aux différences finies est fortement rayonnant, susceptible: de déboucher
sur de nombreuses activités mathématiques A peu prés A tous les niveaux de l'enseignement secondaire,
et permettant une approche différente de certaines notions que 'on étudie dans ’enseignement secon-
daire. Notre propos est d’illustrer ces affirmations par quelques réflexions et par quelques exemples
d’activités mathématiques sur ce théme.

SUITES INFINIES DE NOMBRES — RECURRENCE

Actuellement le vocable «suite» n'apparait que dans le vocabulaire mathématique de l1a classe de
terminale. Notons tout d’abord que I’enfant est confronté et manipule trés tdt des suites finies de
nombres : la liste des notes inscrites sur son carnet, le relevé qu'il fait chaque semaine du nombre de
pitces de 1 F qu’ﬂ y a dans sa tirelire, le compte chaque soir du nombre de billes qu':l a gagnées ou
perdues, etc . .

On «n:ncontte» beaucoup moins souvent de mamére directe des sujtes mfimes de nombres dans la
nature ; on peut les rencontrer, bien avant la classe de terminale au cours de «jeux» sut les nombres.

Le groupe «Analyses de I'IREM de Marseille a mis au point une fiche dont I'objectif est introduction
du concept de suite infinie, la maitrise de 'expression «n®*™* terme de la suite»-et la prise de conscience
du probléme du edevenir» du n¥™ terme quand n est pris de plus en plus grand.

C'est & partir de la «terminale» que I'on «parle» de récurrence, de suites définies «par récurrences, etc ..



bien avant la «terminale» ... ou sans jamais y avoir été. Méme dans le cas des suites finics concrétes
qui nous environnent : relevé au jour le jour du compte en banque, suite des avoirs fiscaux (!),
factures EDF et plus généralement relevés de consommations de tous ordres : eau, gaz, kilométrage
inscrit au compteur de la voiture, etc...; ce qui est signifiant, beaucoup plus que u, c'est la valeur
u ,, ~u, ou différence premiére d’ordre n ; au niveau des €léves on congoit donc qu'il est facile
de montrer des exemples concrets de problémes qui du point de vue mathématique font intervenir
un objet appelé suite numérique et une équation :

un*l - un = lP(n)
c’est-a-dire 4 la fois une équation aux différences finies et une récurrence.

Dans une perspective d’enséignement «en spirale» (cf. textes de BROUSSEAU et de GLAESER), on
peut concevoir que par étapes successives on effleure, on touche, on fait fonctionner, et enfin on
saisit 4 pleines mains «la récurrence». .

Les fiches 1 et 2 sont des exemples de ce qui pourrait se faire daris ce domaine.

EQUATIONS AUX DIFFERENCES PREMIERES D'UNE FONCTION

Soit f une fonction numérique, a laquelle on associe la fonction x - Af(x) = f(x + 1) - f(x),

dite différence premiére de f ; nous pensons que la recherche de solutions d’équations Af = ¢ ol @
est une fonction «simple» (simple en ce sens que I'on peuttrouver les solutions -- ou des sélutions ~
sans I'arsenal impressionnant de la théorie des équations aux différences finies) peut étre une source
de problémes intéressants au niveau du 2nd cycle, et plus précisément au niveau Premiére- Terminale.

11 est évidemment hors de question d’envisager un discours du maitre débitant des éléments d*une
théorie des ¢quations Af = ¢ (mais il nest pas exclu que le maitre se cultive sur le sujet, par
exemple 'exposé relativement élémentaire sur les équations Af = ¢ du livie «Intégrales eulériennes
et leurs applications» de R. CAMPBELL).

11 s"agit de fournir des données de problémes. La fiche 3 est rédigée comme un sujet de travail avec
fil conducteur qu'on pourrait donner aux éiéves dans le cadre d’activités de travail indépendant.

Annexes :

Fiche 1 : niveau ler cycle ;
objectif : activités mathématiques élémentalm sur des suites ;
premiére approche de la récurrence.

Fiche 2 : niveau 3éme—2nde ;
objectif : activités sur des différences premiéres de suites ;
application 4 certaines sommations ; exemple des progressions arithmétiques.

Ficke 3 : niveau lére—terminale ;
objectif : activités mathématiques sutour du concept de différence pmmue d'une fonction
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FICHE 1
Niveau : ler Cycle

Activités mathématiques élémentaires sur les suites de nombres.
Une premiére approche de la récurrence.

1 SUITES DE NOMBRES

1) Depuis que Monsicur X a ouvert son magasin, tous les soirs il inscrit sur un carnet la recette de
la journée ; on obtient ainsi une suite de nombres ; Monsieur X a appelé 1, la recette faite le
ler jour, r, la recette faite le 2éme jour, r, la recette faite le 3éme jour, etc ainsi sur le carnet
de Monsteur X on peut lire : ;

r, =146 ; r, =257 r, =628 ; 1, =360 ; 1, =859 ; etc..

La recette faite Ie 4¢me jour aprés 'ouverture du magasin était donc de 360 F ; 1, est lc 4éme term
de la suite. ) ) . ’

2) Depuis 1e ler Janvier 1971, Monsieur Y habite un ensemble immobilier & ou 2 1a fin de chaque
mois le préposé de la société de distribution d’eau envoie Mons:eur Y un relevé de consommation
d’eau qui porte deux nombres : le premier est le nombre de m qui était affiché au compteur d’eau
a la fin du mois précédent le deuxiéme est le nombre de m® affiché au compteur A la fin du mois
en cours.

a) Que représente la différence entre ces deux nombres ?

b) Sur le relevé requ fin janvier 1971, on lisait u, =0,u, = 36,2 ;sur le relevé requ fin février 71
onlit: u =36,2,u, =725 ; quel est le premier nombre inscrit sur le relevé de fin mars 1971 ?
c) Si on note u, le nombre inscrit sur le compteur fin janvier 71, u, le nombre inscrit fin février 71
etc ..., comment notera-t-on le nombre inscrit au compteur fin décembre 1971 ? fin juillet 1972 ?
fin avril 1975 ? .

d) 11 y a maintenant 73 mois que Monsieur Y habite I’ensemble & puisque nous sommes aujourd’hui
le 31 janvier 1977 ; il vient de recevoir le relevé pour janvier 1977 ; comment seront notés les deux
nombres du relevé d’eau ? Quelle opération doit faire Monsieur Y pour connaitre le volume de I'ea
qu’il a consommeée au cours de janvier 1977 ? .

3) On considére h suite .

a) u, =1, 7 ,u, = — = % s = €IC ... ; cette suite de nombres peut-elle &tre continuée
eindéﬁniment» ? Que vaut uI ? Quel sera le 20e, le 100e terme de cette suite ?

n étant un entier, quel sera le n"é"" terme de cette suite 7 et comment le noter ?

On considére I"application f : N — {0} - R telle que Yn€N - {0}, f(n) = .

La phrase suivante : «La’suite 1, 35 3- 5 -ers €5t la suite des images par f de N - {0} »
vous parait-elle acceptable ? : :

b) Soit g l'application de N dans R telle que pour tout entier n : g(n) = —L_ .

Calculer g(0) , g(1) , 2(10) ; quel est Ie 5&me terme de la suite définie pml' g? Cette suite a-t-elle
un nombre fini de termes ?



¢) Soit u,u,, Uy, ..., U, .. une suite infinie de termes et u :N — {0} = R telle que
u(l) =u, ,u2)=u, ,..etc..

Etes-vous d’accord avec la «définition» : «Une suite de nombres est donnée par 'ensemble des
images d'un sous-ensemble A de N par une application f : A= R» ?

4) Pour une prise de contact un peu plus avancée avec la notion de suite, nous renvoyons 2 la premiére
fiche du sous-groupe «Suite» du groupe «Analyse» de I'IREM de Marseille ; il est souhaitable que le
plus tot possible 'enfant soit familiarisé avec la notion de suite (sans pour autant, dans un premier
temps, se préoccuper du «deveniry de u, quand n devient -trés grand).

DIFFERENCES PREMIERES

1) Dans tout véhicule automobile, il y a un compteur kilométrique qui enregistre 1a distance parcourue
par le véhicule depuis que celuii est en circulation.

Depuis le premier jour ol il a acheté sa voiture, Monsieur Z note chaque soir, au moment oi il rentre
son auto dans son garage, le nombre indiqué au compteur kilométrique ; il appelie u, le nombre
inscrit au compteur le ler jour, u, le nombre inscrit au compteur le 2éme jour, .., u, le nombre
inscrit au compteur le nime jour, efc ... , u, désigne le nombre inscrit au compteur lorsqu’il a acheté
sa voiture, avant qu’il ne s’en soit servie ; pour chaque entier n, que représente la différence :

- ?
Ua u, !

2) Soit u, u,,u,, ..., u,, ..., une suite de nombres ; on appelle différence premiére de cette suite
la fonction Au: N>R telleque vnEN': :

Mun) =u_,, —u, .
a) On obtient ainsi une nouvelle suite : Ay, =u, —u, , Aul =0, -8 , -
My =u,, ~-u , etc..

b) Connaissant  w,, u,, u,, u,, etc ..., calculer :
- u +Au +Au 4 Au,
° ° 1
— u +0u +Au +Au +Au
() [ 1 2 3
- u +Au. +Au‘ +Au’ +Au’ +Au‘, .
©) Plus généralement, pour une suite u,, u,, u,, .., U, 0_,,, .., on connaft u,, duy, Au, bu,, ...,
du,, peut-on calculer v, ?
3)Soit w, =0,u, =1,u, =2,..,u, =n, .., cest-ad-dire la suite des entiers naturels ; on
se propose de calculer la somme s, des n + 1 premiers entiers naturels :
s-=0+l+2+3+...+(n—2)+(n—l)+n.

Soit alors f,=n+(a-ND+EO—-2)+..+3+2+1+0.

a) Justifier I'égalité ‘s_ = s'. ; combien y a-t-il de termes dans les sommes s, et s’ ?

b) Utilisant Ie fait que s+’ =25 et écrivant :
s, =0+- 1 + 2 +.+@-D+n
S,=a+aa-D+@-2J+..+ 1 +0
justifier le fait que : :
s, ¥, =0+ + 1+ (0-D]+24+@-D]+..+[(a~-1)+1]+n+0] .



¢) Combien y a-t-il d’expressions cntre crochets dans cette somme, et quelle est la valeur de chaque
expression entre crochets ?

d) Les remarques précédentes permettent-elles d’affirmer que pour tout entier n :

s =N X(n+1 ,
(e
4) Etant donnée une suite infinie u,,u,, ., u, u|m , - telle que u, =0 et telle que
u,,, ~ U4, =n pour tout entier n, utilisant ce qui a été vu aux questions précédentes, calculer,

pour tout entier n, u, en fonction de n.

5) Lorsque 'on a deux'points distincts du plan A et B, cela permet d’obtenir | segment : le
segment [A,B] . Avec un seul point, on ne peut obtenir aucun segment. Si I’on a trois points distincts
non alignés, le nombre de segments que I'on peut obtenir en joignant deux 3 deux ces points de touts
les maniéres possible est 3.

a) Soient A, B, C, D quatre points distincts du plan, tels que trois quelconques d’entre eux ne soient
pas alignés.

Combien de segments sont déterminés en joignant ces points deux A deux de toutes les maniéres
possibles ?

b) Soit n un entier naturel non nul, A , A, A,, .., A _,, n points distincts du plan tels que
trois quelconques d’entre eux ne soient pas alignés. On note ¢, le nombre de segments que I'on
peut obtenir en joignant deux A deux de toutes les maniéres possibles ces points :

ainsi ¢, =0,c, =1 » Cy =3 3 que valent ¢, et ¢, ?

¢) On suppose connu ¢, , et soit A| un (n + 1)-¢me point tel que {A,, ‘Al y oAy, AL} soit
constitué de n + 1 points distincts tels que trois quelconques d’entre eux ne soit pas alignés ;
notons a_ le nombre de segments obtenus en joignant A, aux points A, ..., A _, ;justifier le fait
que ¢, =c¢, +a, .Calculera en fonction de n.

Utiliser les résultats des questions précédentes pour donner, vn € N — {0}, une expression de c,
en fonction de n.
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FICHE 2
Niveau : 3e—2e
Activités mathématiques sur les différences premiéres.
Applications @ certaines sommations — suites (ou prog_resslons) arithmétiques.
DES SOMMATIONS

1) Soit  u,,u,,uy, .., u, .. une suite infinie de nombres telle que u, =0

n?

etteleque vaEN~ {0} : u,, —-u =2 .
Ecrivons : u, —u, =1
u, —u, =2
u_,-u _,=n-12
U, —u,_, =n-—1 :

Ajoutant membre & membre ces n —1 égalités, calculer u, en fonction de n.

2) De maniére plus générale, k étant un entier naturel non nul, on peut essayer de résoudre le
probléme suivant :

*  donner une expression simple & manipuler de la somme
5,(n) = 0" +1% + 2 4 ..+ (n— 1)*, des puissances ki"f" des n premiers entiers. *

a) Calculer s,n+1)— 5. (n) .
b)On a déja résolu le probléme pour k=1
5, = n -1
Attachons-nous A résoudre le probléme pour k =2
5,(n) = 14224+ .4+(m-1" ouencore 50=0,sm+D-s = n .
Pour cela, considérons quatre nombres a, b, ¢, d, et soit f : N -+ R telle que vnEN,
fin) =an® + bn®> + cn + d .
— On suppose que f(0) = 0 ; que vautd ?
— On suppose de plus que f(1) = 0 ; en déduire que f(n) = an® + bn® — (a+b)n.
— En déduire que si I'on a aussi f(2) = f(3) = 0, alors nécessairement a=b=c=d=0.
— En déduire qu'il existe un unique systéme de quatre nombres «, 8, 7, § tel que si g est la

fonction nEN»g(n)=¢:mJ +,3n2 +9n+ 8, alors :

gn+ 1) - gn) = n’ nEN et g0)=0.
Calculer effectivement o, 8, v, § . En déduire une expression simple en fonction de n, de :
3 (n) = 2+ +.+ta-1)7



SUITES ARITHMETIQUES
3) a) On a une suite infinie. u,, u,, .., 4,y ,, dont on connait ia valeur du ler terme :u, =3
et teleque vné€EN
Mbu =u, —-u, =2.

n*l

‘Ecrivons, les unes au-dessous des autfes, les n égalités :

u —2=2

u, —u, =2
un_l.—'l.l._ "-—‘2
u —u, _, =2

et ajoutons, membre A membre, ces n égalités.
Nous obtenons : -
u’,-2+uz—n‘+u -u +. +u. ‘—-u._2+un—u“_l=‘2n

En déduire I’expression de u, en fonction de n.

b) Plus généralement, soit v, v, ..., V., V,,, » --- Une suite dont on connait 1a valeur k'du
ler terme : v, ="k, et telle qu'il.existe un nombre a € R tel que. o :
Vg — VY, =2 < quel que soit p..
Une telle suite est dite suite arithmétique (ou’ progression anthmétxque).
Ecrivons : v, — V¥, =V, —~k=a :
V2 bt V‘ =a
Vv, ~V,_, =2

et, utilisant le raisonnement préctdent, donner une expmmon simple de v, en fonction de n,
aetk



FICHE 3
Niveau : 2nd Cycle

Activités mathématiques
autour du concept de différences premiéres d’une fonction.

DIFFERENCE PREMIERE D'UNE FONCTION
a) Etant donnée une fonction numérique f, on appelle différence premiére de cette fcmctxon,
1a fonction Af:xe f(x + 1) ~ f(x).

En fait, plus genéralement h étant un réel positif non nul donné, on définit la différence premitre
de pas h de f, la fonction :
Ahf:fo(x + h) - f(x) .

b) ¥ étant une fonction numérique donnée, déterminer toutes les fonctions f vérifiant A f =y
s’appelle résoudre une équation aux différences finies.

c) Soit E Ia fonction «partie entiére» : vx € R, E(x) est le plus grand élément de {(n€ Z / n < x};
soit M la fonction x ~ M(x) = x — E(x) ; et 0 la fonction identiquement nulle.
Montrer que M est solution de Péquation Al f=0.

d) Soit h € R donné. Vérifier que les soldtions de I'équation A f =0 constituent un sous-espace
vectoriel de I'espace vectoriel des fonctions numériques.

FONCTIONS PERIODIQUES
a)Soit f:R+R,T E€R ~ {0} est dit une période pourfsi vxE€R ,f(x + ¢) =1(x) .

b) Montrer que si & € R — {0} est une période pour f, alors :
= {x =nT/n E€Z} est un sousgroupe additif de R .
v h € Zz h est une période pour f.

-2, =1

¢) On dit que f est périodique de période T si T est une période de f, et si T est le plus petit nombre
positif tel que T soit une période de f.

d) Montrer que la fonction M définie en I—c) est périodique de période 1.

€) Soit f une fonction périodique de période 1. Montrer que wx € R, f(x) = (f o« M)(x).
En déduire que la connaissance des valeurs de f sur [0, 1] détermine entiérement f.

f) vnEN, on note ¢_ la fonction x> cos (2rnx) et s :x+>sin (27nx) .
Etablir que, YREN , Ac =4s, =0 .

g) Soit 4 I'espace vectoriel de toutes les applications de R dans R
et G, ={(f€EA / A, f =0} quiest donc 'ensemble des fonctions qui admettent h comme période
Montrer que A, :f-+ A f est un endomorphisme de A dont G, est le noyau.

h)Soit ¥ € A& donné, g une solution de I"équation A f=¢ ;soit g € A ; montrer que g’ est
solution de A.f:wo-'g -g € G,
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FONCTIONS DONT LA DIFFERENCE PREMIERE EST UNE CONSTANTE NON NULLE

a) Soit k€ R — {0}, klafonction xER->k(x) =k WVxER.
Cherchons 4 résoudre A f =k ; soit & chercher les fonctions fEA tellesque VXER:
f(x +1)-f(x) =k
On peut imposer de plus que f(0) =0 ;montrerquesi A f=k et f(0) =0 ,alors VnE€N:
f(n) = nk
b)Onpose &, :xr & (x) =kx Vx€ER,;vérifier que 5, estsolutionde A f=k etque
5, ¢ T, . :
En déduire que toute solution fde A f=k estdela forme f = 8‘ + 7 ol 7 est une fonction
numérique quelconque de période 1.

FONCTIONS DONT LA DIFFERENCE PREMIERE EST x* (k EN®)

a) On suppose k = 1 . Montrer que s’il existe un polynome P solution de f(n + 1) — f(n) =n,

vn €N, alors P est solution de A P(x) =x, vx€ER.

Montrer qu'il existe un polynome du second degré et un seul P, wérifiant P (0) =0 et
P|(x+ l)—Pl(x)=x VXER.

Déterminer Pl (x) . En déduire que Pl\(n) =]14+2+3+.+(@-1.
b) On suppose k = 2 . Montrer qu'il existe un polynome et un seul P, de degré 3 tel que P,(0) =0
et P(x+1)-Px = x*, Vvx €R. Déterminer P,.
. k:n-1 2
En déduire que El P = Pz (n)
- ’:

c) Soit k quelconque dans N*. Montrer qu'il existe un unique polynome P, de degré k + 1, tel que
P =0 et P(x+1)-P(x)=x vVXER.

| S |
Etablir alors que Vn € N* : ’ { p* = P (n)
po

POLYNOMES BINOMIAUX

a)Soit N, =1, N :xrx, .N‘;':x-*x(x—l),et VpEN:

1
.N;,l tx»(x—-p)- .N;(x).

iontrer qu’on obtient ainsi une suite (.N”) de polynomes tels que :
»
_ .N" est de degré p
) AN, =p-N,_ 2

Vp€EN*
1

On comparera (%) avec la formule de dérivation de x = xP .
b) Montrer que les polynomes .N‘, forment une base de I’espace vectoriel des fonctions polynomes.
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¢} Soit Q = 3, N+ a + ...+ a N, un polynome de degré k écrit dans la base des (.N'p)
P

Montrer que le polynome :

a a
—aN + AN +2 N + o
R=af + 3 N +3 N+ +k+1‘h"“

est Punique polynome de degré k + 1 tel que R(0) == et A R =4 .
- N, N N '
dSoit V =—oF V=g, e, VE o et

U, est appelé polynome binomial de degré k ; qu'il soit de degré k résuite du fait que N, est
de depré k ; on le dit binomial pour la raison suivante :

- — Pour tout x€ER, kKEN  onnote VU, (x)= (:) .

'
Vér'xﬁerque vxEN, x>k ona: ‘Uk(x)=k,_(::'Ti.)—| .

— Montrer que VKEN: A U, = VU, etqueles VU, forment une base de I'espace vectoriel
des polynomes.

k:n ' 7 o ’
e) Soit f = kE a U, une fonction polynome €crite dans la base des U, - Montrer que l'unique
. co 0 i . .

polynome B, de degré n + 1 vérifiant :
B(0)=0 et AB, =f

est le polynome : o

B, = Eo L

n Etudier I'application : f~ B, sur I'espace vectoriel des polynomes.

PROBLEME : CHERCHER LES FONCTIONS CROISSANTES SOLUTIONS DE Alf(x) =e " x>0

"“On cherche les solutions croissantes sur R’ de l’équatnon

fx+1)-f(x)=¢ "
a) Notons que si fl et f2 sont deux solﬁfions croissantes, alors & = fl - fzv €T
1
Montrer que vYx €0, If, VEN* :
f("U)~f (‘U+l)<5(‘U+X)<f(‘U+ l)—f(‘\))ﬂ;

utilisant le fait que 1 est pérlode pour 5, que f (‘U +1)= f (‘u) +e i
et r(¢u+1)_f(ru)+e"' en déduire que : ,
B0y — e T B0 <5 + eV et que si de plus £ (0) = . (0) , alors 5 est une
fonction constante. : e 3
b) Soit f une solution ; alors Vn E N:
f(1) - f0) = ® =1
f2) - f(1) ="

}(n) —fn-1)=eC""

) k:n—1 1.k
En déduire que f(n) = (0) + :‘_-'n )



k:n~1 1.k
c) Caleuler T (<) .
‘k0 €
d) En déduire que, a étant un nombre donné, la fonction

. 1—e*,
fo: x¥ - +a

est la scule solution croissante de A f(x) =¢™ " (Vx> 0) vérifiant ,(0) =






GROUPE DES ISOMETRIES LAISSANT INVARIANT
UN POLYGONE REGULIER DE n COTES

J.C. BENIAMINO, I.R.E.M, de MARSEILLE

) Dans le plan les isométries conservant des ensembles finis
de points sont de deux natures, les rotations et les syméiries. On désigne
par 0, le centre du polygone régulier et par A' oo An les n sommets

distincts, -

Une rotation qui laisse {A'... An} globalement

invariant est nécessairement de Centre O.

Une symétrie qul laisse {Al AN An} globalement
invariant est telle que son axe passe par 0,

{Dans chaque cas on peut dire que le cercle circonscrit est globalement

invariant).

Considérons donc la rotation R de Centre 0 d'angle

3y

et la symétrie orthogonale S dlaxe passant par 0 et par AI’

R et S ainsi que tous leurs produits sont des isométries
laissant (A'... An} globalement Invariant.

On a donc les Isométries .. R; RoR= R2; R3; ... ; R

S; SoR; SoR?;. . .;SoR™!

+ e« auxqguelles il convient dlajouter ltidentité, ce qui détermine 2n
éléments, ’



On obtient par ce procédé toutes les isométries laissant

{A--. A} invariant,

En effet considérons 1'une quelcanque d'entre elles, elle

est déterminée par son action sur les sommets
si flA]) = A et f(A) = A;
(OA1 s 0A;) = (OAI ’ OAj) = jei+
o - T — . .
ou  (0A;, 0Ay) = (0A;, 0A) =» j=i-1
i-1

dans le premier cas f= R

dans le second cas f= SoR' ™!

Si An désigne ce groupe {groupe diedral} on a Card An = 2n,

On remarque ensuite que SoR ¥ RoS

En fait An‘ est déffni par'les relations R =1 et S?- =1 elv
S = RoSoR
on peut écrire  SoR = S«-:(Rn")'l = S'lc(Rn")_I = (Rn"es)’1

Comme (SoR' )', = SoR' (égalité que l'on peut obtenir de deux
mani&res - soit en constatant que SoR' - est une syméirie donc involutive,
soit en utilisant les relations définies plus haut.

-it+1

Hlor 105 « R o{SoR) etc.. .}

R'o5 = R

On peut dresser la table de multiplication de ce

groupe au moyen des égalités :

RioR‘i - .RHj
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(SoR'JoR! = SoR™M  (associativité)
(SoR')o(SoR1) = R™eSoSoR! = R

Rlo(SorR!) = RloR™os = Ri~os = SR/
Exerple A6
Ag est forméde |; R (rotation de centre o d'angle ™/3); R2;R3;R;R5

S(symétrie) ; SoR ; SoR2 ; ... ; SoR5

Considérons E ensemble 3 trois éléments a,b,c

P étant la permutation circulaire, D la transposition laissant a fixe
DoP est la transposlition laissant b fixe ; DoP2 laisse ¢ fixe.

donc Sy est un groupe isomorphe & (I, R2, R*;S;SoR2;SoR?*}

On montre facilement que S, est isomorphe & {I,R3}
oli Sy et S, sont respectivement les groupes symétriques dlordre

3 et d'ordre 2.

En considérant ie grouwe produit cartésien. Sy x S,
on montre que Ag est isomorphe & Sy x S,.

ETUDE DES SOUS-GROUPES DE_An

Lemme (z /nl ; +) admet des sous groupes propres si et seulement
si n ntest pas premier.

% H un sous-groupe propre de (Z/nz,-’-) HyY {0} et H ¢ z/"z



Considérons la relation d'équivalence p~ p' & p -p'eH

Onnote p= H+p laclasse de p ; toutes les classes ont le méme
nombre d'éléments card H et la réunion de ces classes donne Z/nZ

d'oli n = card Hx nombre de classes.,,

% si n=pqg onpeut considérer le sous ensemble {o,p, 2p,...,{q-1)p}
on vérifie que 1'on a bien un sous—groupe de (z/nz +)

On pose A: = {LR,... ;R"'l} A: est donc

isomorphe 3 Z/nZ +)

Si n=pq les sous ensembles de A: égaux & ;
2 -
Hp- {I,Rp,R P.. ’ R(q ”p} sont des sous groupes de A:

Géométriguement on constate que c'est le groupe des
rotations laissant invariants ies sommets d'un poiygone réguiier de
q "3 cdtés. {Sommets pris parmi ceux du polygone de départ).

On est s{r d'avoir ainsi obtenu tous les sous-groupes
de A:. En effet soit H 'un quelconque d'entre eux,

~ReH H=at

~ p le plus petit entier tel que Rpe H, alors Yplez Rp'e H

p divise p!, de méme p divise n
H est un groupe cyclique engendré par R n= pq

On cherche malintenant ceux des sous=-groupes de An
contenant des isométries négatives ; on obtient toutes les paires
{1; SoR'} i étant un entier quelconque i< n

Cherchons donc s'il existe des sous-groupes de An
contenant A la fois des isométries positives et négatives,



Soit K un tel sous-groupe KnA: est un sous-groupe

de A: . On peut donc énoncer le résuitat :

. +
n premier les seuls sous-groupes de An sont An

et les sous-groupes tels que (I, SoRi)

Dans le cas ol n nl'est pas premier KnA: = Hp (h=pqg)
37, TeN i<n SoR'eK

alors nécessalrement (SoRl) HcK

ol (SoRi)l-b désigne les éléments produits de SoRi par un élément
de Hp.
Remarquons que les seules symétries contenues dans K

sont celles qui sont de |a forme SoRi oRkp
ainsi donc K = H_ U (s«:m‘)mp

card K = 2p or llordre d'un sous-groupe est un diviseur de l'ordre

du groupe 2n= 2p x q'

Vérifions donc de maniére directe que toute partie de
An de la forme leJ(SoR') Hp est un sous groupe de An (faire le calcul
en utilisant la table de multiptication de la page 38).

On peut donc détailler les sous-groupes de An par :

(l};A: M - {Rkp\ken , b divise n}
i ; : i
{1, SoR"} F<n;HpUSoR Hpv P A,

La question que l'on peut se poser maintenant est de
savoir lesquels parmi ces sous-groupes sont invariants,



RECHERCHE DES SOUS-GROLWPES INVARIANTS DE An

Classes & droite, classes 3 gauche, sous-groupe invariant

Soit G un sous-groupe et A un Sous-groupe de G.

On considére la premiére relation p~q & pq" €A
qul est une relation d'équivalence et qui définit les classes 3 droite

que i'on peut noter Ag.

On considére la seconde relation p~q & p“qEA qui
est aussi une relation d'équuvalence et qui définit les classes A gauche

" notées q. A.

Si A est un sous groupe queiconque, les classes & droite
et les classes & gauche ne sont pas égales,

On suppose que A est un sous-groupe invariant, on
mantre que les classes A gauche et les classes a droite sont égales.,

Y, heG  ha.hT' =4

1—1

Sipa'ere @ cae bTa ) @ Nwles o

p- e alpen bD-'QEA

On désigne alors par G/A = N le quotient

On établit les relations : si g~q' (par I'une ou l'autre des relations
-plus. haut)

®~q'p en effet cpp"q"‘eA {premidre retation)

Sip~p' q'P~qPp' p-,q' "xq'm' = p_’P'E A (seconde relation)

d'oli le résuitat p~p' q.q' = pg.p'q’



On définit alors sur le quotient - G/A une nouvelle loi

Aprq = Ap.q

On vérifie que N est muni d'une structure de grouwpe
pour cette loi, I'élément neutre étant 4, i'élément inverse de Ap
étant Ap-l
Hp est un sous-groupe invariant de A,

Eneffet R™ o Rkp oR™ = Rkp
et (SoR™o(R®)0(SoR™™! = SoRPos = R

dans tous lfes cas donc :

Yitfea, f Hf = H

Etudions le méme probléme pour Hp U SoR' Hp en se

limitant aux seuls éiéments de la forme SoR""kp

a) R™Mo(SoRMP)or™ = goRZMHitke

Si le sous—-groupe est invariant 2m+ kp = kip

ou encore 2m = (k-k')p quel que soit m et donc p = 2
inversement si p=2 2m=mp avec k!'=m+ Kk

le probi&me admet une solution.

b) (s0R™) " 0(SoR™**P) o (SoR™) = SoRZ™-KP L goR! o RIM-2I~kP
Si le sous-groupe est invariant 2m - 2i - kp = k'p
2{m-i) = (k' - k)p. quel que soit m donc p =2
inversement si p =2 2{m-I) = p{m-i)

quel que soit k, il existe k' telque k! -k=m-j..,.



Ainsi donc les sous-groupes de {a forme H USoR H

sont invariants si et seulement si P = 2.

Conciusion :
n impair non premier, An admet pour sous-groupes

invariants ceux qul sont de la forme M, oun=pxgq

n pair 8, admet en plus des précédents les sous~
groupes suivants comme sous—-groupes invariants.

n=2q : H = {I,R%; H, USoR H,.
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INFORMATION : LA CO . P. R. E. M.

_Au printemps 1975, un groupe de travail ministériel, dit
groupe de travail n°® 6, estimait que l'ampleur et la technicité des pro-
blémes concernant 1'Enseignement des Mathématiques nécessitaient la création
d'une Commission Permanente de Réflexion sur 1'Enseignement des Mathématiques

qui aurait pour mission :

- de définir les objectifs fondamentaux de 1'Enseignement des Mathématiques

a tous niveaux,

- de faire des propositions concernant les contenus d'enseignement, les
méthodes pédagogiques et les types d'activité adaptés aux contenus et aux

objectifs retenus, et les recherches pédagogiques qui leur somt Iiées,

- d'approfondir la réflexion sur la formation initiale et continue des

Enseignants en Mathématiques.

A l'initiative essentielle de 1'A.P.M. et de l'Assemblée
des Directeurs d'I.R.E.M., cette Commission (CO.P.R.E.M.) fut créee le
8 Mai 1976. A cette Commission figurent des membres désignés par les

organismes suivants :

Asszmblée des Directeurs d'I.R.E.M.

A.P.M.E.P.

Sous-Comité Frangais du C.I.E.M.

Union des Professeurs de Mathématiques Spéciales,

» * * % »

et des observateurs d'organismes représentatifs tels que la S.M.F., C.N.F.M.,

etc.

Le Secrétariat Général de la CO.P.R.E.M. est assuré par Jean MARION de
1'I.R.E.M. de MARSEILLE.

Dans 1'immédiat, la CO.P.R.E.M. a mis en place des groupes
ayant pour mission d'élaborer des rapports de synthéses sur différents

secteurs, ces secteurs étant 1iés :
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- & la définition d'objectifs,

- & 1'analyse de 1'état actuel dans I'Enseignement. des Mathématiques,
- & des contenus (Géométrie, Analyse, Proba-Stat., etc.)

- & des méthodes pédagogiques,

- @ la Formation des Maltres,

Un travail préliminaire a consisté d inventorier les

travaux déja effectués dans les I.R.E.M., 1'I.N.R.P., 1'A.P.M., etc.

Dans le cas ol des groupes de travail existent et n'onl
aucune structuration permanente, la Commission s'efforce de favoriser

1'organisation d'échanges permanents a 1'échelon national.

Sur tous ces problémes, la CO.F.R.E.M. s'efforce de mer

de front une réflexion i long terme et des prises de positions sur des

problémes 11és & 1'état actuel de 1'Enseignement des Mathématiques.
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