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EDITORIAL

GROUPE DE TRAVAIL MATHEMAT IQUE-PHYSIQUE

Une soixantaine de Prﬁof.sseurs des deux disciplines travailleront
dis 1a rentrée scolaire 1975-1976, sur tous les probldmes relatifs 3 la

coordination, au développement et i 1'actualisation de ces deux enseignenents

I1 est pté\ﬂ.; de fa{re fonctionner trois Centres 1 DIMNE,
AIX EN PROVENCE, MARSEILLE . Dans chaque Centre une équipe d'animation
s'efforcera de coordonner les diverses activités et de donner les impulsions

nécezsaires A la bonne marche du travail ,

Ont été retenus les thimes suivants &
Lois linéaires .

- Forces, Vecteurs . [E—

- Crandeur repérable, grandeur mesurable .

Orientation de l'espace .

Propagation et fonctions périodijues .

- Automatisme et Algébre de Bools .
-~ Dérivation .

La prenié;:e séance a été prévue le 24 Septembre 1973 , au
LYCEE SAINT CHARLES, 45 Bd.Camille Plammarion, MARSEILLE 3 14 h.30 .

Nous souhaitons & tous une bonne rentrée et une fructueuss

année scolaire . »

J.C. BENIAMINO



QUELQUES REFLEXIONS INSPIREES PAR LE COLLOQUE DE MONTPELLIER
SUR L'ENSEIQNEMENT DES MATHEMATIQUES DANS LES C.E.T.

. o [}
°

Robert RULLAND - Directeur de 1'I.R.E.M. de Marseille

. Les 10, 11, 12 Avril 1973 & eu liev 3 MONTPELLIER un colloque
inter-IREN sur 1'enseignement des mathématiques d-ﬁl les C.E.T. Cette rencontre,
organisée par 1'I.R.E.M, de MONTPELLIER regroupait en -ijotité des Professeurs
de C.E.T. (enseignement général et enseignement professionnel), nais aussi des

Professeurs de Lycées classiques et techniques, et de l'enseignement supérieur .

Il ne w'est pas possible de citer tous les problimes qui ont
€té soulevés lors de ces journées ; je voudrais simplement en reprendre quelques
uns qui me semblent fmportants et quf{ pourrajient ftre éventuellement objet
d'études et d'expériences pour les groupes C,E.T. qui vont fonctionner cette
année & 1'I.R.E.M.

Un des probldmes les plus importants est le suivant : dans
1'état actuel des choses, les éldves ressentent liorigntatlon vers un C.E.T.
comme un échec ; d'autre part, on leur propose au q,z.r. un enseignement de
type trds proche de celui dans lequel ils n'ont yaiyréusst au Lycée ou au
C.E.S. Il s'en suit un désincéressement quasi général pour les activités
scolaires, méme souvent en ce qui concerne l'enseignement professionnel .

Bien entendu si on peut réloudr§ un tel problime, ce ne peut
8tre que par une modification profonde du systdme éducatif ; néanmoffs on -
peut sans doute améliorer la situation par l'emploi de moyens techniques
bien choists : machines & calculer de toutes sortes, mini-ordinateurs,
magnétoscopes, rétroprojecteurs etc +»s et bien slr tout gadget que 1'on

pourra imaginer .

Certaines de ces techniques demandent une formation préalable
solide des professeurs : je pense fci par exemple 3 1'usage des mini-ordinateur:

ou des magnétoscopes . Ce sera une des activités de 1'I.R.E.M. que de fournir



cette formarion ., Une autre activité sera évidemment de mettre au point
diverses manidres d'utiliser ces techniques avac les éldves .

Les contenus de 1'enseignement des mathématiques et les
fagons de les exposer posent aussi des probldmes trds délicats, d'autant
qu'il faut en outre concilier des tendances qui semblent parfols contradice
toires, surtout quand on ne dispose que d'un hqraire réduit : le poiﬁ: de
vue culturel et le point de vue utilitaire (utilisation des mathématiques
comme outil dans l'enseignement professionnel) o« A ce propos j'al conitacé,
et cela me semble assez grave, que dans l'esprit de beaucoup d'enseignants
i1 existe les deux types de mathématiques suivants : "Mathématiques
traditionnelles” , 'Mathématiques modernes" . Cettc idée est d'ailleurs
entretenue par les sujets d'exame;s puisque certsins sujets de C.A.P. ou de
B.E.P. comportent deux épreuves au choix : l'une de mathématiques dites
*tradfitionnelles', I'autre de mathématiques dites "modernisées” . Il y a 14,
A mon avis, une grande confusion entre le fond et la forme ; pour le fond on
peut dire que 1'évolution continuelle des mathématiques apporte parfois plus
qu'un simple ajout A l'échaffaudage z«istant des mathématiques ; souvent en
effet cette évolution bouleverse et restructure les rapports entre les
divers concepts . Or chaque notion n'est vraiment bien saisie que par les

. différents liens par lesquels on peut la relier 3 l'échaffaudage général
des mathématiques . I1 ne faut donc pas s'étonner que certaines notions qui
étaient & 1'honneur s'avirent dnn; 1'état actuel des mathématiques de peu
de portée, tandis que d'autres (tout aussi anciennes) prennent une dimension
nouvelle et apparaissent comme des rouages importants . Quant 3 la forme,
(c'est & dire le langage), c'est sans doute elle qui pose le problime le
plus délicat & résoudsre . Souvent dans la vésolution d'un problime de
mathématiques, une bonne part du travail consiste & trouver un langage
adapté ; i1 n'est donc pas étonnant que le langage ait évolué de la fagon
que nous connaissons . Mais ce langage qui s'est élaboré au contact de
problimes

- é1émentaire de nos classes . (J'al wvu des corrigés de problimes de C.A.P.
rendus incompréhensibles par un abus de formalisation au niveau du
langage) . 11 faut donc trouver un juste milieu et cela pourrait constituer

une part du travail de certains groupes I.R.E.M,

Une dernidre remarque enfin 3 1'évolution que 1l'on connaict,
. n'a jamais impliqué la disparition de 1'intuition que l'on voit dans.

certains manudls scolaires et par voie de conséquence dans certairs cours
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(absence da figuies, d'exemples concrets, etCsss) , ni celle de certaines

techniques actuellement indispensables .

. Comme on le voit, ne serait ce que sur les quelques
problimes que l'on a posés, 11 y a beaucoup de travail A faire 3 je pense
qu'une v‘tignble formatfon des mattres passe par un tel travail et pas

seulement pnf un recyclage des connaissances mathématiques .



HISTOIRE DE LA RESOLUTION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES

Madame C.BLANCHARD - Faculté des Sciences Saint-Charles’

Nous exposerons essentiellement l'historique des deux théories
achevées : résolution des systimes d'équations linésires et résolucion par
radicaux des équations algébriques i une varisble de degré 1 .

EQUATIONS LINEAIRES .

' -
Leur calcul a été abordé dis 1'Antiquité la plus reculée :

on résout des équations linéaires dds qu'on fait des divisions, et elles sont

i 1'origine de l'introduction des fractions . Dus rdgles pratiques de calcul

linéaire, telles que ‘'riégle de trois" ou "riégle de fausse position” se

retrouvent dans les manuels d'arithmétique depuis les papyrus égyptiens en

passant par les mathématiciensg hindous, arabes ou européens du Moyen-Age .

Les Babyloniens savaient déji réspudre de fagon élégante les
systdmes d'équations du premier degré . Jusqu'au XVIII2me sidcle ,
cependant, les théories de résolution des sytdmes linéaires se raminent a
1'énoncé de rigles, déjd connues de DIOPHANTE d'Alexandrie au IVime sidcle,
sur le passage des termes d'un membre dans un autre, et 1'élimination des
inconnues pour n'en avoir plus qu'une . On ne considire que des systimes a
sutant d'équations que d'inconnues, les premiers membres étant implicitement
supposés linéairement indépendants : le probldme est considéré comme mal posé
8'11 n'en est pas ainsi, c'est & dire si 1'éliminacion se fait mal ,

Les progris d0s sux Mathématiciens du XVIII2me sidcle et du
début du XIX2me consistent essentiellement en 1'adoption d'une notagion qui
permet d'écrire les systdmes de n équacions 3 n inconnues, et en

1'introduction des déterminants, progrds déjid smorcds, mais seulement ébauchés

_ et non publiés, par LEIBNIZ (1646-1716) .
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Clest 1'étude des formes quidtltiqunsict bilinéaires. qui va
conduire su XIXime silcle A la’'résolution générale des systimes d'équations
linéaires, probl2me que n'avait pu élucider JACOBI (1804-1851) , faute
d'avoir pergu 1a notion de rang . Le problime, tout en ayant des motivations
géométriques, est abordé par vole arithmétique, avec la résolution en nombres
entiers des systimes linéaires A coefficients entiers . Ce problime est résolu
dans un cas particulier par HERMITE (1822-1901) ; puis dans sa généralité par
H J SMITH vers 1860 . Cependant, KRONECKER (1823-1891) avait inscitué &
1'Université de Berlin un vaste programme de recherches, suquel participait
également HEIERSTRASéi; visant & reconstraire toutes les Mathématiques &
partir des calculs Sup les noghres entiqps . Dans le cagdre.de.ce ppogramme
FROBENIUS retrouva en 1878 les yésultats de SMITH , puls XAONECKER dopna . .
leur forme définitive aux théordmes “sur les.systimes linéaires & coefficients
réels ocu complexes, mais laissa & ses disciples le soin de formuler ces
résultats . C'est FROBENIUS qui introduit le mot rang « Ces résulcats étafent
€lucidés & 1a meme-épogue par LEW1S CARROLL . ) o

_— e
La notion de déterminant utilisée pour la résolution des

systimes linéaires avait pris corps, d'une manidre d'sbord empirique, 2
propos du problime linéaire posé par la recherche d'une courbe de forme
donnée passant par des points donnés, avec CRAMER (1750) et BEZOUT (1779) .
Elle fut définitivement mise au poiat, et ses propriétés furent développées, )
par CAUCHY (1789-1857) et JACOBI , tandis que GRASSMANN en développaic le
calcul, KRONECKER et WEIERSTRASS en donnaient finalement la définition
axiomatique utilisée aujourdthui . ces 0 Bty miaies ae

SESIR G e wel F i

11 - EQUATIONS ALGEBRIQUES DE DEGRE >»1 A UNE VARIABLE . o

» La difficulté A résoudre ﬁne équacion de dc;rév >1 ,’
provenant du fait que les calculs ne sont plus ratfonnels, a été parque
depuis 1'Antiquité . Déjd les Babyloniens ont su ramener & la seule extraction
de racines carrées la résolution d'équations quadratiques et bicarrées.

Les Crecs se borneront & retrouver leurs formules en termes géométriques «
On n'en retrouve trace sous forme algébrique qu'avec HERON (100 ap. J.C)
et DIOPHANTE .

1/ - La Résolution par radicaux .

iq théorie des équations quadratiques et bicarrées se
perfectionna durant tout le Moyen-Age et on s‘orienta alors vers une recherchs



de tésoluttgp pot,gagx;l % dpg~fquat19n| de dq;tf & 3 + BUCLIDE (IIldme
sidcle av.;,;) av’§; };udiﬁ p; gertain nombre dfexpressions faisant intervenir
des radicaux carrés . LEONARD DE PISE (1170-1230) reconnut que ces expressions
ne pouvaient suffire A résoudre 1'équation du 3dme degré et s'essaya i des

calculs analogues sur les racines cubiques .

Ce sont les mathématiciens hindous et arabes, dont LEONARD DE PISE
introduisit les travaux en Occident, qui avaient doté les radicaux de symboles
de plus en plus maniables, considérant leur calcul comme aussi fondamental que.

celui des autres opérations algébriques . \

On sait que c’est seulement au début du XVIidme sidcle que
SCIPION DEL FERRO dorna une formule de résolution par radicaux de
x’ + ax=b , formule qui amena CARDAN (1501-1576) et ses éldves i calculer
sur les rae;ncsjcay;‘gs{Qe‘?gqpf?l né.ltits,xa};tl que les nombres négatifs
eux-aémes étaient encore regardés avec méfiance par beaucoup de mathématiciens.
C'est BOMBELLI, élave de CARDAN qui, le pfemier, donna explicitement des rigles
de calcul sur les nombres complexes . FERRARI, autre é1ldve de CARDAN, avait
donné en 1545 un procédé pour résougre par radicaux l'équation générale du

4dme degré 3 1'aide d'une équation auxiliaire du 3¥me degré .

Jusqu'au XVIllime sidcle, on ne fait gudre que développer les
1dées précédentes avec plus ou moins de bonheur . Ainsi, un ami de LEIENIZ
crut avoir résolu par radicaux 1'équation générale du S&uebdcgré, grice A des
réductions faisant disparaltre les termes de degré intermécisire . Scule faille,
vite pergue par LEIBNIZ, ces réductions font intervenir des équations de
degré >5 . .. __ o

i
dqniat-l de’ l'llgébrc o

[ 1

Cependant VIETE (1540-1603) avait exprimé les relations entre !
les coefficients et les racines d'une équation algébrique, du moins quand les
racines sont toutes positives . En 1620, A.GIRARD affirme sans démonstration
qu'une équation de degré n a exactement n racines en comptant les
"racines impossibles" et chacune svec son ordre de multipliciié s notion que
1'on commence 3 percevoir, ces racines satisfaisant aux relations trouvées
par VIETE . 1l est aussi le premier 3 donner les “formules de NEWTON®

donnant les s de puiss semblables des racines, jusqu'd l'exposant & .

‘ des i YRLEENY 306,80




L'intégration des fractions rationnelles, effectuée par
LEIBNIZ et JOMANN BERNOULLY (1667-1748) , ranime l'!nt‘;!t porté i la .
possibilité de décomposer un polyndme en facteurs du premier degré annoncée
par GIRARD, qui devient bient8t le "théordme fondamental de 1'algébre ™ o

., Le calcul sur les nombres complexes est encore assez balbutiant
LEIBNIZ semble considérer qu'on ne peut décomposer x‘ + 1  en produit de
nd degré & coefficients réels ! Cependant, dds le début
du XVI1Iime sl&clg, MOIVRE , aysnt ramené la résclution de. x"-1=0

i 1a divisfon du cercle en n parties égales, se restreint ainsi au cas ol

deux facteurs du 2

n est premier impair, et constate pour les betites valeurs de n qu'on peut
se ramener, en posant y -x'x‘-fxl s & la résolution "par radicsux" d'une
équation de degré E—E-l . . Rt
- Mais des tentatives {(par EULER en particulier) de résolutien
généfaie ﬁ;i radicaux des Equations—algébriques ayant échoué , on commence
T & chercher des démonstrations a priori du théor2me fond‘mentalv;wig;wIEI;E:‘;'
fort peu rigoureusement justififes au départ, qui président i ces dernidres
. recherches sont celles qui conduiront par la suite 3 la notion d'adjonction
formelle de racines : on part du principe (sans.doute .
déji sous-jacent chez GIRARD) qu'un polynSme de degré n & n "racines
idéales" sur lesquelles on peut raisonner comme sur des nombres en particulfe
quant & leurs relations avec les coefficientg du polyndme ; le pkobléme est
alors de montrer que l'une au moins de ces racines est un nombre complexe .
Reprenant les idées encore trds vagues-émises pQr EULER (1707-1783)
dans ce sens, LAGRANGE (1736-1813) donne enfin en 1772 une démonstratfion
satisfaisante du '"théordme fondamental” , Cependant GAUSS (1777-1855)
critiqua cette démonstration, trouvant en l'adjonction de racines une notion
fructueuse peut-&tre mais encore trop peu clairement explicitée, et finft
par donner en 1797 une démonstration remarquablement claire et concise,
ot 1a seule propriété ‘“topologique" des nombres réels qu'on utilise
(propriété plutdt liée 3 la structure ordonnée comme on le remarqua vite)
est le fait qu'un polynSme réel de degré impair a au moins une racine

réelle .

Cependant d'ALEMBERT (1717-1783) avait attaché son nom au
théordime pour avoir em 1746 donné 1a premiire smorce de démonstration
rigoureuse, fondée sur d'autres considérations . Il utilise la veprésentation



géométrique der nombres complexes 3 laquelle GAUSS donnera toute sa rigueur
et toute son importance, mais que l'on cherchait 3 utiliser depuis la fin du
XVIIime sidcle : remarquant que les points (a,b) du plan tels que

a + ib  soit racine de P(X + 1Y) = A(X,Y) + iB(X,Y) , sont les points
d'intersection éventuels des courbes A(X,Y) =0 et B(X,¥) =0 .

11 écudie cette intersection par des considéracions topologiques évidemment
trés intuicives .

3/ - La théorie de Calois .

En 1770, s'amorcent par deux mémoires, l'un de LAGRANGE, 1l'autre
de VANDERMONDE, les recherches qui-aboutiront 3 la théorie de Galois . Ils
parlent tous deux de‘l'ambigulti qu'introduit la pluralité des déterminations
de radicaux dans les formules de résolution des équations de degré 3 ou 4 .
EULER avait dé3j3 montré comment associer entre elles les déterminatfons des
différents radicaux dans la formule de SCIPION DEL FERRO de fagon & n'obtenir
que 3 racines distinctes . Reprenant Jes formules de résolution des équations
de degré 3 ou 4, LAGRANGE met en évidence des fonctions des racines qui ne
prennent qu'un petit nombre de valeurs distinctes quand on permute les racines
de fagon quelconque : par exemple, si’ Xys Xy Xy sont les trois racines
d'une équation du 32me degré, et 3i W est une racine cubique de 1 dans
Cc. (xl +vx, + wz x3)3 ne peut prendre que 2 valeurs distinctes pour toute
permutation des racines, ce qui permet de voir le véritable principe de la
résolution de l'équation du 32me degré . Cela le conduit & étudier en général,
pour un polynfme de degré n , le nombre de valeurs que peut prendre une
fonction rationnelle des n racines quand on permute ces racines et &
trouver & ce sujet des résultats fragmentaires de ce qul sera la théorie de
Calois . Cherchant toujours les formules générales pour la résolution des
équations algébriques, 4l introduit les 'résolvantes de LAGRANGE" qui
permettent de systématiser la résolution de l'équation du 4Eme degré, mais

n'ont gudre d'intérdt pratique général au-dela .

VANDERMONDE avait mené parall2lement des recherches analogues,
1
avec des résultats sensiblement moins clairs et moins généraux, mais avait

été plus loin dans 1'application des résolvantes de LAGRANGE, considérant

1’équation X e-1=0 pour n premier impair et affirmant ,
malheureusement sans le démontrer de fagon générale, que les résolvantes
sont racines .miémes de rationnels pour m=1 ; L « Clest GAUSS

qui vers 1800 élucide complétement la résolution par radicaux des polyndmes



n
“cyclotomiques™ gh(x> - Zi-:j% pour n premier jmpair, wontrant en
particulier la possibilité de construire "a la rigle et au conpas'Lf le
LD
Signalons aussi que c'est 3 cette époque qu'un éldve de LAGRANGE montre

polygone régulier 4 n cStés, 8{ n est premier de la forme 2

enfin, par des raisonnements d'ailleurs obscurs et incomplets sur les

- groupes de Galois avant la lettre, l'impossibfilité de résoudre par radicaux

111

1'équacion générale du 53me degré .
¢

C'est GALOIS (1811-1832) qui met en 1832 un polgt final & ln'
théorie dont ABEL, interrompu par la mort en 1829, avait sans doute pergu biea
des aspects . C'est d'abord GALOIS qui précise clairement les notions
d'appartenance d'une quantité & un corps donné (sans d'aflleurs se préoccuper
de la structure abstraite de corps), d'adjonction d'éléments & un corps, et de
polyn8me frréductible sur un corps donné, le vague de ces notions ayant
beaucoup nui jusque 13 3 la clarté des énoncés, et mime des idées . Apris avoir
démontré que le corps de décomposition L d'un polynSme F sans racines
multiples A& coefficients dans K peut 8tre engendré sur K par adjonction
d'un seu. élément o« dont les racines XyseeesX, de F sont fonctions
ratfonnelles (il s'agit évidemment de caractéristique O) , {1 définit le
“groupe de Calois" [ del sur K, ou de F, comme 1'ensemble des permitations
des Xy obtenues en substituant, dans leurs expressions, 3 o 1'un de ses
conjugués . Il montre ensuite que si L contient un.corps intermédiaire Ll .
corps de décomposition sur X d'un autre polynSme, le groupe de Galois de
L sur L1 est un sous-groupe distingué de [ , notion qu'il introduit 2 cette
occasion » Cels le conduit au critdre général de résolubilité d'une équation
par raditaux 1 F(X) = O est résoluble par radicaux si et seulement si
le groupe de Galois [ de P est résoluble, c'est & dire si et seulement s'il
existe une chaine de sous-groupes 1 l‘o = [ I'l Deste D l'k - {e}
ol chaque ri est sous-groupe distingué de ri—l s €t ou chaque quotfient

l'i_lll‘i est cyclique . La démonstration de la partie réciproque est
effectuée par GALOIS ay moyen des résolvantes de LACRANGE .

- EQUATIONS ALGEBRIQUES GENERALE .

L'étude des systimes d'équations algébriques de degré quelconque
& plusieurs variables est i la base de la géométrie algébrique . Les grecs
déjd ramenaient souvent la résolution de problimes algébriques A l'intersectic
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de deux courbes plames auxfliaires convenablement choisies, méthode encore
utilisée par d'ALEMBERT dans sa tentative pour démontrer le théordme

fondanental .

Rappelons que c'est & FPERMAT avant DESCARTES, que revient 1'idée
de la classification des courbes suivant leur degré , Cela permet de supposer
que FERMAT avait perqu l'invariance du degré des courbes par changement de

coordonnées, invariance qui ne fut clairement mise en relief que par EULER ,

| Ho;s n'entreprendrons pas icl 1'histoire de la géométrie algébrique
branche des mathématiques qui n'a connu son plein épanouissement qu'au XX2me
liiéle et qui est encore aujourd'hui en pleine effervescence .
Comme exemple de résultat historique, mentionnons le fameux

théordme de BEZOUT (1730-1783) : deux courbes algébriques planes sans

composante commune de degrés respectifs n et p ont au plus n.p points
d'intersection (c'est i dire que le systime formé par deux équations algébri.
ques 3 deux variables de degrés respactifs net p a au plus n.p solutions).
" Afns{ formulé, le théordme est valable sur.n'importe quel corps commutatif .

On peut remplacer le “ou plus" par ‘"exactement' 3 condition de remplacer

le plan affine par le plan projectif, d'exiger que le corps de base soit
algébriquement clos, et de comptar chaque point "“avec sa multiplicité"

(notion qui n'a été complitement élucidée en termes algébriques qu'assez
récemment) . ' )

e Nous donnerons davantage de détails historiques sur la résclution

‘des systimes généraux d'équations algébriques, dans le cas particulief ou les

équations sont & coefficients entiers et ol on en cherche des solutions entidras,

IV - EQUATIONS DIOPHANTIENNES .

La recherche des solutions én nombres entiers des systimes
dtéquations algébriques i coefficients entiers est appelée.résolution
d'équations diophantiennes . Les solutions cherchées n'existent en général qu;
dans le cas de systimes indéterminés sur (@ , systdmes auxquels s'est
précisément intéressé DIOPHANTE . On lui doit en particulier la résolution eun

_nombres entiers de 1'équation Xeviaz? .
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Cependant les chinois du haut Moyen-Age, sans doute motivés
par la confection des calendriers, ont donné une rigle de résolution de
congruences linéaires simultanées (la formulation actuelle de telles rigles
est toujours appelée théordme chinots d'approximation) . Vers la mi3me époque,
les hindous, également motivés par des problimes astronomiques, savajent
traiter methodiquement les syst2mes d'équations diophantiennes linéaires 3 un
hombre quelconque d'inconnues par application de 1l'algorithme d'EbCLIDE »
tandis qu'ill avaient été les premiers, vers 400 avant J.C. , & aborder des
équations du 2¥me degré du type qui sera dit " de PELL-FERMAT" :

Yz -N x2 = s avec N entier positif .

. L'étude de cette équation, sujet d'un problime posé par FERMAT,
appelée "De PELL" par suite d'une erreur d'EULER, et de ses généralisations,
& occupé asses longtemps les mathématiciens, et stimulé 1'étude des
spproximations rationnelles des irrationnelles slgébriques . La solution

générale de 1'équation Yz - N x2 =1 & été donnée par DIRICHLET en 1854 .

On ne peut dresser ici un tableau systématique des équations
diophantiennes ayant fait l'objet de recherches plus ou moins célibres .
La plupart conduisent & des problimes encore ouverts aujourd'huf (c'est le
cas des généralisations de l'équation de PELL-FERMAT) et on ne peut gudre
dégager de méthodes générales de résolution »

A titre d'exemple particulidrement illustre, rappelons
bridvement 1'histoire de l‘*équation de FERMAT X"+ Y =2 » dont on
doute fort que FERMAT ait réellement prouvé la non-résolubilité en nombres
entiers pour =n »2 o Rappelons que les solutions pour n = 2 étafent
dé JA connues de DIOPHANTE . FERMAT -lui-méme a prouvé 1'impossibilité pour
n=4 , tandis qu'EULER 1'a prouvé pour n =3 . Ce dernier croyait
avolr trouvé une démonstration générale de 1'impossibilité, au prix d'une
erreur dont 1'analyse allait se révéler trds fructueuse pour le développe~
ment de 1'algdbre, puisqu'elle aboutissait 3 1'introduction par KUMMER
de la notion d'idéal vers 1850 . Vers cette époque 1'Académie des Sciences
offrit un prix de 300 francs-or 3 qui montrerait l'impossibilité de
résoudre X" +Y'+2" =0 en nombres entiers relatifs pour n premier
impair (énoncé équivalent & 1‘'hypothdse de FERHAI) « Personne n'y érant
arrivé, c'est KUMMER qui eut le prix, pour avoir fourni la contribution
la plus décisive par un critdre prouvant que l'équation de FERMAT n'a pas

de solutions enti2res s{ n ne divise le numérateur d'aucun des E_;_E
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premiers nonbres de BERNOULLYI (pour n < 100 , seuls 37, 59 et 67
échappent & ce critdre) .

Aucune étape décisive n'a été franchis depuis, malgré un
certain nombre de démonstratfons fausses données chaque année, et aussi des
contributions non négligeables i la résolutfon du problime, en particulier
des preuves de 1l'impossibilité pour un grand nombre d'exposant . On ignore en
particulfer si les différents critdres connus de non-résolubilité s'appliquent
3 une infinité de nombres premiers . Certains mathématiciens se demandent si
1a réponse au problime de 1'Académie des Sciences n'est pas logiquement
indécidable .

Mettant en jeu plusieurs vltilblel; las équ-tions
diophantiennes se rattachent naturellement 3 la géométrie algébrique dont
elles ont contribué i stimuler le renouveau, et sort maintenant étudiées
sous l'angle Y recherche de points rationnels sur des courbes algébriques'.
On doit aussi au mathématicien anglafs WORDELL des théorimes fondamentaux
sur les points rationnels sur les courbes du genre 1 (dont 1'exemple le plul.
simple est comstitué par les cubiques sans point multiple) .
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ETUDE GENERALE DU GROUPE LINEAIRE DE V

. J.C.BENIAMINO « I.R.E.M. d'Aix-Marseille

1. GENERALITES SUR LES HYPER-PLANS :

dim V=n sur un corps k commutatif .
cL (k) est 1'ensemble des spplications linfaires de V dans lui-alime
qui sont bijectives - g€ GL (k) w kero= (0} .

On appelle hyper-plan dans V un sous-espace vectoriel de V
de dimentfon m-1 . On désigne par ¢ le dusl de V (1'ensemble des formes
lindairer) \7 est un espace vectorisl de dimension n .

Soit o q;e\? ker 9 = {x, x € ¥V, ¥(x) = 0}
ker 9 est un sous-espace vectoriel de dimension (n-1) dans V.

Inversement, soit H un hyper-plan quelconque et B un vecteur
BEV-H on peut noter que V= B g H et soit @ définie par les
conditions : @ est linfaire et @(B) =1 ;y X, XEV X =} By
od YEHR . @X) = \g(B) = e« @ définie de cette manidre est une
forme linéaire dont le noyau est l'hyper-plan H . On constate donc qu'il
est possible de définir une {nfini{té de telles formes @ ce qui nous amdne
A étudfer le problime suivant : écant donné deux formeés ¢ et § qui ont le
uime noyau, quelle relation existe-t-il entre ¢ et ' .

Soit H ce noyau et B € V-H on peut toujours écrire
@(B) =1 et §(B)mc (c€k) vyX, X€EV X=AB+Y car
V=BgH.

Onadonc X)) =X et ¥X)=dre

Soit le résultat y X, X€V #(X) = c 9(X)
ouencors =co
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2. DEFINITION DES TRANSVECTIONS .

H un hyper-plan et o € \’} tel que ker pg=H .
Cherchons les applications linfaires de V dans lui-méme lajssant H
fnvariant vecteur 3 vecteur et telles que @ oo =9 (0€ G.n(k)) .

Soit BE V-H tel que @(B) ma#0 .
le vecteur X - a'l w()() B est un vecteur de H quel que soit X dans V
Si{ donc ¢ est 1l'une des applications ci-dcugul, onas

o) - a7l g o) = x-at wx) B

Sofit  o(X) =X+ &~} ¥(X) @(B) - B
le vecteur 0(B) = B est un vecteur de H grice A la condition Qe =@ .
on pose 1 )
A = a (g(B) ~B) A vecteur fixe de M

d%d ) = X+ A vX, Xev () .

Inversement, considérons une application g définie par une
reldtfon du type (1) , © est évidemment linéaire et on la note L
Un calcul simple du noyau montre que °A
élément de G I..n(k) . *

est une injection, donc un

kcroA-(x,xevI X+ 9(X) A=0) en distinguant deur cas Xen
et X ¢H on établit que ker 0, = {0} .

On a les propriéeés :

1/ yX,X€n cA(x)'-x

2/ Gpe0 = 0,0 quend Aet B sont deux vecteurs
du mime hyper-plem H .

3. RAPPELS D'ALGEBRE .

C étant un groups quelconque, on dit que deux éléments a et b
sont conjugués dans G, S5'il existe g, g€ G tel que
amgbh ."1 (b = .’1 #g) . Ceci n'a évidemment d'intérdt que dans um

; groupe qui n'est pas commutatif .
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Cette relation entre éléments de G est une relation
dtéquivalance dont les classes sont appelées : classes de mju.uiﬁ .

Commutateur de deux éléments a,b est 1'élément
-1

1 b dans G . Soit H un sous groups de G contenant les

ab &”
commutateurs, alors on peut écrire

VX,X€G , yh,heHn xhamxhxd i .

Solt donc Xh € Hr et encore il citx et de mfme bien sr xi 5 Xz

on & donc pour un tel sous groupe xH x" =H on dit que H est
distingué .

On~ peut alors munir l'ensemble quotient clu d;uno structure

de groups et l'application canonique G —» cln Qui est un homowmorphiswe
de groups & pour noyau H .
M}

u st alors un groupe sbélien .

En effet, le produit ¥H yH mxy H de deux classes s'dcric sussi :
Al hen
d'od xyHecwm it et vice versa d'od xyH=myw H.

On appelle groupe des commutateurs dans .G » le plus petit
sous groupe de G contenant tous les commutateurs (ou encore le groupe
engendré par les commutateurs, c'est & dire 1l'ensemble des produits finis
de commutateur) . Si G' désigne ce sous groupe, clc, est un groupe
abélien .

A étant une partie de G , on appelle centralissteur de A
1'ensenble des éléments de C, tels que yx ,x €A ’

g =xg on le note Cy- Si A= G , on note cc et on appalle

cecl le centrs de G .

C), ot Cg sont des sous groupes de G . (!c est commutatif

et distingué .

ETUDE DES TRANSFORMATIONS LINEAIRES DE DETERMINANT 1 .

V est ramené 3 une base ml""u) quelconque et la valeur du
déterminant d'une applicection ¢ (¥ ¢ Gl.n(k)) ne dépend pas du choix de
la base .



- 18 =« .

On désigne par nu (A) 1la matrice déduite de 1a matrice
unité, en écrivant A A le place de zéro en position (1,J) avec L4 .

Il est facile de constater que B,, (A) est la matrice d'une transvection

1}
par rapport i 1'hyper-plan (‘1"“_1-1 gj+1"'!n) déterniné par la forme
@ définfe par

olx) -xy 81 x =x; Eteectx B et de direction AB1 .

A désignant une utﬁco quelco’ﬁqua A.B11 () revient i
remplacer A par une matrice dont la jé“'e colonne est la somme de
1s jim colonne de A et de la :ll'“ colonne d¢ A multipliée par ) .
De la mine manidre, Bu' (x).A. revient & remplacer A par une matrics
dont le t?“‘ ligne est 12 somee do 1a 12™ ligne do A et de 3a '™

ligne multipliée par A,

Soit donc A avec det Am1 et A diagonale .
By e 8™ 1.

o, o .\ 8y — 1 gy - 1)y —
0 80 —| @ [a;,0,—] @l 22 -
| [ \| I
-1 oy . -

1 (ay -1 2, — 1 (a, = 1) 3y "’\ 1 @, —
Qo apt-e)s, — 08, % — |}= Y22

| | | | %n
@ on ajoute la premidre ligne & la seconde § s

@ on ajoute i la premiire ligne le produit par (a;: =1) de la seconde ;
@- on ajoute 3 la seconde ligne le produit par a4, de la premidre .

@ .®’@ sont des opérations du type Bu () la matrice finale obtenus
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contient 1 et des zéros en bt-ién colonne » Seuls soﬁt non nuls les
éléments diagonaux et 1'élément en position (2,1) si a8, 1.

81 LY n'est pas nul on multiplie la premidre colonne par

a;; et on l'aj?ute 4 1a seconde colonne, ce qui fournit une matrice

1
Gy diagonale, dont le premier tearme est égal 3 1 .

On peut done poursuivre ce procédé jusqu'd 1l'obtention de la matrice unité .

-

Théordme ¢ l
L

$1 A et tel que det Am1} A étant dfagonals ,
A est le produit de matrices du typs 'U () .

Considérons une application g bijective de V sur V qui

transforme la base !1.‘..!n en une nouvelle base Bl""n .

- '
_On peut écrire B, A 31+...+ o E. si a ¥ 0 on peut écrire
E - Al B, estun élément de L'hyper-plan EjeedB, o+ On considire

alors 1la transvection définie par cet hyper-plan, de direction !‘ - )‘l l‘ N
et de forme ¢ déterminée par la condition v(ll) =1

T(X) = X + @(X) (B, = A B;)
TE) =B - (E-X B)=A B
T ast donc une bijection qui transforme la base (!l""n) en la base
()‘ B,, Ez,...,ln) e« On peut écrire alors
B, =a, (7\151) + @) Eybeeet @ B .lvec un @ 122 nonaul .
On peut dire par exemple que lz - )‘2 hz est un élément de 1'hyper-plan
(ll, Eyp ooe !n) défini par la forme 9 qa(l21- -1 .

T7(X) = X 4+ o(X) (!2 - lz '2) ttln‘lfotu ‘2 en lz '2 etCane

On peut trouver une suite de transvections qui transforment la base
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E,eesE  en la base (Xl '1""‘:‘ B) T

1"'Tn w @ dtant le produit

de ces transvections, on peut noter
(E;eeE) —c-’-—# (O Byseses 3 B
e o7
(By3000:B)

@ étant une transformation btjéc;ivc de matrice diagonale dans la base
(’I"Jn) e Comme deto=1l , si det g=1 I1 vient det g= 1

Si A est la matrice de ¢ dans la base (Bl...ln)_ A se ramdne A
1'identité apris multiplication par des matrices l”(k) qui sont des

-mstrices de transvection .

-

Théordme : Si g est une transformation linéaire telle que det g=1 ,
E
g8 peut s'écrire sous forme d'un produit de transvections .

GROUPE DES COMMUTATEURS DE GL_ (k)

On désigne par 'rn(k) 1'ensenble des transvections
et par SLn(k) le sous groupe de G.n(k) on_g.ndr& par ‘ru(k) .

Soit o, € tn(k) et 7t € (!.n(k) H étant 1'hyper-plan de

1

la transvection g, , 1'étude de "o, T conduit 3 1

A

VX XevV ! o, TX) = X+ (1(X)) iy .

Si H' eat 1'hyper-plan T-t(ll) dtéquation @(T(X)) = O
'r'to o, T est 1a transvection d'hyper-plan H! , de direction

=1l .

Inversement, étant donné deux transvections o, et O,
d'hyper-plan W, et H, » On peut trouver de plusieurs maniires ua
automorphisme T tel que ‘l'(lll) =N, et T(A) =B + On peut mime
en plus avoir det T= 1 « Dans ce dernier cas om peut écrirs

o, =110 o1

Ca B .
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On peut donc conclure que l'ensemble T (k) est contenu dans une
seule classe de conjugaison par rapport au groupe SLnik) .

84 nm= 2 1lthyper-plan et la direction de la transvection
colncident ; l'ensemble des transvections de direction D et l'ensemble des
tnruvcction'q de direction D' sont alors conjugués dans SLZ(k) .

C désigne le groupe des commutateurs de @ (k) .

Considérons l'application @ G.u(k) —_ G.a(k)l .
. c
o; ot 0op écant deux transvections, il vient o= 1 o3 T
#o) = Q(T)"' §(o,) #y) = 4(5,) car Q@ _(k) est commutatif .
1 2 2 n Ic

toutes les transvections ont donc mlme image par § .

Comme |(02) - .(qz) = §(g) quand o est une transvection

ona 3(g) m1 . Donc les transvections ‘tn(k) forment une partie de C

ou encore Sl.n(k) cC .

Considérons L'application 4 1 G.n(k) — * 8(g) = det o0 .
on désigne per A'x((l}) le noyau de cet homomorphisme de groupe .

On a 1'fnclusion Cc A-l({l} car 1'image par 4 d'un commutateur est
1'é1ément unité .

donc 5L (K) cCca™t (1) -
Comme on a montré plus haut que 4?1 (1) < sLn(k)
onadone SL(K) =Ce= &7 (1)) .

ce qui permet une double caractérisstion du groupe des commutateurs de
a n(k) .

"Théordme 1 § Le groupe des commutateurs de G.u(k) est le noysu de
1'application déterminant, c'est aussi le groupe engendré par
les transvections Tn(k) .
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6. CENTRE DE GLn(k) .

Le centraliseur de SLn(k) est 1'ensemble des éléments de
G.n(k) qui commutent avec tous les éléments de SLn(k) , donc en

particulier tous ceux de ‘rn(k) .

une transvection

~ Soit donc g un élément du centralisateur et a,
quelconque
g . OA - OA s 8 dtot S(A) = OA(B(A)) .

§1 9 désigne la forme linéaire associée 2 ona 9(g(A)) =0

%a
et donc g(A) est dans l'hyper-plan servant 3 la définition de op
Tou jours avec le mlme vecteur A ;m peut envisager H' avec H N W' = DA
st g', la nouvelle transvection ; g(A) sera dans 1'hyper-plan M*
et donc g(A) € Hn H' . ou encore g(DA) =D, un élément du

centraliseteur laisse donc globalement invariantes les droites vectorielles .

Désignoné par “l""‘n) une base de V

‘“1) - ).‘ ex....g(e“)f- ln . .

g(el+e2)-kex+ke2-x101+lzcz M-"Z-k

g est donc une homothétie de G.“(k) .

L'inverse étant vrai : une howothétie laisse les droites

vectorielles globalement invarisntes .

Désignons par. ln(k) le groupe des homothéties dont on rappelle
qu'il est commutatif et inclu dans le centre du groups (Ln(k) o

Z écant le centre de a, (k) on a donc 'ln(k) c2 et aussi
2 c centralisateur de ~3Ln(k) c -rn(k) .

On a donc -{_n(k) = Centralisateur de SLn(k) dans &.n(k) .

ln(k) écant le centre de G‘n(k) .



Le centre de SL “(k) est donc formé des homothécies vectorialles de
rapport A tel que A' =1 . '

Théordme o Le groupe des homothéties Y (k) est le centre de Q@ (k)
c'est aussi le centralisateur dans @ (k) de
) Sl-n(k) .
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INITIATION A L'ETUDE DIS RILATIONS
SUR N ENSEMBLE FINX

Jean MARION « I.R.E.M. d'Afx-Marseille

INTRODUCTION |

La modestie du Litre da cot article n'ast qu'dpperente . Ausei bim
1es problimes de recherche opérationnelle que 1a cybernétiqus, en passant par
1a soclométrie et les arts décoratifs, reldvent du traitement, de 1'analysc de
relations sur un ensemble £ini ; 81 nous nous plagons du poiut de vue, nou plus
de l'utilisateur mais du formateur, de X'cnloignlﬁt. le fait d'évoluer sur des
ensembles finis permet une expérimentation immédiatement sccessible ; cette
expérimantation favorise 1'Intuition, ls recherche du contre-exesmple, l'ml'ylo
de 1a cause de non-validité d'une solution initislement prévus su problime posé,

et o

C'est pourquoi cet aspect des "mathématiques du fini™ , qui
consiste en l'analyse des systimes relationnels sur ua ensemble £iaf, a un
pouveir formateur essentiel .

Paradoxslement, dans nos enseignements, ssul 1'sspect combinatofre ..
des "mathémaciques du fini" est nbordlfl. .

Cet exposé se veut tout d'nbor& uie inftiation A 'quelques outils
de tre{tement des relations binaires sur ICIAIICdll £ini, st snsuite voudrait
Stre un facteur déclenchant des réflexions sur ce que l'on pourrait faive dans
ce domslae, en suscitant des grovpas da travail qui mettralent su peist des
projets qui serafent expirinentés daus des classes et qui anslyseraient ensuits
les résultets obtenus » , ) ’ '

-



’l - D’ LA DEFINITION D'UNE RELATION

Solt S un enumbte finl non vide ; une définition qul donne toute
satisfaction aux mathématiciens est la sulvante ¢ se donner une relation
R sur S, c'est se donner un sous-ensemble G de SxS, R étant définie &
partir de G par: xRy » (x,y)€ G, )

Pratiquement, une relation sur S n'apparal Jamals comme cela,
- y compris dans des moddles absiraits,

er @x le :

Solt S = {Marsellle, Paris, Montéiimar, Lille, Lyon},

Pour 2 villes x et y de S, décidons que “x s une enpansion
démographique comparable A celle de y si le taux dlsugmentation
de population de x et le taux d'augmentation de populstion de y
different de moins de 1% 'en 1974n, "

Sous réserve que la notlon de taux d'expansion alt 14 définle et évalude,
on peut décider sans ambiglité sl oul ou non Paris R Marseille, R étant
représentée par le groupe verbal : " a une expansion démographique comparable
. l celle de%, ‘
. Nous avons 1A une rolnlon, aéfinie par un groupe verbal, qul
définit une structure que nous sppelierons ocbjective sur S,

2bme exemple : ' SRR
Solt S un ensemble d'individus que I'on dolt répartie en plu‘sleurn
équipes de commandos, Afin de constituer des équipes solidement
cohérentes, on pose A chaque x €S la question { Yavez-vous '
confiance en y 1" (y étent un autre élément de S), et convenons de
‘noter xKy sl ot seulement sl x a répondu qu'll avalt confiance
-n vy, '

Nous svons 12 un exemple d'une relation déterminant une structurs emairique,
Alors que dans le ler exemple, on peut afflirmer A priorl que sl nR'y. alors
yRx, Il n'en est plus de méme dans le 2¢me exenple,

3

Toutefols, diverses sxpériences monirent que tes Indlvidus
sttribuent sux relations définies par des groupes verbaux tels que ¢ .
"a conflance en™, "trouve sympathique", la propriéié de syméirie,

Les relations de cholx, de préférence, mettent en évidence un
phénomine curieux,comme le monire le Jdme exemple cl-aprids,
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3dme exemple :
Monsieur X décide de se marier ; 3 filles : F'-", FZ' I-‘3 sont

candidates, mais M, X, qui connaflt bien ces 3 filles est embarassé
pour cholisir celle qu!ll préfére, Pour décider de son choix, it
considdre 5 critéres pour chacune des filles : le deéré de beaufé,
le degré dtintelligence, le degré de fortune, le degré de qualités
_sportives, le degré de qualités amoureuses, ‘
. It décide qu'il préférera la fille F & la fille F!, si F est supérieure
A F! en au moins 3 des 5 critéres, Or, 1l trouve que :

plus belie W
1 . plus intelligente que Fz, que :
Lplus fortunée

-plus amoureuse
Fz est plus sportive Que F.‘)’ et que ¢
’ plus belle

-plus amoureuse

l"—'3 est plus intelligente Que F' .

Lplus fortunée J .
] préf.ér'e donc F,A FZ’ Fz E F3 et Frs E ] F, !

Laissons notre candidat au mariage se débattre dans son probiéme ; ses
ennuis résultent du fait du'aux relations associées & un groupe verbal du type
Vlest préférée A on attribue en général la propriété de transitivité, ce qui
risque de ne pas se produire si les critéres du choix sont muitiples ; notre
candidat au mariage a fait connaissance avec ce que l'on‘appelle un triangle

d'inlnansit'ivilé : l"-'l R Fz, szR Fs et F-'3 R F‘, connu par les socliologues

sous e nom de Y“phénomeéne Condorcet!,

4tme exemple :
Reprenons {lensemble S = { Paris, Marsellle, Montélimar, Lille, Lyon}
de I'exemple 1, et soit R la relation surS définie par le groupe

verbal : "a méme Initiale que',
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Nous avons, comme en 1, une relation définie & partir d'une structure objective,
Toutefois I'expérience montre que si |lon demande & quelqu'un, possédant

la langue frangaise, mais non habitué aux manue!s de 62me, 5&me, etc., de -
nos lycées, quels sont les éléments de S qui sont en relation avec Lille

{par 1a relation R) il répondra Uil nly a que 1'élément Lyon'" Autrement dit

la réflexivité n'est pas pergue dans la formulation de la relation,

Il semble bien que la réfiexivité ;

a) a peu dlimportance pratique ;
b, nlest en général pas pergue ;
c) est ajoutée pour des commodités mathématiques ;

elle est pergue par exemple dans la relation Ydivise! sur un ensemble
d'entiers naturels, elte nlest pas pergue dans une relation associée & un

groupe verbal du type : a méme ... quell,

De tout ceci retenons que :

1) En général, le groupe verbal utilisé pour Ndéfinir" une relation *
doit &tre accompagné dlun environnement (consensus, ou conventions préciséé) )
lorsque cette relation est introduite A priori (structures objectives) de maniére
A ce que toute propriété de cette relation puisse étre détectée, ‘
2) Lorsqu'il stagit dtune relation existante dans un socius ’

donné, le contenu iatuitif de la formulation de cette relation nlest pas néces-
salrement reflété dans llobservation des résultats (cf, : effet dlintransitivité

de i'exemple 3).

Nous supposerons dans tout ce qui sult le probleéme de la définition
d'une relation résolu , pour nous attacher au probléme de la description et
de Nanalyse diune relation, Nous laisserons de c8té la description “graphique'
dlune relation, qui est celle traditionnellement utilisée, pour utiliser la

description matricielle,

§2 - REPRESENTATION MATRICIELLE DIUNE RELATION
A - L'ALGEBRE zg"]

Notons Z, l'ensemble des entiers modulo 2, qui est un corps pour.

{'addition définie par la table :
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Zz-(o.t} +| o] 1
2 Y A
1] 1] o

et pour la multiplication définie par la table :

x| o] 1 .
ol o] o
° 1] 0] 1

Solt n 2 1 un entier nature! et soil Zz[n] {lensemble des tableaux & n lignes

et n colonnes d'éiéments de Z,. Si MEZE"] onnote m; | I'élément situé A 1a
L

&

1*®ligne et & la jlhwe

colonne,

- Soit M de terme général m, o M! de terme général m', poon note M + Mt
1] ]

le tableau de terme général (mi 1 + m'l j) et M x M! le tableau de terme général
. L r .

s=n
- £ . [ .
uio] g mlp.'m’sj
Proposition 1 : (Zgn], +, x) est un anneau dit : anneau des matrices
booléennes d'ordre n,
Preuve : facile, nous en laissons le soin 3.nos lecteurs, c.q.f.d,

Les lois + et x ne sont peut &ire pas celies qul ont le plua d'intérét pour

étudier les relations ;

Soit M= (m' j) et M = (m i j) deux matrices booléennes ; on note
) ’ ’
M ¥ M! |a matrice booléenne de terme général My ] telle que :
]

p'.j-lo 3m!"k-| et m'kj-l' ot J sinon,

Exercice 1 : a) la loi * .est-elle commutative ?
b) 1a lof ¥ est-elle associative ?
c) la lol % .admet-elle un éiément neutre ?

d) tout élément de Zgn] a=~t«il un inverse pour cette loi ?
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Enfin, pour M = (m, J)et M'(m" j, notons MVM! [a matrice de terme général
N ’ ’

h”) telle que :

=1 & m loum'l

Wi _
a0 e m = mt =Q

hi isl

V est également une loi de composition interne sur Zgn]

M !

Exercice 2 : a) la loi VV est-elle : 1) commutative ?
2) associative ?
b) V a-t-elle un éiément neutre ?
c) ta lol % est-elle distributive par rapportd la loi V ?

B8 - BASE POUR UN ENSEMBLE FINI

Soit S un ensemble finl non vide, de cardinal n, et soit
W {1,2,3,...,n}. Si o est une bijection de 1, sur S le n-uplet

b= (a‘,az, . ..,Gn) ol o= ol(i) (1< i<n) est appelé une base de S,

Remarquons qu'il y a donc autant de bases de S que de permutations .

sur S, clest-d-dire n?.

Soit alors R(S) I'ensemble des relations binaires sur S,
b= (01,02,.. .,an) une base de S et soit R €R(S) ; on associe A R s

matrice my (.?») de terme général mi‘ P définie de ia maniére suivante :
- B ] .

m'.J- 1 o a;ﬁoj,

0 sinon,

Proposition 2: L'application m_ : R(S) = Z;"] qui A R €R(S) fait

correspondre mb(ﬁ) est une bijection,.

-

réalisée,. qulen laissant au dit Jecteur le soin dtétablir la
démonstration, c,q.f d, ‘

e




Sdme exemple :
Soit S ={3,4,7,11,14,28} et R 1a relation sur S définie par
par le groupe verbal : Yest un multiple de", Prenons
b=(24,7,11,14,28) comme base ; on a :

-

o - 100000 ]
- - N 110000
' e 001000
000100 o
101010
L11|ovr_

.

my (&) =

€ - REPRESENTATION MATRICIELLE D'UNE RELATION

Définition : Solt R €R(S), b une base de S, alors mb(ﬂ ) est
. . appelée la représentation matricielle de R dans lg_m b,

Cela étant pour chaque indice | (1S iS n) notons I" = {aj ES/O‘RUJ) ; alors
it est clair que ;

Proposition 3 : Soit m} ; le terme gén;iral de M= mb(ﬂ) alors
]
€T Myt
Cela étant, soit m, - (m‘ 1P M gr eee M n) la lé"'e ligne de M et faisons la
» ? ]

agir sur b de la manidre suivante : on considére le Yproduit scalaire! ;

: o
1
(m"l. m;, 20 ...,m"n) o, ""‘I,I"’l""l,z’cz"""“l.n’cn)

{°n
puis on supprime les tortﬁes m, j'°~j pour lesquels m, i =0 et si
. ’ ’
m, ,~1 onnote m, ..0,=0,; I'action de m, sur b donne donc les 0. tels que
(¥ 1,1°%17% i I
= 1, clest-d-dire oxactement_l‘i. Faisant cela pour chaque indice i, on

m
R 1Y | .
voit que M opére sur la base b pour donner chacun des 1“. opération qul
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se traduit formeliement comme Ilaction de la matrice d'un endomorphisme dun

' _espace vectoriel sur un vecteur de cet espace vectoriel, par :

r 1 ( ) r 3
My My, zeeetr M0 9 R
Mo, 1* Mz, 200+¢v M2 n 92 T,
: : O :
M Miae oo ™ 9 T
T, 10 M, 200000 Tan %n Tn )

“ L o - L ) o

Reprenant les données de Hexemple 5, on obtient ainsi : .

r 1. r h ¢ T
100000 2 {2}

110000 4 {2, 4}
001000 7 {7}

000100 1 - {11}

101010 14 ; {2,7,14}
11101 |J 28 _ {2, 4,7,14, 28}

L L p L J

tel I" est I'ensemble des éiéments de S dont © ; o8t multiple.

- Nous faisons encore appel A la participatjon active du lecteur

pour établir la:

Proposition & :

et la:

Proposition § ¢ |

Soit b= (0,,0,,...,0,) une base de S, % une relation

sur S, Alors, si (m‘ j) est |a matrice de A dans b:
’ .

(a) R est réflexive com .=l Vi=1,3,...,n

{b) R est syméirique - » ™y

{c) R est nr;tisymétrlque - ["'i iXm (== i=j]

(1=, jsin)

(d) X est transitive - ["‘1,,-" mikm e ml,k"]

Soit b--(o,,oz, . ..,on) une base de S ;
a) vi o, € 1"
A est une valeur dléquivaience » |b) I" ul‘zu. . Ul‘n-$

) r,ﬂrj;! g=T=T
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Remarquons que I‘" est alors précisément la classe Ad'équlvalonco de 9.

§3 - MATRICE D'UNE APPLICATION

Soitb = (0,,0,,. ..,cn) une base de S, A une relation sur S ;

A est une applicationde S dans S

vo, €S 1l existe un élément et un

seu aj, qi.u'o_n note.R(o ) tel que o, ﬂu @ pour chaque i (1€isn) il

‘existe un seul | (15 j<n)tel que m, j-l On a alors T{o ) - {0 } =R(o ).

Prggosl;lgd 6

.

"1) R estune application o m{R) a un seul élémem

non nul dans chaque ligne,

2) si R est une applicaion @ 1‘, =-R (@)

Considérons alors le cas plus particulier des applications bljaéllws fde S
sur S, quton appelle permutations de S,

Soit f Injective : si o= t(o,) = flo},) alors °l =0, et donc

I=jt;la lnductlon matricielie en ost :

LR

- 1 = =11,

Il y a donc un seul 1 par colonne; comme |l y a un seul | par iigne et par
colonne, soit alors o, € S, 1l existe un seul 1 dans ta k!®M® cotonne ;

soit i le rang de {tunique ligne dont le | se trouve dans fa k

1éme colonne :

m, = 1 donc O ™ f(cifet o, est unique, donc § est sur'jecllve' et injective,
?

On a finalement démontré& que :

Proposition 7 :

Solt f une relation sur S fini ; alors f est une bljection »
f injective ®» f surjective ® |a matrice de f dans une
base queiconque de S a un seul 1 par ligne et par

colonne,
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Stme exemple : .
0100
Soit S={1,2,3, 4} et M= 1000] atrice dlune permutation
: 0001 .
0010
de S dans labase {1, 2, 3, 4);0ona:
0100] 1 2
1000 2 - 1
0001 3 4
0010 4 3
donc M est fa matrice de la permutation ;;::; qui permute

1 @t 2, et 3 et 4, donc clest |e produit de transpositions:(1,2)(3, &),
Exercice 3 : Soitb = (1,2,...,n) une base de S = {1,2,...,n} ;

a) Ecrire dans la base b la mairice de la transposition

{i, ).

" b) Ecrire la matrice de Ia permutation circulaire i < i+f
(1sig€n-1) et n=+ 1,

§4 - MATRICE DE LA COMPOSEE DE 2 RELATIONS

~ Soient R et A1 deux relations binaires sur S ; on appelle composée
de & par R1i1a relation binaire notée 5{,5\ 1 définie de la manidre suivante :

xRRA'y ®» 32€S tel que xRizet zRy.

Solt alors b = (cl,o veessOp ) une base de S, (m j) la mutrico‘
mb(-'t\), (m'l j) 1a mairice my(R1) et j) ta matrice m (R 84 ; par
définition de R ,Rrona: . . ‘ .
By " l‘ L 3.5’"0] * 30, tel que c,?s"ak ot okﬂcJ:

e 3k te! que m'l,k-‘ et mkd-yl.

o m (R R1)em (R)*m (R1),

On a donc démontré la :




—3“-

: mAR JR1) =m (R) * m (R1),

On peut se poser la question de savoir quand le produit ordinaire de matrices
colhclde avec ta lol *

_f?-ogosition 9: Soit f une application de S dans S, A une reiation

sur S ; alors:
mplf JR) = m 1), m (R),

Les tignes de mb(f) ntont qutun seul élément non nul ; solt alors

“l'j 11é1&ment situé A iém’ tigne et ia jlémecolonne de

"'b"'?‘)' m, (1) % mb(.'R) jona .= 1 = 30, tel que ck:f(o')
me

et okﬂ ;. (m (), , =1 (et clest le seul élément de la | ligne
de my () non nul) et (mb(ﬂ))k' " 1
s<n )
* I el mpRhg =1 e ml) e mp(RY o
- mb(f «R) est le produit de m (1) par mb(?\ ). c.q.f.d,

Proposition 10 : Soit X une relation sur S, f une permutation de Sv,

Preuve : .

alors :
myt R L) = my (R ). m(f)

Soit Hi le terme général de mb( R 0= inb(f\) * mb(f),

A I lj terme général de mb(f); LA le terme général de mb(?\).
? ’

‘On a u‘ =1 ® 3k tel que r =]=f ; f étant bijective
o ik

k,i'*
il n'y a qulun seu!l élément non nul par colonne (dans la Jléme

colonne ce ne peut donc étre que 1’k J et par suite :
’ B

s<n .
T .f - i/ - i nt [}
L r.‘.' fs,0 " i,k . k, J 1, qui n'est autre que le terme

générat my | do my (R).m, (1), ' c.q.f.d.
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Coroliaire Soit R une relfation sur S, f une permutationde S,
Alors, pour toute base b de . S:

m(em (R)% m (') = m (O m (R)m 7 |

Preuve : Conséquence immédiate des propositions 9 et 10,

Exercice 4 : Soit b et bl deuxbases de S, f la permutationde S
’ transformant b en b! et A une relation sur S,
Calculer mb.(?s ) en fonction de mb(P\) et mb(f).

§5 - CHEMINS ASSOCIES A UNE RELATION BINAIRE

Soit S.un ensemble fini non vide, A une relation binaire sur S,

Définition : On appelle chemin (relativement & R ) toute suite
Y- (xo,xl, cen ,xp) de points de S telle que

x‘R x4 YI=0,1,2,...,p-1.

- L'entier p est dit alors longueur du chemin ,

-rg et xp sont dites les extrémités, respectivement initiale et terminale du .

‘chemin,

- Les éiéments X x‘,'xz, ce oy "p_lf xp sont dits ies maillons du chemin,

~ On dira que le chemin y = (xo,x', ves ,xp) est |njectif si ses mailions sont
distincts 2 & 2, .

- Soit xet y, 2 éléments de S ; on dira qulil existe un chemin rellant x &'y )
s'il existe un chemin dont x et y sont les extrémités respectivement initiale
‘et terminale, o,

Exercice 5: - Montrer que s'il existe des chemins reliant x & y il en

existe qul sont injectifs,

- Les points de S sont les chemins de longueur O,

=~ On dira que le chemin y est minimal s'il ntexiste bas de chemin ayant les
mémes extrémités et de longueur strictement inférieure,
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Exercice 6 : a) Montrer que R estréfiexive » Yx€S, (x,.x) est
un chemin {(de longueur 1),
b) Montrer que si A est transitive, tout chemin minimal

est de longueur <1, Réciproque ?

Solty = (xo,x;,...,xp) un chemin ; alors Vi, ] 'tel que 0<i<j<p,

Al (xi, X ..,xj) est un chemin, On dit que j! est un sous-chemin de vy,

', Notons, pour tout entier k : c" = gnsemble des chemins de longueur k,
On a donc C° = S, C' = ensemble des chemins de longueur 1 = graphe de R .

On note C(x, y) = ensemble des chemins reliant x & Y.
Deux problémes fondamentaux sont liés & la notion de chemin :

ler probiédme : Reconnaflire si Clx,v)# ¢&

2&me probléme 1 En supposant Cl», y) # ¢, déterminer un chemin
minimal reliant x 3 y,

=Le ler probléme : APPLICATION A LA FORMULATION DU CRITERE DE
DEDUCTIBILITE . . .

Ce premier probléme contient comme cas particulier le probié¢me

fondamental universe! du logicien, & savoir :

" Soit S un ensemble de propositions, R 1a relation dtimplication, p et q
" deux éléments de S ; le théordéme p = q est-il exact 7 ’

Il revient au méme de se poser la question : existe-t=il un chemin
o= PorPysPgr+ -+ 4P, = Q) pour la relation R -2 (on dit "chemin déductif"),

Essayons de préciser cette relation dite dlimptication ou de déductibilité,

En logique mathématique on utilise une langue particuliére, formée
de formules qui se présentent comme des mots fo~més avec des lettres d'un
certain‘alphabet, contenant & c6té des signes usuels des mathématiques, comme
par exemple des lettres, des parenthéses, dl'autres signes spéciaux repré-
sentant des opérations logiques telles que v, A, " (négation), etc, Toute
proposition se présente donc comme un mot de cet a!phabet, Soit S llensemble
des mots de cet alphabet, Choisir une logique, clest se donner un ensemble o
dit de substitutions permises ; par exemple, dans notre logique classique,



on a la substitution  qul consiste & remplacer dans un mot pAp par p,
aAr spar le symbole de l'assertion fausse (principe de non-contradiction),
aVv Ca par le symbole de lfassertion vrale (principe de tiers exclu) etc, *

ldentifiant une proposition et un mot qui I'exprime dans le langage
de la logique formelle, la relation de déductibilité peut se formuler de la
maniére suivante :

pR q® q se déduit de p® il existe un chemin (p = PosPiiPgieessP " q) el
que I'on passe du mot p; au mot p ., par une substitution permise {0 < i < n-1),

On peut alors annoncer : 'ip = q! est un théoréme', ou encore,
q est déductible de p,
On voit donc que le probldéme de la Ydécision de déductlblhlé" se

formule de la mamére suivante @

" Pour deux mots p et q donnés, existe-t-il un chemin de déductibilité de
"paq?

Jusqu' présent, les obstacles liés & la résolution de ce probléme -
universel sont restés insurmontables, Cela résulte du fait que I'ensemble S 3
des mots est infini et que, peut-étre, il faille envisager des chemins infinis.
Mais le probiéms ' peut se résoudre dans des cas particuliers, par exemple
si S est fini, .

Quolqu'tl en soit, il nous a paru intéressant de formuler de
manidre rigoureuse ce qulon appetllie en général un "raisonnement déductifh,
L.e'langage relationnel nous en a fourni {loccasion,

.

§7 - L E TRAITEMENT DU DEUXIEME PROBLEME

Soit R relation binaire sur S, b= (C', gr+-+10,) une basé de S
et solt M= mb(ﬂ) la matrice de R dans la base b,

Considérons Ia relation 32 = R ° 9\ ; sa matrice représentative déqs la base b

(2)

‘sera M " = M¥ M, . R » ’ oo

Plus général, soit p 21 entier, on définit 'Rp 39-‘ R ; sa atrice
(p)

représentative sera M'P dme -

= mP=1 ey ; notons. m‘i' J le terme situé & la i
(P '

ligne et & la j”" ® colonne de M
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Dtapras ia définition de % nous savons que :

-1 et ml =1

- . 1
'1 - 3}\<(15k5n) tel que m K, §

I,k
. ul-ﬂ g, et ck3 9

o 1l existe un chemin (c',aj,ok) de longueur 2 reliant o, A 0.

€' nous faisons !'hypothése dlinduction : m?'j‘- 1 » il existe un chemin de
’

longueur p-1 reliant 9, 3 a;i ; alors m? " 1 & 3k (1 < k<n) tel que m';,'k‘ -
[ 3 ’
et my e 1 @ il existe un chemin (G', che ,ok) de longueur p-1 et un chemin
»
(°k'°,|) de longueur 1 @ il existe un chemin (cJl roo .,0}) de longueur p reliant

o, A40.. Donc:
J

Proposition 11 : 1l existe un chemin de longueur p reliant g, a OJ.

Remarquons.que 8] card (S) = n il ne peut y avoir de chemin de longueur
supérieure A n sans répétition de sommets, Or si un élément x; figure deux

fois dans un chemin, on peut supprimer le sous-.chemin dlextrémités % 3
sty = (xo,xl,....ﬁ(.xi....,x;,xj,... xp) alors

Yt - (xo,x‘,...,xk. TTRRETE PR xp) est aussi un chemin

reliant X, a x_. Par suite, Il existe un chemin reliant X, a Ho si et seulement
si Il existe un chemin de longueur k < n reliant X a xp.

Compte tenu de la proposition 11, pour saveir s!il existe un chemin
reliant xg a X il suffit de calculer les !lpuissances® M(k) successives, la

longueur d'un chemin minimal reliant g, a oj (stil existe des chemins reliant

N
x; a cj) sera le plus petit entier p tel que md =1 , et il suffit de calculer

i,]
M(p)

Ypsn,
Pour compléter cette étude nous allons introduire la notion de

matrice de fermeture transitive de la relation & ,
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Notons 1“ - {cj ES/Z—]CJi €S avec g, RUJ) = ensemble des extré-
mités terminales des chemins de longueur 1, et I"(Oi) - {0163/013 aj} -

ensemble des extrémités terminales des chemins de longueur 1 issus de

9% (1 S 1< n), De méme, par récurrencg, pour p entier, p>1;

soit TP = {(JJ.GS/EOkEI'p'1 avec Gk3 dj} = ensemble des extrémités
terminales des chemins de longueur pA, et I‘p(t:‘)---{ajGS/’!cké'I'p'1 (0;) avec
oky\ oj} = ensemble des extrémités terminales des chemins de longueur p

issus de ci.

imn
On a évidemment TP= y I‘p(c‘) vp2 1,
. . j=)

Considérons alors la relation .9\p définie sur S par x wﬂpyo y€TP(x) et
by .

solt A la relation définie par :
x&"\y ® Jp (0Sp=sn) tel que x.’)\py
solt : oA 9, = I (0<p<n) tel que ojerp(oi)

Or, si M est la matrice représentative de R dans b = (0‘,02. ces Un) on a

LIRS
Jih’ colonne de M = mb(‘i) ;ona:

€ T‘p(oi ), donc si Hy i est le terme situé A la Ié'” ligne et {a
, .

. - - 2 . P - n
“I,j" * 0 oj ou mi,j 1 ou mi,j 1 ,..oum‘.J lou...m“ﬂ
donc M= anM v M(Z) v M(s) V..o V M‘n), ln étant la matrice de ltégalité

= matrice unité dlordre n . Dlol ¢

Proposition 12 : Soit S de cardinal S, b = (al'. - .an) une base de S,

R une relation sur S, M la matrice de R dans b ;
alors il existe un chemin de o, . °j o (e terme général

situé A la iéme ligne et |a ‘j'é"m colonne de la\matrice :

M- anMVM(z)VM(3)V ... vl es:'é.ga_l’ an,

La relation R stappelle la fermeture transitive de R




Exemple :
Soit S ={a, b, c, d, e}, R Ia relation sur S définie par

afb, bR, dRa, eRa, aRe, dRc, eRb et eRa.

Dans la base (a, b, ¢, d, e) A a pour matrice :

X (01001
. |loot1o00
M= 00000 ; un calcul immédiat montre que :
10100
01010 ] )
(01001 ] ﬁotoo
00000 00000
M. lo0000 M3 loo000
10100 o 01110
01110 01001
foroo01 ] (01110]
00000 00000
Mm% looooo0 - Mm% loo0oo00
10100 . 01001
01110 (10100
11111
01100
diod M = .leo1o00
11111
11111
ll nly a donc pas de cheminreliant : b a4 a ,bagd
b & e
€ 3 a
€ d b ~
c a d
c & e
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Exercice 7 : Résoudre le probléme dit de la chavre, du chou et du loup,
: Soit &={s, c,!,b} ;: s= chou,c=chévre, I = loup,b=berger,
et S =ensemble des parties de &5 on considére la relatien

Rdéfinie sur S par :

XRY = XUY =8y XY = g, avec de plus la condition :
si b€X, alors les éléments Y ne se mangent pas entre ew
et sSib€Y, alors les éléments de X ne se mangent pas

entre eux,

Montrons que trouver une solution au probléme posé
consiste & trouver un chemin (pour R), dlextrémité
centrale (£, &) et pour extrémité terminale (§,d)

Exercice 8 : En suivant une démarche analogue, résoudre le probléme
suivant, qui fit les délices des soirées de ltépcque

coloniale :

3 blancs, b‘,bz, b3 et 3 noirs N, NNy doivent ¢

traverser un fleuve infesté de crocodiles.

Le seul moyen est un canot & moteur que seuls les 3 blang
et le noir N savent conduire, Ce canot ne peut contenir
que 2 personnes au maximum, Les 3 noirs sont anthropoc-
rhiges : dés qulen un méme lieu I'e nombre des noirs est
strictement supérieur 3 celui des blancs les noirs manger
tes blancs, l

Comment s'y prendre pour effectuer la traversée d.es

6 hommes sans qu'aucun acte de cannibalisme ne vienne

endeuiller I'expédition ?

} - MODELES STRUCTURAUX POUR LIETUDE DILIN_ 'SOCIUSY

N L}
Appelons socius tout ensemble d1éléments entre lesquels existent,
des systémes relationnels (phénoménes dlorganisation, de circulation, dlinfor-

matlon, etc,) que le sociologue du moment prétend déceler,

Ces structures concrétes pouvant étre décelées {groupes de person

nes, hiérarchie, réseaux dtinformation, ensemble de croyances ou diopinion,



classes culturelles, etc.) ; si entre des éléments peuvent étre mis en évidence
des systémes relationnels, on pourra dégager de 1& une relation dont les
propriétés pourront, par analogie avec une relation abstraite, introduire des
concepts nouveaux du point de vue du sociologue, e probléme est de déterminer
tes éléments concrets, et, quels concepts de théorie sociologique peuvent étre
mis en bijection avec respectivement un ensemble S et un sous-ensemble

de S x S de maniére & obtenir une relation binaire sur S, LLes possibilités
sont trés nombreuses : on peut prendre pour S aussi bien par exemple
I'ensemble des étudiants participant & un cours, llensemble des empiacements
de bureaux d'une organisation, llensemble des solutions dtun probléme de
décision, La relation concréte étant définie par un groupe verbal V, il sera
nécessaire qutune analyse sociométrique soit suffisamment élaborée pour
pouvoir décider si ta proposition xVy est une assertion vraie ou fausse,
Moyennarnt quoi le sociologue, apré&s avoir Inventorié Ren détectant

{{x, y) € S/x Ay}, voudra:

a) interpréter la relation pour décrire les faits.

b) interpréter la relation pour prévoir des faits,

L.es paragraphes précédents ont eu pour but de donner un outil:
la représentaticn matricielle,pour tenter de répondre aux objectifs a) et b),
Un premier point consiste & !'situer! chaque élément de S par rapport a

uhe relation 3 donnée sur S, Nous appellerons cela : 'ﬁ-analyse dtun éiément,

§9 - R _ANALYSE D'UN ELEMENT

Soitb = (cl,oz, e ,cn) une base de S, & une retation sur S,

M= (mi j) la représentation matricielle de &K dans b,
r

Définiticn 1 : " On appelle demi-degré extérieur de g, , gt onnote

+
d; le nombre d'éléments 9; tels que OI‘R cj, ; testad-

dire le nombre des éléments qui sont extrémités

terminales de chemins de longueur 1 ayant g; comme

extrémité initiale,

t! résulte de fa définition de T‘(o‘) que d':'= card (I‘l(ci)) et donc que d:' est

le nombre de m; ;non nuls, dlod :
b



j - .
Proposition 13 : d?'- z m, ; (la somme étant prise au sens de N)
. i=1 '
&
Définition 2 : On appelle demi-degré intérieur de 0;» etonnote d'I le

nombre d!éléments 9; tels que cja o..

t! résuite immédiatement de 1a que :

i=n
Proposition 20 : di- -3 mg (la somme étant prise au sens de n)
i=1 ’
l=n i=n j=n i=n  j=n i=n
Il est clair que 'i.'di- z z m, .= pX z m o= z dl',d'ot‘.lz
=1 =1 =1 M ey ey b =1
Proposition 21 : La somme des demi-degrés intérieurs de tous les

éléments est égale & la somme des demi-degrés exté-
£

rieurs de tous les éléments,

i=n  j=n
La valeur commune 4 = ¥ z m, i nlest autre que la somme des tous
=1 j=t D : -

les éléments de la matrice M ; il est clair que cette somme ne dépend pas du

x

choix de 1a base,

On appelle demi-degré moyen le nombre d -~

Définition 3 : G, € S estgitisolé ® d=d =0, '
Définition 4: o, €S est Jdit une source ® d:>0 et di.- o]

NI . X . + -
Définition S : 9, € S est dit un puits » g -_-0 et d, >0 i
Définition 6 : .0; €S est dit un transmetteur « &'{- d =1

Tout autre élément de S est considéré comme éiément ordinaire,
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Exerclcgv.g : Soltb = (a‘ »Tosees .On) une base de S, K une relation
sur S telle que pour aucun o,ona o‘i:R g, et telle que

V0,0, avec 0'7‘ o, alors UIR g; ou cj?\ci, M= (m, .}

i, j
- la matrice de 8 dans Ia base b. On dit que °i’°j'°k
(i #j# k) forment un triangle d'intransitivité si c‘?\ °j'

oj\?\ g et ok'y\ ;. Démontrer que {e nombre de triangle

dlintransitivité est :

+ ., +
j-n d (d-l)
el S
=1

Démontrer que si n = 6 le nombre maximal! possible de

triangles dlintransitivité est 8,

§10 - SUR LES CHEMINS MINIMALIX

Soitb = (o‘,oz, .e .,On) une base de S, R une relation sur S 3 un
chemin minimal, s'il existe, reliant "0, a °j' est un chemin reliant 0| -] o'l
de longueur minimale,
On note alors d(ci’oj) la longueur dtun chemin minimal rellant
g,d0, '
’ On a déja vu que, si C(o‘,cj) désigne |lensemble des chemins
reliant 9, ] oj, alers C(Gl’oi) #d ® - || existe un chemin minimal rellant

o Y oj, et alors d(ci,oj) est le plus petit entier p < n tel que m? i" 1.
’

Proposition 22 ; Si c(ci,oj)#gf et c(oj,ck)#gf alors Clo;,0 ) # ¢

etdlo,,0 )= d(oi,aj) + d(oj,ok).

P ' ,
T Ak Solt {o},...,0;) € Clg,,0; Vet {o,...,0,)€Cla;,0, \\ alors

la;. P PP 19, ) € Clo;,0, ) et longueur de (0.,... 1Tjraes 19}
= fongueur (UI. ves ,OJ-) + lohgueur‘v(oj, «++10y ) en particulier si

longueur {g;,... ,Uj) =- d(oi,oj) et longueur (Uj,ck)- d(oj,ck).

c.q,f.d.
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. : kY
11 est clair que tout sous-chemin d'un chemin minimal  est lui-méme

minimal,

- LA RELATION "DEFINIE! PAR << EST UN DESCENDANT DE >>

b
Soit sur S={0,,0,,...,0,} une retation® , et R la relation
dite fermeture transitive de X , définie par :

°i?’ °j » il existe un chemin allant de 9 a Uj ;ona:

Proposition 23 : La relationR , qu'on peut traduire par Yest un descendant
de't est réflexive et transitive,

f_r-_g_l.i\ie_: Nous en laissons le soin au lecteur,
Rappelons que les relations réfliexives et transitives sont dites
des relations de préordre, Ces relations apparaissent fréquemment dans la
nature, Etudions, par exemple, comment se communiquent les informations &
Hintérieur d'uh groupe de personnes.; on prend pour S llensemble des
personnes du groupe et pour relation R 1a relation H xR.y ® x communique N
directement avec vy,
Pour pouvoir tirer des conclusions au sujet du flot des lnfor-

matjohs circulant cans ce réseau on suppose que ;

(l‘) Une persnnne ne posséde des informations que dans les 2 cas
suivants : )
~ elle est & llorigine de Itinformation ;

- linformation lui est transmise par une autre personne du réseau,

“2) Si une personne o, possdde une information, eile (a transmet A -

toutes les personnes avec qui eile peut communiquer directement,
£

On voit alors immédiatement que si o, posséde une information, et s"il existe

un chemin reliant o, a aj Itinformation sera transmise 3 ¢

jl vv »
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§12 - BASES D'UNE RELATION

Soitdonc S = {01,0' o ue ,o’n}, & une relation sur S,

2
la relation @ aiR °j @ il existe un chemin allant de o, Ao

~ r
Pour chaque 0, notons Tio,) ={0.€5/0.R o} = UTP(g,). D'aprés la propo-
{ J i i i
o<p<n
sition 12, si b ={(0,0,,... ,Un) est une base de S, et M={u, j) la matrice de
?

. ) j=n
fermeture transitive de : alors (I'(c]))- j}:‘ Mg b somme &antprise dans N,
; : & s
t T

De maniére plus générale soit ACS, on notera :
T{A) = {c).éS/?diGA tel que oiR oj} .

Ul est clair que si A={g, ,0,,...,0; } alors T{A) =T{o, )UT(O‘ booUTo, ).
: B | 2 k 1 k

2
Définition ¢ Soit BcS : on dira gue B est une base pour R Si .
B,) TB=s
52) Brcg = I'(BY S, llinclusion étant stricte,

Proposition 24 : BCS est une base si et seulement si:
{a) T(B)=S

(b) chEB tel que 30, €8 avec aiR 9

Preuve : Il suffit g'établir que si B vérifie B, alors (b) o B,
. Soit alors B vérifiant a) et b), VGJ €8, B-{oj) ne contient pas
de sommet dont 9 soit un descendant = T(B-{Uj}) ne contient pas

°j donc strictement plus petit que S ; donc 8 vériflie 82.

. Inversement, s!il existait UJ.E B avec OIEB et ci?\ 9 alors
B-{aj} vérifierait I‘(B-{oj}) =T(8) =S et B ne serait pas une

base, -

Proposition 25 : Toute relation A sur S fini posséde une base,




Preuve : Soit UL = (Ac 5 /T(A) = S} ; alors UL est un sous-ensemble

- e o

de llensemble deslparués de S qui est fini ; donc U est fini ;

U est non vide car évidemment T(S) =S etdonc S€ U; a

donc des éléments minimaux, Ce sont précisément les bases,

Exercice 10:

Exercice 11 :

c.q.f.d,

Démontrer que pour une relation «Rdonnée sur S, toute

les bases de & ont méme nombre d'éléments,

Les réseaux INTOX,

Lorsqutun réseau dlespionnage est découvert par un

service de contre-espionnage, il est souvent plus intéressant, au

lieu de le démanteler, de I'Vintoxiquer!, clest-a-dire de faire

passer dans ce réseau des informations fausses ; clest une opéra-

tion délicate : ces informations ne doivent pas tomber dans le

domaine public de fagon & conserver le plus longtemps possible un

maximum de crédibilité, Par ailleurs, en général, un réseau

ntaccepte comme valable une information que si tous ses membres

arriveat & la connailre, (recoupements),

A 1a suite d'une longue et discréte enquéte, les services

du contre~espionnage ont pu savoir comment circulaient les

Informations secrétes entre les 17 membres (numérotés de t & 17)

du réseau découvert : le tableau suivant résume les liaisons entre

informateurs et informés dont on est absolument sdr;

1 iInforme 2,4 et 5

4 nlinforme personne
7 nlinforme personiie
10 informe 9 et 14

13 informe 11,16 et 17
16 Informe 2,4 €t 8

2 informe 3.

5 ~informe 1,6 ot 14
8 informe 3

11 inforiie 12

14 informe 5,15 et 17
17 informe 2 et 14

3 informe 1, 4 et 8"
6 informe 7

9 informe 10 et 15
12 informe 13 et 17

15 informe S et 6

. 17 informe 2 et 14 -

Compte tenu de ces données‘, el compte tenu des difficultés, disons

techniques, le service de contre-espionnage doit "intormer! au

départ, le plus petit nombre possible de membres du réseau.

‘A qui devra-t-on slarranger pour donner des “infor-

mations" pour atteindre les objectifs souhaités ? .



