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EDITORIAL g

" UNE OUVERTURE SUR LES PROBLEMES DE
L*'ENSEIGNEMENT TECHNIQUE *

, Les problémes relatifs 3 1'enseignement technique n'ont
que peu preoccupe les responsables de 1'I.R.E.M. et ceux qui ont eu
charge de ce bulletin .

. A 1'avenir cette injustice sera réparée et nous aurons
prochainerient un article concernmant la conférence de Monsieur LAGARDE
sur 1'Enseignement Technique .

Nous notons que l'an prochain une branche des activités
de 1'I.R.E.M. sera tournde vers cet enseignement . Il ne nous reste
plus qu'd souhaiter que les professeurs de 1'enseignement technique
veuillent bien faive parvenir & la rédaction des articles spécifiques
des problidmes que cet enseignement pose aux gens qui le pratiquent .

J.C. BENIAMINO

T

» o

INTRODUCTION A LA
GEOMETRIE DU PLAN AFFINE

(Premiers exemples d'axiomes et de raisonnement déductif)

o o
o

René BERNARD ~ Inspecteur Pédagogique Régional

Le programme du 22 Juillet 1971 apparait long et lourd i
développer, particulilrement la partie "géométrie" .

En effet, l'étude de 1la droite réelle exige la connaissance .
de la structure de R , ce qui dans de nombreux cas, repousse ce chapitre
au deld du milieu Janvier . Enoncé de Thalds, symétrie et parallélogramme
sont, de ce fait, abordés tris tard . L'expérience prouve que, malgré les
recommandations de la circulairé du 19 février 1973, 1'étude des vecteurs
n'est trop fréquemment, engagée qu'en fin avril . Cette sjituation hypothéque
lourdement le déroulement normal du programme de troisiéme et son achivement

Cette introduction se propose, modestement, en assurant la
présentation des vecteurs au plus t8t, d'initier, le plus rapidement possibl
les éldves :

- d'une part au maniement dfaxiomes, induits & partir d'une étude
expérimentale du plan physique,

- dlautre part, aux techniques du raisonnement déductif 3 partir de
schémas ou dessins .

Elle peut donc, tr2s natureliement, trouver sa place dans la
progression annuelle, dés le début de l'année scolaire, en la conduisant
parallélement au programme d'algdbre : nombres, droite réelle . 1l suffira
de vérifier, au moment opportun, qu'en appelant milieu de deux points,
le point dont 1'abscisse est la demi-somme des abscisses, les axiomes
initiaux sont satisfaits « L'axiome ou énoncé de Thalés généralisera
1'axiome .

L'un des avantages, que cette introduction entraine, réside
dans la mise & 1'écart de la symétrie-point et du parallélogramme, qui
auront leur place naturelle en 3&me , 1'une comme isométrie, l'autre

‘comme ensemble ponctuel globalement invariant dans cette isométrie,

retrouvant ainsi simultanément ses propriétés affines et métriques chéres

caux éldves .

L'étude des vecteurs n'a pas éré détaillée . Il apparait trds
souhaitable de distinguer 1'écude du groupe additif des vecteurs de celle
des translations et de leur composition « Loin de nous, l'ambition des
catégories !... Quelgques preuves ont été bridvement suggérées ; d'autres
sont laissées au soin du lecteur, en particulier celle de : (4,M) et (M,B)
équipollents , 5i M est milieu de (A,B) .

Toutes les remarques, observations, critiques et aussi les
résultats d'expérimentation seront hisnm acriatlliae



A - DEFINITION D'UN PLAN MATHEMATIQUE

On appelle plan mathématiqu;a P ou plan affine, l'ensemblé
d'élémenta appelés points, ce plan étant un moddle du plan physique . Les
propriétés de ce dernier sont traduites par les trois axiomes suivants,
appelés axiomes d'incidence (se reporter 4 la présentation B du

commentaire des programmes, circulaire du 22 Novembre 1971) .

E] Il existe une famille non vide (D de parties propres de P , dont
les éléments sont appelés droites ; les points de P n'étant pas

tous sur une méme droite .

[ 2! Par deux points distincts quelconques de P , {1 existe une et

une seule droite du plan, & laquelle ils appartiennent .

Ej Axiome d'Euclide . .

PARALLELISME ENTRE LES DROITES DE P .

- définition du parallélisme de deux droites . )
- la relation de parallélisme est une relation d'équivalence .

- une classe d'équivalence est appelée direction de droites .

PROJECTION p , DE DIRECTION DONNEE L , de P SUR UNE DROITE .

- p est une application de P sur D, D¢ L.
- propriétésde p .
« projection d'une droite G de P sur une droite D , D ¢ L

B - APPLICATION |y de P x P dans P

Cette application est fondamentale pour la progreésion .

« définition d'un bipoint et notation .

- application 4 : PxP — P
(A,B) +—» U (A,B)

M est l'application de P x P dans P , qui 3 tout couple de
points de P , ou bipoint, associe un point appelé milieu de ce
bipoint . Le milieu est muni des propriétés traduites par les "

axiomes suivants, appelés "axiomes du milieu ", au nombre de cinq .

Le milieu d'un bipoint dont les éléments sont distincts appartient &
la droite définie par ce bipoint .

[5] Les deux bipoints associés & la mlme paire de points (distincts) ont
néme milieu 4 i.e. (A4,B) et (B,A) ont méme milieu .

[€] Quel que soit le point Ade P, A est le milieu de (A,A) .

Quels que soient deux points A et I de P, il existe un et un seul
point B de P tel que I soit le milieu de (A,B)

N.B :f ltunicité peut &tre démontrée, i paréir de 1'existence
de B et de l'axiome |5| .

» Le milieu se conserve en projection ou toute projection (mme constante)

_conserve le milieu d'un bipoint .

La projection, de direction L Sur une droite D, D¢ L ,

du milieu d'un bipoint est le milieu de la projection de celui-ci .




C -~ CONSEQUENCES DE L'AXIOME SJ

Théordme - Si deux bipoints (A,B) et (a,b) distincts ont

leur milieux 1 et & confondus, alors les droites

(A a) et (B b) sont parallédles .

-si (AB) et (ab) ont méme support, propriété banale .

-s5i (AB) et (ab) sont des droites distinctes, memer (B b')
parallle & (A a) et appliquer et | 7 ]‘unicité)-

Théoréme [8.2 l Etant donnés deux bipoints (A,B) et (a,b) distincts
de milieux respectifs T et L distincts , si A et a
sont confondus, alors les droites (B b) et (I L) sont

paralléles.

i.e. fLa droite qui joint les milieux de deux cotés
d'un triangle est parallile au troisidme coté,

- méme preuve que pour | 8.1 ] .

Théoréme -8.3 Etant donnés deux bipoints distincts (A,B) et (a,b)

de milieux respectifs I et & , distincts, si les deux

droites (A& a) et (I i) sont paralliles, alors (B b)

leur est paralléle .

- méme preuve que | 8.11

Théoréme | 8.4 5i les deux projections dfun point I du plan, sur une
méme droite ou deux droites distinctes, sulvant deux
directions distinctes, sont les milieux respectifs des

projections correspondantes de deux bipoints (A,B),

alors I est le milieu de (A,B) . A

- D'apreés | 7 existe un et un seul point G tel que I soit l
milieu de (A,C) .

- D'aprés (A,C) se projette suivant (a,c) de milieu 1 .
Alors (b} = {c} d'aprés !7 } .

- De méme, d'aprés , (A,C) se projette en (a',c') de mili
Alors , (b'} = {c'} d'aprés . -

-

- Donc le point G est sur la paralldle menée par b & (4 a)

est sur la parall2le menée par b' 3 (A a'

- Donc (B} = {C} et, par suite, I est milieu de (A,B) .

‘ D - RELATION D'EQUIPOLLENCE DANS P x P

Définition : j| Le bipoint (M,N) est équipollent au bipoint (M',N')

si et seulement si les bipoints (M,N') et (N,M') O

méme milieu .

Conséquences de cette définition et de 1'axiome [5] :

-~ La relation d'équipollence est réflexive et symétrique .

Cette dernidre propriété nous permettra d'employer par la suite
1ténoncé suivant :
Les deux bipoints (A,B) et (C,D) sont équipollents, si

seulement si les deux bipoints (A4,D) et (B,C) ont méme
milieu .

- 8i M est le milieu de (4,B) , alors (A,M} et (M,B) sont

équipollents .

Propriéré de 1l'échang 9

Si deux bipoints (4,B) et (G,D) sont équipollents,
alors (A,C) et (B,D) sont aussi équipolients ;
I de méme que (D,B) et (C,A) ainsi que (D,C) et (B,A)

respectivement .

- - . =



Propriété fondamentale [10 ]

u 81 deux bipoints sont équipollents, leurs droites-supports

sont paralléles .

Preuve . Si (P,Q) éq. (R,J) et si R & (MN) appliqueret
si (P,Q) éq. (R,J) et si R%(M N) appliquer

L'équipollence est-elle une relation transitive ?

Soient (A,A') éq. (B,B') , (B,B') éq. (C,C")

D'apréds la propriété fondamentale, les trois supports ont la méme

direction . Trois cas peuvent doric Se présenter :

a) les trois supports sont confondus .

b)" les trois supports sont distincts .

¢) deux des trois supports sont confondus, le troisiime distinct.
«Le cas c¢) conduit 3 trois figures distinctes particulidres suivant
E————————

le bipoint dont le support est distinct de celui des deux autres .
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........ Soit I le milieu commun de (A'B) et (A,B') , soit J
celui de (B,C') et (B'C) . Dans les trois cas de figure, (A B) et (A'B')
ont méme direction L (échange et propriété fondamentale) . De méme

(B C) et (B'C') ont méme direction L' . L et L' sont distinctes, car

si L =1L'" les trois supports seraient confondus ; ce qui n'est pas .

Appelons K 1le milieu de (4,C') .

Alors, d'aprés E , (KI) § (C'B') et, transitivité du
' parallélisme, (K 1) € L'
De méme, d'aprés @, (KJ) f(AB) et, transitivité du
: parallélisme, (K J) €L .

- Done K se projette, suivant L', en I milieu de (A'B) , projection
de (A'C) sur (A'B)

- Donc K se projette, suivant L , en J milieu de (B,C') , projection
de (A%C) sur (B C')

D'aprés » K est le milieu de (A'C) et par hypothése
de (A,C')

- Donc (A,A') et (C,C') sont.équipollents .

* Le cas _b) Le raisonnement précédent s'applique intégralement dans
le cas ou les directions L et L' sont distinctes, ce qui est vrai

lorsque A,B,C ne sont pas alignés (figure de gauche, ci-dessous) .

A At Al IA'
P oz s —
- o
el AN
::‘ !PTy
ey = B B!
~ v, . I "
B \\:~~ B N \\\ %//\\L D Dt
AT . K LY
\\‘ .~ .- .\ \\ —A
N\
A - vt ¢
\\ . LTSRN
A Y - .
T NG T
> =
c c! CI /C'
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S4 L=L', alors

A,B,C
(figure ci-dessus, & droite)

sont alignés, ainsi que
« Il s'ensuit que

A',B',C!
droites paralléles confondues avec (A B), (B C)

(A C) et (A'C') sont des

et (A'B'), (B'CY)
respectivement . Se ramener au cas précédent en introduisant sur la droite
(B B'), un bipoint "relais" (D,D') équipollent 2

4 (B,B') et distinct
de celui-ci .

(a,aA') éq. (B,B") .
Alors (8,8') éq. (D,D') inférent (A,A')

éq. (D,D') [cas ¢)]
(p,D') éq. (B,B")
Et

(8,8') éq. (C,C')} inférent '(D,D') éq. (C,C') [cas c)]

Appliquer le cas b) , L#L' , 2

3 (a,a') , (D,D') et (C,C') .

* Le cas a) . Il suffit de prendre um bipoint 'relais™ (D,D')
équipollent, par exemple, 3 (B,B') de support distinct . M8me raisonnement
que ci-dessus, en restant dans l'exploitation du cas c) .

D D!

_’_—_—’_—

{i=
o

Cl

Conclusion I::[

La relation d'équipollence entre bipoints de P x P
est réflexive, symétrique et transitive . C'est donc

une relation d'équivalence .

- 11 -

E -

EQUIPOLLENCE ET PROJECTION

Théoréme [12.1 | Toute projection non constante conserve 1'équipollence .

8i deux bipoints sont équipollents, alors leurs projections
sur une méme droite, n'appartenant pas 3 la direction de

projection, sont des bipoints équipollents .

Utiliser 1'axiome i8 I .

N . .N'-
PN | __.—“*’
Mc _—‘ ')l“\’.- .‘
IL.--" ' N '
: oo \
' M s \ ]
\ Voot '
|l 1 ] [ ‘I
; et !
m n i m n'

“Théoréme [ 12.2] Conséquence .

8i deux bipoints se projettent sur une méme droite ou deux
droites distinctes, suivant deux directions distinctes, selon

des bipoints équipollents, alors ils sont eux-mémes équipollents.

M!
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, r 0 Vo \
, P Y [ \
’ [V A o
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’ ’, ’ 4 \ v ' \
L o L wa & M [ "
m 'L on, !
1

Utiliser le théordme .
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LES DENOMBREMENTS

(CLASSE DE PREMIERE)

Une condition nécessaire et suffisante pour que deux bipoints ¥* %
*

Propriété caractéristique [12 ]

soient équipollents est que leurs projections, suivent deux

R. ROLLAND - Directeur de 1'I.R.E.M. d'AIX-
directions distinctes, sur une mfme droite ou deux droites d'ATX MARSE;LLE

distinctes, soient elles-mEmes des bipoints équipollents .

- Cette propriété résulte de et de

. Ce document est un essai de présentation des dénombre-
ments en classe de fére, qui suit les recommandations-de[ 1 ] .

L'utilisation des fiches & l'usage des éldves semble
tout & fait convenir & l'acquisition de l'intuition et des méthodes .
que nécessite cette activité ; s'il eat important en effet que’
. . les éléves aient un certain nombre de connaissances sur ce sujet
(formule du binéme , etc...) il est certainement plus important
encore qu'ils en apprennent les méthodes et qu'ils y gagnent un
- certain"sens de la combinatoire".

Bien s@r, les fiches qui suivent doivent 8tre expéri-
mentees dars des classes, et améliorées.

_ Les premiéres notions sur les ensembles finis, riotam-
ment la définition des ensembles finis, relévent de l'axiomatique
de la théorie des ensembles, et de la construction de | .

On se contentera donc de la notion intuitive d’ensamble
fini, ainsi que de la notion d'entier intuitif.

] Les problémes que nous allons nous poser sont du type
suivant ¢

Etant donné un ensemble fini E , nous allons essayer :

a) d'écrire si possible tous les é1éments de E
. T b) de préciser le nombre d'éléments de E

Remarquons toutefois que le probléme se pose souvent
sous une forme plus concrdte et que la premidre activité a
. K laquelle on est conduit est de préciser l'ensemble que l'on va
étudier ; c'est une des questions les plus difficiles pour les
éleves et sur laguelle il faut beaucoup insister : trouver un
modéle pour une situation physique. ’

Ltactivité a) , outre le fait qu'elle permet de voir
ce qu'il se passe dans les cas simples, pose aux éldves des
problémes intéressants de classification et d'organisation ;
elle peut 8tre nettement améliorée d'ailleurs si le professeur
peut utiliser une galculatrice programmable.

eeefene
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REMARQUES & 1'USAGE du IROFESSEUR

Ces exercices ont pour but de présenter les premiers
principes fondamentaux de 1l'analyse combinatoire :

Tq : Mﬂ UQWWQH a rdm#”<%mm MMHMQW m“ww n#mwﬂmm Théoréme de la somme & Q
anclhes, comblen a-t- e  chevres Théoréme du quotient : Qs
. . N sans oublier 1'important principe qui consiste & met-
Q ..Mwwwowm moM& meﬂocm mﬂumﬁduommwunwu tre en bijection un ensemble de cardinalité inconnue
1s - 1 U 2 ° avec un ensemble de cardinalité connue dont Qi3 fourni
Donner une relation entre card E, un exemple. Ce sont ces résultats qui devront étre
card Ey et card E3 . constamment appliqués par la suite.
Q2 : Soit E, , E, , ... B k ensembles Remarquons que le résultat Q¢ reléve de l'axiomatique
1 2 PR . .
finis di int AH € Z*v de la thdéorie des cardinaux ; la réponse &4 cette ques-
inis isjoints {k tion doit rester intuitive,
et soit E = wa U E, U... U HW
Donner une relation entre -card E, Les questions Qp et Qqq devraient permettre de
Card E; , card Eg , ... card B familiariser les ¢lévea avec le raisonnement par
. récurrence, qui de toute fagon ne pourra pas 8tre
Q3 : Soit E, et E, deux ensembles finis. evite en analyse combinatoire.
Que peut-on dire de card Amd U Hmv
To : Un berger pour compter ses chévres compte les
! pattes ; il en trouve 48. Combien a-t-il de
A chévres ?
-
! Q ¢ Soit E un ensemble fini s R une rela- Ici, le professeur fera remarquer que 1l'important
tion d'équivalence sur E , est d'avoir obtenu une partition de l'ensemble E
Cy » C2 ,¢.. C 1les classes Q‘mQCW<m| Bien évidemment, 1la notion de partition est treés
lence. : lide & la notion de relation d'dquivalence.
Donner une relation entre card E, Elle est lid¢e aussi a la notion de surjection.
card C, , ..., card C,_ .
1 k
Qs : Si dans 1l'éxemple préedédent chacune des
. k classes dl'dquivalence a p ¢léments,
~que peut-on dire de card E ? o
. i
Q ¢ Soit f une surjection de l'ensemble ;
fini E sur l'ensemble fini F. w
i
w . .
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Montrer que : -1 1
card E = card £~ ({yq}) + ... + card £~ ({yp})

aeamn e

: Dans un plan P rapporté & un repére carté- " Dans sur un exemple concret, on suggére la
sien, on considére les droites Dy, Do, % relation d'équivalence qui devra domner le résultat
Dy s ay + &g 5 Ags By ;o deme 9, as o
o@ (Di a pour équation x = i et ! Pe’professeur s:assurera’que les eleve§ ecrlYent les
ou AJ; a pour équation y = J ; éléments demandés avec méthode, et qu'ils voient

bien la partition en classes dt'équivalences sug-

Trouver tous les points d'intersections de
ces droites prises deux & deux, et donner :
leurs coordonnées. . :
Etudier dans l'ensemble de ces points la )
relation : "avoir la méme 12re composante".

: gérée par 1'énoncé.

Qg ! Ecrire tous les "mots" de deux lettres que ! "mot" a ici le sens que le professeur prdécisera

1'on peut former avec les lettres a, b, c. ; de suite ordomnée de lettres.
&

R

E, + quel est le nombre d'éléments de

! Q : Etant donnés deux ensembles finis E, et
p .
. B, X B, 7 i
Q10: Etant donnés k ensembles finis (k € N*)

E1 N E2’ Ej"" N Ek quel est le nombre

daré
éléments de E1 X E, X ... X E,

Q11: En supposant qu'un numéro d'immatriculation
est formé de 4 chiffres suivis de 2 lettres,
suivies du numéro du département, combien
peut-on au plus immatriculer de véhicules ;
dans les Bouches-du-~-Rhéne ? - -

- 17 -

|

Q12 ¢ Trouver toutes les applications de l'ensem-
ble {a, b} dans l'ensemble {x, y, z}

: E et F étant deux ensembles finis,
comparer l'ensemble ¢ (E,F) de toutes
les applications de E dans F avec

1'ensemble F°2Td E  ,r0quit cartésien de

card E ensembles égaux & F ,
Quel est le nombre d'éléments de qf(E,F)
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Théortme :

Si AP
n

pP>n o}

Si p<n n !

" (n-p) !

>M SAEIAV...A=|ﬁ+dV

st

Les bijections d'un ensemble fini sur un
ensemble fini.

E, F, G, H étant 4 ensemblgs ayant
‘chacun n éléments (n € N )

Que peut-on dire du nombre de bijections
de E sur F et du nombre de bijec-~
tions de G sur H,

Dbu

Définition :

Soit E un ensemble ayant n é1lé-
ments (n € Z*W on appelle permutation de
n objets de toute bijection de E sur
lui-méme. On note P le nombre de ces

n
permutations.

moﬁw&m»oﬁnmmﬂauﬁaﬁicﬁwﬁﬂoﬂuao
1'ensemble {a, b, c} .

Calculer P, . (n € Z*v

Soit E wun ensemble ayant .n éléments,
montrer que l'ensemble des permutations
de E muni de la loi de composition des
apnlications est un groupe.

PSR —— v e et v

Ici le professeur démontre le théorime par récur-
rence sur p en utilisant les résultats-de la
fiche 1 (cf [1])

I1 introduit la notation n ! (pour n € Z*v et
la convention O | =1

Le professeur fera remarquer une fois de plus que
deux ensembles finis ne peuvent &tre mis en bijec
tion que s'ils ont méme nombre d'éléments,
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FICHE 2

injections d'un ensemble fini dans un ensem-
ble fini. ’

Soit B = {a, b, c} et F =
Existe~t-il une injection de

mm‘ .UV
E dans ¥F 7?7

Soit E
MU € NY)
n € N*),
A quelle condition existe~t-il une injection
de E dans F *?

AD

un ensemble ayant p éléments
et F un ensemble ayant n élément

F de la
soit un
et H un

Reprenons les ensembles E et
question Qu et supposons que G
ensemble ayant aussi p éléments
ensemble ayant n éléments

Que pensez-vous du nombre d'injections de
E dans F et du nombre d'injections de
G dans H 7

i
:
s

Définition :

F étant un ensemble de n éléments

(n € N¥) et p étant un é1ément de N
on appelle arrangenent de p objets de F
toute application injective de 1'ensemble

{1, 2, ..., p} dana F ,
Nous noterons >M le nombre des injections
de {t, 2,

*

«eey, P} dans E .

21

Ecrire toutes les injections de :

{1, 2} dans {a, b, ¢, d}

puis écrire toutes les injections de :
Aa. 2, U* dans {a, b, e, d}

A ce niveau, la

définition.
T1 justifie la notation >W par le résultat

le professeur intervient, donne

La question Q4 st destinde & préparer le rés
.du théoréme suivant.

On veillera & ce que les éléves écrivent bien

les "arbres".



FIiCUE 3

Tes partieces & p  A¢1dments d'un ensemble fini Cette Tiche ext plus condensée que les pr
Les ¢lives penseront-ils & remarquer alor
. . i . P . : cette fiche, cela ne 1eur cst pas demandé
¢ Berire toutes les parties 5.2 ﬁlewents de © nombre d'éléments de {(E) ne dépend

ltensemble {a, b, ¢, d}. uis écrire toutes t d a(B) ? p

les parties & 3 é1éments de 1'ensemble i P e cardlh :

{a; b, ¢, d}

Comparer avec la question Qh de la fiche 2

-

]

e e o e e s

¥

Q; : Soit E_ un ensemble ayant n é1éments { La méthode pour trouver la relation dema
(n=20) Soit p€EN card T et card o (E) est suggérée ;

-% On suppose p >n : Combien y-a-t-il de cette'partie est qifficile, §t le profgss

parties de E ayant p &léments ? . certainement amendé a‘introdu1re la surjec

* On suppose p = 0O : Combien y-a-t-il de s : I =~ g) (E)
parties de E ayant p é1éments ? . p ey

¥ On suppose 1 < p<n , Notons I 1'ensem- £ »os(r) = {f(‘)' £(2), ..., £(p)}
gle’dii igge?;;oni'gﬁsei;iezée;.éérgiegans g On appliquera ensuite le résultat Qg de
de E ayant p éléments.
Remarquer que si f est wn élément de I
1'ensemble f({ ..

p}) =
{(£(1), f(z),---, f(p)}
est un sous ensemble de E ayant p élé-
ments.,
Trouver une relation entre card I et
cara (2 (E)

Trouver Card g;; {E)

iition

On appellera Combinaison de p objets pris
parmi n objets de E , tout sous ensemble
de E ayant p é&léments,

On notera (;) ou CR le nombre de ces

combinaisons.

‘eme 3

P>n ) = o©

n _ nt
' psmn (p) = P51 (n-p) !

Soit E un ensemble ayant n éléments (n = 0)
et soit p EN .

Montrer qu'il y a autant de sous ensembles de E
ayant p éléments que de sous ensembles de E
ayant n - p didments.

En conclure que (g) = (n—p .

Pouvait-on avoir. ce résultat par le calcul ?

Soit E wun ensemble ayant n éléments n= 1
Soit p €N et a € E

Combien y a-t-il de sous ensembles de E ayant

p  {1ldments qui contiennent le point a ?
Combien y a-t-il de sous ensembles de E ayant

p fléments qui ne contiennent pas le point a7

En couclure que (n) (n - ,) r (" "1) | Quand cette formule aura étd démontrée, 1
i fera construire le triangle de 1’'ascal.
w b
Diévelopper (a ¢ b) , (a b? (a 4 b)', (a + b))i Teci, les dléves ayant le triangle de Pasc
bévelopper (a . b)" yeux devraient prévoir la formule du bhind

Le professeur démontrera cette 1ormulo, s
n'y parvienncht pas.



ANNEXE 1

Arbre décrivant
toutes les injections
de {1, 2, 3} dans
{a’ b, ¢, d}

£(1) £(2) £(3)

c
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Ces quelques fiches doivent, bien entendu, &tre appuyées par
des exercices et problémes, qui seront traités en utilisant
les méthodes et les résultats fondamentaux proposés dans les
fiches {cf [1]) . ‘

[1] R. ROLLAND : A propos de la Combinatoire et de son
enseignement dans les classes des Lycées.
Publications de 1'I.R.E.M, de MARSEILLE 1

[2] L. CHAMBADAL et J,L. OVAERT : Cours de Mathématiques-
Gauthier Villars

Les professeurs intéressdés par l'utilisation de ces fiches da
leurs classes, peuvent en faire la demande a4 1'I.R.E.M. en pr
s'ils désirent que les fiches fournies contiennent les remarqg
a l'usage du professeur ou non.=-



GEOMETRIE SUR UN ESPACE VECTORIEL

* *

J.C. BENIAMINO - I.R.E.M. d'AIX-MARSEILLE

V sera un espacé vectoriel sur un corps conmutatif K.
Les opérations seront notdes + pour l'addition de deux vecteurs
et . pour l'opération externe en faisant figurer en t8te le
scalaire et en seconde position. le vecteur ) . X ol i € K,
X €V -

Nous définirons sur V ‘un couplage de la mani®re suivante :
une application bilinédaire de V x V dans. K notée
(X, Y) » XY vérifiant donc

(x1 + X )Y = X, Y+ XX x(y, + Ye) =Xy + XY,

1

X (1Y) = 3 (x¥)

quels que soient les éléments X X , Y1 Yo A -
; s .

Nous dirons qu'un tel couplage définit sur V une structure

(x» X) Y = a (x1)

-

nétrique. Si de plus V est de dimension finie sur X le couplage
est entidrement défini par les valeurs scalaires a;j = Ai < A
i, J=1....n ot ( Aq... Al ) est une base de V sur K.

J

On appelle Noyau & droite du couplage noté Ny le sous
ensemble des vecteurs de V, Y tels que : XY =0 vyX, X€ V

On note Ng le noyau & gauche, c'est-a-dire le sous ensemble

des vecteurs de V, X tels que : XX =0 ¥Y, Y€V

En général N; et Ng sont distincts et ce sont deux sous espaces

vectoriels de V -

On dit que V muni d'une structure métrique est non singulier
si les noyaux du couplage sont nuls. (se réduisent au seul vecteur HUl)i

]

»

l
e/

I - SYMETRIE DE L'!'ORTHOGONALITE ~

X est dit orthogonal & Y si YY = 0O - On se propose alors
d'étudier le probléme suivant : & quelles conditions la relation
XY = 0 implique Y.X = O ou encore dans quels cas'peut-on dire

[y

X (ou Y) orthogonal & Y (ou X) sans précision.

Nous supposons d'abord que cette condition est vérifide.

X Y Z étant trois vecteurs quelconques de V on peut écrire la

relation évidente o
(xz) (x¥) ~ (x¥)(xZ) =0

on en déduit alors X (XZ)Y - (XY)Z ]= 0 et en tenant compte de 1la

car K est un corps commutatit

condition.
((xz)Y - (x¥)2]X = 0 soit encore (X2)(¥X) - (XY)(2x) =0 (1)
en faisant X = Z et en notant x2 pour X.X. il vient

x?(vx) - (x¥)x% = 0

Soit X*(YX - XY) = 0 (2)

1°) Supposons donc que V¥X, X € V  tel que x? A0

On a donc le résultat
vY, vX YX = XY 1le couplage est don¢ symétrique

2°) Supposons donc le couplage mnon symétrique : Il existe un
couple de vecteurs (X,Y) dans V x V tel que YX = XY # 0
on a donc pour ces deux vecteurs X2 =0 et Y2 = 0 en utilisa
la relation 2.
Soit donc 2Z un vecteur gquelconque de V
Si ZX £ XZ celd donme Z° - 0 on suppose domc

' ZX = XZ mais la relation (1) compte tenu de YX-XY £ O fournit

ZX = XZ = 0 et aussi bien sur ZY = YZ = 0
Soit alors (X + 2)% = X2 + XZ + ZX + Z° = Z°
mais (X + Z)Y = XY £ YX = Y(X + Z) donc (1) donne (X+2z)* = 0

au total ¥Z Z € V z2 - ¢o



A et B étant deux vecteurs quelconquesde V il vient : F
(A+B)% A2 -B2 -0 donc AB + BA =0

Conclusion : (les conditions ainsi obtenues étant suffisantes)

11 y a deux géométries dans lesquelles la relation d!'orthogonalité

Difinition d'une iso:dtrie

on dit su'une application lindaire bijective T de V sur
lui-mé:e est une isométrie guand :

VXX, vvY X.Y. = 7(x). 7(Y)

est symétrique : la géométrie orthogonale

ot XY =YX VX, XE€EV , VY, YEV, . . _
1a géométrie symplictique . ' oulencore ?uand elle conserve le produit scalaire.
i XY e YK -0 YK, XEV. VY, YEV ' : Aj... A, <{tant une base de V que nous supposons fixée,
“ ’ T est défini par la comnaissance des vecteurs (By... By)

o B, = T(Ai) ces derniers vecteurs formant une base.
II - ETUDE MATRICIELLE ‘

On définit de meniére classigue la matrice de 1‘'endomorphisme

Si dimV =n et si (A7 Ay) est une base de V le couplage r comme dtant celle des coefficients :

sera déterminé par la connaissance de n? scalaires dans K.

J=mn
gij = A3 nAJ Soit G la matrice qu'ils déterminent 'ai,j ol - Bi = 2 a . A
(B B. ) on note E&ij 1 3 =1 1 J
Supposons avoir une seconde base (By***"n 13 les +  En reprenant les éléments de la démonstration précédente, on
quantités analogues et G la matrice correspondante. constate que :
v=n €; = g car B, ¢ B, .= r(a;) . 7(Ay) = A A
1 . L4
on a donc : By = a Ay ' I J * 3 * 3 + J
v=1 . » Viy VJ HE PR ¢ §
N . On a donc la relation matricielle :
wv=n u=n ‘ ' ~ G =at. Gg. A
drol By By = (S a AL ) o ( A o C :
ie°d = vi v/ ® a ) ' 2
° = E{a uj o det G = (det A) x det G. On pose det A = det T
= 2, ¢
s g dans le cas ol det G #0 il vient det T = 1
oit = . N . N X
€ij :E‘ 2,5 ﬁgd gVIJ odt (v,u) varient indépendamment Si det T = + 1 on dit que 1'on a une rotation
de 1 & n Vil Si det T = -1 on dit que 1'on a un retournement

. I1 reste & interpréter la condition det G #Z 0. On peut la
Si A désigne la matrice (aid) et A" la matrice transposée de

retrouver en ¢étudiant les Noyaux du couplage :

la précédente, on reconnait dans cette dernidre écriture, le - R .
i : X € ¥Ng (=) vY, Yev X,Y = 0
produit matriciel : . . °

T = at en particuli (4 = i = .
G = AJG.A . particulier X,A1 = 0,1 = 1...1m et si X = x, A+ .+ xphy

(x1‘.. xh) apparaissent comme solution non triviale du systéme

- 2 : :
En utilisant les déterminants il vient det G = (det A) x det G " . L
. linéaire et homogéne

x s =
on appelle det G 1le discriminant de la forme bilindaire initiale 1 8117 * Xn €qq= 0

[ & o' A o i g S o - — e s o
. ; 1 gn1+ e +,xngn-n=o

la Condition d'existence de cette solution est donc det G £ 0

relativement 4 la base (Aq... Ap) ; une géométrie sur V déter-
mine donc le discriminent i un facteur carré prés ~{facteur non

nul car c'est le déterminant de la matrice d‘'un changement de

On peut donc énoncer : Dans 1 ; a!
base)- Par un raisonnement de cette nature, il est possible dans o oae dun espace non v

ure isoxétrie est soit une rotation (det T = + 1) soit un
retaournement {(det o« — - 1)

1e ecas o1 V est un R _ espace vectoriel de lui attribuer une



Remarque : nous venons d'établir que si Ng se réduit au vecteur
nul, il en est de méme de Ng

IYI ~ PROPRIETES D'UNE_GEOMETRIE ORTHOGONALE OU SYMPLECTIQUE SUR
YV DE DIMENSION n - A

) . *
Si U est un sous espace de V on note U 1le sous espace 1

. *

orthogonal de U on peut donc noter V 1le radical de V N
*

I1 est clair que si U est un sous espace de V rad U=UNU

Si V=V,@ ... @ Vy r<n si‘de plus V; ®t V; sont

orthogonaux i £33 on dit que la Somme est orthogonale et on
note V = V1 Lees LV,
Supposons .donc avoir une somme directe V =Vy &... ©

et sur chagque V;j une structure géométrique ; il est possible
de munir V d'une structure gdométrique en posant

Si X = X1 + oee. + X et Y = Y1 + aee + Y?

XoY = X4*Yy + v+ Xpo¥y on vérifie que XoY ainsi défini
permet de mettre en évidence un couplage sur V dont les
restrictions aux Vi sont les couplages initiaux et faisant

1

stécrire vV = V11 cea L Vo

chaque V., orthogonal & chaque Vj , au total la somme peut o

Supposens avoir V =V, + ... + Vp non directe nécessairement

1
mais V4 orthogonal & VJ : Soit X € rad V X =X4+ «o0 + X

X; €V

VY, YEV; X, Y = (x1+ e # xr) oY = XoY =0

donc X; € réd vy

inversement soit X € rad V, + ... + rad V, .
VY, YEV Y=Y+ ...+71, "
Xo¥ = (X + oov + X)) (Yy + 000 +Y) =0 .

On a donc le résultat rad V = rad Vq; + ... + rad Vp

“3

_Supposons avoir V = V4 + ... + % avec les mémes hypothéses

que plus haut et aussi chaque Vi non singulier, 11 vieéent donc

rad V = 0 et V est non singulier ; la somme est alors direct
car si Ay + ... + A, = O est une décomposition de zéro
Soit By , By € Vi (Ag + ... + Ap)eBy = AjeB; = 0

done A; € rad V; et A; = 0 5 la somme est directe

On peut remarquer qu'en général une géométrie ne "passe pas au
quotient”". Cependant si V est singulier et si U est un
supplémentaire de rad V dans V on peut écrire :

V = rad VoOU dtol rad V= rad V® rad U

U est donc non gingulier de plus U est naturellement
isomorphe & V/rad V /4 V/rad V on pose

(X + rad V)o(Y + rad V) = XoY qui a un sens comme on peut le
vérifier aussitft. V/rad V est donc muni d'une géométrie
orthogonale ou symplectique.

Considérons 1l'application ¢ : U= V/rad V qui est un
isomorphisme, elle vérifie :

o{X)ag(Y) = (X + rad V),(Y + rad V) = X, Y

U et V/rad V sont donc isométriques

Conclusion : le supplémentaire du radical est un espace non

singulier isométrique au quotient V/rad V

ESPACE _ISOTROPE, VECTEUR ISOTROPE, DIMENSION D'U:E GEOMETRIE
SYMPLECTIQUE

On dit que V est un espace isotrope si et seulement gi

vX, XE€E V, vY, YE V X,Y=20

On dit qu'un vecteur X de V est isotrope si X2 = o

Tous les vecteurs d'une géométrie symplectiquesont isotropes
On se limite & des espaces V non singulier munis d'une

géométrie orthogonale ou symplectique.
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aes/
ier Cas dim V = 1 V=<A> s8i A est un vecteur isotrope
¥X , X€V ; VY, Y €V X =324, Y =yuA XoY = ) uA2: (o]

donc A n'est pas un vecteur isotrope‘et aucun vecteur 4e v
n'est isotrope. V dans ce Cas ne peut qu'étre muni d'une

géométrie orthogonale.

2éme Cas dim V = 2 et supposons que dang V il existe un
vecteur M disotrope

Soit A non colindaire a M V=<4, M >

X = X A +uM pour tout vecteur X de V

X2 = 32A2¢ 3 (AM + MA)

1a condition X%= O fournit tous les couples (i, u) avee
u£o 3 # 0 pour lesquels elle est vérifide.

Examinons de plus la Condition XM = 1t elle donne ) AM =1
(I1 est possible de trouver A .non colindaire &4 M tel que
AM £ 0 car V est non singulier)

ainsi donc on peut trouver un vecteur N tel que N2 =0 ,

NM =1 avec V =< N,M >

S§i. V est muni d'une géométrie orthogonale

vX, XE€V X =) N+pyM x2 =23,

N, M sont les vecteurs directeurs de deux droites vectorielles

de vecteurs isotropes et il n'y en a pas d'autres.

On dit que 1'on a un plan hyperbolique (x2 = cste Ap = cst

la sphére unité est ici une hyperbole).

Théoréme Si V non singulier est muni d'une géométrie
orthogonale, si dim V = 2 et si V posséde un vecteur
isotrope M , alors. V est un plan hyperbdlique que lton
peut décrire par deux vecteurs M et N isotropes et

M.N = 1

en géométrie orthogonale, un plan hyperbeolique est la somue

directe orthogonale de deux droites vectorielles non singuliéres.

2

- 91 =

e

V=-<M N> avec M2 - 0 N2 - 0 * MoN = 1 est un plan
non singulier ) :

Considérons A =M + N B=M«-N A et B sont alors deux
vecteurs indépendants avec A B = O A et B n'étant pas

isotropes les deux droites vectorielles ne sont pas singuliéres
V=<A>1<8B>

en géométrie symplfctique, une telle situation ne peut avoir
lieu : en effet, on suppose avoir :
V=<A>@ <B> ol A=gM+pgN B=yM+sN
la condition d'indépendance lindaire de A et .B s'éerit s
@b8-8y £0 sideplus AB =0 I1 vient :
@ § ~ By =0 ce qui est contradictoire - En géométrie
symplRctique il n'est pas possible de décomposer un plan
hyperbolique en somme directe orthogonale de deux droites.

Lemme 1 V dtant un espace vectoriel non singulier, U est un
sous espace vectoriel de V , U est régulier si et seulement si
U* est régulier.

U* édtant le sous espace orthogonal de U

Si U est non singulier radU = UN U = {0} comme v - U
rad U* = UN U* ce qui donne la preuve.

On peut remarquer que dans ce cas U @ U¥ est une somme directe

orthogonale.
Lemme 2 Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie,

si ﬁ désigne l'espace vectoriel des formes lindaires de  E dans
K ona dimE = dim ﬁ

" Lemme 3 U étant un sous espace vectoriel de V , V étant

non singulier v* 6rthogonal a U , il existe un homomorphisme
injectif de V/U* dans 6 V/U* est l'espace vectoriel des
classes modulo U* , notées X + U* , on définit la somme de
deux classes par (X + U') + (X'+ U*) = (X + X* + U*) ot 1e
produit par un scalaire par A(X + U*) = (A X + U")



Si A € V on associe 2 la classe A + U* = A4 1a forme

linéaire ¢ - sur U Qéfinie par g o (X) = A X
A A

et on vérifie que cette définition a un sens et que ¢ _

est bien une forme linédaire.

D : V/U* + U ¢ est un homomorphisme des

structures d'espace vectoriel et :
Ker ¢ = {i, Xe€V, VY, YEU X,Y=0}= 0 =0+71T

@ ést donc une application injective d'ol
~

* . .
dim V/U < dim U = dim U _
*

ou encore si dimV=n, dimU=p, dimVU=q n-p<gqg
Lemme U V étant non singulier, U étant un sous espace

*
non singulier de V, il vient dim V = dim U + dim U

Soit V = U 1 U

En effet U é&tant non singulier UM U = {0} UE U est
donc un sous espace vectoriel propre de V d'ols :

P+q €n avec p+q=n il vient donc p + q = n
soit V= UL U

Etudions un espace V, dim V =n, V non singulier, muni
d'une géométrie symplfctique.

On peut trouver un couple de vecteurs A, B tels que
AoB=1 ., P, = <A, B> ¢étant le plan hyperbelique non
singulier associé ona V = Py Pf ot P} est non

singulier etc .o« V =Py L Ppt ... 1 P V!

dim V! = 1 est impossible car V' est non singulier done
v = {0 }

Théoréme : Un espace V runi d'une géométrie symplictique non

singulidre est de dimension paire ; c'est une somne directe

orthogonale de plans hyperboligues.

eiswen

-

Si V est un esnace de dimension n , non singulier, muni
d'une géométrie orthogonale, on peut trouver un vecteur A
non isotrope on pose D1 =< A > ‘

. . %
et V = D D? D; étant non singulier Dy est non singulier..
d'o V = D1 1 Dp1r ... 2 D,

Théoréme : Un espace V muni d'une géométrie orthogonale

non singuliére est une sorme directe orthogonale de droites
non singuliéres.
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LES CATEGORIES DANS L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE ?
POURQUOI PAS 17

Léonce FOURES - Faculté des Sciences Saint-Charles

(Exposé fait & la Régionale de 1'A.F.M.E.P. le 11 Décembre 1974) g

I - QUELQUES FROBLEMES CLASSIQUES
Tl deddeei i deiciookok Rkt ook et de R

1°/ CONSTRUCTION DE - 7 A PARTIR DE N* .

Ce probléme de construction peut &tre posé de la maniére

suivante :

Nt —d—s x

A

est déja définie, par recurrence, une addition

Sur N*
- commutative et associative, définissant donc une structure
de semi-groupe . .

Soit G un groupe commutatif quelconque et f : Nt - G

préservant 1'addition .
En notant additivement l'addition de G et celle de Nos
£(mim) = £(n) + £(m) . '

Existe t-il un groupe commutatif X et une application

j ¢+ N* » X préservant 1'addition (donc un homomorphisme de
semi-groupe, du semi-groupe N' au semi-groupe sous-jacent
au groupe X) tels qu'il existe, quels que soient G et f ,

©: X2 G vérifiant

un homomorphisme de groupe unique
Y i > 7 ®o j=f 1 _
On sait construire un tel systéme : le groupe des entiers -~
et 1'inclusion j : Nes 7 satisfont 3 la condition demand@e

pour X et j respectivement . PR

Vérification : Si @ : 7 5 G existe vérifiant o(j(n)) = o(n) = f on doit

avoir : @(0) = 0 puisque ¢ est un homomorphisme de groupe
préservant 1'élément neutre .
- Unigicé
yn>0,n=jn) o) =e(jn)) =f(n)
de [

1]
©

o(n) + ¢(-n) = p(n+(~n)) = ©(0)
donc @(a) = -p(-n)

yun<O

]

1
.
~~

[]

=
A
.~

«
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Existence de P ..

9(0) = 0
On définit @ :7-G par yn»0 oln) = £f(n)
) yn<0 @)= -f(-n)

La vérification du fait que ¢ est un homomorphisme , c'est 3 dire
w(ntm) = @(n) + ¢(m) n'est plus qu'une affaire technique :

$1 netm sont tous deux 0 (nim) = f(ném) = £(n) + £(m) = ¢(n) + P(m)

o(ntm) = p(n-(-n)) = £(m) ~ £(-n)
o(m) + o(n)

f(a) -f(b) dans’le cas od
f(a-b) + £(b)

si n<O0 etm=>0 avec m> -n

f(a-b)
0 <b«a résulte que £(a)

en remarquant gue

Si n<0 etm>0 avec m <=n o(ntn) = ¢(m=(~n)) = =-£((-n)-m)
= «(£(=n)~£(m)) = p(n) + p(m)
si n<O et m<0O ploim) = ~f(-(ntm)) = -£((-n) +(-m))

[}

o(n) + 9(m)

Les cas ol m=0 ou n =0 se résolvent immédiatement de sorte

que ¢ est bien un homomorphisme de groupe .

2°/ CONSTRUCTION DE ¢ A PARTIR DE N* .-

- Ce probléme se pose en termes analogues au précédent i partir de
la structure de monoYde (multiplicatif) de pN* .
Soit G un groupe commutatif quelconque et f : N* » G )
préservant la multiplication et 1'é1ément neutre multiplicatif

f(1) = ¢ élément neutre de {

N e o f(n m) = £(n) £(m) et
Existe-t-il un groupe commutatif X et une application

J ¢ Nf » X homomorphisme de monolde tel qu'il existe un
homomorphisme de groupe unique ¢ : X G vérifiant

Get f 7

Le groupe @' des nombres rationnels positifs (classes de

JiNt g

@wo j=f quels que soient

fractions par exemple) avec 1'inclusion

»

satisfont A cette condition .

Le probléme est analogue au précédent 2 cela pris que la structure
définie sur \* par la multiplication est plus riche que celle définie par
ltaddition puisqu'il y a dans N* un é1lément neutre multiplicatif . La solution

de ce probléme est identique 3 celle du problime précédent la multiplication



remplagant 1'addition, ¢(j(1)) = § étant compatible avec f(1) = g 5°/ COMPLETION D'UN ESPACE METRIQUE .

j Soit E wun espace métrique . On recherche un espace

39/ CONSTRUCTION DE ( A PARTIR DE 7 . ' E —— X . -
métrique complet X et une application uniformément

Z ) Recherche dfun corps X et diun homemorphisme d'anneay £ @ continue j : E = X tels que pour tout espace métrique
e— Q ; ; - . -
J:Z+X el que quels que soient le corps K et ° . complet Y et toute application f : E+ Y uniformément
o f /p 1'homomorphisme d'anneau f : Z -» K, il existe un : ¥ continue, & ¢ : X » Y unique, uniformément continue
K homomorphisme de corps unique @ : X > K tel que © . j=¢£ n?' “a vérifiant o o' j=£f.

Le corps des nombres rationnels avec l'inclusion j : <&=>»3 ;

satisfont aux conditions recherchées pour X et j respective- On sait que ce problime admet une solution dans laguelle

ment . 4 o j: E> X est une application imnjective uniformément continpe, telle que

Que @' : Q- K solt alors trés particulier est 1ié i la . F(E) soit dense dans X .

structure de corps mais non au probléme posé .
. Comme cas particulier de ce probl2me on reconnait la recherche
Remarque : Dans les trois exemples ci-dessus, j se trouve €tre unme inclusion,

' P ] + o de R 2 partir de Q.
le probldme peut donc &tre considéré comme celui d'une extensiom de 1 (1° 2°)

ou de Z en un ensemble muni d'une structure plus riche .

6°/ BASE D'UN ESPACE VECTORIEL .

4°/ CONSTRUCTION DE L'ANNEAU DES POLYNOMES A ‘n INDETERMINEES SUR UN ANNEAY

COMMUTATIF UNITAIRE DONNE - A . ) j Soit un ensemble A .;_;Soit K un corps fixe . Existe-
B . . 2
A ——— X t-il un espace vectoriel X sur le corps K et une

i On recherche un anneau commutatif , .

Ay {tlﬁ"'!:n} ——> A [xl,...,xn] . P “a application j : A= X telle que VY espace vectoriel Y
: unitaire X et une application £ @
. . p (sur le corps K) il existe un homomorphisme d'espace
£ - o jr AU {tl’.""tn} »> X Y vectoriel {c'est i dire une application linéaire)
B dont la restriction —i— 1 A= X : unique @ : X> Y tels que o J=1£f .

soit un homomorphisme d'anneau, tels

que quels gue solent l'anneau commutatif unitaire B et 1'application Ce probléme est souvent considéré d'une manidre en quelque sorte

£1 AU {tl’"'"tn} + B dont la restriction _i : A+ B est un homomorphisme inverse : X étant donné on recherche un sous-ensemble A C X tel que la
dtanneau , il existe un unique homomorphisme d'anneau ¢ : X » B  vérifiant proprieté précédente ait lieu avec pour application J : A~ X 1l'inclusion
9o j=f 7 ) on dit alors que A est une base de l'espace X .
L'anneau des polynSmes & n indéterminées A [xl""’xnl avec ¢ . Tous ces exemples procédent d'une recherche d*une factorisation
" - R R d'une application f : M- Y 3 travers une application fixe t Mo X
l'injection j 1 a : : ol 8 est un polyndme de degré O (appelé aussk | PP . PP 5
‘ ty xg et une application @ : X » Y prés.ervant. une structure en général plus
polynfme constant par un usage regrettable) satigfait aux conditic.ms recherchégs ’ riche que celle de M. M est muni d'une structure pauvre, X et Y sont
pour X et j respectivement . munis d'une structure riche de méme nature, admettant une Structure pauvre

sous~jacente du 3¢ ty.e que celle de M5,
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Evidemment f et j préservent la structure pauvre, o préserve

la structure riche . .
&
Le problime est alors celui de la recherche de X et j .pouvant
servir & factoriser d'une manidre unique toute application . La construction

de X et j sielle peut se faive, est lide aux structures en présence ; v f

par contre, d'autres propriétés peuvent 8tre déduites de la nature du probléme
général : X est en particulier de;ermine dans tous les cas 3 un isomorphisme
prés (un isomorphisme riche bien entendu) comme il ressort du diagramme :
suivant par lequel on établit @' o ¢ = 1x

¢°9'=’| .
X

et de la méme maniére

Les propriétés de X dans .chacun &%s exemples précédents sont de deux sortés H

* celles qui sont des conséquences de la cohérence du diagramme général -

avec la condition d'unicité pour o . v

* celles qui dépendent des structures particuligres en cause , )

La théorie des catégories s'intéresse aux propriétés du premier
type valable donc pour n'importe quelle Structure des objets M, X, Y

et qui sont de ce fait appelées universelles .

La comparaison des six exemples précédents appelle d'autres
remarques : des problimes semblables peuvent &tre posés en des termes .

trés voisins dans différents domaines des mathémaciques et il est a priori N

pensable de "transporter" certaines propriétés d'un domaine mathématique e

-
dans un autre par un processus convenable, comme un homomorphisme "'trdnsporte" Ao

certaines relations d'un groupe dans un autre groupe . v
“
La théorie des cetegoqﬂes propose donc d'établir des ponts
entre différents domaines mathematxﬁﬁes, de préciser les propriétés
"transportables", de dégager les propriétés entidrement indépendantes -des
structures, de dégager d'autres propriétés partagée; par dés larges

classes de structures .

roie

)

R
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11 - CATEGORIES
Jetetetch ik ki dededok itk ok

Une categorie C est déterminée par :

, l Une classe d'objets que nous désignerons par des lettres majuscules
A,B,Cye0e,X,Y,Zess

"ensemble élargi' au sens suivant :

Une classe peut &tre envisagée comme un
les éléments d'une classe sont de
agb

a est de la premidre sorte . Cette restriction a

deux sortes ; la relation d'appartenance ne pouvant 8tre

envisagée que si
pour effet de permettre de comsidérer en particulier la classe.de tous

les ensembles sans s'exposer aux risques des paradoxes de Russell ...

(A,B) d'objets de C est associé un ensemble C(A,B)
A et

A tout couple
appelé l'ensemble des morphismes de domaine (ou de source)

d'image (ou de but) B . On dit aussi morphisme de A vers B .

fEC(AB), ou f:A>B , ou A5B.

On écrit

A tout triplet (A,B,C) d'objets de C est associée une loi de

composition : :
C(4,B) x C(B,C) - C(A,C)

si £f:A»B , gt B~>C on note gf : A= C 1la composition
de f et g . )
Cette composition s'écrit naturellement :
of
ai88c - a8 ¢

(la notation fg au lieu de gf est aussi utilisée et paralt plus

conforme aux habitudes de lecture et d'écriture) .

Trois axiomes lient objets et morphismes pour réaliser la

structure de catégorie

c, . C(A,B) " C(X,Y) = ¢ sauf si =X et B=Y ‘
C2 La composition est associative .
Soient f: A-B,g:B=2C ,h:CoD h(gf) = (hg)f
C3 A chaque objet A de C est associé un morphisme T, A4
appelé identité (sur A) tel que
yf:A+B et Yg:CuA FX, =£f et JA g§=28



1

A Oo" obtient :

si 2;: A24 posséde les mémes propriétés que’

N

[}

4 (propriété de IA)

JA JA J}'\ (propriété de JA) .

+

Cette démonstration rappelle celle de l'unicité de 1'élément neutre dans

R

un groupe : on verra un peu plus loin que la ressemblance est beaucoup

plus profonde . : -

f: A-> B est inversible
si C(A,B)

équivalents :

e Tg:B->A tel que gf=lA et fg =1

8

contient un morphisme inversible, on dit que A et B sont

A_B .

Evidemment ces définitions sont fortement inspirées par le
comportement des applications transportant des structures ; on doit cependant
remarquer que les éléments sur lesquels opdrent les applications n'intervien-
nent jamais dans les définitions et que les morphismes ne sont pas

" nécessairement des applications .

Exemples : ‘
. w
1. Catégorie Ens (ou@®) . Les objets sont les ensembles, les N
morphismes sont les applications . La composition

gf des morphismes f ;: A2 B et g: B-C est la -

composition usuelle. gf = gof mais n'est réalisable
dans la catégorie Ens que si l'ensembie de défimitien
de g est l'ensemble dans lequel

est défini si

f prend ses
valeurs, alors que gof

im fcdomg .

2 Catégorie

continues .
3 Catégorie TOp* des espaces topologiques munis d'un point de
base, et des applications continues préservant les

points de base

(Remarquer que dans ces deux dernidres catégories les
morphismes inversibles ne sont pas les morphismes bijectifs,

mais les homéomorphismes .

Top des espaces topologiques et des applications '

I11

5 Catégorie Ab  des groupes commutatifs et des homomorphismes

de groupes .

6 Catégorie VL des espaces vectoriels sur un corps K

y 4
. Dans ces trois dernidres catégories ainsi que dans la
b:«‘ premidre, les morphismes inversibles sont les morphismes bijectifs.
M
EEI] Seit G un groupe et C(G) 1la catégorie ayant G pour unique objet
et pour morphismes les translations & gauche par les éléments de G .
A o €C(G,6) 2 a€G tel que ¥ : G- G soit 1'homomorphisme de
groupe défini par :
VXEG o(x)=ax
o détermine a et a détermine o de sorte qu'une bijection peut
&tre mise en évidence entre l'ensemble des morphismes de C(G) et
G lui-méme .Cette bijection assoéie 4 la composition des morphismes
Y la multiplication dans G et associe & l'identité dans (C(G,G) ,

1'élément neutre de G . G assurent &

C(G)

sont inversibles .

Les axiomes de groupe de

une structure de catégorie, dans laquelle tous les morphismes

Cet exemple montre que la structure de catégorie généralise

celle de groupe .

Soit S un ensemble ordonné par < . On forme C(S) ayant pour

objets les éléments de S ..

Si x,y€8 , (C(S)) (x,y) =@ sauf si x<y , dans ce cas
(C(5)) (x,y) est l'ensemble dont 1'élément unique est le symbole
X<y -

La loi de composition dans C(S) résulte de la transitivité
de la relation d'ordre :

(y2) (x<y) = (x5 2)

L'existence des identités résulte de la reflexivité de la

relation d'ordre .

Dans cette catégorie les morphismes ne sont plus des
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Objets nuls : . Dans Eas, Ens{Z,X) est un singleton dont 1'élément unique est

On sait le r8le important joué par les homomorphismes dits ) 1'inclusion .Z <> X (on sait que ¢ € Ens et que @< X quel que
triviaux, par les groupes triviaux cu par les applications constantes . soit X ;3 si Y < X-d une application inclusion bien définie, clest &
Les définitions de ces homomorphismes particuliers font intervenir certains dire dont on connait la valeur pour chaque élément de Y . Il est naturel

2 2 2 . » - » . . Ky A
¢léments particuliers dans les groupes ou les espaces considérés . Ge considérer l'inclusion comme un morphisme méme dans le cas ol le

3 r-1 4 . domaine de définition est @ , bien gque dans ce cas le morphisme "inclusio

Notre bojectif est de codifier cette notion-en termes de . PP : ;
P ne soit plus défini comme une application) .

morphismes seulement de manig 3 8 PR .
phismes n e mani¥re & pouvoir employer le méme langage dans Ens (X,{p}) est un singleton dont l'élement unique est 1'application

les diverses catégories . ey - ... -
8 constante p définie par : y x€X p(x) =p .

5fini . . , . 7 . ) . .
9‘3-.‘.‘.‘.’.‘5&9‘_‘- Un objet O €C est un objet nul, ou trivial, si La situvation déerite dans Ens conduit & de nouvelles

‘ ¥ objet X € C , C(X,0) et C(0,X) sont des singletons .
Si une catégorie possdde un objet nul, soit O' un autre objet nul . .
C(0,0') = {®} , C(0',0) = {¥'} et a'a € C(0,0) = {ao}
axt € C(0',0') = {50|} d'oli ' = 10, et a'w =‘.‘10 de sorte que O~0' .
Si C posséde un objet nul, ¥ couple d'objets (X,Y) ; C(X,¥) contient

définitions :

et de méme £ C est un objet initial si 'y objet X C(I,X) est un singleton
c

1
T € C est un objet terminal si ¥ objet X C(X,T) est un singleton

un morphisme particulier OXY que 1'on peut définir par la composition Un objet nul est donc & la fois objet initial et objet terminal .

Si C possdde un objet nul, soit I un objet initial . ¢(1,0) = {o} ,

X=20=Y.
R A | C(o,I) = {g}
Cette définition dépend de l'objet nul choisi comme intermé- .\ N o
diaire ; on se propose de démontrer que Oy, me dépend pas de l'objet nul " R 1 * o g =d; puisque gy € C(I,1) = {I;}
S1iad . : Pe 5
utilisé . oot ] 8 g = .'Io puisque ag € C(0,0) = {JO}_
Dans le diagramme ci-contre les Fldches représentem': " .w . de sorte que tout objet initial est équivalent A tout objet nul ; de méme
o exclusivement des morphismes de la catégorie C . tout objet terminal est équivalent A tout objet nul .
t .
/ \i‘ f' =@ f puisque @ f € C(X,0') = {£'} ; de méme . .
X ol ot Y : I1 en résulte qu'il-n'y a pas d'objet nul dans Ens puisque

g' = g ¥ de sorte que
f\ A\ {p} et $ ne peuvent &tre équivalents, car Ens({p},¢) =@

gvf'=ga'af=gdof=gf

o' .
Le morphisme O ne dépend donc pas de l'cbjet nul
P i1 d'ﬁ.i pO l; N ob} . Pour les mémes raisons il n'y a pas d'objet nul dans Top
servant e defimir . est le morphisme trivia
. Xy s alors qu'il y en a dans Top, -
ou nul . ] .
Soient f : WX et g: Y2 " -
- “
p W X=0=Y W 0wy = é r} Monomcrphismes -~ Epimorphismes .
Q. H -> -0 -~ = - - = LR ~
XY Gy e .
- ! Un morphisme : X >Y dans une catégorie C est monique,
g0, ¢ X+0=»Y2Z = X+0-2 = 0, - N i o
Xy Xz A ou est un monomorphisme si y @,g € C(W,X) M =g s a=g
Les catégories 3’ ab , 1] ont des objets nuls et les On vérifie que dans la catégorie Ens la notion de monomorphisme

morphismes nuls sont aussi dits triviaux . : ‘ ¢st identique a ia notion d'injectivité :

“r . L e e - nar N PPV RN v
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"ou est un épimorphisme si y «,p € ¢(Y,2)
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K est un monomorphisme et

u(x) = px")
soient o,8 : W »X définis par ywEW a(w) =x, B(W) = x'
vyweW

et en particulier x=x' .

on a bien Mox(w) = an(w) clest a dire 5 =uz

dans Ens « Donc @ =8

M : X =Y est injectif et L& =yus soit wEW

ple@))= u*¥(w) = pg(w) = H(p(wW)) et puisque u est injectif ;

a(w) = B(W) clest 3 dire « =8

Cette proposition est un théordme dans la catégorie Ens

mais ne s'étend pas A toutes les catégories résultant de

ltenrichissement de la structure de Ens .

La notion de monomorphisme a un eens dans toute catégorie
et généralise ainsi la notion d'injectivité ... mais il n'est pas

dit que ce soit la seule généralisation de cette notion .

Un morphisme @ : X =Y dans une catégorie ( est épique,

ag=pfg=2a=3 .

On vérifie que dans la catégorie Emns la notion .
d'épimorphisme est identique & la notion de surjectivité :
4 : X=»Y est surjectif ® (yy€ Y, d x€ X tel que

v

4 est un épimorphisme . Soit Z = {a,b} . Soit o : Y =2

oly) =a . Seit p: Y —»Z défini

ply) =a et yy ¢ gX) Bly)=b»
of = BE ce qui exige
clest a dire § est surjectif .

définie par y y € ¥
par vy y € ¢(X)
de sorte que donc

o= § g(X) =Y

4 est surjectif et o = gg . Soit y € Y donc I x € X

tel que y = g{x) (y) = ad(x) = Bg(x) = B(y) c'est i dire

a=B

La notion d'épimorphisme a un sens dans toute catégorie
et généralise ainsi la notion de surjectivité . Ici encore il
n'est pas dit que cette notiom soit la seule généralisation de

la notion de surjectivité .

s

1
5( x) = ‘Y )‘ y

i
»
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On ne peut manquer de remarquer une similitude entre les
notions de monomorphisme et d'épimorphisme, et cette ressemblance sera

examinée plus loin .

Ajoutons une proposition vraie dans toute catégorie .

A
si éh:W—X LY est un épimorphisme, § est un épimorphisme.

o

x Loy : Z si og=pg, (9g)r= (pg);, ou encore
] a(8n) = B(gA) donc o=

) A
De la m@me manidre : si AM : X —Y —2Z est un

monomorphisme, { est un monomorphisme .

w si Mo =g  Mia) = A(UB)  ou encore

(AM)a = (AM)g donc @=p8 .

o
—
X c—p Y

J

On peut &tre tenté d'appeler isomorphisme un morphisme 3 la fois
monique et épique jor ces morphismes ne sont pas invérsibles dans toute
catégorie, bien qu'il le soient de toute évidence dans Ens . Il est

peut &tre préférable d'appeler isomorphismes les morphismes inversibles .

11T - FONCTEURS
Tededhhek Al ik ke kkdodok ik

Dans une catégorie (C les morphismes établissent des connexions
entre objets de la catégorie .La théorie des catégories a pour ambition
d'établir un langage utilisable dans plusieurs domaines des mathématiques ;

x

on est donc conduit a une catégorie dans une autre en

""transporter"”
préservant la structure de catégorie, 3 la manidre d'un homomor hisme
un groupe dans un autre en préservant la

(de groupe) qui 'transporte™
de groupe) q P

structure de groupe .

Une des illustrationé les plus connues de ces connexions entre
catégories différentes est fournie par le groupe fondamental établissant

une relation entre Top* et a , associant 3 un espace pointé un
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groupe et 3 ume application continue respectant les points de base, un

homomorphisme de groupe .

On se propose donc de préciser une notion permettant de "passer
d'une catégorie dans une autre tout en préservant la structure de catégorice s

Les conditions suivantes sont alors naturelles :

Un foncteur F : (C -8 est une régle qui associe & tout objet .

s

A de C unobjet X =F(A) € 3 et i tout morphisme

f € c(a,B) Et"
un morphisme F(£) ¢ H(F(A),F(B)) tels que :

FO 1 F(gf) = F(g) F(£)

FO 2 F(:A) = lF(A)

Un foncteur se comporte donc comme une fonction & cela prés que som
"domaine de définition" est une classe plus large qu'un ensemble .

© On peut schématiser l'action dfun foncteur par un faux-diagramme :
A ————> F(A) v ¥
1f > F(£ _ W

B #—————> F(B)

Ce genre de faux-diagramme, souvent simplifié par suppression
de la fliche centrale facilite la compréhension de l'action d'un foncteur,“
mais il ne saurait 8tre question de cohérence ; les fléches horizontales
ne sont pas des morphismes, f et F(f) sont des morphisges dans des

catégories différentes .

Les foncteurs se comportant comme des fonctions, il est naturel «

de les composer : . N

Solent F:Cc—+5

O

GoF(A) = G(F(A))-
ou GF : C +3 est défini par o
GoF(f) = G(F(£)) »

tout naturellement GoF

Les notions de foncteurs inversibles et de catégories équivalentes sont

alors naturelles .

A
RT3 e

>

4
1

C:b=4 NRY

‘. “ +’

v
.
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On peut &tre tenté d'introduire la Catégorie des Catégories

dont :

- les objets seraiemt les catégories : (, B, 8 os.

- les morphismes seraient les foncteurs : F C = 5 jeen
Cette "surcatégorie" ne s'introduit pas sans risques, de type
ensembliste :
- Les catégories sont-elles les éléments d'une classe ?
- Est-ce que la famille des foncteurs de (C & § est un ensemble ?
Ces difficultés conduisent & se resﬁreindre aux 'petites
cacégories" pour lesquelles la classe des objets est un ensemble . Les
réponses sont alors affirmatives aux deux questions précédentes : chaque
catégorie est alors un ensemble % de morphismes (les morphismes identité
étant identifiables aux objets) avec une loi de composition qui est un
sous-egnsemble de 7/{’1 XM

des éléments de la classe des ensembles .

11 en résulte que les petites catégories sont

La réponse 4 la deuxidme question est encore plus évidente .
11 est donc possible d'introduire la catégorie des petites catégories mais
cette catégorie est insuffisante pour les besoins des mathématiques . La

question est cependant pleine d'intér8ts et suscite de nombreuses recherches.

Exemples .
Foncteur d'Abelisation. | 3f+14b F(G) = gT ot G' est le
Sous=groupe commutateur .
G ————E——-——* H f: G—=+H induit E : F(G) —»F(H) d'od la
Vl Jn rigle F(f) = f .
G E H Le diagramme ci-foncre, cbhétent, assurant
[ T llexistence de f est écrit dans la catégorie

g, mais la ligne inférieure a un sens dans

do .

Foncteur libre . F : Ens _,V; .

Soit A ¢ Ens et F(A) 1'espace vectoriel des
fonctions définies sur A & valeurs dans K et nulles pour presque tous
les éléments de A (si on se borme 3 la catégorie des ensembles finis cette

restriction est évidemment superflue).
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] Soit A : A —»F(A) définie par :
A —2  SF@w) {0 si b#a
(Ma)(b) =
o l@ 1k si b=a
v On vérifie que {?\(a)}a ¢ A est une base pour

1l'espace vectoriel F(A) .

Le systéme (F(A),\ : A —F(A))

propriété du type étudié dans la premiére partie :

posséde une
soit ¢ : A=V ol V est un espace vectoriel

sur K (o est un morphisme de la ca:égorie Ens) .

Il existe un morphisme unique g : F(A) =V
(homomorphisme d'espaces vectoriels sur- K) tel
Ens.

que. $oh =gq , qu'on écrit &A= ¢ dans

Soit B un ensemble et
Soit || : B —+F(B) défini comme A .
Mof = @ : A »F(B)
g = F(f) : F(A) »F(B)

détermine donc

f: A—-B une application .

qui est un morphisme dans Ens

mais aussi dans VL « On vérifie que F est bien un foncteur F : Ens —*?i

que l'on appelle le foncteur libre .
L'étude précédente revient A exprimer que si A et B sont des
bases respectives des espaces vectoriels Get B toute application -

f: A-B s'étend en un homomorphisme d'espaces vectoriels & : G- ib.

On peut envisager d'autres types de foncteurs libres, par
exenple F : Ens »8 ou F: Ens =& qui jouent un rBle fondamental

en mathématiques .

Foncteur d'oubli . Scit ( une catégorie dont les objets sont des

ensembles, et les morphismes sont des applicatioqs
donc C est une catégorie dont la structure est plus riche que celle de
Ens .
Si A est un objet de ¢ , soit F(A)
l'ensemble structuré A objet de ¢ . Si f € ¢(A,B) soit F(f)

lt'ensemble support de

‘1'application, morphisme de Ens , définie par

v a€ A (F(f)(a) = f(a) de sorte que F(f) : F(A) =+ F(B)

[
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F est un foncteur F : (" = Ens appelé foncteur d'oubli pour exprimer qu'il

"oublie” la structure par laquelle (C est plus riche.que Ens .

On peut envisager d'autres foncteurs d'oubli, par exemple
F: Cl—Odb

d!anneau

od (Lest la catégorie des anneaux et des homomorphismes
. Ces homomorphismes d'anneau sont en particulier des homomorphis-

mes de groupe commutatif .

De méme qu'un homomorphisme appauvrit un groupe (deux éléments
distincts peuvent avoir la méme image et ne sont plus séparables dans le
groupe image) , de méme un foncteur appauvrit généralement une catégorie .
On peut tenter de classer les foncteurs d'une catégorie ( dans une
catégorie B paf les propriétés qu'ils détruisent . On est conduit 3
transformer un foncteur dans un autre, & définir 1'équivalence de deux

foncteurs etcCees

IV - DUALITE
wkkickkhkikhikikhiikiik

Ce mot est trés souvent employé, parfois d'ailleurs avec un sens
précis comme c'est le cas dans la catégorie des espaces vectoriels ,
malheureusement aussi d'une maniire suggestive manquant de justification .
La théorie des catégories permet de donner un sens précis & cette notion
et rend compﬁe également des limites dans lesquelles une proposition peut

8tre dualisée .

Catégorie opposée .

Soit C wune catégorie . On définit c°p de la maniére
suivante : )

% les objets de cop sont ceux de ( ,

% quels que soient les objets A et B coP(A,B) = C(B,A)

% soient £ : A—B et g : B-C des morphismes de COP . .
la composition dans c°p , pour la distinguer de
f:B-sA , ¢ donc

fg : C —~»A dans (¢ donc fg : A —C

On notera guf
la composition dans ( . g : C—B dans
fg existe dans C et

dans COP . On définit gaf = fg .
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Ces définitions sont bien celles d'une catégorie C°F dite

opposée & (C ou duale de C .

Cette catégorie est introduite artificiellement et bien souvent
n'a pas d'autre "réalisation" que  avec laquelle elle a des rapports

étroits « On remarque (COP)OP =C .

.
[}
a

particulier dans ( et dans cop . La définition de COP étant donnée en *

Soit p une proposition ayant un sens dans toute catégorie, en

termes concernant ( , tout énoncé de proposition dans COP est traductible
en un énoncé dans ¢ : la proposition p dans c°P se traduit en ume

ﬁroposition pop dans C .

On peut écrire pop (dans C¢) « p {(dans COP)

La proposition p°p a donc par. construction un sens dans toute catégorie ;

on dit que pOP est la proposition duale de p .

Le probléme ne se pose pas toujours i partir d'une proposition
ayant un sens dans toute catégorie . Généralement la situation est la
suivante :

Soit P une proposition ayant un sens dans la catégorie (
(par exemple "y : A—B est injectif" dans Ens ) ; on détermine une v
proposition p ayant un sens dans toute catégorie et logiquement équivalents
4 P dans C V(W M est un monomorphisme" a un seng dans toute catégorie et
dans Ens est équivalent 3 ' | est injectif") ; il n'y a pas unicité en
général pour la détermination de p & partir de P , ni méme existence .

P

: 2 . o
Si p peut 8tre trouvé, on sait alors exprimer p ayant un sens dans

P

toute catégorie et po appliquée 3 C est une proposition duale de la

proposition P .
M est un monomorphisme (dans CP) & (U wo=H % B> a=8)

or | hao=al et Mk pP=BHM de sorte que

&
Hxa=HrEz0=p)el(odh=Bua=29 .
cette derniére proposition est ' est un épimorphisme dans ¢ " . "
"1 est un épimorphisme™ est donc poP si p est " |4 est un monomorphisme '
" |4 est surjectif " est dans Ens une proposition duale de " est injectif '

- On a établi la proposition : "si A H est un monomorphisme , i est un

monomorphisme ' .
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Cette proposition est vraie dans toute catégorie . Exprimée dans

op

C cette proposition @

si *:H est un monomorphisme, |& est un monomorphisme

se traduit mot 3 mot dans (C .

si M 3 est un épimorphisme (puisque A d| est un monomorphisme

dans C°P |y A est un épimorphisme dans C )

(4 est un monomorphisme (puisque p est un monomorphisme dans

Cc°? i est un épimorphisme dans C )

Cette proposition a été également démontrée mais cette démonstra-
tion est superflue : la proposition étant duale d'une proposition vraie

dans toute catégorie est également vraie dans toute catégorie .

Nous avons envisagé la dualité sous sa forme la plus large .
Considérons une classe de catégories vérifiant des axiomes Ajsererd
si € est une catégorie de cette classe , CF vérifie
A;p,...,Azp
extension ayant un sens dans toute catégorie) . Il peut arriver, et c'est

(& condition que les axiomes Al""’An admettent une

le cas pour une trds importante classe de catégories contenant les catégorie

dites abéliennes, que ¥i = 1,.se,n A= Zp H

proposition Ai sont autoduales . Le processus de dualisation peut-8tre

on dit que les

réalisé dans une telle classe de catégorie, comme il a été réalisé dans le

‘cas général .

V - CONCLUSION
*kktkdiokkokh itk hikhk

11 est peut &tre prématuré d'introduire, actuellement, ces
notions dans l'enseignement secondaire parce que les élidves n'ont peut-8tre
pas encore assez d'exemples pour sentir 1'intér8t de séparer dans une
structure riche ce qui revient i une structure pauvre sous-jacente . Mais
il serait souhaitable que les maltres, informés sur ces structures, informé:
aussi sur les situations semblables qui seront exposées aux éldves
ultérieurement, orientent la présentation de notions, mémes élémentaires,

suivant un point de vue catégoriel ; le langage des catégories par son



universalité devrait semble t-il s'étendre & tous les échelons de
1'enseignement : il est simple , il est prévu pour s'adapter 4 des situations
bien différentes et a l'immense avantage de mettre en évidence les
propriétés les plus grossidres, qui sont aussi les propriétés universglles{
des ensembles structurés généralement introduits par des voies trés

d/fférentes .

b
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TRAVAUX PRATIQUES EN CLASSE DE SECONDE

* *
*

H., MARTINO=-GAUCHI - I.R.E.M. d'AIX-MARSEILLE

Nous voulons étudier le concept d'isomorphisme
et expliquer le fonctionnement d'une régle &4 calcul.

. Les trois fiches qui suivent ont été utilisédes
avec des éléves de seconde T au Lycée Technique & COURBEVOIE
durant l'année scolaire 1971/1972. .

La rédaction en est différente, et tient compte
de l'expérience acquise. La fiche II pouvant &tre utilisde
comme probléme.

La principale difficulté, & laquelle je me suis
heurté est celle de la gratuité du probléme posé, bien qug les
éléves se plaisent i opérer dans les ensembles FG et F7 .

‘ Le seul avantage incontestable est une meilleure
assimilation du concept d'isomorphisme préparant la notion
de logarithme.-
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FICHE I @ Etude des chseiribles 2

F6 ot F

Fe désigne 1'ensemble {0, 1, 2, 3, 4, 5} , sur
lequel 1'addition est définie par la table ci-dessous.
Démontre que F6 est un groupe additir,

* I} =
F7 désigne l'enscmble {1, 2, 3, 4, 5, 6 }, sur legquel
la nultiplication a étdé difinie par 1la table ci-dessous.

* v
Deémontre que F7 st un groupe multiplicatif.

: + 20 1 223 4.5
; © 7] 1.t 2 : 3 + 4 z 5 =
i 1 1 2+ 3 4 15 0 2
: 2 2 3 4 5 + 0 1 3
i 1 h 5 O : 1 a
: ol 5 3 0 1 : 2 : 3
: 5 & [¢] 1 2 : 3 : 04
3 et e L =
W P . 11 2 5 % 15 1 6 3 1 ae.
o 11 2 : Bt 5 1 b oap oaeecd 0
: 2 2 oG 1 2 3 5 5 &t Aca ayr
: 3 1 3 1 6 1 R 5 1 1 : 4 1 ’
R R T N - R,
: 5 1 5 1 3 11 6 1 M 1 2 % a6 a0
1 6 : 6 1 5 1 4 o: o2 11 ¢

Des remarques s'imposent

_ H - 0 est_élément neutre ' ,
dans Fg - 1 et 5 sont opposcs .
- 2 gt & sont opposés
- 3 est son propre opposd .
. | - [F3
- dans F; : - est ¢lément neutre

et 4 sont inverses
et 5 sont inverses
est son propre inverse.

1
o ha =

FICHE II : Recherche d'un isomorphisme de F7*

0n se propose de irouver toutes les bijections de
F7* dans Fg ayant la propriété (P} suivante

(P) v(x, ¥) €(F) , f(xuy) = £(x) + £(y)

dans FG

Y SN

’ . est une multiplication dans quel ensemble ?
1 o x) + f{y) est une addition dans quel ensemble ?

4 Poux=-tu définir une bijection de F7* dans Fyg
Si oui, pourquoi ?

?

Combien peux-tu cn diéfinir ? Utilise unk arbre,
Tu dois en trouver 6 x % x & x 3 x 2 x 1 = 720.

11 ne tfest pas possible d'dtudier pour chacune de
ces bijeetions si la propridtd {P) est vérifice .
Utilise, pour simplifier le problime, les remaryues
suivantes :

LiTN] '

1*) 1 est {lément neutre dans F7*
Ecris la propritté {P) dans laquelle tu d0n:es -
1a valeur 1 ; tu dois obtenir f£(x) « £{1) = f(\¥
{o! 1 Cette dgalitd est derite dgnq quel ensemble ? Pourquoi
. -- peux-tu conclure (1) = C. Le choix de 1 <étant
ainsi fixé, Combien reste-t-il Qe bijections possibles
entre ces deux ensembles ? Tu deis trouver :
PR 5 x4 x 3 x2x1 =120
*
2°) 6 est son propre inversc dans Fo

Un <ldment de F6 a une propridété analegue, lequel ?

Que devient la propridté (P) si x = =6 7 .o
+ Tu dois ebtenir F(s) + f(S) =0 .

Pourquoi peux-tu conclure f{6)

ij Tu vas maintenant utiliser la propridété {P} et le choix
de f {2) pour ddterminer les images des autres élcéments

cee s de F7 . Quels sont les choix possibles pour’ f(z) ?

I1 v en a quatre

a) 1'|2!= 1

Tu sais que dans F7* 2x 2 =14,
2x6=5,
2x5=3,.

Ap llque la propridété (P}, tu obtiendras

(l: ., T{5= 4% et f{4)=5.
Montre %ue la propridté (P) n‘est pas vraie si @
x =3 et y=35. :
LOTE:

L P I »
Tu sais que dans F_ 2x 2 =14
7 2x6=5’
2{5:3

£
P



verifie que la propriété (P), est vraie pour toutes

les valeurs x et y de F

7

.Compléte pour cela le tableau ci-aprés. Par exenple,

dans la case intersection de la 1i
e de T =
et de la colonne f(h) =4, & (3) '1

Forme d'abord f(3)+ f(4)= 1+ 4 =5,
Forme ensuite 3 x 4 = 5 ; et vérifie que

Toxu) =T () * Ty -

Conclue.

Voici le tableau & compléter :

- :£(1) = 0 :£(2) = 2 :£(3) = 1 SE(4) = 4 1£(5) = 5 i£(6) = 3
i£(1) = 0 : : : :
(£(2) = 2 ; : : :
£(3) = 1 : : : :
f(4) I ; ; : : i ; f
:£(5) = 5 : : :
:£(6) = 3 : : :
C) {2 = l‘-

Tu sais que 2 x 2 =4

2x6 =275

2 x 5 = 3

donce {4 -2

£(3) =5

Vérifie en faisant un tableau : i
1 analogue a celui traeéd
plus haut, que f a la propriété (P).

N S

d) Termine 1'étude précédente en montrant que si £(2) = 5,

Alors : f£(4) =
£{5) = 2
f(3) =1

et qu'alors, la propriété n'est pas vraie pour :
x=3 et y=5.

Donne une conclusion & 1'étude précédente et définis les
deux bijections trouvées par leurs diagrammes sagitaux

*
de F7 dans F6 .

FICHE III : Réalisation d'une régle & calcul.-

s

Tu vas maintenant fabriquer un instrument destiné a faiye
des additions dans F6 et des multiplications dans F7

Pour cela, tu vas utiliser deux régles l'une fixe A,
1'autre mobile B . Le glissement de la régle B sur la
régle A permet de faire des sommes, comme le montre la

figure I.

11 b B
1 At
gk S
figure I
a+hb
L. N
N 7

Dans une feuille de carton, découpe deux rectangles,
1'un ayant comme dimensions 15 et 6 cm, 1'autre

15 et 3 cm.
Plie le premier carton comme 1'indique la figure II.

Tu viens de fabriquer la régle A .

e 15em ey

J . IIz em figure IT

L'autre carton servirg de régle coulissante B,

eee/ean




1*) Voila ta régle construite, il faut maintenant la graduer

pour faire des additions dans Fg peux la graduer
ainsi : ’

lé“ A Z , UN JEU SUR LES MOTS

B 2 T A - : of o *,®
i ] i i T ‘ *
.0 1 2 3 4k 5 ; «l -
AN e -
N 1
H. MARTINO-GAUCHI - I.R.E.M. d'ATX-MARSEILLE
Les graduations sont équidistantes. Pourquoi ?
Imagine un procédé pour calculer :
24+ 2,1+, 3+ 4,
Vérifie avec la table d'addition que ton procédé te donne
le résultat cherché., '
. I
2°) Reprends la régle précédente et l'une des deux bijections
précédentes, ayant la propriété (P). Avec une encre différente, Les trois fiches qui suivent sont destindes &
gradue & nouveau ta régle, gn écrivant sous chagque élément : 3
de F6 .son image dans F7 par la bijection réciproque des éléves de sixidme et de cinquiéme.

de la bijection comnsidérée. . R
Vérifie avec la table de multiplication que le procdédé de '
manipulation trouvé précédemment et la nouvelle graduation “ .

Elles doivent leur permettre de construire Z
te permette de faire toutes les multiplications de F; .

. o et de manipuler les entiers relatifs en utilisant des

! : notions trés simples.-
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FICHE I : Construction d'un ensemble. ' FICHE II : Addition dans l'ensemble des mots réduits.
Ecris un nombre quelconque de fois les lettres a ou Tu appelleras somme des deux mots le mot obtenu en
b . Tu as obtenu un mot ne comportant que les lettres dcrivant les mots & la suite 1'un de l'autre, et
a , b . Par exemple aaababbbab, aaa, bbbb, aprés avoir appliqué les régles 1 et 2.
aaabbbaabbbbaaabab, ... sont des mots. : ' )
: t
Nous voulons mettre de ltordre dans la succession des L4 3 Exemple é;bzgmm:siulzozo:aa:::::aazzbg:bTo
lettres a ou b , Tu vas adopter les deux régles
suivantes. b et Tu écriras aaaaaaaa + bbbbb = aaaaaaaabbbbb.
. ; . Quel est le mot réduit de aaaaaaaabbbbb ?
Régle 1 : !
Tu peux rayer ab ou l'introduire en un endroit Effectue les sommes suivantes :
quelconque d'un mot. ‘ :
! ' aaa + bbbbb aaaaaa + bb a+h
Régle 2 : . aaaaaaa + bbbbb bbbbbb + aaaa bbbb + aaaaaaa
Tu peux rayer ba ou l'introduire en un endroit aaa + bbb aaa + bb aaaaa + aaaaa
quelconque d'un mot. aaa +aaaaaa bbbk +bbbbbbk b + bb
) a + a aa + aa aaa + aaa
Exemple : aab a + aaa aaa + aa aaaaaa + aaaaa
: N . . . b + bb b + bbbb bbbb + bbb
- si tu appliques la régle 1, tu peux rayer ab ; bb + bbbb
i :
le mot s'écrit done a . a+hb a + bbb aa + bb
s . . aa + bbbb aa + bbbb aaaaa + b
Simplifie les mots suivants : aaababbabaabbabb amaaa + bb aaaaa + bbbb aaaa + bbbbb
aaaaabb aaaa + bbbb
bbbbaaab
gzgggba:abbbb Enonce les trois régles te permettant de trouver la
aabb aaaa aaa v ., somme de deux mots formés uniquement de a , ou unique-
ans: . . ment de b , ou encore de a et de b.
Tu appelleras mots réduits les mots obtenus avrés avoir .
appliqué les régles 1 et 2. . u © . . . . 19
Trouve des mots ayant comme mots réduits les mots suivants EICHE III : Nouvelle notation d'un mot ; 1'ensenble 2.
aa, bbb, 8, aaa, b, bb. Un mot sera écrit avec les régles suivantes :
Considére la relation "avoir méme mot réduit". Cette .
relation te permet de classer tous les mots. Donne des - le mot sera remplacé par une parenthése, un signe
mots ayant comme mot réduit a, comme mot réduit bbb. et un nonbre
- si le mot est formé de a , le signe sera + ,
Pour conclure, compldte les phrases suivantes : si le mot est formé de b , le signe sera =~
* les mots réduits sont formés de .... en nombres ’ : - le nombre, tu l'obtiendras en comptant les lettres
guelcongques a ou b .
* les mots réduits sont formés de ..... en nombres - le mot formé ni de a ni de b , tu le noteras 0.
uelconques.
. d 4 < . Exemple : aaaa s'éc ig (+g%b.bg§bg§Te1g?bb (-4)
11 i fduit R v ni . ) aaaaaaaa + b b -
existe un mot réduit formé ni de ni de P bbbbbbbb -8
% ¢ . P R
Comment peux-tu écrire les mots suivants @ -
) \ v
v ' aaaaaaaaa aaaa b a aaa
bbbbbbbbbbb anaaaaaasaa bbbbb
i/ onn
Y SN
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.../
Effectue les additions suivantes :
aa + aaa aaaaaa + a aaa + aaaa
Avec les nouvelles notations :
(+2) + (+3) (+6) +(+1) (+3)+ (+4)
bbbbbb + bbbbbbb bbb + bb bbbbb + bbbbb
(-6) + (-7) (-3) +(-2) (-5)+ (-5)
aaaa +bbbbbb aaa + bbb aaaaaaaat bbb
(+4) + (-6) . (+3) +(-3) (+8)+ (-3)
Avec la nouvelle notation, énonce maintenant les
régles d'addition.
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DATES A RETENIR

L' I.R.E.M. de Marseille organise & la
BEAUME SAINTE-MARIE, prds d'AIX-EN-PROVENCE , des journées de
travail I.R,E.M./I.N.R.D.P. sur le sujet :

" VECTEURS, FORCES "

les : Vendredi 25 avril et Samedi 26 Avril 1975 .

L' I.R.E.M. de Marseille organise 3
CARRY-LE-ROUET , un colloque MATH-PHYSIQUE , I.R.E.M./I.N.R.D.P. .

les
13, 14 et 15 Juin 1975 .




