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EDI TORTIAL

"“En cette fin de premier trimestre de 1'année scolaire 1973-Th,
une question est d'actualité : 1'utilisation du contingent horaire de 10 %,
et plus particulidrement en ce qui nous concerne, la contribution des profes-
seurs de mathématiques & cette expérience. :

' - .Des solutions diverses ont &té retenues quant & la détermination
de ce contingent : ici on banalise une semsine par trimestre, 1& on benalise
3 jours par mois, ‘li-bas c¢'est ur jour tous les 10 jours, eilleurs c'est une
deni-journée detemps en temps ..... silleurs or attend pour voir .....

Par contre, peu d'informations nous sont parvenues sur les
contenus en ce qui concerne l'utilisatior faite par les professeurs de
methénatiques.

Dans quelques établissements or & décidé de se tourner vers
1'Informatique dans un souci de pluridisciplinarité :

. projection de séquences audio-visuelles d'initiation
« Projectiorn de films
. visite d'un Certre de Calcul
. séances de travail
Dans d'autres, on a cherché en restant plus prés des mathématiqpes

& intéresser &léves et collégues & l'utilisation de calculasteurs program-
pables : le calculatewr du C.R.D.P. a été trés demandé !

I1 est bien sfir encore un peu t3t pour dresser un premier bilen
il serait intéressant gue le prochain numéro du bulletin " Information
Mathématique " ouvre largemert ses pages aux articles présentant des
expériences feites dans le cadre de ces 10 % .

On enterd dire assez souvent que le professeur de mathématiques

est celui qui éprouve le plus de difficultés & s'adapter aux corcartations
pluridisciplinaires !

Ure expérience se développe dans 1'Académie qui mortre que la
coozdration peut &tre réclisée entre les fréres ennemis que furent souvent
le matheux et le physicien : quatre ateliers de traveil " MATH-PHYSIOUS "
fonctionnent depuis la rentrée scolaire & AIX-en-PROVENCE (lycée Cézanne),
AVIGNON (Ecole Normele de gargons), et MARSEILLE (lycée Saint-Charles et
lycée technijue Jean Perrin), les comptes rendus de ces séances de travail
seront publiés dans le courant de 1'année.



Les difficultés citées plus haut viennent peut-€tre d'une autre
difficulté : celle de trouver des champs d'application des mathématiques
4 un niveau élémentaire bien qu'il semble pourtant que tout probléme réel
soit pluridisciplinaire.

En attendant plus d'informations sur ces guestions, livrons &
la réflexion (et & la quantificatior ....) du lecteur une phrase prise
au hasard !) dans les Pensées de Blaise Pascal :

" Puisqu'’on ne peut Etre universel en sachant tout ce qui se peut
savoir sur tout, il faut savoir peu de tout. Car il est bien
plus beau de savoir quelque chose de tout que de savoir tout

d'une chose, cette wniversalité est la plus belle ",

G.T.



DE LA GEOMETRIE AVANT
TOUTES (HOSES

Essai de présentation d'une autre axiomatique
sous-jacente au progreamme de 4eme

(Etienne BRUNETON, Lycée Vauvenargues - Aix-en-Provence )

AVERTISSEMENT

Ce document & pour seule eambitior de sounettre aux collégues un
enchafirenert possible des notions qui sort eu prograrms de Léme.
I1 n'est bien sfit en aucure facon la présentation d'un plar pour 1'exposi-
tion de ce programme sux éldves : le lecteur s'en convaincra trés vite.

On peut penser ceperdart que 1l'intuition en générel la plus
netwelle et la plus fécorde est l'intuition géométrique. Il est elors
tentart de chercher & 8Xxposer d'abord les rotions géométriques du prograrme,
et d'er tirer ensuite ce qui est &tude des réels. C'est 1l'ordre qui a &té
suivi Zars cet article.

Le fil directeuwr est le suivant : On présente au début certaines
transformations simples du plan : projections, transletiors, homothéties.
La suitz ect 1'étuds de 1l'action de ces trarsformstions sur les autres
notions introduites : structure d'ordre d'wnz droite, équzpoZ lence et
veateurs, etc eveee

Quurt i 1'1ntroductlor ae =4 , on peut persar qu'elle est,
dsns ses détails, largement au-deld de la portée des €leves.

. Mais il serait irtéressart d'étudier si l'on peut s'irspirer
de cet exposé pour mettre sur pied une progression destinée & nos éléves,
¢t peut-Stre assez proche de leur irtuitior raturelle.

On s'est fortemernt inspiré pour la rédactior dz ce gqui suit de :

. 7 Hathématique pour aujowrd’huti, du plan aux réels, classe de fe "
par R. SMETS (Editeur : Ligel, Parnis) . On y trouvers de nombreuses
id%es pour rendre les choses plus acc9551b1es aux éléves.

. Cet ouvrage psut lui-méme etre rapproché des ouvranes de G; PATY
ﬂuthémattque moderne ¥ 2 {chapitres 1 3 10) et 6 (livre I,
chapitres 1 et'2), (Editeur : Harcel DIDIER, Bruxetles, Paﬂ&é, Montréal)

. Erfin, orn se reportera utilemert & : " Algébre géométrique
chapltre 2) par E. ARTIN (Editewr : Gauthier Vitlans, Paris )
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I. | LE PLAN

- On se¢ dorre .« un ensemble non vide’TT, rormé plan , dont les
élémerts sort noumés points
: o -~
. Uur ensemble ron vide de parties propres de I
rommées droites

Définition : Deux droites sont dites paralléles pour exprimer qu'elles
sont confondues ou n'ont aucun point commun.

- On admst les axiomes sulvants :

Axdiome 1 : Etant dornés deux points distinets p et g, il existe
exactenent ure droite A contenart p et q.
Axdiome 2 : Etart dorré un poirt p et unc droite A, il existe
excetenert ure droite contenant p et parallsle & A.
Axdiome 3 : Il existe au moirs trois points non alignés.
- On en tire facilemert les conséquences suiventes :
. Deux droites sécantes (i.e. non paralléles) ont exactemenrt

un point cormurn.

. Le reletion de parallélisme est ure relation.d'équivelence

dans 1'ersemble des droites. Les classes sont rommées directions .

. Toute droite contient au moins deux points distincts.

Orn définit :

. La projection du plen sur une droite A parallélement & ure
droite B .
. La projection d'ure droite A sur une droite B paralldlement

g une droite C.



I1. DILATATIONS

2.1,  TRANSFORMATIONS PARALLELES

Définition (2.1.1.) ¢+ On appelle transformation parallélé une_ transfor-
mation de T (i.e. une application de 17 sur ll)
telle ¢ que, quels que soient les deux p01nts
distincts a et b , leurs images a' et b' appar-
tiennent & une méme paralléle & la droite ab.

Theoneme (2.1.2,) : Une transformation paralléle est entidrement
determlnee par les 1mages de deux p01nts d15t1ncts
donnes. '

Supposors gu'une transformation
parelldle f donne de deux points
distincts donnés a et b les images
.dorrées (distinctes ou non) a' et b'.

Montrons que f est aiors déterminée,
c'est-d-dire que l'image de chaque
point per f est déterminée.

Or peut toujours trouver ur point ¢
ror situé sur la droits &b (cf. axiome
3 ). Les droitss ac et be sont sécantes.

Soit e¢' = f (c)

Comma f 2st une trorsformation peral-
1l&éle, c' est swr la droite A paralléle
"8 ac et contenant &', De méme c' est
sur le droite B paralléle & bec et
corterant b', Comme ac et be sont
sécantes, A ¢t B le sont aussi, et

¢' est déterminé.

Soit d un point apparterart & la
droite ab. On peut réalisvr la méme
construction que précederment en
utilisant a et ¢ au lieu de a et b.



2.2. DILATATIONS

Si dsux points distincts ont la méme image (a' = b'), tous
les points du plaen ont 1o méme imege : la transformation =st dite constante.

Si le transformation n'est pes corstante, deux points distincts
ont toujours dss images distirctes, la trunsformation est injective.
Dens ce cas, une construction arnalogue & la précédente montre que, connsis-
gant ¢', on peut toujours trouver son antécédent c.: la trarsformation
est blgectlve. Done : 4

Proprieté (2.2.1.) : Toute trensformation peralléle est constante ou

bijective.

Vefdnition (2.2.2.) : On appelle dilatation toute transformation
paralléle non constante.

La construction du § 2.I. mortre également que tout point
de la droite &b & son image sur le droite a'b’. Inversement, tout point
ds la droite a'b' e¢st 1'imasge d'un poirt de la droite ab. Donc :

Propritté (2.2.3.) : L'image d'une droite par une dilatation est une
droite. ' ' '

2.3. TRANSLATIONS. = HOMOTHETIES

La nm3m2 construction mortre encore que si, e et b €tant
distincts, or a a=e'et b = b' , alors tout point est confondu
avec sor imsge, et T est 1'identité sur T7 (notée : ing; ). Donc toute
transformation paralléle sutre que 1'idertité a zéro ou un seul point
fixe. D'ol les deux défiritions suiventes :

Vefinition {2.3.1.) : Or appelle translation 1'identité ou toute

dilatatiorn sens point fixe.

Veginition {2.3.2.) : On appelle hamothétie de centre o toute dilata-
tion admettant o comme point fixe,

L'identité est dorc, pour tout point o, une homothétie de

certre O. Les transformstions corstartes ne sont pas des homothéties.
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2.4. ° TRACES | - -
Définition {2.4.1.) : On appelle trace d'une transformation paralldle

f toute droite contenant 3 la fois un point a
et son. image f (a).

Il est clair que : - toute droite est une trace de Ln

- toube dro:Lte contenant un point fixe de f est
une. trace de f.

Proprniét? (2.4.2.) : Les traces d'une transformetion paralldle sont les
droites globalement inveriantes pear f.

CN : Supposons que D soit une trace da f. D c¢ontiert ur point a et
son image af. :

. 80it m&D. Sim=4a, f{m) = a', done £ (m) €D

Sim 7‘ a, £ (n) apjpartlert & 1la paralldle & la droite am passant
par &', c'est-i-dire & D elle-méme. Donc f (D)cD.

Donc £ (D)= D

CS : Supposons que £ (D) = D . Soit a un point quelconque de D.
) or a : fu(-e_*.)_é._f (D), donc f{e) € D, et D est une trace.

TheéenZme (2.4.3.) - : L'intersection de deux traces concourantes est un
- point fixe.

Soit o le point commun de deux traces concourantes D et E. D'aprés la prc

priété précédente, fo) appartiert & Dn E, c'est-d-dire que f (o) =

Thtongme (2.4.4.) @ Les traces d'une homothétie distincte de 1'identité
sont les droites contenant son: centre,

Soit une homothetr dca ‘certre o. Or sait qua= toute dr01tn contenant o
¢st un=2 trace.

Inversemert, soit une trace D contenant le point a distinet de o.
Si la droite oas coupait D, a serait l'intersection de deux traces,
dorc serait unm point fixe, ce qui cortredit 1'hypothése (1'homothétie
envisagée est distincte de i-; ). Dore la droite oa, -qui ne coupe pas
D et qui a avec D une intersection norn vide, est confonduz avee D : p

contient o,



Théongme (2.4.5.) : Les traces d'une translation distincte de
1'identité sont les droites d'une direction.

Soit D une trace d'ure translatiorn t.
Aucure trace de t ne coupe D (siron l'intersection serait un point

fixe Toutes les traces appartiernent donc & la direction de D.

Inversement , soit E une droite de cette direction, et & un point
de E. La trace de t contenant a est parelléle & D : c'est donc E.
Toutes les droites de la direction de D sont d2s traces de t.

2.5. EXISTENCE

Dens ce qui précdde, rien ne permet d'affirmer 1'existence
de transformations parslléles autres que i-73 et que les transfor-
mations constantes.-

Cette existence va 8tre affirmée per le double sxiome suivant

.

Akiome 44 (2.5.1.) Etant donnés deux points quelconques a et b,

il existe ure translation qui applique a sur b.

Axiome 4h {2.5.2.) .Etent donnés trois points alignés o, a,b, le

o

point o étant distinct de a et de b, il existe

ure homothétie de centre o qui applique a sur b.

L'homothétie dort il s'agit en
2.5.2. est unique, puisqu'elle est
déterminée par les imuges o et b de
deux poirts distincts o et & (la
construction de 1'image d'un point
est d'eilleurs facile , cf. figure
cit~contre J.




Montrons qu'il en est de méme de la translation intervenant er 2.5.1. i.e,
Théongme (2.5.3.) ¢  Une translation est déterminée par 1'image
‘ d'un point donné.

Supposors qu'une translation t
‘dorne d'un poirt & dornd 1l'image b - ' a- S AL
donnée, Montrons que t est alors ’ ’ f
déterminée, c'est-d-dirs que 1'image
par t de chague poirt est déterminée.

Si a=b 4 test un: translation -
admettant un point fixe, donc t est i1
Sia#b = soit ¢ un point ron
situé sur la Adroite ab. Soit d =t (c). - - —f——-— = -
t étent une transformation parallele, c

d est sur la paralléle & ab. cortenant
c (ef. 2.4.5.)

Ces deux droites &tant sécartes, d est déterminé.

. = s0it m un p01nt situé sur la droite ab. Pour construire
son image n on exécutera la méme construction & partir des points ¢ (qui
existe tougours er vertu de 1l'axiome 3) et d.

III. "GROUPES. |

......

3.1. cwwmﬂ%ﬁmmnmo

On sait d

I1 est cleir que la composée de deux dilatations est une dilatation,
gue i~ est une dilatation, que 1a rec1proqpe d'urie dilatation est une
diletetion. Donc :

HWue 1es dllatatlors sort bijectives (ef.2.2.)

Th3ongme . {3.1.1.) - : L'ensemble des dilatations, muni de 1la loi o ,

censtitue un groupe de transformations de 1)

3.2. DILATATION ADMETTANT DES TRACES DONNEES

Théondme {3.2.1.)  : Soit of) un ensemble de droites et ﬂéflﬁensemble
. des dilatations admettant les droites de o0

(et éventuellcment d'autres drcites)comme traces.

(?Z, > ) est un groupe de transformations de 71,
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~ En effet, si deux diletatiors admettent ure méme droite come trace,
leur composée adnet «ncore cette droite pour trace (utiliser 2.4.2.) .
D'autre pert, 1,—.C.ﬁ% Enfin, une dilatation «t sa réciproque ont les
mémes traces.

. Remanque : (g peut &tre, entre sutre, -1_L1~} 1'enszmble de toutzs les
diletations, 1'ersenble de toutes les translations admettant
comne traces les droitas d'une directiorn donrée, l'arsemble
de toutes les homothéties de centre donné.

Le question de ls commutativité de ces deux derniers groupes
s=re examirée aux paragraphss b.3. et 12.3.

Exerctee ¢ Etudier (g dars le cas ou Cb se réduit & une scule droite.

3.3, GROUPE DES TRANSLATIONS

Théorzme (3.3.1.) : L'ensemble ¢es translations, mmi de la loi o,
. . A
constitue un groupe de transformatiocns de ‘1 |

En affet : =~ 1,47 est ure trarslation
~ Si t est une translation autre quz iy , 21le n'a pas
de pdint fixe; donc t ! pon plus, dorec t 1 est une

translution.

-~ Soient tl et t 2 deux translations.

Si t,o t. n'a pas de¢ point fixe, c'est une translstion.

2 1
i o L ~ -1
5i t,0t, & wn point flxg- 0 : soit o) = tl(o) dome o=t ; (o 1)
ome o=t,0t (o) = t, (ol).
t2 26t done le trarslation qui applique o, sur.. o. Il en est de
-, ) "'1 -
mene 48 ) | pore  (ef. 2.5.3.)
~1 . . .
4 = &
t, = tl , et tzo tl 1?7 » qQul =st unz translation.
Rematques La commutativité de ce groupe :sefé étudiée au.§ L.3.

Or peut montrer :

- que la composée de dsux homoth&tiss peut ne pas &tre
ure homothétie ;

-~ que le groups des dilatations n'est pas commutatif,



V. ' VECTEURS

4.1. EQUIPOLLENCE

DEfinition (4.1.1.)

e

M Ait me denx hineints (ab) et (c.1) sont

£auinrcllents nour exnrimer que la tramslaticn

mi aonlige a sur b anplicue aussi ¢ sur 4.

Not##ion : (a,b) T (c,a)

Proondétd  (4.1.2.) La relation d'écuivollence est une relation

S . -~ ——
d’'égquivalence sur ‘4t x 1} .,

Ia démonstration est facile. Pour la transitivité, utiliser
1'unicité de la translation ocui annllque ¢ sur & (ef. 2. .3 )]

Peranroue (4.1.3.) ¢ Les classes d'@ouivalence ne'sont'rien autre

oue les gravhes des translations.

Az, FAPALLELOGRAM'E

M=

Difinition (1.2.1.) : (a,b,c,d ) est un peralldlogramme signifie :
(2,57 (a,¢) |

Rermaraue : Les rotions d’ aqulpollence et de parallnlopramme sont
trés VOlSlnFS, et revrrsentent ‘deux 001nts de vue sur
12 mére situatiorn.

Suivantla ouestion.traitée, il pourra &tre commode
d‘utiliser scit 1'une scit 1'autre, pour simplifier
le lengave.

Tkzondme  (4,2.2.) : a,F.c., nc sont nas alierds,(a, h.c.d) es:
up rarallflacramme si et senlerept si a»
est maralldle 3 ¢l et ad est nars1131e 3 ke,
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Ssi (a,b,c,d) est un parslldlograrme non 2ligné (ce qui
implioue que les auatre points sont deux & deux distincts)
il existe une translation qui envoie 2 sur b et d sur c.

Alors ab est paralldle & dc (traces) et ad est peralldle &
be (1a translation est une transformetion paralléle).

S : Si &b est paralldle & dc et ad est parallfle & be et si
a,b,¢,d ne sont pas alimmés (ce qui impliacue que les quatre
points sont deux & deux distincts), soit t la translation
qui envoie & sur b et soit ¢' = t (ad)

de' et dc sont vparalldles 8 sb {traces de t, et hypothése)
be' et be sont peralléles & ed (t est une transforration
peralldle et hypothise )

Done, les droites de' et be' sont respectivement confondues
avec les droites 4c et be : elles sont s&cantes.

Done c=c' et (e,b) A (a,e)

Consfauence (4.2.3.) : 8Si e,b,c,d ne sont pas alignés,
(a,m) P (a,0) &== (a,0) T (v,e)
Montrons que’ce résultat resté vrai méme si e,b,c,d sont alignés.
Hupoth?se : &,b,c,d sont alignés
sur ure droite D ; (a,b) ™ (&,c).

Seit t la translation qui epplique A - - 4
8 sur b et 4 sur c. Scit 7 1a ‘ T ‘
transletion qui epplioue e sur 4. g » d

On cherche & prouver oue 'C (b) =

Scit » un point non situé sur D et
= T(m). Les points a,m,n,d ne
- P t
scnt pas alignés et (2,4) T (r,n). X b 1 d c

Dene (a,m) T (d,n)_ (cf.2.2.3,) : o ~——7 RS

soit s la translatiocn qui applioue T
a sur m et 4 sur n.

One m=sot ~(b) et n= s ot “I{e) . Done (v,m) 1 (c,n)

Or b, r,c, n ne sont pas alignés. Donc (b,c) g (m,n) (ef.4.2.3.)
or (a,d) 4 (m,n). Dene (a;i)'r (be) (ef. 4.1.2., transitivité)

Théordme (4.2.4.) : Pour tous reints a h.c,d,
(2.0 1 (e, r!)\...__, (2. ) T (r,0)

'n &ncncé &quivalent serait : (a,b,c,d) est un De.ra"lnlogramme si et
seulerent si (a,d,c,b) est un paral"elogrme.
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4.3. . COMMUTATIVITE DU GROUPE DES TRANSLATIONS

Soient t et t2 deux translstions, et a un point quelcongue.

Soit b = t; (a) , e =1, (v) = ty (a), 4 = ¢, (a)
ome: (a,a) T (v,e) | ,
done (cf. 4.2.4.) : (a,8) T (4,¢) ,&d c
done (ef. 4.I.I.) - Pty (d)"c o / f
i.e. =to0t, t (a) . ty Ey
Done  t,0 t, (a) = 0 tl(a), / /
et tot, =t (cf. 2.53.) G~ 77 't; R

<

Thondme (4.3.1.} : Le groupe des translations ("é',c:) est commutatif.

4.3, GROUPE DES VECTEURS

veginition (4.4.1.] + Les classes ‘d'équivalence de la relatlon d'équi~
pollence sort normés : VeCteurs. '

On notera ab” (iire : vecteur a L) la classe du bipoint (a,b).
Le vecteur ab n'est rien autre gue le gresphe de la trarslation qui
epplique & sur b. On dira que E—l?est 1e vecteur de cette translation.

11 existe ure bijection évidente de 1'ensemble (f‘dms trarslatlons
sur 1'ensamb1e A7 des vecteurs. \
—> .
Siu et v’ sont respectivemert les vectours des translations s et t,

-, = . .
on notera w+ v’ 12 vecteur de la translatiorn tss.

Il est alors clair quz. :

Théondme ( 4.4.2.) ’U’ ) est un groupe cormutatif isomorphe
) (<

o~

/!‘ )-



On constate facilement que, quels qus soient les points a,b,c,d,

- -3 -5

gb + be

—_— —
ab

u
®
o

=
ab

L}
0
c‘

._‘

\!1

—_
= 8C
—
ab +

ac (a,b,c,d) est un parallélogramme.

Ici encorz on peut remm:quer que tout ce qui s'exprime @n turme de
trarslation p2ut aussi s'exprimsr &n tarme de vecteur : l'emploi de 1'ur
ou de l'autre sc¢ra justifié par la cormodité du langags.

V. ACTION DES TRANSFORMATIONS SUR LES PARALLELOGRAMMES

5.1, ACTION D'UKE PROJECTION

Soit (a,b,e,d) un perall&logramme — :
zt (a',b',c?,d4') sor imege par la _5\/ \
rrojection sur ure droite L selon <

une dirzction s . ' /

Soiert respactivemart A,B,C,D las ,/’/l.// 4 \

droitus projstentes des po:mts e, . K \
b C,O.. ‘

Soit t la trenslation qui applique A _
a sur d ¢t b sur c. Les transfornfes . Y ;o
par t dzs droit=s A et B sont res-. LA v
pectivement D ¢t C, L ) N4

Soit m=t (a*) et n =t (b'). 'y 4 _ ¥, ¢
Comz &'€A ¢t '€ B, or 2 : , A D
n€Dd et n€C

(a',m) T (b',n), done aussi (‘a’,b')'?\ (m,n) (ef. 4.2.4.) : soit s 1la
translation qui applique a' sur b' et n sur n. L'imege per s de la droite
D est la droite C, et L ¢st ure trace d:s s.

Donc 1'imags par s d2 d' (i.e. DAL) est o' (i.e. CAL).

Pore (a',b') T (a',e?), et (a',p',c',d") a6t un paralldlograume.



Théon2me (5.1.1.) : L'image par projection d'un parallélogramme
~est un parallelogramme.

Conséquence (5.I.2.) : Les images de deux bipoints équipollents par
' ung méme projection sont des bipoints #quipollents,

Cettz conséquenc:s est ure autre expression du théoréme 5.1.1.
On dit encore qu' ''une projection conserve 1'équipollence .

Proprieté (5.1.3.) : Les projections d'un bipoint suivant la méme
¢irection sur deux droites paralléles sont des
bipcints équipollents. '

b

Soit en effet deux droites peralléles , 7

L et Ly, et (a;, b)) (a,, b)), | _ ~ i

Les projectiors razspectives sur elles, , ,
parallélemert & une méme direction, o

d'un bipoint (e,b).

$1 Ll = La_p_.lor.s 8 =o€t by, =D, j

3 =b%H .
si'L; #L, et a=h elorsa, =5, Y Uy
. = I} :
81 L, = L, et &, # b, , alors , { L,
ey bl est parallele & &, b2 et l'

d'ol . t

a; 8, est paralldle & bl b2-,

le résultet (cf. 4.2.2.). Az by

Coneéquence (5.I.4.) et definition

Les projections des bipoints représentant un

néme vecteur ?parallélement & une direction

dofmée i"’ sur les droites d'une méme direction
A sont des-bipoints équipollents.

Eeur enséible est un vecteur, nommé projection

de u sur la direction A parallélement a la

direction ‘ .



5.2. DECOMPOSITION D'UN VECTEUR SELON DEUX DIRECTIONS DONNEES

—
Déginition (5.2.1.) : Soit un vecteur u et deux directions distinctes
A et V

’ -
Soit (a,b) un représentant de u’
et ¢ 1'intersection de la droite
de\._contenant a avec la droite de

t) corterart b.

—_ = =3
Orn e : ab=ac + cb

—— -—

Les vecteurs ac st cb ne dépendent
que de 'ﬁ.}, X et e Ils sont
respéctivement les projections de u
sur \ parellélement a M et sur p
perallélemert & A .,

. AT
On dit que ac ‘et cb sont les

composantes de —1—1_" salons les
directions N\ et ‘-M

Théondme (5.2.2.) : Si un quadrilstére (a,b,c,d) se projette suivant
deux directions distinctes A et ¢ suivant
deux paralleélogrammes (~,(3,%,% ) et
(x’, {5', . ¥ &7), ce quadrilatére est un
parallelogramme.

Démonstration :

Remarque préliminaire : Si la
rrojectior de (a,b,c,d) sur ure
droite A paralldlament & A est
un parsllélogramms (™, ,5,& ), se
projection sur toute autre droite
A, psrallélement & X estup parel-

lélogremme : c'est en effet 1a
projection sur Al du parallélograrme
(‘x 1 B ’ 2(; O )

Dans 1l'énoncé du théoreme 5.2.2. or
peut done supposer que ls droite »
XAEO gppartient & ¢ et lo o,
droite (‘G’y ‘S ‘appartiert & >\ .

."’\: Y
)
™A}
X
-



Alors & (3 etd {'f» sont les composantes ' ‘ .

-Q, - -
de ab se;l_.gn les directions )\ et g
De méme & et &'%'sont les compo-
-
santes de dc.

Done :

) V . : VIR Ad
.Comne (“,(ﬁ, 3,.5) et (dll{a;blg)
sont des parallélogrammes :

2R . o g
Ot""& =08 et P =0
) v o \

Done :

—_— —
eb = dc

et (a,b,c,d) est un paralldlogramme.

5.3. ACTION D'UNE DILATATION

Soit un paralldlogremme (a,b,c,d) , une dilatation f et (a',b',c',d')
1'inage de (a,b,c,d)par f. _

( Rappeions qu'il est facile de prouver que 1'image de deux
droites paralldlas par une dilatation est deux droites paralléles).
. Si (a,b,c,d) n'est pas aligné !_'_doné (a',b',c'd') non plus] :

ab et cd sont peralléles, donc a'b' et c'd' aussi
ad et be sont paralléles, donc a'd' et b'c' aussi

done €a',b',c',d') est un peralldlogrerme

. 5i (a,b,c,d) est aligné (et les quatre points deux & deux distincts),

Soient m et n deux points non situé ssur la droite abed tels que (a,b,n,m)
Soit un parallélogramme ; (e,b,n,m) et(d,c,n,m) sont des parallélogrammes

non alignés. Soient - n’ = f (n) et n'=7¢ (n)
D'aprés le premier résultat, P g

{a',b?',n",m') et (d',c',n',m") sont /-:":“":’ ~

des parallélo%rame.;»,i.e. ) : g ~ A S .
(atbl)fr n'nn?! o~ (d',c' s / M-“

done {a',b',c',d') est un paralldlo- q’""— b d‘ n'

grarie. , N A

. Si les quatre points a,b,c,d WCI

ne sont pas deux & deux distincts,
le résultat est évident.



Théoréme (5.3.1.) : L'image par une dilatatidn d'un parallélogramme
est un parallélogramme .

Conséquence (5.3.2.) : L'image par une dilatation de deux bipoints
équipollents est deux bipoints &quipollents.

ou : " Les dilatations conservent 1'équipollence '

Soit un bipoint (a,b), (a',b') son imege per une dilatatiorn f.
Tout bipoint (ec,d) équlpollent a (a b) a une imege (c,d') éguipollente &
(a'd’). Inversement, tout bipoint (e g') équipolient & (a'b') est 1'image
d'un bipoint (e,g) équipollent & (a b) Done :

Constquence (5.3.3.) : L'image par une dilatation d'un vecteur est un

vecteur.
VI. ORDRE
6.1. - ORDRE SUR UNE DROITE

Axiome 5 (6.1.1.) Toute droite est mmnie naturellement de deux

ordres totaux réciprogues.

Orienter une droite, c'est choisir sur elle un

Vefinition (6.1.2.)

des deux ordres naturels.

I1 y a dorc sur une droite deux orientations posslbles. Rier ne
permet d'en distinguer e priori une de l'autre.

Le choix d'un couple de points distinets (&,b) (nommé : repére )
rermet d'orienter une droite : par convention, or cheisit celui des deux
ordres, tel que a <b . '

On définit sans peire les segments, demi-droites .....

On désire alors établir un lien entre les structures d'ordre des
différentes droites du plan, et &tudier les actions des transformastions
sur ces structures d‘'ordre. Pour cela, on va poser un nouvel axicme en
deux parties : 6p et 6h



6.2s. ORDRE ET PROJECTIONS

Axiome ép (6.2.1.) : Toute projection paralléle d'une droite orientée
sur une droite orientée est monotone.

_Oh dit aussi ou'une projecfion‘noh constante ' conserve la relation
-d'ordre ' (cas d'une projection strictemert croissante) ou la ' transforme

en réciproque ' (cas d'une projection strictement décroissante).
Comséquence ~: L'image par une projection non constante d'un

segment est un segment, d'une demi-droite est
une demi-droite.

6.3. ORDRE ET TRANSLATIONS

Toute testriction d'une translation d une droite D

Theon2me (6.3.1.)
orientée -sur une droite E orientée est monotone.
it htalia Lo
D "O..

\V

]

En effet :
“ " 81D et E sont distinctes - - /
- plus exactement : $i'leurs supports = = 7
sort distincts - la restriction & D g ./

de la translation est une projection a”
(dont la direction est celles des ’
traces de la translation).

pyy

(X a4
Si D.et E sont confondues . . A o i
- plus exactement : si D et E ont le \ /

m@me support - la translation donnée
peut &tre considérée comme la composée
de deux translations. Sa restriction
& D peut donc &tre considérée comme
le composée de deux projections. Or-.' & f ! b b
le composée de deux appllcatlon &— —_—
monotores est monctone.. £ ' D

ﬁ\\

Dans ce d-e-rnler cas (D est une t*‘ace de la translatlon etudlee) on peut
étre plus précis (en anticipent quelque peu sur le suite de l'expose)

Soit wne translation t, de vecteur u’ u » admetta.nt D _gomme trace. On verra
(§ 7.4,) qu'il ex1ste un vecteur"'\’ tel que u' = uh ul’ et que la transla-
tion t de vecteur u1 eit les néneS traces que t. ors t= t & 'l'.1 et tl

étant monotone, t est croissante. Donc :



Théondme {6.3.2.) : La restriction d'une translation & 1'une de ses
traces qrientée est croissante.

Proprists et définition (6.3.3.) :

Soient D et E deux droites orientées paralléles.

Si une projection.de D sur E est croissante, toutes
les projections de D sur E ou de E sur D sont
croissantes. On dit alors que D et E ont le méme

sens.

En effet, soient p, et p, deux projections de D sur E ; p,o p;l
est la restriction & E d'une translation et est donc croissante. Dorc Py

et p, ont le ménz sers de variation.

6.4, ORDRE ET HOMOTHETIES

Axiome 6h ' : ‘La restriction d'une homothétie 4 une droite
orientée sur une droite orientée est monotone.

La suite de 1l'exposé permettra de vérifier (cf. § 13.3.) qu'il existe
des homothéties dont les restrictions aux traces sont croissantes et d'autres
dont les restrictions aux traces sont décroissantes,

VII. MULTIPLES DUN VECTEUR

7.1. DEFINITION

' > .-> V - e > -~
- Soit u un vecteur quelconque. On définit par récurrernce le vecteur
-
n.u par :
uw = 0

O.

— e e T
Vné& 7 ,(ntl). u =nu+u

Cela signifie en particulier que, pour né& N- {0-,1} ’ n.0 est la
somme de r vecteurs égaux & u- .. ‘
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Remarg_z_t_gs

. enposant m=n+ 1 , on obtient =

Veme Z (p-2)W=mwa-70

. On démontre facilement .par récurrence que :

-~

Nme 7 (=) o= - (r.3).

7.2. PROPRIETES

ILes propriétés suivantes se justifient facilement en utilisant
les proprié&iés du groupe des vecteurs, et le fait que n.u”’ est la some de
n vecteurs égaux & U’ ., Des démonstrations plus rigoureuses peuvent se
faire par récurrerce.

s - [a X Sl N e, _} \

. v RGZ,V?GLT,V?(:UD-(?+ V) = n.u+n.;.7

- : —d ' - >

. YV neZ ,Vnéb) VeV (). e = mei+ noi

—

4 méZ‘Vn ev;.\_/ﬁ’gun.(m.@ = (mm). u.

VIII. GRADUATIONS
8.1.  DEFINITION

Soient deux points distincts a, et & et 1l'aprlication

—
g : 2%3."“"*5 H

n—> 8, tel'que a & =n.a 8

On démontre facilemert par récurrernce que tous les poirts a

appartiennent & la trace passant par a de la translation de vecteur
<

———3 . N . :
g2 e, , 1.6, & la droite & =a,,
o 1 it o 1

D'ott 1le d@éfinition :
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Déginition (8.1.1.) : Soit sur une droite D deux poirts e et &y
distincts.
On appelle graduation de repére (ao , al)
1'application qui 3 tout n¢ 7 fait correspondre
Z D tel a a_ = n.a a
anC el que o I o 71

La graduation sera notée : ( & ). Chague point sers nommé :
point de la graduation. n

On appelle n : abscisse de a

D'aprés cette défirition, seuls les points de le gradustion ont
une abscisse, et cet abcisse est un nombre entier. L'objet des chapitres
qui suivent est de généraliser cette notion de fagon que chaque point de
D ait son sbscisse (qui ne sera évidemment plus toujours entiére).

8.2. AXIOME D' ARCHIMEDE

Axiome 7 [8.2.1.) :  Soit D une droite (an) une graduation de D.
On suppose D orientée par le repére (a , 2, ).
Pour tout point p de D, il existe un entier

n& Z telque p <an.

Conséquence : Vtéf ,» t # i,ﬂ o tot # iﬂ

En effet, soit t une translatior distincte de 1'identité, et soit

& un point quelconque. Considérons &, = t (a ), et 1a graduation (an)
o °

de repdre (ao » 8y )e

Si tot = i 8, = t (al) = a
s 2 . V’ 3 7/ ) -
et de fagon gértrale : i€ £ 8, ; = ao €t e, 5 L 8y
- Considérons alors le point &,
YV ne7Z an\<al (car a, =& ou a = a )s

ce qui est contraire & 1l'axiome T.

Remarque ¢ Ce dernier résultat peut Stre exprimé de fagon équivalente
AN —
par VucU ¥ & 2T =T+ @ # 0.



8.3. MILIEU

Soient deux poirts & et b,
Montrons qu'il existe up unique point
—S 3
n tel que eam” = mb
. Si a=1b, on peut prendre

m = 8

. Si a# b, soit ¢ un point ron

situé sur la droite ab (cf. axiome 3)

.._);

—
et soit d tel que cd = .

D'aprés la remarque precederte, a # a

L A4 .

d'sutre part, d étant sur la dr01te ac
gst distinct de b. Soit m la projectior
de ¢ sur la dr01te ab parallelement a
la droite db,

ona : (a,e)¥ (c,a) done

3|
(“r‘

em) D (mp)

. Mortrons 1l'unicité de ce point m :

— —

- >
Soient m et m' tels que am = mb et am' = m'b,

e S - I -
On a = no+an' *ma+n'bEma+n’m+omb= n'n
g .—_; _') . b ' P4 P
d'ou 2mm' =0 et d'uprés la remarqpe de la pege précédenta :
\ —3 .
mm' =0 done m= n'
Vedinition (8.3.1.) ¢ On appelle milieu d'un b1p01nt (a,b) le point

m unigue tel que ‘am = mb

I1 est alors facile de démontrer que :

. (a,b) et (v, a) ont le mérme milieu ;

. (a,b,c,d) est un parallélogramme
mllleu H

ssi (a,c) et (b,d) ont le méme

. toute symetrlp de centre o (défirie de fagon habltuellu) 2st une

homothétie de centre o ;

—
. pour tout vecteur 'u il existe ur vectzur urnique u1 tel que

—_3 -, =

Y +u; =u. Il ¢st alors 1e91t1““ d'utiliser le théoréme 6.3.2.



8.4, VECTEUR NUL

I1 s'egit dans ce paragraphe de démontrer que :

3 N

- _—

VaneZ Vael (o= 0&=>n=0 ou u = o)
(résultat qui est déjd acquis pour n = 0, 1 ou 2 )
Implication de droite & gauche :
| si n =0, alors n.u—) = -5; par définition

: VeeZ noa=0
on montre par récurrence que r€4 nu=0

. =y =3
s1 u =0,

Implication de gauche & droite. On ve montrer que

V ne? Vel (n#0 et?#o—"-——‘-:-‘:} n,

"

#0 )

. . — —>
Soit un point quelconque a , a, tel que 'a & =u y(a ) 1la
° 1 ° n

greduation de repére (a , 8y ). Soit D le droite a a, ; orientons
(<] o

D par le repére (e , &) )e
[+]
Soit P_ la propriété a < =&
n o n

P, est vraie.

1 .

s s que P it vraie. Or = E .

upposons que n solt vraie. On a : a o al- an 8 41 u,

donc a a = &8 e« Soit t la translation de vecteur a a .
o I r+1 o I

Du fait de 1l'hypothése de récurrerce, t n'est pas l'identité,

donc t est strictement croissante.
/ - - - (I
Dénc a < e implique t (e.o) <t (a.l) » soita Ja
e - - ' " ra - /
et par conséquent - puisqu'on a supposé ao < & a < & 41

Donc P : :
implique Pn 1

n
Done v nelN P est vraie , i.e. 8 < &
+ [+]
_
On démontre de méme que V' né&/Z » 8 < a
o
D'ou finalement : V ne Z.* e = &
]
. . > -3
iee V¢ieZ™ a & # 0
R .
i.e. Vn€ZT pnd”# 0



3.5, ACTION DES TRANSFORMATIONS SUR LES GRADUATICHNS

Soit une droite D runie d'une graduation (e ). Soit 54'? une
projecticn non constante cu ure dilataticn. Soit E™M 'image de D par CP .
et pour chaque 1 -

b, = (‘10 (a.; )

1

Montrons aue l'application oui & n € Z associe bn & F est une
. —> > . .,
graduation, i.e. que b b’n =n, b bl . Soit Pn cette provriéts,
[+ o]

. P .est &videmment vraile.
[o]

. Supncsons que Pn soit vraie. On a :

> . > > —_—2 —>
+ = n, +
b b,y =P b tb b g =Bebb 4D b,

Or, (ar) étant une graduation

— —

8 8% +1 = aoel
Dene, (%) -conservant 1'fouincllence (cf. 5.1.2. et 5.1.3.)
. . . “ . }/ N N i a R

n n+1l o 1
Soit : B B e 55 = (n 4 1). 500
M = . "' L3
o1t 'bo bn + 1 n bo l+ bobl = (n bo 1
Dene P n implique -Pn + 1
. . 5 E
. Done \/n ¢ N P b =ndb b
- o n 7 o 1
On démontre, de facon snalogue le méme résultat pour n € Z .
. ——— —
‘oil finele : — ‘P b = n,
,D oi f1nalmer»1‘t \'frs e /1 , oPn n bo b1
On exvrime ce résultat pear :
Thiondme (%.5.1.) - : Les Ailatations et les rrojectiors non constante

A'ure dreite sur mme droite * trarsrortent

les graduatiors,



IX. REPERAGE SIR UNE DROITE

8.1, SUBDIVISION DECIMALE D'UN SEGMENT

Soit un segment[a,b] . Une
construction analogue & celle du
milieu {cf. #.3.) permet &'cbtenir
les points po = a, pl, p2 cesssaa
=b , tels que :

e —
r Fl = pl P2 sese pg plo

P10

La suite (po, Pys eeene P ) est

ncrmée : subdivision décimale de

[;,bj . Si de plus, on impose un

ordre & p s Py 5 coes elle est unique.

Tout p01nt de [a b} sautre que ., 1

1 cessn p9 aprartient & un et un seul

-2

segment lp s ‘i + 1] . On nomme ces segsments : segments-dixidmes de |abl
0.2, REPERAGE D'UN POINT

Scit une droite D munie d'une graduation (a_) . On sait que cheque
point an de la graduetion est repéré par son absc§39e n. On remarque que

deux points d'abscisses opposées sont symétriques par ranport & a, puisgue

C‘n) « 8 B T - (n « 8 2 )
o 1 [-] l

On va maintenent chercher & rerérer un point quelconque m de D,
On exploitera la remerque précédente en n'examinant, dans un premier temps,

que les roints appartenant & la demi-drcite d'origine a contenant a e
o



{ I B R "l Lot t iy «ata A

Sechant gue l'enserble des sements ra., g . 1( .1¢e N
est une psrtition de cette demlndr01te,,la premlere idée est df;ndiouer
simplemement celui. de ces segrents gui contiert m . Pour cela, 11 suffit
de donner l'entier i (& sur 1'exerp1a ci-dessus). Mais il est clalr que ce
repérage est insuffisamment pr¢c1s vour distinguer & tout coup deux pcints
‘différents.

Si on veut l’affiner, on pourrs préciser le segment-dixisme

de fai > 85 4 q L suquel appartient m. Pour cela, i1 suffira de donrer le

numdro d‘ordre de ce segment-dixidme (& sur l'exemple).
Fn recommengant un nombre suffisant de fois, on peut obtenir
ainsi un repérage sussi fin que l'on veut. Le Paragraphe qui suit définit

les notions nécessaires pour préciser cette méthode

©.3, EMPOITEMENT DECIMAL -~ DEVELOPPEMENT DECIMAL-
Diginition (9.2.1.) : - Soit ure droite D murie 1'une craduation (an )

On arrelle erheitement décimal i11imité (edi)
de cette droite eradude toute svite illimitée
de sermants fermés dont

-

. > nrerier est un Sesm [ j
le prerier est un sermert| a.. a; +14

. chacun des autres est un serment-dixidme

du rrécédernt.

On remarquera oue le prerier Secment d'un ¥ edi"ia., A, i
: Ll 1 +12

est Gfterminé par 1'entier i (i € |N) si on se limite 3 une demi-droite.

Cheacun des autres est déterminé, connaissent le rrécédent, rar son numéro
d'ordre (chiffre de O & 9), &étant entendu cue les segments-dixifmes sont

numérotés dans 1l'ordre du repire (2 , 8 )
(o]} *
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Déginition (9.3.2.) : On aprelle dévelonnement décimal illimité (ddi)
toute &criture formée par un entier, suivi
d'une vireule puis d'une suite illimitée de
chiffres.

D'sprés le remarque précédente, il y a une bijection entre
1'ensemble des "edi " d'une droite gradufe et 1'ensemble des "ddi ".
Par exemple, le "dd'" 17,012345 ... represente "1'edi"” dont le premier
segment estL Le second étant le premier.segment dixidme de
celui-ci, le r01§§eme étant le second segmént-dixiéme du précédent, etc ...

Femarque : Un segment donné d'un "edi" donné est représenté par un
developpement décims) limité , obtemu par troncature du ddi.
Ce développement décimal 1limité reoresante un nombre
décimal.

0
-
.

AXIOME DE CONTINUITE

I1 est clair que si on se contente d'un erboitement décimal
1imité, 1'obstacle signalé au 9.2, subsiste : plusieurs points distincts
(et méme une infinité) apvartiennent & tous les segments de cet emboltement.
Mais on comprend bien qu'ils sont d'sutent plus " proches " (au sens
intuitif) que 1'on asure poussé plus loin les subdivisions. L'axiome suivant
est alors naturel :

¥a)
Axiome £ (9.4.1.} :  Pour chaque emhoitement décimal illirité %f

il existe un n01nt unigue appartenant 2 tous les
segments de <; .

Ainsi, & chague "edi", et par conséquent & chaque "ddi", on
fait correspondre un point de la demi-droite. Cette correspondance est-elle
bijective 2

Pour répondre d cette question, donnons-nous un yoint m et
cherchens s'il correspond 8 un {ov plusieurs) “dai".

Sauf_si m est un voint de la pgradustion, l'entier i tel que

cle., a, est déterminé sauf si m est un point de la subdivision

BE L8 %5 41 -
d’ i e . . . >

&cimale de [ &, al +'1] s le segment-dixiéme de [-ai, ai + l-J auguel
m eprartient est déterminé , et ainsi de suite.

Si m n'est un point ni de le graduation, ni d'aucune subdivision
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ultérieure, il correspond donc & un unique "edi ",

Supposons meitenant que m soit un point de la graduation : m = a;

m € ai,ai+1J et mé_[ai_l,aij
Si on choisit le deuxiéme segment, on constate gue m appartient

& son segment-dixidme (numérot€ 9) , et au 10 &me segment-dixiZme de

celui-ci, etc:veese On obtient le ddi (i - 1), 99999 ....

~ 8i au contraire on choisit le segment & 5 & +'i;] on obtiendra-
de méme le 4di i, 00000 ....e , n

A ces deux ddi correspond done un méme point.

» Si m est un poinf'd'uﬁé subdivision ultérieure, on a un résultat
analogue avec des ddi du type : L4,72839999 .... et L, 728h0OC ....

Par confention, on n'utilisera pvas les ddi se terminant »ar une
suite i1limitée de 9.:I1 y aura alors une bijection entre 1'ensemble des
ddli autorisés et les points de la demi-droite.

Un tel ddi repérera (théoriquement) un point de la demi-~droite.
Pour repérer un voint n d¢ la demi-droite opposée, on utilisera le 4di
repérant son symétrique par rapport 4 a, précédé du signe - .

X. NOMRRES REELS
I0.1. DEFINITION
Nifinition 10.1.1. Or avpelle nombre réel tout ddi re se terminant

nas nar une suite illirmitée de 9, et éventuellemert

précélé du sione - -

On note in‘ l'ensemble des nombres réels.
On identifie tout entier i au réel i, 00000 .....

On identifie tout décimal 4 au ddi cbtenu en faisant suivre d
d'une suite i1l1limitée de O.

Ces conventions peuvent facilement &tre justifi€es par 1'étude
du chapitre précédent.

Le naeragraphe 9.4t. montre également que pour toute droite graduée D



il existe une bijection de iF{ sur D. L'antécédent ¢'un point de D
s'appelle son abscisse,

10.2. THEOREME DE THALES

On a vu (#hfondme %£.5.1.) que les dilatations et les projections

non constentes d'une droite sur une droite " transportemt " les graduations.

On sait aussi (5.7.2. e+ 5.3.2.) qu'elles conservent 1'équipollence. Flles

sont monotones, et par conséauent, transforment un segment en un segment.

Donc elles " transportent " les emboftements décimaux illimité€s, On en

dZduit facilement :

Theondme (10.2.1.) =« Si ('{) est une dilatation ou ure nrojection non
constante, si D est upe droite et F son image
rar @ , alers 1'imare (P (m) d'un point m de
D a dans le repére“-? (a), ({7 (h])]a méme abscisse

aque m dans le reoire (a,b)

Lpﬁthéoréme de Thalés est en fait 1'&noncé ci-dessus appliqué au
ces ol E*) est une projection.

10.3, BIJECTION CANONIQUE D'UNE DROITE

GRADUEE SUR UNE AUIRE

Soit une droite D,, munie du repére (01, al)

_et une droite D2, munie du revére (02, 25)

. . . . .
Soit "? 1’application qui a tout point
d'abscisse x sur D, fait correspondre

le voint de méme abscisse x sur D2.

{? est évidemment une bijection,
que nous nommerons bijection canonigue
de D

e D (01, al) sur D2 (02, a2)
On va montrer:que ¥ est une bijection
croissante de D, sur D, (chacune

orientée par soh repérg),

que <P transforme
un parallélogramme en parallélo-
grarme.,



Supposons Dl et D non paralle€les. Soit t la restriction & D1 de la
—>
translation de vecteur 01 O2
1 t = L -
Soit D', = t (Dl) a'; =t (81)
Soit p le projection de D', sur D,, de direction a'; et &, (comme D, et

D, ne sont pas paralléles, a'1 &, est une droite bien définie, non paral~
18le & D, ) -

Considérons Po t : tout point m de D. et son 1mage pot (m) ont 1la

1
mime sbscisse dans (ol, 8 ) et dans (02, a2) .

Dore : Vm € .:Dl pot (m) = \P(m) T i.e. (P = Dot

_ Comme p et t sont des applications crdlésantes i1 en est de méme de‘P .
Comme p et t transforment un pa.ra.llelogramme en parallélograrme, il en
est de méme de ‘{) .

Supposons D, et Dé paralléles

On obtiendra le mime résultat
en passant par 1'intermédiaire
d'une droite graduée & ,
qui ne soit pgralléle ni & D;»

“ni par conséquent & D,

10.4.. " ompore paws IR

Soit une droite graduee D orientée dans le - -sens de son repére..
on a demontre (pmagnaphe_ 8.4.) que les points d'absc1sses entiéres sont
dens le mére ordre que leurs sbscisses. On verlflera qu i1 em est de néme
pour les points d'sbscisses décimales. .

I1 est alors natuwrel de transporter sur’ l:R ; l'oz.'dre’.'de D. En ’uti..
lisant la bijection canonique définie au pmgnapha 10.3. , én montrera
que la relation obtenue dars ’P\ est indépendante de la droite D choisie,



XI. ADDITION DANS i}
1I.1. DEPINITION

Soient x et y deux nombres de R
Soient sur une éroite graduée Dy 9,
d'origine o, les points m, et r;
d'abscisses respectives x et y.

Soit Py le point de Dl tel que

™ LY
7 7

\ .
S o B s |

Soit enfin s, 1l'abscisse de P;-

On défrirnit aipsi une application = :Dz
G: :KxR— R m My >
1 : 01 3

() —> 8 =T, (x,3)

On peut de méme, i partir d'une droite graduée D, , défirir une application

C\'*a MK xM — R
(x,y) — 8, = 62 (x,y)
Montrons que Q—‘l = '2
Soit &P la bijection cenonique de D sur D,
m2="~4:}(m ) s m, =i~§)(n ) p', = {Q(pl)
le point p, d'sbscisse 82 est tel que o, p;= o;iz + 5;-1'1_2)

w transforme le parall@logramme (o, ,n.,p.,n, ) en le parallélogramme
¢ 1°01°F0™ ‘

X i e g
(02, he B'ys I ) « Dore 02 r} 02 m,+ 0,0, = 0, P,

Donc p, = p' o
L'abscisse de p', est celle ds p, , soit Gl (x,y) 3
L'abscisse de p, est 0'2 (x,¥).
Donc, quels que soient x et y, d,‘(x,y) = 0'2 (x,y) -

L'application 6-1 » qui est donc indépendante de la droite D

1 choisie, est
romeée somme, et Notée :

qu(x,y) =x+y



11.2. . GROUPE ( iT?;; +.)

Soit D une droite graduée d'orlgme O, O sa direction.

On sait que si {p est -1'ensemble des translations admettant les droites
de 5 corme traces, é]) est pour la loi o ur groupe commutatif (cf. § 3.2)
A toute translation t € <€D, on peut faire correspondre un nombre xC P
absclése de t (o). Inversement, tout réel x définit un pomt m sur la-

dro:.te, donc une translation de ‘(, p» de ‘vecteur om, -

I1 existe donc ue bijection ¢ : QS:D —_ ﬂ

D'aprés la_'définiﬁi'on de 1 somme dans 1%

£{( t.o t ) =f ( tl) + f (té,)

2‘
‘Dome : .
Théoneme (11.2.1.) : (M}t F( ) est un groupe camnutat1f
isomorphe a (fD,‘ o). '
XII, ~ "MULTIPLICATION DANS i
12.1. PRODUIT D'UN_VE’CTE’UR PAR UN REEL

Soit u un vecteur, r un rzel,

—
(a,b) un représentant de u.

-
———

a

——t

—-9 . R
i u =0, on définit le vecteur r.u

>

rar ru = 0

- —3 .
Si u # 0, soit ¢ le point de 1ls
droite ab qui a pour abscisse r
ders le repére (a,b).

—y . '
Le vecteur ac ne dépand pas du rew-

. -
présentent (a,b) de u, car les : .
Camalad e W ' 1] . B —_
translations " conservent = les S : . ab=a'b!
abscisses {cf. théor2me 10.2.1.). . ¢ a dans (ab) la méme
Le vecteur r.u est alors défiri par : ~abscirgse que e! dans (a'b’)
. > Alore : ac = a'c! '

ru = 8ac



Remarque : on vérifie sans difficulté que, 8i r€& £, la présente
définition et celle du § 7.I. coincident.

12.2. RAPPORT D' UNE HOMOTHETIE

Soit h une homothétie de centre o,
et r 1l'abscisse de h (a) dans le
repére (0,a), a &tant ur point
donné distinct de o. |
Soit 8, un point non situé sur la
droite oa (cf. axiome 3) . Le
théoxzme 10.2.1. appliqué & la

projéction sur oa,, de direction

aa,, montre que r est également

1'ebscisse de h(al) dens le repére

(o,al).
8oit 8, w point distinct de o sur la droite oa. En utilisant la projection
sur oa, ds direction a.a_., on montre que r est égalemert l'abscisse de

12
h (az) dans le repére (o, a2).

Le nombre r est done indéperdant du choix de a. On 1'appelle : rapport de
1'homothétie h, ’

On vérifie facilement qu'une homothétoe est caractérisée par scn rapport
r (r # o) et son centre -

Soit une homothétie h de centre o et
de rapport r, deux points a et b, et
a'b! leurs images par h. Mortrons que

—— e
a' b' = r. ab

+ Sia=o0o0usia=b, la propriété
résulte directament des définitions.

. Si o,a,b ne sont pas alignés,
projetors b et b' respectivemernt
en ¢ et ¢' sur la parslllle & st
pessant par oa.

—_— e > —>
Ona : oc = ab, ac' = a'b’ c' = h (c)
—3 _

d'od : oe' = r,oc soit : a'®' = r.ad



. Si enfin o,a,b sont alignés
et a # b, o #.a, donc 0 # b, on
pourrs utiliser deux points e, et
b, , non alignés svec o et tels que

Sy —
ﬂ,lb = ab.

Came h conserve 1l'équipollerce,
— ——

a.i b]'_ = a'b’

D'aprds le résultat précédent :

4

B

— — —_— -
a.i bi" = r.e; bl d'oi a'™' = r,ab

Congéquence : - Sachant que (a::-) = ab + a.d --> (a. sb,¢,d) est un paralié-
logremme), et que l'mage par une d:.la.te.tlon ‘un parallé~
logramme est un parallélograxme, on se couvamcra que,
étant donnés deux vecteurs ? et ? et une homothétie h
(et en ne se permettant pas un.abus d'écriture) :

R@E+Y) = h(@ + b
D'oil : |
-
u Vv

Thzengme (12.2.1.) : Quels que soient le réel r et les vecteurs u et

-~ -y LY -
(u +v ) = r.u + r.v

12.3. DEFINITION DE LA MULTIPLICATION DANS B ™

Reprelons que l'ensemble des homothéties ‘de centre o donné forme pour la
leci o wn groupe. '

Soient deux réels r. et r, . Soient deux poirts quelconques o et o' {qu'on

| 1 T2
pout sappcser distinets). On romme hl et 15'. les homothéties de rapport ry et
Jde ceriras respectifs o et o'. On romme h’2 et hé les homothéties de repport
r, €t e centres respectifs oet o',

Msctrons que b, o hy et h © hy ont le néme rapport.



Soit un point i non situé swr la
droite oo'. Soit :

&, =h i), 8, =h, (1)

a =h, (al) = h,oh, (i)

L'ebscisse de a, dans (o0,i) est r

L'abscisse de s, dans (0,1i) est r,

L'abscisse de & dans (o,al) est r,

1

Soit D une droite passant par o' et
distincte de oo'. Les points o,i,

8y, &,, 8 ont respectivenent pour
projections sur D parall&lement &

oo' : o',i',ai, aé, a'. Cette
"

1

projection " conservert les sbscisses " :
L'abscisse de ', dans (o',i') est r;
L'abscisse de a', dans (o',i') est r,
L'abscisse de a' dans (o',ai) est r,
- t t 3 ! ] = L > ¢
Donc : &', = 'y (i') a', ', (i)

e' = n', (a') = n',0on' (i')

1l 2

et a et a' ont 12 méme abscisse, respectivemert dans (o0,i) et(o',i')

. t v
Donc : hz.oh ethzoh

1 ; ont lz m=mz rapport.

Ceci autorise la définition suivantae :

Definition (12.3.1.} : Scient retr, deux réels non nuls. On appelle

produittrl rz-de ces deux réels le rapport de
1'homothétie composée de deux homothéties de
méme centre o et de rapports respectifs T, et
r-
Ce produit est indépendant de o.
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12.4. GROUPE COMMUTATIF (I , x )

Montrons qpe,éi h.-et h, sont deux °

1 2
homothéties de méme centre o, o - By
By ohy =h ohy : a.b/\
. o c
I1 suffit pour cela de montrer —t 1 1 )
. L m
- qu'il existe un poirt a, distinct . \\;&. N
de o, tel” que : h, © hy (a)= hlo h,(a) car . hz L

une homothétie est determlnee par
_son centre et 1'image d'un point
donné.

-

2

m = h2 () = h,0 hl(ai

Soit & un point quelconque distinet de o et b.= h, (e), ¢ =n,_ (a)

Soient T, et r, les rapports respectifs de hl et'h2 .

Dans le repere (0,a8), b a pour abscisses : r h,, comme toute ‘dilatatior,

1'

"conserve les abscisses ", donc’ h, (b) a pour abscisse ry dans le repdre
( h, (o) , h, (a) ), i.-. a powr QQSclsse.rlAﬁan; le repére (o,c)

Donc m_'= hl'(?) = hjoh, (a) S

soit h0 hi (a) = hjo h, (a), ce qu'il fallait démontrer

L'ensemble des homothéties de centre donné o est donc un groupe commutatlf.
D'aprés la définition du produit de deux reels ron nuls, il est isomorphe

a ( iR ", X ). Done :

Théentme (12.4.1.) (ii%*éj X ) est un groupe commitat if.

xir, (R ,+ , x, <)

13,1. DEFINITION DE LA MULTIPLICATION DARS iR

— —3 —3 . .
. De( 1,0 hl) (u) = h, {nl;(uv) ).{ol h (u) est une notation abusive
e —s - -3
rerréscntent h (&) h (8) =i gb =u ), on déduit :

Cr . w) (D



- 42 -

- - .
. D'autre part, si u # 0 et si hl et h2 sont deyx homothéties de
centre o (..53 ---—%-3
h, (u) = h, (u) h, = h
1 2 1T
(I1 suffit de considérer le point & tel que oa = u

Y.
Or en déduit :
I~ — — _
si u #£0 (rl. -ra..u:_-;:?rl =T, (2)

- * oo * * *
. Alors, sirérRet u#o }eth’?\ ei;yé"R et.x-tyé'm :

-3 — _
((x+y)ar)uw =(x+y) (raa) -» par (I).
= X. (r.;)' + y. {r. 5? (conséquence I2.2.I.)
— -
={xxr ) .u +(ysar)u par (I)
= (XxX¥r +y >0 'Y (cdnséquence 12.2.1.)

d'oli par (2) : (x¥y)»r=xxr + yxr

.3
. e, . a . 4
Or va alors étendre & ’R la définition de la multiplicetion dans ﬁ \
de fagon que cette propriété de distributivité soit partout vraie.

x r ={(x+0)>r=xwvr+0x>r
On est conduit & définir : Oxryr =r>x0 = 0

I1 est alors cleir que :

Theondme (13.1.1.) : (’R ; + 3 X ) est un corps commutatif.

13.2, ORDRE ET ADDITIOR

Du théoréme 6.3.2. et de la définition de 1l'additiorn des réels, on
déduit :

V’xéﬁz Vyéﬂ;\'\/zfrfz _xéy:?;xj-z \\{y+‘i

13.3. - ORDRE ET MULTIPLICATION

La restriction d'une homothétie & 1'une de ses traces orientée est
monotone (axiome 6h, paragraphe b.gy) ~
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Donc 1l‘application : IR —_—3 !Q

X p—d T T x X

est monotone.

Le couple (0,1) a pour image (0, r).

. Si r > 0, l'application est donc croissante et : :
Vxz:R VyelR \7’1'65?\ (r > 0 @(x Ly =«xr \<y r))

. 81 r 0, l'application est donc décroissante et :

‘lefﬁ{ VyéfR. ‘:V'r GTP; (r (.-O:}(x LKy = xr 2 v r)) :
: Coqséqpef;ce : |
(>0 ed > 0) ou (6 <0 et_b'{oi@a_b>o
Toutes les éropriétés _ené%lcéesl au cl}a.p'it’ré 13 sont résumées en :

Théoxime (13.3.1.) : (lﬁ,f ;) X )
ordonné. . o

\< ) est un corps commutatif

- mE m T el el eE -
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———— UNE IDEE POUR L'UTILISATION DES

INITIATION A LfINFORMATIQUE

le C.R.D.P. de Marseille vous propose. :
Ure série de séquences audio-visuelles d'introduction & 1'Informatique
conposées chacune de :
36 diapositives couleur + 1 enregistrement magnétique

( durée : de 12 & 20 mn )

de 1'information & 1'informatique

1l'ordinateur , outil de 1l'informatigue

un collaborateur exigeant : l'ordinateur

-~ la carte perforée

la bande magnétique

la mémoire & tores de ferrite

le disque magnétique

le télé~traitement

prét : 1 semaine




UTILISATION D'UN CALCULATEUR PROGRAMMACLE
DANS L'ETUDE DES FONCTIONS

en classe de 3éme

(Gérard CONVERSET - C.E.S.-d. Wallon, Marseille )

Ure dzs notlors dlfflcllcs & conceptualiser au riveau
de le classz dz 38ms =5t celle de limites et, plus précisémert, la rotion
de uomalnc de définition 4° ur\ fractlor r&tloprelle ! lzs eleves peuvent
sagemeht chercher l=s " z8ros ' de la: fore¥ion dénomiratedr per les
méthodes classiquss sans sertir ce qui se passe au voisinage de ces
valsurs.

Ce qui =st gérart au rivzeu dz la 38me 1l'est ercore plus
dans les classgs ulterlcurﬂs.

Ayant eu la ch&rcﬁ de alsposar pandart quelques semaines
d'ur calculateur - Drogrummable SEIKO, jo pus faire entre autres ur certain
nozbre de meripulations zr club methématique sur la construction point
per poirt de courbas représertart des forctions de 28mz, 3&me dzgré et
des forctions rationn:lles.

Przrons un exemple

Soit la fonction f : x ¢—m—ma3 f (x) =2 x 2y 3x -5

Construire le représsrtetior grerhiqus consistes & cherchsr
les images par £ d'un cortair rowbrsz de valeurs de la veriable x
&) Pout-on trouv-r ces valzurs qu2l quz soit s réel ?

Détermination du domaire de définition

%) Progremmetion

Czleulons ¥ nmeruellemzrt " £ (3), £ (5), £ (6) puis eralysons
rotre travail.

Disposors ls de fagor a gagn&r du tzmps.

Dorrons lszs ordrss & la maschire pour qne 17 1rstrucu10n
gérérile soit cxécutée.



ORGANIGRAMME I

{ prBUT

Ag Q.X.X l

B=3.X

FIN

¢ - Choisissons des valeurs de x , par exemple : X =10 , 410
et construisons la courbe par _pas de 0,25 .
La machine effectuant automati quement tous les caleuls .

ORGAMNMIGRAMME II

rm——
< DEBUT )

X = =10
>
|
i
CALCUL,
- - R |
NON <10\
x=x+o,25| l
FIN
LN




On aura done LI poirts. L'allure de la courbe est trés nette.

d) Cherchons les unités & adopter sur le graphique (travail de
réflexion long mais utile en mathématiques et en physique).:

Que se passeralt-ll si x avalt ure valeur trés grande ? ou
trés petite ?

Calculons £ (1000) , f (10 )y eeee o £ ( = 10 Y, eeee

Recommengons le méme travail avec la fonction g : xi—pg(x) =-2x°+ 3x -5
Comparons les courbes et discutons :

Construction de tableaux de variation, vocabulaire (meximum, minimum,
;sommet, etC .0l

‘Recommengons avec d'autres fonctions du 2éme degré. Généralisors.
Reprenons la méme &tude avec une fonction fraction rationrelle du type :

hix —3h (x) e 5 i(x) = .23.(2'.*' 1
x hx® - 9

Cherchons les domaines de définition respectifs.

Progrermons le machine et ccenstruisons point par point les courbes en
resserrant les intervalles au voisinage des " zéros " des dénominateurs.
On peut méme chercher h (0) par exemple : la machine se bloque, matériali-
sant sinsi 1'impossibilité de 1'opération.

Sur le graphigue,.on sent de fagon physioué ce qui se passe pour certaines
valeurs et le mot asymptote peut-etre employe sans géne ainsi que le
mot limite.

Au cours d= ces manipulastions en club de mathématiques,
les éléves (clesse de 3&me de type II) ort appris & construire des courbet
& réfléchir sur des résultats expérimentaux, & prograrmer une machine et
4 contrSler par des tasts pertiels le travail de celle-ci.

Ces seanvas de club ont &été vivantes, trés suivies par
les %18ves et leur ort laissé des rotions utlllsables tant en physique
qu'en mathémetiques dens leur classe &t dans les classes ultérieures.

- -
L=
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Le second numéro vient de paraftre ,
' ' réclemez ~ le eu C,R.D.P. de Marseille

N Avez-vous lu
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SUR ORDI IV ?

ouI NON
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‘ C.R.D.P. de MARSEILLE




AU SUJET DE LA - CONTINUITE

EN CLASSE DE PREMIERE -

( Yves Charles GUENOUN - Lycée Marseilleveyre , MARSEILLE )

D'abvord quelques impressions-:

1 -~ Pour résoudre ur certain probl3me , on peut etre trds actif si 1'on est
motiv: ..

2 - Apréé la phase 1, on peut étre :
2-a - t¥ds heureux de trouver une solutlon au probleme .

2-b - trés attentif aux propos d'une ‘personne apportart quelques clartés
sur le probleme .

Remarque : En général , la phase 1 précéde le phase 2 .

Au suqet de la contiruité en classe de premlere ( et plus précisémen
de la premicre legon sur la continuité ) il me.semble qu'on est davantage
dans la phase 2-a.pour le maitre que dans la phase.l pour l'elevo .

ILa fiche suivante n'a pas d'autre prétention que de contrlbuer a
combler le lacune 1 pour misux aborder la Tegon 2-b . Il 8 aglt done de
travaux prellmlnalres .

Des fiches antérie'wes ont permis de préciser les notiors :

- d'intervalles ‘
- d'spplication . _
" = d'image d'une partie par une applicaticn ..



UN JEU INEDIT : LE “ETIUNITNOC"

1 a . Soit 1'"\1 1'aspplication carscteristique de la partie N C \R
donner un schéma cartésien de q“\‘
b . On considdre l'application Y : /R — R
: x i—3>y =Y(x) = xf*{l’m(x) +1
caleuler \y (-2) ,y(0) , (2) ,W(2,5) ,W(3) ,y(m) ,y (¥)
donner un schéma cartésien de \1)
2 & . Pour exprimer que I est un intervalle ouvert contenant le nombre réel X,
on écrira indifferemment : o £ 1 ¢ IR o IE Jo
par exemple k& J17,180 cMR t— - .« - - - - - ..
e AW T st e Tae
S e IWis[e T

b . Examiner avec minutie la relation "€" d'appertenance
de source S—{(__l,QJ ,Ll 3[ _!1 hL jl,ﬁ ]2 6[,\‘1,7L}
de but B={’j g g 'j .,g j-n,j }

3 Le jeu de -ETIUNI.'IWOC se pmtzqus a deu:c équzpes AetB réduttes éventuel-
lement & deux singletons . Soit @ -'71(0()

Acarmenceetchozszt a son gré , mIég

B cherche alors & trouver un X & j,\, tel que g'/(X)cI
S5'i1l y parvient , il a marqué un point
S'il n'y parvient pas c'est A qui marque un point .
> A chotstt alors un autre I' dans le but d'empécher B de marquer un
nouveau point éventuel .
Si B peut quand méme marquer , il a gagné la- part't—e et s'éerit :
' "ot -NE-EUNITNOC !_"
St A peut trowver un certain I € j{‘ tel que B n'arrive pas a
marquer de point , A a gagné et s'éerit :
: "o -NE'-EUNIZWOC SAP I "

a . Faire des part:.es correspondant aux valeurs deot € {232,5;3; 71 ;1‘;'2}
Indiquer , & chaque fois , qui gagne . :

b . Faire une partie ol A choisit o(. Puis une partie ol B choisit ¢« .
c . Trcuver{c( €iR; a gagne} _{o( G IR;B gagne}

L On peut remplacer ‘Y par d'autres applications R-—; fR,de son choix
' ou bien de la fiche précédente .

ET LE JEU CONTINUE ! ! . .

> les joueurs avertis peuvent démarrer a cette ligne .



.CONTINUITE EN xo l

O . Reprencns , en l'illustrant sur un schéma sagittal , la situation du
jeu de la fiche précédente relatif & .
& - en une valeur & ol A est sir de pouvoir pagner
Ar1eJg, vVie Jo Vg
‘b ~ en une valeur o ol B est siir de pouvoir gagner
Vi e ...
cette deuxidme éituaticn conduif & 1a définition :

1l .Soitf‘:ﬂ)\—i"‘D
x —3> y = f(x)

X —
o > Yo

On dit que T est continue en x
» Ve Dy, 3 e Jx /f(J)c I
—— \7'I€J,c, 3 ch,‘o/ x€J =S f(x)€ I

ex 1 : 1'identité sur (iR est continue en X quelconque réel
ex 2 : l'application x+—3 k , constante , est continue en xo,vxoé M

2 . Utilisation des intervalles centrés .
a - revoir la fiche de Seconde sur les "incertitudes"” .
b - &tablir que 1 14,187= fxa—.ﬁ’w x =161 < 2}
cuel est-ixéh’\, |x-h9§ <25.v ;
et plus généralement {x €i; |x - X | r ¥ ? rG! i+, X (_H\
¢ - nouvelle définition : f est continue en X,
YI(y, ,8) ,3Ilx, ) / £
I (v, L €) 3 (x, %) [ x - xj< X Si(x) - flx )< &
d - schéma sagittal

e - forre traditionnelle : f est continus en X

— YEERY Fa€ R/ Ix - x i< =it - fx ) < €

3 . FExercices : Examiner la continuité des fonctions suivantes en X,
f: X > lhx + 18 X, =]1G73
F: X +—> prartie entifre de x x, =2 3 X, = 3,5

{2 : fonction caractdristique de IN

™)
N 'h



C% DX —> x P (x) analogue & \V mais oll on a remplacé
Q IN par Q2
x, = 2 2 X, = 0
L . THEOREME : Continuité de go f

5 . L' Ensemble des fonctions continues en X, \Cx ’
[+4

a - est stable pour 1l'addition
b - est stable pour la multiplication par X & (124

- est stable pour la multiplication .

\
:’- \ Examiner le cas de L s, &e £~
g £

6 .Casod f : o —_ (R . Continuité & droite , & gauche .
~ .

R




CONTINUITE DANS LES CLASSES DE PREMIERE
| ET TERMINALE

( Jean-Claude DENIAMINO =~ I.R.E.M. de Marseille)

La difficulté que rzncortre cet enseigrement réside dans le fait
que 1'on veut étudier cetts notion sars dire un mot ds la topologie usuelle
ds iR ce¢ qui est un contre-sens, la topologie ayent &té& " inventée " pour
faciliter 1'étude de la continuité.

Le traveil gqui suit & un but : c2lui de faciliter la compréhension
de certains mécanismes sur la contiruité tout en ne -débordant pas des
programmes officiels.

En général, dans la mime legor on introduit deux difficultés ;
la premiére qui est de menipuler les intervalles ouverts, le seconde
relative & certaines propriétés de forctiors bien choisies, propriétés
guz 1'on 8¢ propose de mathZmatiser sans evoir défini au préalable les
instruments utilisés ; d'oud difficulté 2t incompréhension eeececees

I. Etude de R au moyen des intervalles ouverts

2) une ousstion de vocahulaire

Les mots : contimuité, terdre vers, & la limite, voisin sont d'usage
courant en francais. cependant ils sont utiiis®s en se référant A une
erendeur souvent ncn précisée et comportant de multiples peramdtres.

ssez simplement on voit d€3i3 oue Paris et Marseille sont voisines sur
une carte de la nlen3te et .ne le sont plus sur une carte au I00 0003me
ici, le référence est claire, c'est 1'échells,

Ur> heie @'arbres nlantfs le long d'une route naraitra former un
chstecle continu ou non suivant la vitesse 3 laguelle roule le véhicule
ot se trouve l'chservateur, la référence est d8j2 ici plus cormplexs :
vitesse du véhicule, longueur de la route, couleur des arbres, etc ...

On pourra de méme chercher lz signification du mect voisin suivant qu'il

-~

décrit une situstion & la campagne cu 3 la ville dans un irmeuble.



De la méme nmenidre, cn &tudiera les mots : intérieur, tsolé, adhérent
gui font partie du langepe courant, '

Dans R ce méme vocabulaire est utilisé, il importe donc avant
toute chose de préciser les références utilisées.

b) intervalles ocuverts

On aprelle ainsi les parties d.efP\ notées j a, b[

:la,b'[ ={X/ Xé',R a & x <b}

est un intervalle cuvert de !R .

L'intersection de deux intervalles cuverts est un intervalle
cuvert, le réunion ron.

rR lul -méme est un intervalle ouvert noté J - 0O .+ 20 L
Pronniitris

- 8 x# y x eE!R, vy e€R 11 existe I et J deux
intervalles ouverts x€ [, y& J Ing = &

~ Si I e¢st un intervalle ouvert, pour tout x, x dans I, il
existé un intervalle cuvert J/x € J et J C I
On reut & ce niveau reripuler des intervalles oi;verts et surtout

utiliser des prorositions dang lesquelles la quantification joue
un rdle essentiel et préparer le terrain pour la continuité.

c) peints 1ntr=r1eurs, points sdhérents, voints 1soles

Ces définitions sont données en utilisant les intervalles ouverts,
ce qui niétonne personre. :

D sera une partie de 'K
a est intirieuwr 2 D si et seulement si il existe I, intervelle
cuvert, avec
s€ I, ICD
nue l'on comrerera & la rhrase Stre 4 1'intérieur d'ure nidece ....
Fe ras ocublier c¢ue la premidre &tude de 1a dérivation se fait en

un point intérieur, cue la notion d'extremum relstif utiliss un
point irtérizur.

Exercice : I &tart wr intervalle ouvert :

Y x , x& T , x est intérieur & I



1.

~

a @ost adhérent & D si et seulement si  quel que soit
un irtervelle ouvert I & € I, I ¢t D ont une interssction non vide.

Les problémas de linite sont &tudiés eon un point adhérert au domaine
de définition non situé dans le domeire de Géfinition.

Exercice : I°) 0, 1 sort adhérerts & ] 0,'1[' 2tC seen
2°) ¥V x x€ D x est adhérert & D
a sera ur poirt isolé dans D si «st seulemert si il existe
ur intervalle ouvert I avee a & I ot I A D =§_¢.¥ (a =5t un
poirt de D). Il pcut &tre agréable pour illustrsr per un premier

eéxemple la rotion de cortiruité de mortrer qus toute fonction est
cortirue #r un point isolé.

Continuité des fonctions numériques réellcs

_a) Etude d'exemples simples

Or choisit dsux fonctiorns £ 1 et f > par ex=rnples
) ., o _
{ X b x 2 j = Vx, XG[O: 1l

Py R—R TPl xa1 Wk, xell e[

au poirt zéro f, et supoint 1 £ r'ont pas l- mime comportement,
or va dorc mettrz au poirt les dsuX phreszs methénatiguss qui rendant
compte de cctt: situstion, mais or sait déja qu'elles utiliscront
les intervaell:ss ouverts, la ssule difficulté étent ici ds fairs
comprzrdre la néczssité d'ure quartificetion approrriée msis on psut
rzmarqusrqus 1:s noticrs citées er I, ort préperé ce travail,

f

b) Définitior d: le contiruité (pour méroirs)

f étert définiz sur D, 4 valzur dars fR , & &tant un poirt dz D

£ sera cortiruzr =n 2 é::::.) \T/J, J irte:rvells ouvert,f (2) & J}

4 T , iptsrvellz ouvert & €I tal que £ (I ND)CJ

Remarque : Or déduire facilemsrt les formes équivalertes utilisant

d-s irt-rveilss cuverts (rorn pergés ..1!!) certrés =t la
forme calculatoire bi.r cornue mernipulents los & et les " ususls,
Sur cette dsrniér: forue, or insistira sur ls difficulté de csttz
défiritior qui fait raisorrer par conditicr suffisants

| £(x)-f(a)] < & d8s que = ste e...

car toute &tuds trchriqus @3 la continuité commencs par 1'ixamen de
cette différerce. Comm:irt le randr: irféricurs & & .eee.



c) Définition de ls limite

&8 &étant adhérent & D on dira que f admet er o une limite 4
81 et seulement si 1la forection f prolongement de f en &

T(a)= £
est cortinua au point a
Deux ; & discuter :
55

a € D f = f et £ continue en a
a é;’ D ur nouvsau probléme est posé

Feire remarquzr 1'aspect non corstructuf de cette défirition qui se
contente d'une vérification d'ou 1'intérét des théordémes généraux,

Une remarque pour terminer : il est souvent cormmode pour montrer la

continuité de f en e d'étudier ure limitz, on utilisera ume fonction

r~/
£

F=rlx) ¥V x, x en-{a}

~ . *
et si lim f existe et est &gele a £ (&) alors f est continue en a.
a




SUR L"HISTOIRE DE LA NOTION
DE ;N_O MBRE
Résumé d'un exposé fait 3 la Régionale de 1'A.P.M.

d'Aix-Marseille par A. BLANCHARD, professeur & la
Faculté des Sciences Saint—Charles - Marseille

Rédigé d'aprés des notes de Mireille CAR,
directrice de 1'I.R.E.M. de Marseille

Y a-t-il opposition entre ure mathématique traditionrelle et une
mathénatique moderne ? Un coup d'oeil sur 1l'histoire des mathfmatiques
peut nous aider & voir une évolution continuelle, avec des périodes plus
ou moins actives, qui a appelé les théories dites modernes par ses inter-
rogations, -

Dans "expdsé qui suit, orn n'a pas fait un travail d‘'historier, mais
charch? d suivre 1l'évolution de 1'idée de nombre depuis Euclide jusqu'a
mrintenart

I°) Le tableau ces rucenbles de rorbres

La question " Quest-ce qu'un rombre ? " est une mauvaise question : le

methématicien connait des ersembles de rombres avec des possibilités
d'extension qui pernettent justement de falre la théorie d'un ensemble

de momores complexes d partir de la théorié ces nombres réels supposée
connue, de méme la théorie des nombres réels & partir de la théorile des
nombxas rationnels sqpppsee connue. Or peut faire un tableau des ensembles
de riombres avec des fléches représentant les extensions qui se présertent
a l'esprit.,

Dans le tableau ci-aprds il y & deux directiors de fl&ches, on a figuré
horizontalement les extensions qui reposent sur des idées algébriques
(de 77 & &) par exemple) et verticalemert les extensions qui utilisent
1'idée de complétion (complétion d'une topologie, ou dans le cas de la
fléche 43y -—> IR complétion d'ur ordre si 1'orn pense & la théoriz des
coupures).

Les notations sont usuelles. Rappelons-les :

N ensemble des entiers positifs
;N* ensenble des entiers strictement positifs
2/ ensemble des entiers

@) ensemble des rationrels
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ensemble des ratiorrels strictément positifs

R enzerble des réels '

ﬁ:. erneamble des céﬁpleiés

B enscmble des quaterrions (sur R )

Z ., ensamble des ertiers p-adigues (pour chaque p premier)

@P corps p-adiquas

Les rubriques " corps de nombres algébriques " et " corps locaux "
recouvrent une infinité 4'exemples possiblzs. Or n'a pas mis dans ce tableau
1l'ensemble des nombres décimaux, sans importance theorlque malgré son utilité
pratique.

Les nombres p-adiques et les quaterrlors flgurent sur ce tableau, mais
on n'en parlera pas darns cct exposé. .

2°)  Cbjet de notre réflexion

Ecartons d'abord toute réflexior sur la théorie de 1'ensemble iN¥ des
entlers strlctemﬁnt positifs, ce n'est qu & ure-époque assez récente qu'on
& songé & en donner \nme axiomatique pr=c1se (PEANO) ou & la forder sur la
théorie des ensembles. Nous pouvons . considérer l'acquisition des entiers
strictement p051t1fs comme datant de 1'Artiquité, car on fait remonter
1'histoire des mathématiques & 1'école’ pythagor1c1enne, et il est certain
que les astronomes babylonlens avalert .déjd urne bonne prathue du.calcul
nmnerlq_ue . .

Nous pouvons nous demander alors gi le tobleau ci-contre ccrrespond &
l'hlst01re de la decouwerte des ensembles d'ertiers. Chague fléche du
tableau’ correspond—elle 4 une découverte prec1se et datable ? . L'idée de
rombre a-t-glle au contraire p*ogresse suivart une démsrche sans rapport
avec les idées actuelles sur l'extersion de la notion de nombre ?

3°)  Quelques réponses simples

Certaines fl&ches du tableau correspondert & une découverte ou & un
théordme qu'on peut identifier, et parfois dater avec une certaine précision.

Lo fléche sllant de Q,( aux corps de rombres algébriques est évidemment
une découverte de GALOIS, on peut dater cette découverte en la situant peu
avant la mort de Galois (1811-1832).

Le fldche allant decs corps de rombres algébriques & C peut s'identifier
au théordme de D'ALEMBERT-GAUSS, déja plus difficile 3 dater car il faut
situer le moment ol la démonstration devient satisfaisante. Si 1'on est
trés exigeant, il faut attendre ure “héorie satisfaisante des réels, sans
lesquels la théorie des complexes n'est pas forndée rigoureusemert ; cependant
on peut &tre satisfait par la démonstration de Gauss qui dit cleirement ce
qu'elle utilise au sujet des polyromes 8 coefficients réels et se généralise
& la théorie des corps ordornés maximsux.



La fliche allant de IR & “H’ est 1a découverte des quaternions par
HAMILTON vers 1840, :

Les fléches concernant les nombres p-adiques-et corps locaux sont liées
au nom de HENSEL (186%.-1941).

4°) - Les fldches allant deW a @

Il nous paraft trivial actuellement de passer de iN iN en adjoignant
1'élément " zéro " et normal de définir ensuite les entiers négatifs par
wne premiére " symétrisation " puis le corps (X des rationnels au moyen
d'une symétrisation de la multiplication plus délicate que la premiére car
elle met en jeu les deux lois additive et multiplicative.

Iei, la démarche historique n'est pas la méme : les fractions stricte-
ment positives sont connues depuis Euclide, la théorie en est exposée au
livre VII comme un cas 3pecml de le théorie des grandeurs exposée au livre V
dent on reparlers plus loin., I1 est surprenant de constater que les notions
‘de nombre négatif,et méme de zéro, nous soient venues de 1'Inde par l'inter-
médiaire des Arabes vers la fin du Moyen-Age. L'idée que z&ro soit un nombre
ne s'est imposée que tardivement aprés 1l'usage de zérc corme représentant
une place vide dans la numération de position,

5°)  La flache allant de 3 a X

L'élaboration de.la notior de nombre réel est sans doute ce qu'il va
de plus €tomnant dans 1'histoire des mathématiques. I1 n'est pas exagere de
dire qu'il s'est passé vmgt-trols d vingt-quatre sidcles entre la premiére
approche valable de la théorie (théorie d'Eudowe, objet du- -1ivre V d'Euclide)
et la mise au point définitive de la rotion de nombre réel constituée par la
théorie des coupures de DEDEKIND. '

Le cmq_nle_me livre d'Euclide expose la théorie de la mesure des
andcurs, il s'agit d'une théorie axiomatique pouvant s'appliquer a diverses
esﬁces e grandeurs (longueurs, aires, volumes, etc ...). On y considére
deux sortes d‘'objets : les grandeurs et les rapports de grandeurs , qu:.
s'ajoutent, se comparent par ure relation d'ordre, et les rapports opétent

sur les grandewrs .

A ceci prés qu'il n'y a pas de grandeurs et de rapports négatifs, on
serait tenté de dire que 1es rapports forment un corps, les grandeurs formant
un espace vectorie¢l de dimersion 1 sur le corps des rapports. Parmi les
axiomes de la théorie, 1'axiome dit " d'Archimdde " joue un rdle essentiel :
il permet de caractériser un rapport de grandeurs par la connaissances des
rapports de nombres (identifiés & des rapports de grandeurs) qui lui sont
respectivement inferieurs et supérieurs. Il parait assez clair maintenant
que la théorie est (aux rapports négatifs prés) la théorie des corps inter-
médiaires entre Glet MR .

Rena:rc';_uons en pessant le rlle de la g€ométrie dans 1l'éclosion de cette
théorie. L'&cole pythagoricienne avait déja découvert que certains rapports
de lorguewrs (rapport de le diagonale au cdté d'un carré par exemple) ne
s'identifient pas & des rapports d'entiers, c'est ce fait principalement
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qui fait sentir le besoin d'une théorie de rapports, rationnels ou non, que
la geometrle falsalt apparaitre.

Peut-orn con51derer la théorie des nombres réels (positifs) comme faite
dans le clnquleme livre d'Euclide ?

Non, car il y menque encore une idée essentielle : celle de completlon,
difficile 4 formuler il est vrai, ou ce qui revient au méme, 1'idée d'un
modéle unique de systlmes de raggorts pouvant contenir tous les systemes
possibles.

Cette idée de complétion n'a &té clairement exprimée que par CAUCHY
qul & posé comme axiome 1'équivelence de la corvergence d'une suite avec
le fait que cette suite vérifie le " critére de Cauchy ".

Cauchy &tait alors en possessior d'une théorie. axiomatique du corps
des nombres réels. Peu aprés Dedekind dornait ure construction de iR au
nmoyen des coupures, construction que l'on peut considérer comme l'un des
points de départs de la théorie des ensembles.

Les méthodes de la théorie des ensembles permettent d'ailleurs de
construire {13 en utilisant les " suites de Cauchy " de rationnels, 1'axiome

"sur la convergerce des suites deverant alors un théoréme.

Entre Euclide et Cauchy, il y & certes des progrés tels que la décou-
‘verte des logsrithmes qui ne pouvaient menquer 4d'amener les mathématiciens
& une vision claire des nombrés réals. Ceperdant la théorie n'étsit pas
écrite, et certains théordmes comme le théoréme d'Alembert durent rester un
certaln temps & 1'état de conjectures er attendant que la théorie définitive
de 9.? dorne les moyens de les démontrer.

6°) 2 flache allant de IR a ©C

‘ "En toute rigueur on n's pu cornaltre les nombres complexes qu'aprés
“aveir connu les nombres réels.,

Ceperdant, une connalssarce approxlmatlve de If\ suffit pour avolir
les idées purement algebrlqnes qui permettent de passer deR & & . On
pa2ut considérer que la découverte des nombres complexes est due 4 la Renais-
sance italienne, et plus particuliéremert & BOMBELLI, disciple de CARDAN,
bvien que la théorie de H’ ne soit pas entiérement satlsfalsarte alors.

Cn pourrait imaginer que la découverte des nombres complexes a été
motivée par le théorie de 1'équation du deuxiéme degré. Ce n'est pas ainsi :
cz sont des recherches sur l'4quation du troisidme degré qui ort conduit
aux nombres complexas, Pendant longtemps, on a cherche une gormule de réso-~
lution de 1'équation du troisiéme degré. Pour l'équation x” + ax + b = O,
Scipione del Ferro découvrit la formule dite " dg Cardin .

3 R Rt ..._..__.._.._..__._
x';\/-!’_ \/(_..) (.P_) \/--- (——) +(—-—)
' /2 L 3
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Cardg: discuta le nombre de racines réelles de l'équation, et constat® que
pour ( b )2 + (a) 3 < 0 1'équation & trois racines réelles, la formule
2 3

précédente n'ayaht aucune signification. L'école de Cardan chercha alors &
donner un sens & la formule ci-dessus de maniére qu'elle puisse donner les

racires de 1'é qnatlor dans le cas ol ( b _ ) + (a) 3<: 0 , cela devait
‘ 2 3
aboutir & la théorie des nombres complexes.

7°)  Conclusion

Deux points attirent 1l'attention :

a) Les extensions dont on & parlé se font ectucllemert en termes de
théorie des ersembles, ce sont des constructions qui utilisent par
exemple des ensembles produits, des pessages au quotient, etec .....
Aucun probléme de non contradiction se pose.

Avent le théorie des ensembles, on était derns 1'alternative suivante :
faire des constructions qui, d'ume naniére 1ncon5c1ente, utilisaient
des idées ensemblistes (fractlons par exemple) ou bien faire appel

& de nouveaux axiomes, ce qui posait évidemment un probléme de non
contradlctlon.

Or voit ainsi quelle économie d'axiomes nousnrocurp]a.théorle des
ensembles,

b) Slgnalons le rOle de le geometrle dans 1'ec1051on de ces theorles,
la géométrie & eu un rdle déterminant dans les recherches qui ont
abouti au cinguidme livre A4'Euclide, ainsi que dens les recherches
de Hamilton qui ont abouti aux quaternions. Moins déterminant ailleurs,
son r8le n'est pas négligeable dens 1'étude des ncmbres complexes.

La géométrie nouspereit actuellemert devoir se fonder sur 1l'algébre,
nais cela ne 1'emp@che pas de garder un rdle dans la découverte de certaines
intuitions. Une grande théorie de notre sidcle : 1l'algébre homologique est
rée d'idées géométriques.

8°) Indication bibliggraphigue

On citera seulemert les notices historiques du trait€ de mathératiques
de BOURBAKI. Un certain nombre d'entre elles ont été réunies de manilre &
constituer l'ouvrage : ¥ Eldments d’'histoire de mathématiques "

(Hermann, Panis, 1960)

Cet -cuvraege est lui-méme assorti d'ure bitliographie abondante, citant 253
suteurs depuis Aristote et Euclide jusqu'aux mathématiciens contemporains,




COMMUNIQUE DE PRESSE

La premiére Conférence Internationale Ihfbnnatzque et Ensezgnement "
organisée par 1'I.F.I.P. (I) & Amsterdam en aolit' 1970, e réuni 850 partl-
cipants d¢ 42 pays.

Compte tenu de 1'évolution constatée et des problémes nouveaux qui
sont epparus dans ce domaine, 1'I.F.I.P. orgarise , en coopération avec
1'I,B.I. - I.C.C. (2) et 1' I.C.M.I. (3) et avec le soutien de la Délégation
a 1l'Informatique, la deuxiéme Conférence Internationale " Informatique et
Enseignement " & Marseille (France) du Ier au 5 septembre 1975.

Placée sous le Haut-Patronnage de Monsieur le Ministre de 1'Education
Nationale, cette conférence bilingue (anglais-francais) vise a &tablir un
véritable dialogue entre enseigrants de toutes disciplines et informaticiens.

La précédente conférence concluait, en 2ffet, dans ses ' Recomman-
dations Finales ' & la nécessaire dlstlnctlon entre la méthodologie de
1‘informatique et les ordinateurs et insistait sur les avantages considérables
qu'il y aurait & introduire la méthodologie de 1'1nformat1qpe dans 1l'ensei-
gnement de toutes les disciplires.

Pour faire le point des progrés réalisés dans cette voile et tenter
de dégeger de nouvelles perspectives d'evenir, une partie importante du
prograrme de la conférence sera consacrée aux problémes que pose 1l'irntro-
duction de l'informstique dans l'erseignement des différentes disciplines.

Le programme provisoire comprend les points suivants :

a) Les apports de 1'informatique a la pédagogie ;

b) Influence de 1'informatique sur le contenu et les méthodes d'ensei-
gnement dans toutes les disciplines de 1'enseignement primaire,
secondaire et supérieur ;

¢) Lvaluation du rSle des ordinateurs dans l'enselgnement (hardware,
- software et langages spécifiques)
(I) I1.F.I.P. : International Federation cf Information Processing Societies

(2) I1.B.I. - I.C.C. : Intergovernmental Bureau of Informatics
Internaticnal Camputing Center

(3) I.C.M.I. : Internaticnal Comission for Mathematical Instruction
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d) La formation des enseignants de toutes les d1sc1p11nes a 1l'infor-
matique ;

e) La formation aux métiers de 1'informatique ;

f) Utilisation de 1'informatique dans la formation permanente ;

g) Les apports de 1'informatique & 1'enseignement dans les pays en
voie de développement.

La Conférence coﬁprendra, en plus de 1a présentation par leurs
auteurs des communications acceptées par le Comité du Programme et des
tables rondes de discussion sur les principaux thémes du programme, un

certain nombre d'exposés de synthése faits par des experts de réputatlon
internationale. .

] ‘La Conférence se termirera par le vote de ' Recommandations
Finales " telles qu'elles résulteront des débats et des discussions.

Pour tous renseignenmerts (programme, inscriptions, communications,
logement, etc ...) &crire & :

A.F.C.E.T. - Service des Congrés
Immeuble Centre Dauphihe

Avenue de Pologne

75775 - PARIS ‘Cedex I6

Tel : 553.50.20 - Poste 45.06

_ Quelques exemplaires des comptes rendus de la premiére Conférence
Internationale " Informatique et Enseignement " sont ercore disponibles.
S'adresser & 1' A,F.C.E.T.
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A. 27.3.1973
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A. 30.5.7973
Modification des programmes de mathématiques des
classes préparant aux baccalauréats dz technicien
A 27.3.1973

Enseignement des mathématiques dans les C.E.T.
C. 6.7.1973
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second degré pour l'année scolaire 1973-I974
(classes des premier et sccond cycles )

A. 13.7.1973
Modification des programmes de mathimatiques des
alasses préparant aux baccalauréats de tecimicien.
(Rectificatif) A. 27.3.1973
Programmes de mathématiques des classes de
Seccnde A, Cet T _
(Rectificatif) A. 30.5.1973
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