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EDITORIAL

A la lecture du sommaire du premier numéro d' ' Information
Mathématique " le nombre dee professeurs de mathématiques de l'Académie
d'Aixz-Marseille ayant demandé 4 recevoir ce Lulletin pendant l'année scolaire
I1972-I973 a dépassé II00 ; preuve que les besoins en information étaient réels.

Ce bulletin, dont voici le second numéro, répond—il & ces besoins!
brest ce que nous aimerions savoir. Nous comptons done sur vos critiques, vo8
suggestions (elles nous permettront de faire mieux) et sur vos articles ( ils
permettront au bulletin de vivre) car nous souhaitons poursuivre cette expé-
rience & la rentrée prochaine. '

‘ ' Ce second numéro présente, en cette fin d'amée scolaire, des
thémes de réflexion '
- proches des programmes & enseigner et des préoccupations du cours

dane les trois praemiers articles.

—~ d'aspect plus original dans le quatriéme article.

ainst que des informations concernant en particulier les documents qui sont
@ votre disposition.



UNE PRESENTATION DE LA GEOMETRIE DE TROISIEME

DANS L' OPTIQUE DU COMMENTAIRE
(§4n)

R. RAYNAUD  (ILyeée de Digne)

Document de travail & critiquer et & améliorer

C Isométries du Plan Euclidien

C,| Définition

On appelle isométrie du plan euclidien 5’ toute bijection de 6’ dans
{Pconservant les distances

c'est~-d-dire telle que M et N &tant deux points quelconques et M' et
N' leurs transformés : . '
MN = M'N'

Cy L Exemples
) s its an O P N’
I L'identité de est une isométrie L
. ” - /
I1) Les translations de Y sont des isom8tries No- -~ _.M
En effet, soit une translstion T quelconque M_ - -

Elle transforme tout bipoint (M,N) en un bipoint (M',N*) équipollient.
Nous savons alors que

M = M'N!



N '

III) Les étries centrales de P sont des. ~ . M
1sométries. _ See - 77
En effet, soit S la symétrie de centre O Moo = o~ ~e N

Elletransforme tout bipoint (M,N) en un 'blpo:.nt
(M'H') tel que (M,M') et (N N') aient le méme
milieu.

(M,¥) et (N',M') sont donc équipollents, et
par suite

MN = M'N'

Iv) Exsminons maintenant les symétries orthogonales

1) D§ La " symétrie orthogonale d'axe £ " est 1'application de{)j dans

5) qui, & chague point M fait correspondre le point M' définmi

comme suit : Q

siMm el ,M' =M
siM ¢ £ » ? est la meaiatrice ——
de [ 7] I

f‘ette symetne orthogona.le eSt ev1denment une b1,1ectlon mvoltrtlve de
Q ; l'ensemble de ses points invariants est 2

Elle est la traduction mathématique du "pliege" physique autour de 2

2) Démont:ons'que toute symétrieﬁ 6'fthogpna1e est une isométrie.’
Soit S la symétrie orthogonale d'axe ,Q

Soit M et N deux points quelconques, M' et N' leurs transformés.

a) SiM =T, alors M' = N' ; donc Mi = M'N' = 0
b) Supposons M # N

Examinons d'abord quelques cas particuliers

° si (M) // 2 » l'application de l'axio -
de Thalés montre que (M'N') // (MN)- 1, N L' M') est

un parallélogramme. Les bipoints (M, N; (M5n*) ™M N
sont équipollents ; N b i ¢
done : _ H 5 K 2
] 1
MN = M'N' ' )
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o 5i ()Ll £, les vipoints (M,N) et M
(M'N*') sont symétriques par rapport N
au point H ou la droite (MN) coupe
; R H - Q
done : .
MN = M'N' in’
.-M'
Ces cas particuliers &cartés, menons de N .
et N' les paralliles & £ qui coupent (MM') M
en I et I'., La figure s'étudie facilement. 1 N
-
On établit que :
IN = I'N' et IM= I'M adu ok -
On en'déc;iuit que MN = M'N' par application 1'h N
du théoreme de Pythagore. -
n'

a,b) Dans tous les cas MH = M'N'. S est donc ume
bijection qui conserve les distences.
S est une isométrie.

1

C3 | Transformation per isométrie des figures usuelles

Soit une isométrie F et une " figure " de 6’ , ¢'est-d-dire un sous-
ensemble de O ,que nous appellerons 5.7 :

La " figure transformée de S par F " est, par définition, l'ensemble
des_transformés par F des points de A . Nous la noterons, par abus.de
langage, F (A ) -

Soit M' un poirt gquelconque da Q . I1 a wn antécédent unique M :

i

(MM e Fl AR )eaes (e )

Cette équivelence fondamentale sera constamment utilisée dans ce qui suit.

I ) Transformation de la droite Avec tout ce qui se graffe lé-dessus

e On peut da'abord démontrer que toute droite est transformée par isométrie

en une droite.



Soit une isométrie F et une droite Q. Etudier F ( L )

Apré@s recherche sauvage, critique, mise au point, on peut proposer 1la
démonstratior qua voici :

e Soit A un point fixé hors de Q.

et B son symétrique par rapport & 2 AT 9
A # B ' ;"' -
v ' M
Soit A' = F (A) et B' = F (B) B A
N # B’ , 0’
- v » . . 63 A\ [ J 7/
e Soit M' ur point qusleconque de v ™M

Il & un antécédent unique M

\
\.BI
Notons que M'A' = MA et M'B' = MB .

(MW ECF(L)eS WM € ) & (a =MB) &S (M'A' = M'B') &> ure
médiatrice
de A'B')

Les deux propositions extrémes sont simultenément vraies ou bien simultené-
ment fausses pour tout point M' de € , il en résulte que les deux ensermbles
F(L)et £ , médiatrice de [A'BY] sont égaux. F (£ )= 2/ .

Le probléme est résolu : Toute droite est transformée par isométrie en une
droite. ' '

On s'apercevra que, le plus souvent, les enfants se contentent de la deni-
démonstration qui consiste & établir que tout point de L a pour transformé
un point qui appartient & £/ . I1 faudra bier leur faire camprendre que leur
démarche établit seulement que

F (2rye O

Cette démerche est sculement une " analyse ", elle doit &tre suivie d'une
" synth&se " au cours de laquelle orn démortre que tout point de (7 est le
transformé d'un point de £ , d'ol il résulte que

. I .
Per ()
C'est seulemert de la double inclusion que l'on peut déduire Qque

F(Q) =£f

Ce n'est probablement qu'eprés cette démarche en deux temps que les enfants
povrront bien pénétrerla présentation condensée par équivalerces que j'al
proposée d'abord.




-On Eﬁt’ ;b.;l;z_ssi' i)r_éfé_re’r 1eplanque,]'adoptema1ntenant S

I°) Transformation d'un segment

Soit une isométrie F et un segment [AB] » &tudier F( [AB]) .

On peut s'appuyer sur cette propriété caractéristique. de tout segment
[pq] e 9 [r] = {M€ ST MP+MQ=PQ} et employer

la technique de le page précédente

. Soit A'=F.(A) et B'=F(B) g 'B'-AB;'- M
U Boit MY un pomt quelconuue ae g) . 11 aun A 48
antécédent unique M 3 o , o f ST
{Mw = m = BT 8
M'Bt = MB : : . A’. .

M' e F( [ABl) (4 € [AB]) (——A (Ma+ MB = AB)(—)(M'A‘-'— M'B' = A':s')\._)(M' € [A'B'J)'

De l'eqtuvalence des. propositlons extremes, 11 resulte que. F([AB] )== [A' 'j :
tout segement [AB} est transformé en un’ segment [A'B'] tel que A'B’ = AB

2°) Transformat:.on d'une danl -dro:Lte -

Soit _une 1sonetr1e F et une dem-drmte !OA) s etud:l.er F ( [OA]) |
" La néne 'téchnzque qu'au I9) & appwant sur cette prOpr:Lete caracterlst:.que:
”v_lde toute deml-dron;e : rIP) de . 9-" : :

IP

() ={M € G s+ P }
1P pemet de

MI - MP

demontrer que, si o et A' sont les inages de 0 et A la transfomee e
d la deml-dro:lte [on) est la demi-droite [ow

_ Toute deml-drolte [OA) est trarsfomee en une deml—dre:.te fO'A')

3°) Transforma.t:.on d'une droxte ° A O'

- _'Son: une 1sometr1e F et une drorbe (AB), etudler F ((AB))
- On peut. cultwer le 2°) et le fa:.t que e

(AB) ] AB) U [BA)




»n

4°)

ou bien cette propriété caractéristique
de toute droite (PQ) de §° :

(P) ={Me D : (p+mg= /
MP - MQ = PQ
MQ - MP = PQ :

On démontre que si A' = F (A) et B' = F (B), la transformée de la
droite (AB) est la droite (A'B') '

Toute droite est transformée en une d:t:'oite

Transformation d'un demi-plan

Soit une isométrie F et un demi-plan " Q., A) >
étudier F([ L, A))

Désignons par et a 1es m?es de et A,

et transformons d'abord _)4 =1 s demi-plan /

ouvert de bord £ contenant A. ) A
g’

Soit M' un po:.nt quelconque de 3 il a un

antecedent unique M :
(M'eF (G Ve (M €D e ,,(lmyn £= ¢H’9'MJ N s ¢){:)(M' e )

De l'équivalence des proposltmns extremes il résulte que

F () =12a)

_(I) Etant donné une droite £ et un point A nors de £:

18,4) = we & [AMJHQ,‘-¢1;‘—Q;A) =}9,_A)U£

{2y " " du fait que F est une a.ppl:.catlon ; et " = " du fait

5°)

que F est m,]ectlve.
On en déduit imédistement que F ( [£,4)) = [Q:A')

Tout demi—plan [ 2, A.)”est trensformé en un demif-pla.n [ae.l, A')

" Conservations
&) Soit une isométrie F et deux droites ,Q 4 .Qa
F les transforme en deux droites ,0‘; , 4 2
4 812 Q --~'alors -"‘== !Z’-
Si 2[’ pa ‘%, alors 2 N f’ : , puisque F est injective
Done Si ‘Qu' // ,QZ , alors QA l/ 2;



6°)

)
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AN L2
8 ’
8i 9/4-‘-22 » alors Q: -!- 2’2 o)' f:,'
comme on le voit immédiatement en ’ 17
appliquant le théoréme de Pythagore. Q,,\ . ~
A (o7
Les isométries conservent le parrallélisme

et l'orthogonalité des droites

Soit une isométrie F, un segment [AB] et son miljeu I ; IA = IB,

F transforme le segment [ABJlén un segment {A'B'] et le point I
de {AB] en le point I' de {A'B'Jtel que I'A' = I'B', c'est-d-
dire le milieu de [A'B'). :

”

Les isométries " conservent le milieu " des segments .

Il en résulte immédiatement que :

Les isométries conservent 1'équipollence des bipoints -

En effet :
85it une isométrie F et deux bipoints &quipollents (A,B) (C,D)

(A,B) et (C,D) ont méme milieu I. F transforme (A,B) et (C,D) en
deux bipoints (AfB'), (C'D') de méme milieu I' image de I.

Transformation d'un axe

a) Soit une isométrie F et un axe JL de support 4

F transforme la droite d en une droite 4' ; et OQ;
sur la droite euclidienne de support d', il y
a dsux axes Qpposés.

Soit (0,I) uwn repére de A , O' et I' les
images de 0 et I. ‘ :
Sur A ,0I=4 ,donc OI =49, done
- O'I* = 4 ; (0'I') est un repire de la
droite euclidienne de support d', et par o’
suite un repére de 1'un des deux axes
portés par cette droite. '
Les repéres de /& sont les bipoints de d
équipollents & (0'I') ; ces derniers sont
les repéres de 1l'un des deux axes portés
par d' ; nous déciderons que c'est cet axe
qui est le transformé de

d

7z
L'image d'un axe JL dont un repére est (0,I) est 1'axe JU dont

‘un repére est  (0'I') image de  (0,I)




1I)

b) Soit M un point quelcorque de A

et M' son transformé e >—>
-Of I/ M/ ‘}q;l

Soit x l'abscisse de M pour le repdre (0,I)
et x' 1'abscisse de M' pour le repére (0',I')
transformé de (0,I)
» F transforme (O,M) en (0O'M')
donc OM = O'M', "dome "|x| = |x'l

v En outre : L
-oubien Me& [0I) ,alors M'€ [or1')
x20 , x' 2 0 ) x

=X
-oubien Mé [0I) ,elors u' & [o'1r)
xZ 0 . x! < 0 x = x'

Le point M derd% d'abscisse x pour le repére (0,I) est trensformé en

le point M' de A ' de méme abscisse pour le repére (0'I') transformé
de (0,I)

Il en résulte que si P et Q sont deux points guelconques de (ﬁf et

P' et Q' leurs images sur ﬁf’: PQ = B'Q'

que si G est le barycentre de P et Q affectés de deux coefficients
X et 8 ,alors G' =F (G) est le barycentre de P' et Q' affectés

des némes coefficients.

'i‘ransformation du cercle, du disquse

. Soit une isométrie F et un cercle C (o.r) de centre 0 et de
rayon r O.r

Soit 0' = F (0)

Soit M' wn point quelconque du plan ; i1l a un antécédent M.

(M'eF (c)E=> (Me C) &> (OM =7 JeD((OM .= )M € C'(a ) )

C! désignant le cercle de centre 0' et de rayon r

L’image d'un cercle est un cercle de‘mﬁme'raggx_l_

o  On démontrera ds meme que 1'imsge d'un dlsque est un disque de
néme rayon.



C

4 | Le Groupe des Isométries

I)i‘.egrouPe (516)

La composée de deux bijections de g) est une bijection de 6) .

La composée de deux transformaticns consarvant les distances

conserve elle-méme les distances. Donc, la composée de deux isométries
est toujours une isométrie. Autrement dit :

L'opération o est une oPération'interne dens 1'ensenble ) des

isométries de

Etudions (7J, o)

I)
2)

3)

Nous savons que l'opération o est associative,

Elle a ur élément neutre : 1'application idertité de g—) , qui
appartient & 9 .

Toute isonmétrie F étant une bijection a une bijection réciproque
F~Y, qui est &videmment aussi une isométrie, et -

- ' R o . . <o
P rF = FoFT" = 1o identits ae Q
Tout &élément de ‘j a donc un symétriqus dans J. pour l'opération
0 - :

I,2,3){(J, 0) est un groupe |-

® Ce groupe-‘n‘est'pas commutatif, comms orn pourra le remarquer

II)

en composant per exemple dans deux ordres différents une transla-
tion et une symétrie -point.

"r{‘t désignant 1'ensemble des translations de 63, ( ‘é, o) est
un groupe déja étudié en le. C'est un sous-groupe comutatif de

(1, o)

Application & la relation de lien verbal " est isométrique & "

dans 1l'cnsemble des figures du plan.

Soit E st E' deux figures du plan. lous dirons que
" E est isométrique & E' " pour oxprimer qu'il existe une
isométrie qui transforme E en E'.

En utilisant successivement chacun: des trois propriétés de groups
de (J s 0), les enfants reconnaitront facilement que la relation
étudiée est réflexive, symétrique, transitive, c'est-d-dire que
cette relation est une équivalence,

C'est la traduction mathématique de la relation physiques " est
superposable & "° .
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III. Quelques compositions dams ( 7 , 2)

Si le tenmps ne manqueit pes, quelques compositions d'lsonetrles
intéresseraient les erfants :

I) Compositior de deux translations - d8jA vue en lhéme

2) Composition de deux symétries-point, d'une symétrie-point et
d'une translation, ,
3) Composition de deux symétries orthogonales par rapport & deux

. droites perpendiculsires ; sous-groupe d¢ ( 7J , o) engendré
par ces deux symétries.

c5 ‘ Bijection vectorielle assocife & une isométrie

Il serait dommage que le manque de temps nous fasse négliger cette
question et partant l'outil vectoriel.

I) - Bijection vectorielle associée & une isométrie

' Soit wne isométrie F ; elle transforme un bipoint (A,B) en un bipoint
(A'B') et 1'ensemble des bipoints équipollents a4 (A,B) en 1l'ensemble
des bipoints &quipollents & (A'B')

A F , spplication de 7 aans J » oo peut donc associer
: f, application de U~ dans \J , qui, a4 chaque vectewr -~ fait
corre8pondre le vecteur AF’ represente par le bipoint (A'B')
' ‘-;
image par F d'un représentant (A,B) quelconque de AF

. N >
e S,
A p———3 A’ f=U-——————§U
. e
B f————-— B!

N
:
!
:
el

-
A.-————>’\~):""“‘B

A:\ﬁ"
. B,

Constatons que f est une bijection :

8
. - .
® Deux vecteurs différents pouvant €tre représentés ’)'/ -
par deux bipoints distincts de méme origine, il —
est clair que leurs images par f sont différentes. 4
£ est injective. A 2L "

@ Soit A¥/un vecteur donné quelconque. ,
Représentons-le par un bipoint (A'B'). A ot
Soit A et B les antécédents de A' et B' par F ;
l'imege par £ de . v'= B est e
f est surjective '

o e f est une bijection
Cette bijection conserve la norme des vecteurs et leur orthogonalité.
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II) Propriétés linéaires de f

. o -y > - - -~
I) Soit deux vecteurs quelconques u, - et lewr somme u + V-
" 'représentés par les bipoints (4,B),(B,C), (4,C).

Soit A' =TF (a)
B' = F (B)
c' =F (c)
-
f(AC) = £ (u+vv) .
- - o
A'C?
N\ —» — - .
N AR+ BCt= £ (R £ (), <
Amslrz _ 'T\?L‘:q;:’,\'cf

VT eU VBV |e@d) =+ 2D |

2) Soit un vecteur quelconque @ , un réel quelcongue A\ , et
 le vecteur AW ;

Soit (A,B) et (A,C) deux représentants de Tet AW
sSur un axe

Soit A'=F (A) B'=F (B) C'=F (C)
'A',Bf, C' appartiennert 4 l'axe A image de A A

et nous savons que //——-’a’")
B=A3 et Ag=aCr A B ,
w

: o

Or, par définition de PNy

AC = X.AB dore K"E':')\-ﬁ'
£(20) = £ (0.
—>
A'C! - .
SN =X (D)
.Ainsi :
veel, vre R g (M) = Ng (D)

1,2) Conséquence

. - - ad .
Quels que soient deux vecteurs A et ), et deux réels x et y

£ (Bl +y.3) =x.f_(;) +y¢ (';)




c 6 I Détermination d'une isométrie

I) Par deux repdres orthonormés

. e - - = . oy s
1) Soit un repére orthonormé = (o, ¢, & ) et une isométrie F
quelcongues.

F transforme O en 0', et les bipoints
(0,I) et (0,J) représenteant L et ; J
en deux b:Lpo:Lnts (O'I') et (0'J') T
representant 4_," =f ( ) 5_____)1

’ et J' T (d ) I
oI =0J =1 , donc 0'I' = 0'J' =4 o’

(o1) L. (0J) , donc (0'I') L (0'J') ' ’,
I

Le repére (0', L , & ) est donc a.ussl orthonormé.

Admettons 1'abus de langage qui consiste & dire que F
transfome le repére (0, T s ? ) en le repére (O,
(En fa.rb F transforme 0 en 0', mais c'est £ qui transforme
la base:(L,d ) en-la base (A..,J) «ees (avec un autre abus
de langa.ge) «s+s €t concluons :

.2 -),)

L':Lsometne F transforme le repére orthonome r en un
repére orthonormé r+%

Considérons mairtenant un pomt M quelconque de coordonnées

: (x,y) ‘dans et son transformé M’

o'=-F(0)  M'= F (M)
Done : ’ ' '

f(OM) f(xA.+y J)=Xf(')+yf(d’) x.&.+y.;”

M' a donc mémes coordonnfes dans " ' que M dans I~

'Dans e 1sometrle quelconquel chaque repére orthonomé r

est tra.nsfome en un repére orthonomé ' et un point M
quelconque de coordonées (x,y) dans r er le po:.nt M' de

mémes coordonées (>< ' Y ) dans r’

2) Considérons malntenant deux reperes orthonormés quelconques ' et r’
. Y a-t-il des isométries transformant T en r’?%
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Supposons qu'il existe une isométrie transforment r en ! ',
Alors, d'aprés le I) , c'est l'application F de® dans 9’qui &
chaque point M de coordonnées (x,y) dens r fait correspondre le
point M' de mémes coordonées (x,y) dans r

Exeminons cette application F.

. A O de coordonées (0,0) dans " elle fait correspondre le
point de mémes coordonnées({o,o0) dans r’, c'est-d-dire O'.

A I de coordonées (4, o) dans I'" elle fait correspondre le
point de mémes coordonnées (4 , o) dans I'’, c'est-é-dire I'.

A J elle fait de méme correspondre J'.
Donc F <transforme I en I’
. F est évidemment une bijection puisque chaque point M'{x,y) /.,
rl

a par F un antécédent unique qui est le point M (x,y)/ r "

. _Ez'l'fin, étant donné 'deux‘pori,hts quéiqbﬁqﬁes A (xo0, yo) /v et

B(x, ,¥4 )//r: et .léuv.r_s" ‘ﬁ;_-?,nsfomf’?q par F A' (xo0, yo)/r_, et

, - r s 2
B! (X_\ > y,‘ )/r,;AB 2= (x0 = x4 )24-(y° _y,,)q': AR

AB = AR’ . .... F est donc we isométrie qui transforme r en N’

Concluons :

3)

Etant donné deux repéres orthonomés r et r’ il existe toujours

une isométrie et une seule transformant ¥ en v ’.

Cette isométrie est l'application

9

M(x;Y)/ —> Mf (x’y)/rl
v

F :

Cette €tude montre un procédé pour construire toutes les isom€tries
du plaen, & partir d'un repdre orthonormé fixé r -, en associent &
chaque repére orthonormé r/ l'isométrie qui transforme ren r’.

Complément

Soit deux poihts distincts 0,A et deux 'pdints
0',A'tals que OA = O'A

Recherchons les isométries transforment (0,A)
en (0'A')
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Marquons le point I de (0 A) tel que OI = Y _ I A
et le point I' de [0'A') tel que O'I' =1 o ,

_Une isométrie transforme (0,A) en (O'A!') . 1 A

" seulement si elle transforme (0,I) en (0'I'),

- Rechzochons les isométries qui transforment TJ

(0,1, en (0",1') T T

A) Introduisons l'un des deux repéres o 57

orthonormés constrults & partir de (0,I) A
g0z T = (0, 01 OJ) o'l
Et imaginons une isométrie transformant 17
(0,I) en (0%I'). Elle transforme r en P
l'un des deux reperes orthonormés r’/,r# J

construits & partir de (0%I'). Elle

est donc l'une des deux isométries F et F'
qui transforment respectivement I en r~”
et v”7.

§) Or F et F' transforment toutes les deux(QI) en (0}I')
A, S) Il existe donc deux isométries exactement transformant (0OI) en

(0!I'), et par suite (0,A) en (0'A')

Chacune d'elle est la composee de l'autre et de la symetrle
‘orthogonale par rapport & (o'1').

11) Par deux triangles propres

I) Soit un triangle t = (A,B,C) et ure isométrie F quelconques.

( AB = A'B!
F transforme t' en un triangle t' = (A!B!C') tel que = A'C!
\BC = B'C'
2) Considérons maintenant deux triangles propres
r AB = A'B'
t = (4,B,C) , t'=(A'B!C') tels gue AC = A'C!
A BC = B'C'
Y a-t-il des isométries trensforment t en t' ?
Etudions la quastion en plusieurs étapes.
4
a A M

e) Supposons que A =A' ,B=B' C=C'

L
BB —~a C’/



)

(3)

)

@

Une isométrie solution saute aux yeux, c'est 1 P 1'identité
du plan.

Y en a-t-il d'autres ?
Pour répondre & cette question observons d'asbord ceci :

8i une isométrie laisse inveriants deux points distincts P et Q,
elle laisse invariant tout point de (PQ) Q

PN
En effet :

Soit F une isométrie laissant P et Q invariants,
] ) — —
Soit M un point quelconque de (PQ) ; posons PM = . Q.
Soit M' = F (M) et soit f la bijection vectorielle associée & F.

Bt =g (BM) =f ( >.PQ) =mAh.f (PQ) = NP =

Done M =M' ; c'est ce que nous voulions &tablir.

Cela noté, imeginons une iscmétrie F trensformant (A,B,C) en
(A,B,C), et demandons-npous en quoi elle transforme un point M de
$)®> arbitrairement choisi.

Menons par M une droite qui coupe les deux droites (AC) et (BC),
par exemple, en deux points distincts P et Q.

F(A)=A e F(C)=C , donc F (P)=P

F(B)=B et F(C)=C , donc F (Q) =4q

F (P) Q donec F (M) =M, cela quel gque

soit M

P et F (Q)

Donc F

1e

Il existe donc une iscmétrie unique transformant (A,B,C) en

(A,B,C), et cette iscmétrie est 1p

Supposons que A =A' ,B=B', C#C'

C
Alors {AB) est la méaistrice de [ CC'] , et .
une isométrie solution saute aux yeux, c'est A . B
la symétrie orthogonale S par rapport & (AB) A'\:/ B’

' /

CI

Y en a~t-il d'autres 7

Imaginons une isométrie solution F. - s (¢

On peut toujours cornsidérer F comme composée t 3 v
de S et d'une isométrie transformant t en t'. S—
Or, d'aprés le a) il n'y a qu'une isométrie transformant t en t!
c'est 45)

Il en résulte que F = 8§



o{@ ) Il existe donc une isométrie unique transformant (A,B,C) en (A,B,C')
et cette isométrie est la symétrie orthogonale par rapport & la
droite (AB)

c) Supposons que A= A', B¥ B' ., C # C'

C

Toute isométrie F peut €tre considérée comme
composée de la symétrie S par rapport & la
médiatrice de [ BB'} et d'une isométrie G :

F =GoS (6 = Fos)
-8 transforme A en A, Ben B' et C en wn
point 04
F=GeS transforme (A,B,C) en (A,B'C')
si G tracsforme (4,B'C, ) en (A,B'C')

Or, d'aprés a) et b) il existe wne unique
isométrie transformant (A,B', C, ) en (A,B',C')

(Cette 1sometr1e est 40 s1 C' = C4 , et la symétrie orthogonale
par rapport & (A'B') s1 c' # Cq):

I1 existe donc une wnique iscmétrie transforment (A,B.C) en (4,B',C').

Et cette isométrie est, suivant les cas, soit une symétrie orthogona.le,

801t une canposee de deux telles sEgtrles.

4) mgosons que- A# A', B#B' , C#C'
Toute isométrie F peut &tre considérée
comme composée de la symétrie S par /

‘rapport & la médiatrice de [AA'] et
d'une isométrie G: F = GoS

G

S transforme A en A', Ben B, et C en Cy

F= GoS transforme (A,B,C) en (A',B',C') ¢
ssi G transforme (A'B4 , Ca ) en (4',B',C')

Or, d'é.prés a) b) c) il existe une unique
isométrie trensformant (A', B,, 2+ C, ) en
(a3B',C")

(Cette isométrie est, su:wa.nt les cas, soit /’ , 5oit une symétrie
orthogonale, soit la composée de deux telles symetnes).

11 existe donc une isométrie unique transforment (A,5,C) en (A’ ,B'C')

Et cette isométrie est, suivant les cas, soit une symétrie, soit la

composée de deux ou trois telles symétries.
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abdec d) Concluons

Etant donné deux triangles propres t = (A,B,C) t' = (A',B',C')

AB = A'B'
tels que J AC = A'C'
BC = B'C'

il existe toujours une isométrie et une seule transforment t en t'

Et cette isométrie F est, suivant les cas,

. soit 1'identité de E§>

. soit une symétrie orthogonale

. soit la composée de deux symétries orthogonales
. soit la composée de trois symétries orthogonales

G

Si 1'on observe que 1'identité de ) peut &tre considérée comme
composée de deux symétries orthogonales, et que toute symétrie
orthogonale peut &tre considérée comme composée de trois telles
symétries, on peut conclure que

dans tous les cas F est la composée de deux ou trois symétries

orthogoneles

Il sera intéressant de vérifier expérimentalement la propriété
du plan physique que suggere ainsi 1l'étude du modéle :
Etent donné deux triangles superposebles t et t' du plan
physique, on peut toujours eppliquer t sur t' par une
succession de deux ou trois pliages.

'Remargue . ‘
Nous venons de démontrer que si les deux triengles t = (A,B,C),
t' = (A'B'C') sont tels que ( AB = A'B'
AC = A'C’
BC = B'C!
alors ils sont isométriques '

C'est 1& la version nouveau style de l'ancien ™ tr0181eme cas
d'égalité " des triangles.

Observons, pour finir, que toute isométrie peut &tre considérée
camme.l'isamétrie qui transforme un certain triangle t en un
certain triangle t'. Il en résulte que :

Toute isamétrie est soit une symétrie orthogonale, soit la
composée de deux ou trois telles symétries.

Le groupe ( 7 . o) des isométries est donc engendré par 1l'ensemble
des symétries orthogonsales .




III)

I)

2)
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Par deux couples d'axes sécants

' de M,N,P,Q par F. Comme F conserve l'ortho-

Soit un couple d'axes ( (ﬁr B) et une isométrie F quelconques.
F transforme les axes Jb eth ou deux axes JL etﬁ N 5 &

Soit M et N deux points distincts de (ﬁi M _~
et P et Q leurs projections orthogonales

]
sur 63 — ) e >53

Soit M',N',P*.Q' respectivement les images

gonalité des droites, P' et Q' sont les
projections orthogonales de M' et N' sur

3B

et PQ = P'Q'

M'Nl
Done : %Q-Z — p'Q’ Ce((.ﬂ_-,)ﬁ) = e(ﬂ/,%3

Par isométrie, deux axes quelconques sont transformés en deux axes

ayent méme rapport de projection orthogonale que les axes donnés

Propriété de " conmservation du rapport de projection orthogonale de

deux axes par isométrie ".

Considérons ma.lntena.nt deux couples d'axes (ﬁ' B) (c.ﬁ/',ﬁl)
tels que €(A,B) = (R, BN=C

Y a~t-il des isométries transformant \R.ensﬁ« et ﬁ -en 63,

Notons que si| ¢ |= 1 , cela n'a rien de siir. /”//”>53

Supposors donc, en outre, que | c| # 1 ﬁ,
c'est-a-dire que A et T3 sont sécants, ce qui . -
entrafne que A et 33 sont sécants également, - o

Armons les quatre axes de repéres :
(o1) , (0,3), (0}1'), (0}3")

S'il existe une isométrie transformant
(A, B3 ) en (HU, 5> ), elle transforme
(0,I,7) en (0'153'), donc elle est unique.

Démontrons qu'il existe une telle isométrie.
Soit H et H' les projections orthogonales
de J et J' sur A, et A

Par hypothdse OH = 0'H' = C



- 22 .

Soit F 1l'une des deux isométries
qui transforment (0,I) en {0',I')

Elle transforme Hen H', et J
en un point J, qui appartient

i la droite (H'J!')
et

au cercle de centre O'
et de rayon 4

Ja est donc  soit le point J
. ’
soit le symétrique J" de J' par rapport & R

. S8iJy = J' , F est une isométrie qui transforme (cﬁ&, 53)
en (A, 5

. 8ig 4 = 3" , 1la composée d2 F et de la symétrie orthogonale
S par repport & gﬁ,‘, est une isométrie qui

transforme (S )63 ) en (S, 93%).

e e Etant donné deux couples d'axes sécants ayant méme rapport de

projection orthogonale, il existe towjours une isométrie et une

seule transformant le premier couple en le second,

3) Complémenrt

Etant donné un nombre § de 1'intervalle ':- 1, 4:' s existe-t-il
un couple d'axes (nfto, NE) ) tel que e(J’L,O’ﬁ y=¥8 ¢

8'il en existe un, il en existe évidemment une infinité, qui se

déduisent du premier per les isométries du plan.

il saute aux yeux que la réponse & la question posée est oui.
Supposons que 5 e J-1 ,"[

Choisissons un axe JL , fixons-y un repére ‘O,I), et recherchons
8'il existc wn axe 93 { passant par O

=ttelque‘e(q.ﬁ/ @) =2S .



v

un axe quelconque passant per O, I

93 est solution de notre _ |
probléme ssi J, qui est gur le cercle ¥

G(o,d) , est aussi sur la

Rl e ———————————
- 23 -
Soit H le point de L,pb tel que
O = &
et soit 93 , dg repére (0,J), + 34

hsg

droite d perpendiculaire en H & f

|

|

Come OH £ 4, d compe C en |
deux points J, , Jq symétriques i
]

par repport & (_ﬂ,
I1 existe done deux axes solutions :

G4, de repire (0, I, )
337_, de repére (O, Je ),

symétriques par rapport & H

-

Etant donné un nombre _d de 1'intervelle - 4,41

un axe JU et uwn point O de ‘&1_;

I1 existe deux axes 534 et fB 2 passant par O tels que

'6(:%,’5‘34) =@((ﬁ/,gsg_) =8

Ces deux axes sont symétriques par rapport & (HJ
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I.

UNE OONSTRUCTION DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN
DANS LE CADRE DU PROGRAMME DE TERMINALE C

(J.C. BENIAMINO - Iyede P. Puget et I.R.E.M. de Marseille)

INTRODUCTION

On admet en terminale C qu'une fonction ;e continue sur un
segment [ a,b] ¥ est intégrable au sens de l'intégral; de Riemann. On
peut remarquer que la mise au point d'une telle démonstratiocn demande
1tintroduction de la continuité uniforme pour —g‘é s Propriété qui est
acquise car »‘z est continue sur un segment. v

On doit alors &tudier la fonctisn % CUX ey ; définie
sor |0, +coo E et 1l'on constate que si % .est continue sur o, +w[
elle n'y est pas bornée et de plus Jo, + = [ n'est pas un segment.

I1 ne peut donc &tre question d"appligu,er brutalement le résultat rappelé
plus haut. ' |

Nous rous servirons cependant de ce résultat en étudiant les
restrictions de la fonction % aux divers segments inclus dans | o, + x|

pour un choix convenable de ces segments.,

Nous utiliserons le résultat du théoréme de Rolle dans la
partie II : Si ure fonection ‘continue et déﬁvable admet une dérivée nulle
elors elle est constante. ( % _continue swr [a, b| et dérivable sur
Ja,b [ ;si %l(x) =0 Y x, xéja, b l: ) -% est alors constante

swr {a&, b1 ).

II. RELATION ENTRE LES PRIMITIVES D'UNE FONCTION QUAND LE SEGMENT D' INTEGRATION

VARIE

& ! X f’;est donc continue et intégrable sur tout segment inclus
v

dans :} 0, + oC [ + I, et I, désignent deux segments, F, et F, deux

2
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A . _
primitives quelconques de % sw I, et I .

a) I a0 Ié = ¢ La fonction F définie par :
2 F(x)= F, (x) Vx, x€ I,
) ¢ F(x)= F, (x) Vi, xe€ I,
. s 0
est une primitive de 1\)5 sur I P (V) 12
- . -
b) I4 M I2 + ¢ X l‘nlz,]:q:f:a’b.j ) Ia = Lc’d].

avec par exemple : a { ¢ £ b L d
Sur I N I, 1la question posée est de savoir si F 4 Gt T,

coincident. On doit avoir :

F, (o{‘) = F, ()
cette cond_ition étant suffisante quand { "4 1?’ =1 4 0 I2
Elle est encore suffisante dans le cas général ( I 2 0 12 est

un segment) ; en effet, sur I 0 i2 la fonction ¢ définie
per ¢ (x) = F, (x) - F, (x) est dérivable de . dérivée
nulla,elle est donc constente et comme '

qJ'(O()=o , elle est nulle .

(Vv'x, x2I,NI

5 ) Falx) =F, (x))&= F, (o) =F,(o()

" On peut donc définir sur I,u I, une fonction F par

2
§ F (x) = F, (x) V x ) x € I,
2 F (x) = F2 (x) =~ V¥x ) x & 12

F est continue dérivable et est une primitive de ‘% sur
/

I, I

1 2%



III.

CONSTRUCTION D'UNE FONCTION F DERIVABLE SUR J o + o¢ [ DE

DERIVEE EGALE A = ET TELLE QUE F (4 ) =0

Considérons les deux suites de nombres réels ( En)n et (){n)n

1'une décroissante, 1'autre croissante avec Lim ,En =0
: N +0

et Lim Xn = + 20 et En(’l < Xn V’z,neﬂ\!
n —} - O
s , .« el A
On pose ln-_LEn -;Xy.-‘ et F, une primitive de x+—» —. sur In
avec Fy, (/1) =0 , D'aprés ce qui précdde F,  ,et F,

coincident sur In ( Insa D In)

On pose donc Vx , xelc,voo[ ,F(x) =P, (x)od n est un
entier tel que x £ I 5 ce qui est toujours possible.

F est alors une fonction défirie sur J o,+o¢ | , continue et
dérivable avec
F"(x)=-—:— et F (1) = o0

F est unique car si (b était continue dérivable sur Jo , + aol
_avec

Plo =2 et $(1) = o....

eees F et 43 coincideraient sur chaque segment I, et en
, définitive i '

P
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REGIONALE APMEP. D'AIX-MARSEILLE

L'Assemblée Générale s'est tenue le mercredi 9 mai I973 au
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§e.1nt-Charles pour organiser le travail du Ter trimestre I1973-T4. En particulier,
il préperera une s€ance d'information de tous les membres de la Régionale
sur l'enseignement &lémentaire.



UN PEU DE MATHENMATIQUES AUTOUR D' UN DE

(cycle d'observation)

(G. THOMAS - C.R.D.P. de Marseille)

On considére l'expérience qui consiste a jeter deux fois wn dé
cubique ordinaire dont les faces sont numérotées de I 4 6. Soit la variable
aléatoire X qui prend pour valeur la différence des points obtenus.

Déterminer la lot de probabilité de X.
Calculer l'expérance mathématzque de X.

ete cevene

Non, il ne s aglt pas d'introduire la notion de variable aléatoire
en classe de 6eme ! Tout du moins pas encore .....

Débarrassons simplement cet exercice - proposé & des &léves de
Iére - de sa carapace probabiliste, et &tudions ce que 1l'on peut faire, en
clesse de 6éme ou de 5&éme, avec ¢@ qu'il en reste.

Tout d'sbord un dg, éubique,_ ordinaire.

Chaque &l8ve peut construire, en Travaux Manuels par exemple, un
cube en carton, c'est pour lui un excellent exercice de menipulation. Mais
c'est aussi un exercice de géométrie :

- géométrie dans le plan (tracer et découpage du carré, notion
d'angle droit, de droites paralléles, utilisation d'instruments de mesure,
précision des mesures, etc...)

- géométrie dans 1'espace (construction du cube, notions d'arétes,
de faces, etC ....)

C'est eussi, pour le profe=zseur de mathemathues une occasion
de travailler avec son collégue de travaux rmenuels - pourquoi pes dans l'atelier
néne ? - pour intr»>2uire, pendant que les £l&ves font de véritables travaux
pratiques, des notions géométriques utiles. _

I1 faut avoir fait cette erpérience pour voir combier, dans ce
cas, ¢ces notions de construction " passent " tocut raturellement.

Le cube est donc construit. C'est un cube ordinaire,.er} ce sens
qu'on suppose qu'il n'est pas pipé, ou si peu .... On le pipera officiellenent
plus tard, dans le second cycle ! :



3

Il reste & numéroter les faces de I & 6.

Encore. quelques notions de géométrie pour déterminer le centre du
carré, pour placer correctement les points sur les diagonales, pour aligner les
points sur la face 6 par exemple, les notions de médiatrice, de milieu de
segnernt pouvent intervenir, etc .....

P.E-3

On &tudie, bien stir, un dé deJa construit pour découvrir d'ahord
le ré-l2 de numérotation des facas opposfes (le total des points de dewx faces
opposé.s est égal & T) et ensuite l'existence de deux types de dés, selcu la
fagon dont les faces ont &été numérotées, illustrées par les figures ci-dessous :

—
=

Ce qui améne tout naturellement 1'éléve & approcher la notion
d'orientation de 1l'espace et la notion de déplacement - disons plutdt correspon-
dance - dans l'espace :

Existe-t-il une correspondance faisant pesser du type I au type II
n'utilisant que des " transports" du dé ¢

. Peut-on trouver facilement les correspordances permettent de passer
d'une position du @& du type I & une autre position du dé du méme type 7 Comment
décrire elors la suite des opérations i effectuer ?

On trouvera un prolongement de cette &tude menant & la notion de
repérare dans l'espaze et aux groupes de transformations dans un article de
M. GLAYMANN : " Géométrie sur un cube " , dans le Bulletin de 1'A.P.M. n°® 28I,

Chaque éléve dlspose donc maintenant d'un dé cubique ordinaire dont
les faces sont numérotées de I & 6.
On peut alors l'amener & une approche dé la notion dfentier reiatif
partir de couples d'entiers naturels et, plus particulidrement, & 1l’eprroche
d.alapartle {-5,-h -3, -2,1I,0, +I,+2,+3,+u,+5_} de 22z, ,
eacemble des valeurs prises par la variable aléatoire X citée plus haut.

L'élave Jette son dé deux fois et note les points obtenus, Le
résultat du jeu se présente sous la forme d'un couple d'ertiers naturels,

~ Le premier entier naturel va représenter un gain,
- Le second entier naturel va représenter une perte.
Chaque €léve eyant joug, on compare les résultats.



Laes classes du cycle d'observation sont (le plus souvent) de

35 éléves .... plue le professeur - qut peut jouer lui qussi - cela fait 36
résultats possibles : juste ce qu’tl faut powr, pense -t-on, obtenir wne
distribution proche de la distribution de X ..... Pas du tout ! Et quand bien
mime la elasse serait encore plus surchargée & une centaine d'éléves, on
trouverait une distribution encore bien différente de celle domnée par le
mod2le probabiliste.

ferona donc que des statistiques deseripitives.

~ Un préjugé dont il faut se défaire.
Il 8'agit la de statietiques sur wn petit échantillon, nous ne

LT Y

Certains &léves ont (peut-€tre) obtenu les mémes résultats,

c'est-d-dire les némes couples,

D'autres €léves, n'ayant pas obtenu les mémes couples, diront

qu'ils ont pourtant gagné autant, ou perdu autant, ou ni gegné ni perdu,

En cenalisant leurs irterventions et en y mettent un peu d'ordre,

on arrive & la rotion de classe en groupant les couples :

1°)

L

2°)

-

30)

i

-

obterus par les €léves qui ont gagné & ce jeu : ' I

par azemple { (6,4), (5,3), 3,0} 5 {(6.2), 5.0}

S

obterus par les @léves qui ont perdu

par esemple  {(1,4), (25) } 5 {@3),.0, (4,3, (5,6)} -
obtenus par ceux qui n'ont ni gégné ni perdu -

par ezerple {(1,1), (1,1, (5, 5)) s

v
Il est

On s'apercoit qu'il y a des " trous " dans ces classes.

alors intéressant de rechercher, pour cette situation donnée, l'ensemble de
tous les résultats possibles, c'est-i-dire 1'ensemble des 36 couples d'entiers
naturels représentés dans le tableau ci-dessous :

e v | B },‘
A 112134 |5 |6
. / A {,000,23),2 81 4)H0,5) f’l,é)-
\VJ 2 f2 i) e A2 55 .6) .
3 30 Irs,::'.) (3,3)12,45(7,5)13¢)
& {4 i 2l 3l G SHE €)] o2 eisnne
s, S [5,4145,2.1(5 3)I5 L3, 5)((5,6)
G |le, )6 26, 3M1c LG, 5)5,6)




Une é&tude de ce tableau permet de dégager un certain nombre de
remarques sur d'éventuelles symétries par exemple, les &léments des classes
obtenues précedemment composant des disgonales.

Vient le moment ol l'on peut donner un nom & ces classes.

La classe des résultats obtenus par ceux qui n'ont ni gagné ni

perdu au jeu peut recevoir, assez naturellement, le nom " zéro ".

Les autres classes porteront un non précédé du signe + ou du
signe - sulvant qu'elles correspondent & un gain définitif ou & wne perte
définitive ; ce nom étant symbolisé par le montant du galn ou de la perte,
exprlmé en entier naturel.

Pour ne pas perdre le signe en rouxe, inscrivons caci dans un
rond, y compris zéro. Puisque ce dernier peut €tre précédé du signe + comme
du 81gne - , on ne lui affectera pas de 51gne.

T BI) {1,) | (1,3) [{LY) |(1,) (1,8

N N N N ~
2 1(2,1) 1(2,2) [(2,3) [(2,)) |(2,5) {(2,6) |

. De nombreuses remarques concernant ce tableau peuvent €tre faites
en ce qui concerne, par exemple, le nombre de couples constituant chaque classe,



On peut alors représenter graphiquement la distribution des classes
suivant le nombre de couples obtenus.

- en utilisant le tableau avec tous les couples possibles (fig. I)
- en utilisant les résultats effectivement obtenus par les &léves (§4g.2)

T
GO OEE®®®

g4g. 1

1
M
O
2}

| ] § [ | |
OO EPO®H VG
fig. 2

(résultats effectivement obtenus dans une classe de 6e)

5¢ 1'on recommengait cette expérience dans la classe, obtiendrait-on
la méme représentation en fig. I ? , la méme représentation en fig. 2 ?
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: Ces diagrammes en batons, ces questions que les &l&ves peuvent
@tre amenés & se poser constituent déjd un premier pas - timide - vers les
probabilités, i

On pevt aller plus loin, avec des &léves de 5éme par exemple.
La seule difficulté réside dans la notion de fréquence (qui est le moyen & ce
niveau d'approcher les prcbabilités). Cette difficulté peut &tre tournée par
1'utilisation de pourcentages dont 1'intérét pour le -ecalcul numérique est
évident et dont un prolongement peut &tre une représentation graphique en
secteurs circulaires, 1'unité choisie &tant le grade.

Pour revenir aux entiers relatifs, la construction effective de Z
d partir des couples de M x N peut intervenir aprés quelques exercices
de ce genre,

On pourra noter alors les &léments de =2 : (-4), (0), (+ 3)
évitant les couleurs différentes, les fléches en haut ou fléches en bas, les
M4 ou 3, ou tout autre artlflce , inutile pour les bons éléves, source
de confusion pour les moins bons.

-l e i e e R v



UN MODELE MATHEMATIQUE POUR LA THEORIE

DE L' APPRENTISSAGE

(J. MRION - Lycée d'Aubagne et I.R.E.M. de Marseille )

INTRODUCTION

Soit T le contenu d'une " théorie " & " enseigner " 4 un ensemble
donné fini E d'éléves ; il s'agira, pour ces derniers, d'spprendre et d'assimiler
un certain nombre d'éléments (définitions, observations de résultats, etc ...)
et de mefriser un certein nombre de difficultés (physiques, manuelles, propres
au " raisonnement " inductif ou déductif, etc ...).

Placons-nous dans 1'hypothése heureuse oli pédagogues, savants (ou
quelque chose modulo le préfixe psycho) ont recensé toutes les " difficultés
du contenu de T & faire " passer " aux éldves de E et qu'ils les ont décomposées
en " difficultés élémentaires "', c'est-d-dire en difficultés misément surmon-
tebles par les éléves de E et telles que toute décomposition de ces difficultés
élémentaires donnerait des sous-difficultés triviales pour les éléves de E,

1

Nous supposons que ces difficult@s élémenteires forment un ensemble
que nous noterons uné fois pour toutes A (T,E). '

Nous nous proposons d'éleborer un moddle mathématique inspiré du
langage des ensembles et de la théorie des graphes pour décomposer A (T,E) en
" lecons ". En général, les difficultés €lémentaires ne s'enchainent pas
linéairement et on peut raisonnablement penser qu'il faille revenir ou ré-
utiliser plusieurs fois des difficultés Elémentaires pour " enchainer " avec
la " suite " comme on dit. . '

Le cours du professeur apparait comme un ensemble de legons, chaque
legon pouvant s'identifier & un sous-ensemble de A (T,E) ; l'ensemble des legons
sera donc un sous-ensemble de 1'ensemble des parties de A (T,E).



DEFINITIONS

1°)

2°)

:3%)

ko)

5°)

6°)

7°)

8°)

On appelle base tout sous-ensemble de codimension 1 d'une legon.

Nous disons que deux legons sont consécutives si elles ont une base
en commun.

Nous appellerons chemin de longueur n une suite ( Qo, »Qn....... Qn )
de n + 1 legons telles que \4 ii = 0,I,2,... n-I les legons
Qi et .Q 44T so:.en_t consécutives - Eo et ﬁn sont alors appelées

les extrémités du chemin.

Un chenmin sera dit injectif si 'Qi # pour tout i = 0,I,...n=1

— i+I
si ce chemin est (io, fz’,, s oon ,Qn ), et minimal s'il n'existe pas

d'autre chemin de mémes extrémités et de longueur inférieure.

On appellera Cours pour enseigner ls théorie T, le couple
[A (T,E), f,:l ol £ est une partie de SD(A (T,E)) et constitue
l'ensemble des legons et tel que :

a) Tout élément de A(T,E) est dans une legon.au moins ;
'b) Etant données 2legons de .£ s i1 existe un éhenin'r.ayént pour
extrénité ces deux legons. :

Un morphisme du cours I',A (T,E), :E] dens le cours (—A' (z',E'), £’J
est une applicetion CP : A (T,E)—> A' (T'E') telle qy;evg.‘ eEf£ ,
P ( £)e £ et la restriction de (P i £ est une bijection

.de '} sur q)(?_) .

On définit de mani8re évidente les endomorphismes et automorphismes
d'un cours, lesquels peuvent s'interpréter comme des " remaniements "

du cours.,

Un cours primaire est un cours tel que toute base est contenue dans

exactement deux legons.

" révision " tout endomorphisme p d'un cours

Nous appellerons
primeire tel que p 2 =p et tel que toute legon ‘Boit 1'image par

p de O ou 2 legons consécutives.



I. RESULTATS GENERAUX SUR LES OOURS

: : )
Propogition I Soit b une base commme 4 2 legons consécutives Q. et g.
d'un cours. '

Alors - ‘ou bien p. = Q}
- oubiemnb = in

Démonstration

On a bCQaveccard(Q)-ca.rd(‘b)= 1 ;doncilexistexep- .
xéb tel que Lav U{x} . De méme, il existe x' € {’ x'¢,b tel
que ‘Q'=bU{_x'} ; donc ou bien x = x' et alors =2 ou bien x # x' et

. ¢
alors b = Enf C.Q.F.D.

Proposition 2 Dans un cours toutes les legons ont le méme no;hbre 'de
difficultés €lémentaires.

Démonstration

)
Soient /Q et «Q_ deux legons d'un cours A (T,E), et montrons que .
card ()Z ) = card (#/). si £ a ,Q' c'est évident ; sinon il existe un chemin
¥ = ( ;9,0 akﬂ . .£4..;.., ’Qn = ‘AQ’) qu'on peut toujours prendre injectif.

Pour tout indice i = 0,4, ..... , n=-1 , les legons consécutives distirctes

9, . et K. ont 1a base b, = £, N £. ; reprenant ls démonstration
i i+1 i i i+ 1
de la proposition 1 ; il existe x; € Q_ -b et il existe Y; € Q‘i +q — P i

2

tels que ,91 aAb?U{x i}' . £;in P U{yl} |

I

Donc c;ra“-.( e)=cara @)+ 1 mcara (2, ,4)

C.Q.F.D.



Corollgire Toutes les bases des lecons d'un cours ont le méme nombre
de difficultés &lémentaires

(évident)

On pourra donc parler de base sans référernce & une legon particuliére

Proposition 3 Les morphismes d'un cours transforment une base en une base

Démonstration

Cule résulte du fait que la restrigtion d'un morphlsme Y & ue legon 2
est une bijection de .Q sur (P( Q) et donc si b est une base de -Q.,
card (\.F (o)) = card (b) = card (2 ) -1 =card('~P( —Q))

C.Q.F.D.

Remargga

On peut constater que l'on a défini ure nouvelle caté@gorie dont les

objets sont les cours et dont les morphismes sont les morphismes du cours.

Proposition 4

Soit [A (T,E), £] un cours j pour Q Qéion pose d (oQ Q)) =0
si L= 2. et, 81 Q # P,’ a( 2 2) = longusur éu chemin minimal d'extrémités
9. et Q. ; alors d est une distance sur l'ensemble £ des legons du cours.

Démonstration

On a de manidre éviderte ure application d de £ £ dens IK telle

qed (R,0) =0 0= et tetie quea (I, 0)=a (L, 0.
Cela étant, so:Lent 3 le,ons E .Q et Q" ; en remarquant que :
si (.Q Q cessan = 2‘) est un chemin minimal d'extrénités et Ql

¢t si (Q' 2 Qn+4 cesvos a‘i -J(.") est un chemin minimal d'extrZmités

Vet [ - i 0T

+,,,...Qp+ ;) est un chemin d'extrémités K et g."_l
on ¢n déduit que 4d (2,2” < af ,0__’ QI + d (’Z’,,Q,)



II. “ww QUELQUES TYPES DE COURS FINIS

Slcard( A (T E)) =n et carda £ = k pour 2 é.'f on dira que le
cours [A {r,2), £ ]est de type (n,k) ; on a nécessairement k » 2 sinor les
legons n'auraiert pas de bases.

I° Cours de type (n,2) étoilé

Les bases s¢ réduisent & unc seule difficulté
élémentaire.
Le cas &t0ilé est le cas ol toutes les legons

ont la m@n¢ basé commune. En particulier ce
n'est pas un cours primaire (sauf si n =2 1)

Deux legons sont dans ce cas toujowrs consé-
cutives. I1 y a n -1 legons. C'est le cas d'un
cours qui exploitant une " difficulté "
théorique donnée x , 88s80ciée 4 un modéle
mathématique, l'appllq_ue d des cas partlcuhers

4’x2...,x

n-1

2° ‘Cours du type (n,2) - linéaire

f .
{ x s Xgq o x2 XXX 'Y n-ﬂJ

on prend E°= {xo ,x’} s ‘Q x "2}“)%{{ k+4
RO R { {a £l )

Le cours [A (T,E), £] de type (n,2) lin€aire est un modéle
pour un cours programmé en legons enchainant chaque difficulté & la suivante.
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3° Cowrs primaire standerd de type (n ,2)

C'est le cas qui peut se présenter lorsque pertant d'un probléme x _, il faut
résoudre un certain nombre de difficultés &lémentaires, chacune imp?iquant la

suivante, jusqu'd ce¢ que la réporse a X 4 fournisse la solution & x o

soit A (T,E) = { x_ ..... xn_,}

on pose ﬁ'o ={xo,xq\r
Ly = {x,, )
ﬁn-d = {xn-4’ xo}

Chaque base est dans exactement deux légons.
I1y an legons. On & un cours primaire.

4°  Cours de type (n,3) étoilé

Les bases pour les cours de type (n,3) onmt
2 8lénents ; le type étoilé est le type ou
toutes les legons ont une méme base commune,

Si x et x, sont les &léments de cette

base commune, les legons sont les A

N
=
3

Ei={xo,x4,xi} - 24£i K

.

Il est évidert que plus k est grand, plus le nombre de cas non
isomorphes de cours de type (n,k) va se compliquer et est trés vite non repré-
sentable par un dessin. Il faut donc se donner une représerntation maniasble et
exploitable @'un cours de type (r,k) de genre donné.

Le cours comprend n-2 legons

- s » P - t’ - -
Le cours wst caractérisé par la donnée de le suite (i ,i, ... 1 )
\/ i i ’ ssee g n P4 L] . - »
(1gi, < 2 < < lkg ),-‘ défini de la maniére suivante :
Soit {xp“ » Xy g e xpk} une partis & k €léments de A (T,E)

indexée de telle sorte que Py K Py K ceeoeslP 3 alors

ti . 'c = 1 & {x- X, P X.
1y 5 35 f ‘\ > :\.1 J 12) J lk} est une lecgon.

1 = 0 sinon
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Cette suite est donc la suite (pour une indexation choisie sur
A (T E)/des images de la fonection caracter:.sthue de f, dans l'ensemble des
parties & k &léments de A (T,E) et représente donc le cours A (T,E)

III. . ETUDES DES COURS PRIMAIRES

Proposition § Soit % un endomorphisme d'un cours primaire [ A(T,B ),:f]
". laissant fixes toutes les difficultés &lémentaires d'une
legon p € f donnée.

Alors pour tout chemin (Q ,0,, o ) dont ume
extrémité est 9 , deux cas seulement sont possibles :

(i) le chemin (ﬁo,gcﬂ,,);g (¥,) ....,gcﬂx )
!
n'est pas injectif,

@  fw=x Vxe Lul,u..ul,

—

Démonstration

: Il suffit de montrer que si (i) n'a pas lieu, nlors (ii) est néces-
sairement vérifié. Raisonnons per récurrence swr la longugur nr du chemin,

Eve | L'asserhionest vraie pour n=0 ; ( 2 ) est bien un chenin injectif

et Vxeg 9 on a bien %(x) = X par rwpothese.

X Supposons l'assert:.on vreie pour n = k et soit un ‘chemin

¥ = (p"o ,"24 'A"'Ek’ *,’?_'k_“’) et soit b”é 1'inmage par % de?f:
Y= (L ) e, ACAR IR ACS

Supposons ?5,, injectif ( (i) non véririé ) . A fortiori
;! s T
50 = pao, g(fa, ) ceee @(Z-k ) est injectif, et d'aprés l'hypothése
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d'induction elors c'est que g(x) =x Vx er U £4 U ....u 'Qk

~

'Qk et p, étant deux legons cors€cutives, si b est la base commune & ces
k+1

2 legons, il existe aép.k,a é:'b et a' € Je'k+4 ,a'¢b a# a'

tels que ’Q’k =D U{a}‘ . £ k-_|-4=b U{‘a'}‘-

Corme b C Qk’ %(x)=x, Y x €b ; done ‘%(a')¢b
siron on aurait "%(Rtﬂ’l ) = ‘é(b) = b, alors que %(‘Qk +4 ) est une
legon et non une base. '

; . 3 - 3} :
Mais g( /Ek-!-" ) = %(b U {a' } ) = %(b)U {g(a'))v =b U{g(a')}
si 1'on ‘%,"ait %(al)p‘: a' or aurait «Qk = %('Q'k ), ’Q’k-i'" et %(Q'k'l)
trois legons distinctes qui cortiendraient en commurn la bese b, contrairement

au fait que l'on a un cours primaire ; donc %(a') = a' ; par suite —%(x) = x

YV x € P'k+4 dorc finalement VxEQ)Up,,,U..... Up,kU j’k'l-’i'

c.D.F.D.

Corollaire Soit @ un automorphisme d'un cours prﬁnaire laissant fixes
toutes les difficultés élémentaires d'une legon donnée, alors
i
% est 1'identité.

~ 'En effet, soit [A(T,E), £ ] - le cours primaire,;_go € £ telle
que g(x) = x Vx € Q’o et soit y € A (T,E) ; il existe une legon
tellé que y € -Q , ¢t il existe un chemin (QO, 24 ,122 ceene -Qn = -Q)
d'extrirités zo et £ (par définition méme des cours), qu'on paut toujours
prerdre injectif ; % étant une bijectior sur A (T,E), ( 20.,€( Q,,.).... g(?))’
est donc injectif, et par suite, d'aprds la proposition 5 nous sormes succes-
sivemert dans 1'éventuslité (ii), donc ‘en particulier

L) =y
U

' COQ.F.D.;



Proposition 6 Soit [ A (T,E), ,f:] un cours primaire, p une révision de ce
cours et Q’o une legon telle que p ( .Q,o) = 20 . Alors

(i) p (X) = x, Vx € g’o
(i1) Pour toute legon /3 consécutive de k'Qo

ona p (2)=Qooup(2")=2

T

(i) p étant un endomorphisme de cours, sa restriction p/ p a Q
une bijection de po sur p ¢ ) F’o donc (p/ ¥, ) =1 est aussi
we bijection de Q, sur "Qo . Com.me p2 = p on a en particulier

o/ 22 =(p /R )aome /L)%, (/&))" = 1aentits sur L
donec p (x) = x, Vx e F .

<0
(ii) .2 et E étant consécutives, cons:.derons le chem.n ( _P ,(’ )
oas sormes dens les hypothéses de la propos:tt:.on 53 donc ou bien
( & ,p(Y)\ n'est pes injective et domc p (ﬁ). 20' ou bien
p(X)=x, Vxép lrﬂ donr en particulier p(£)=.«?..

C.Q.F.D.

Drovoriiion 7 Soit ,l:A (T,E), ,£ 3 un cours primaire, p une révision,
| 8 y= 0

GO_ une legon telle que ‘p (+2) o
" Pour tout chemin ( 0,0, :2,4 esnvey V.n) dont une extrémité
est Q o’ deux cas seulement sont possibles :

W pdp =4 i =0,1,2.cc,n

. n ; ;
(ii) Lechemin (4, P ( 31,4 )y ceessP (Qn) J
contient deux legons consécutives &gzles.
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Démonstration

Supposons que (i) ne soit pas vérifié ; il existe donc un indice k
tel que p(/ ) = Qi pour 0 £ i <k ettelque p (9 ) # P y § Comue
r(£,), )= ’Qk 4 » la proposition 6 nous permet d'affirmer que

p (L )=2 =p (0 4>

k- 1
donec le chemin (0&)’ p ( 24 ).. P(Qk-4 ), P (ﬁk )_-g.'.. P ( é )

c
n'est pas injectif.

Corollaire Tout chemin minimal d'un cours primaire, dont les extrémités
2 sont invariantes par la révision p, est invariant par p

Démonstration

tel que p (2 ) = -[{ et p ( 9 ) = »(/, » appliquons la propos:LtJ.on T
l'eventua.llte (11) nc peut avoir lieu car le chemin

(f,p(ﬁ,,),.....,p(y)raua )

de longueur n n2 serait pes minimal. C'est dorc (i) qui est vérirfis.

C.Q.F.D.

Proposition 8 Soit I_A(T,E), ,{: J un cours primaire, 9,,, et 0 2 deux
legons consécutives distinctes, p et p' deux révisions telles

que p' (9—4) =22 et p (Q2)=£4

Pour toute legon 0, du cours les trois conditions suivantes
sont équivalentes :

(; pcl)y =4
(23 acR,%n < ack, 4,
(33 p (&) # 1




Démonstration

(")-_::)(2)

(2) = 3

(3 )= (1)

Considérons un chemin minimal d'extrémités Q et Q
(Q Ql Q;...,Q-Q ),onad(.Q Q
a.vec;:((’ )#22 pumquep(»e)—gq, la
propos:.tlon T nous pernmet d'afflmer que le chem‘.\.n
(Z22p(R)p (L% ) ceeessp (L) =2y) qu
est de longueur n n'est pas minimal 3 donc :

“124 { d(Qs‘Qz)

Soit 4a ( P,,Q,, ) £ a (2,2 ) et considérons um
chemin minimal (4. ] ,Q,”., ceens ‘?’”m = 4@,4 ) d'extrémités
0 et €4 » de longueur m ;
On e donc d('p ] )/ m ; s8i on avait p' (ﬁ) Q, .
come p (84 # 4’»4 le chemin de longueur m :
n H
(P ( ) = Q P ( "{”/4 ) esese p (k’, ) =Q ) ne
serait pas minimal et donc or aurait 4 ( L‘ K 22 ) ¢ m,
d'ol contradictior ; on a bien p' ( 2 ) # €.

~ Soit 26 £-telle que p' (2 ) # L » et posons 2’: p'(?-) 3

done £ et £ soot cocséewtives distinctes, et on a
4 / -
P'(g)=gl, p‘("?,)='g,.

{7 . 4

a) 6na p (Q-l) # L si on avait p ( Ql) = < ,
comme (4 );_—_—) (3) or aurait p' («Qf ) # «?,’

ce qui est faux.

b) Ona p (Q) ¥ —9/ : si en effet on ave}it
P (ﬂ ) = ‘.,’, on en deam.ra.lt T, w "

contraircmert & (a)

'l »
’

) omapp (£ p (L) ;enerter g (2)=p ()
et comme (7 ) :==(3) il en résulte que

o'p (2 # 2 (0
a) a(f,pd)) £ 2



. / o’
n consécutives ; comme Q et p (X )
) sont consécutives , alors
s et P (2) est un chemin
% )Y# p (£), la proposition T
2’,pp(€) pp (L)) =

/
En effet, supposons Q p (-
sont comsécutives et que p ({’, ) et
(£, p (27),p( 2 )) a'extrémité
nminimal ; comme p' (£27) = L' et p'p (
nous permet d'affimer que le chemin
2 lecgons consecutlves égales.

,-\’d

or, p P #p'p P, ) car sinon on aurait ou bier p ( 0y = (@)
et alors (ﬁ', p (¢ ’), p (£ ))n aurait pas été minimal ou bien

P(Q)=p (L) = pp(Q)ma:.salorsz,,p(ﬂ) p ( £ )eurait ses

extrémités invariantes par p' donc serait :.nva.rxante d'apres 1e corollaire de
la proposition 7, et on aurait donc alors p'p ( #’) = p (2') ce qui_est
impossible car en vertu de (1) —5 (3) on avait p'p ( £’ )1: p (&),

Comme ()z,p p ( ﬁ ), p'p ( 2 )) doit avoir 2 legons consécutives
égales, c'est donc necessaxrement que p'p ( £’) = £’ ; or les deux seules
le ong dont ¢’ est 1'image par p' sont £ et £ 7 donc p (27)= 2 ou

£)Y = 27 ;0or p( ;Z’) = 27 a'aprds (a.) s;donep (R27)=
donc p(2 ) =pp (ﬁ =p (&) = £ . Dans tous les cas,

eip' (£) # £ onamomtréque p( £ )=
C.Q.F.D.

CONCLUSION

Ur modéle un peu plus soPhJ.sthue peut &tre mis au pomt en sa donnent,
pour un cours [ A (T,E), £ J donné une epplication P de A (T,E) dans
un ensemble S qu'on pourra.lt appeler baréme, telle que pour .toute lecgon £ ’
la restriction de "P a4 @ soit une bijection de £ sur S, qui, & chaque
difficulté €lémentaire, associerait un nombre qui serait un " degré " de
difficulté ; cela supposerait alors que les difficultés soient toutes diffé-
rentes, "par exemple strictement croissantes pour un ordre donné.

Pour un sous-ensemble ‘1. de 2, ¢ ( L) serait appelé le type de
difficulté de “i.

Or a alors le résultet suivant que j'ai démontré et que le lecteur
pourre essayer de retrouver :
Soit [ A (T,E) . £ ] un cours associé a un baréme S par une
application (P , soit g un endomorphisme du cours et V une
legon telle que V x € £, x et f (x) aient le méme degré de
difficults. |

Alors Vx € A (T,E), x et £ (x) ont le méme degré de
difficulté.

Fan W o W
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- Probabilités en lére et terminale :
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. Espacex probabilisés

M. BENIAMINO -
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MM. CARMONA, DIDIER

- Présentation du calculateur Hewlett-Packard
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DERNIERES ACQUISITIONS
DE LA BIBLIOTHEQUE DU C.R.D.P.

Extrait du réglement :

" ee.. La bibliothique du C.R.D.P. de Museille est destinZe aux
membres de £'enseignement pubfic - et prive sous contrat d'association - de
2'Académie d'Aix-Mansedille et & toute personne assurant des cound de formation
professionnelle.

Poun bénéficien du prét, un centifdicat d'exercice signé par

Lo Chef d'Etablissement est nicessainre. L'inscniption est valable pour une
amnte scolaine.

La durde du prét est Limitée & 3 semaines (maximum 3 volumes)
1 semaine poun 1 nrevue

Les Lecteuns niésidant en dehons de Manseille peuvent demander
£'envod des ouvrages par fa poste. :

L' exptdition au Lieu de fonction et Le netour des ouvrages
bendficient de La granchise postale sous Le couvent de Monsieur fe Recteur
de L'Acaddmie d'Aix-Manseille. )

621.38 Logique et organes des calculateurs numériques
BoU G. BOULAYE - Dunod I970°

€21. Le Fortran, un langage spéecifique des ordinateurs
LEV J.F. LEVENQ - Dunod I9TI

373.3 Mathématique moderne

DUB C. DUBALLET - Sudel I97I

371.694 L'enseignement assisté par ordinateur

G. BARBEY - Casterman I97I

Initiation & la mathématique moderme
BACHELIER, LEMASSON - Foucher I973

- Utilisation de mini-ordinateurs dans la classe de Mathématiques
(I.R.E.M. Nancy 1972)
Langage mathématique et enseignement de la physique

COMBEL, CROIBIFR - C.R.D.P. Grenoble I9T3
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INFORMATIONS DIVERSES

AU BULLETIN OFFICIEL DE L'EDUCATION NATIONALE (B.O.E.N.)

~ Enseignement des Mathématiques en LYéme et 3&me.
Circulaire n® 73.087 du 19.2.1973 B.0. n° 8

SERVICE D'EDITION ET DE VENTE DES PUBLICATIONS DE L'EDUCATION NATIONALE
(C.R.D.P. de MARSEILLE)

- Pmploi de calculateurs prograrmables dans le second degré (Bilan d'une ex-
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N° 56 1973 11 francs
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AIX-en-PROVENCE Antenne du C.R.D.P.
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' Ecole de gargons Montplaisir
Rue J. et F. Curie

AVIGNON C.D.D.P.
8, rue F., Mistral
781, 81.36.08

DIGNE : c.D.D.P.
Ancien Lycée de jeunes filles
Place des Cordeliers
Tél. 587

GAP - C.D.D.P.
Inspection Acazdémique
2, avenue Maréchal Foch
Tél. 18.54
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Publication de 1'A.P.M.E.P., en vente au C.R.D.P, : IS F
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PARCEUX QUI L'ENSEIGNENT

Bulletin de 1'A.P.M.E.P., en vente au C.R.D.P. : IO F



