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AVERTISSEMENT
La navigation maritime a posé depuis très longtemps de nombreux problèmes demathématiques, d'astronomie, de physique très importants. Dans 
ette partie, nousnous intéresserons à divers problèmes, par exemple le problème des marées, la 
arto-graphie de Mer
ator, la déviation du 
ompas. Ces problèmes seront étudiés surtout dupoint de vue mathématique. Le but n'est don
 pas de se substituer à des textes spé
ia-lisés dans la formation des marins et de 
e fait 
ertaines appli
ations sont fortementsimpli�ées par rapport aux réalités de la navigation pratique.
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CHAPITRE 1CALCUL SIMPLIFIÉ DES MARÉES
1.1. Présentation du problèmeNous nous intéressons à la variation de hauteur d'eau dûe à la marée. C'est unproblème important en navigation, puisqu'il s'agit de savoir quelle sera la profondeuren une position donnée et à un instant donné et don
 de répondre à la questionvitale : le navire peut-il passer ou non ? Avant de formaliser 
e problème, donnonsla terminologie en usage. Pleine mer (la mer est montée et atteint la pleine meravant de redes
endre), basse mer (la mer est des
endue et atteint la basse meravant de remonter), �ot (temps pendant lequel la mer monte), �ux (
ourant du�ot), jusant (temps pendant lequel la mer des
end), re�ux (
ourant du jusant),marée de vive eau (grande marée), marée de morte eau (petite marée). Le
oe�
ient de marée (20-120) mesure si on est vers une marée de vive eau ou non.Dé�nissons aussi le marnage (di�éren
e des hauteurs de la pleine mer ave
 la bassemer), la profondeur (distan
e de la surfa
e de la mer au fond, à l'instant et au lieu
onsidérés), la hauteur (distan
e, à l'instant 
onsidéré et dans la zone 
onsidérée,de la surfa
e au zéro des 
artes, qui est le point le plus bas atteint par l'eau lors desplus faibles marées), la sonde (distan
e du fond au zéro des 
artes, la sonde peut êtrenégative pour un ro
her dé
ouvrant). Nous avons évidemment la relation suivante :Profondeur = Hauteur + Sonde.Lorsqu'un navire doit passer à un instant donné en un point donné, il faut évidem-ment que la profondeur soit supérieure au tirant d'eau du navire, auquel on rajouteune marge de sé
urité appelée le pied du pilote :Tirant d'eau + Pied du pilote < Profondeur.



2 CHAPITRE 1. LES MARÉESParfois il faut aussi tenir 
ompte de l'enfon
ement dynamique (appelé aussi sur-enfon
ement ou squat).La sonde est indiquée sur les 
artes. Il s'agit don
 pour déterminer la profondeurde 
al
uler la hauteur.Nous allons dans la suite 
onsidérer que nous partons d'une situation de bassemer et que la marée monte. Le 
as d'une marée des
endante se traiterait de la mêmemanière.Les annuaires des marées donnent pour un lieu donné et une date donnée lesheures de basse mer et de pleine mer, ainsi que les hauteurs d'eau 
orrespondantes.Nous noterons T0 l'heure de basse mer que nous 
onsidérons, T1 l'heure de pleine mersuivante, H0 et H1 les hauteurs d'eau respe
tivement en T0 et T1. Le temps T1 - T0est pro
he de 6h, mais en di�ère suivant les dates de façon qu'on ne peut négliger.Nous appellerons heure marée la quantité :T1 - T06 .Le marnage H1 - H0, pour des raisons de 
al
ul que nous allons voir, est divisé endouze. La quantité : H1 -H012est appelée le douzième.1.2. Montée sinusoïdale et règle des douzièmesOn peut supposer que l'a

roissement de la hauteur d'eau pendant une marée estsinusoïdal. Pour avoir une formule qui soit toujours valable, quel que soit le marnage,quelle que soit la durée de la marée, nous exprimons la hauteur d'eau en douzième etle temps en heure marée. Dans 
e 
as la variation en douzième y de la hauteur s'é
riten fon
tion de l'heure marée x sous la forme :(1) y = f(x) = 6 sin��(x- 3)6 �+ 1!.Nous représentons sur la �gure 1 
ette variation.Une méthode très répandue, tout au moins 
hez les navigateurs amateurs, et quiévite l'usage des fon
tions trigonométriques, 
onsiste à appro
her la fon
tion sinuspar une fon
tion a�ne par mor
eau bien 
hoisie et simple à retenir : l'a

roissementde la hauteur de la mer est 
al
ulée par la règle des douzièmes.La règle des douzièmes dit que la première heure marée la variation de la hauteurest de 1=12e du marnage, la deuxième heure marée de 2=12e du marnage, la troisième



1.2. MONTÉE SINUSOÏDALE ET RÈGLE DES DOUZIÈMES 3

Axe des X gradué en heure marée
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Figure 1. Montée sinusoïdaleheure marée de 3=12e du marnage, la quatrième heure marée de 3=12e du marnage, la
inquième heure marée de 2=12e du marnage et la sixième heure marée de 1=12e dumarnage. On représente le graphe de la fon
tion g a�ne par mor
eau ainsi obtenuesur la �gure 2.Nous 
omparons ensuite (voir �gure 3) les deux graphiques obtenus (règle des dou-zièmes et fon
tion sinus), 
e qui nous donne une idée de la qualité de l'approximation.



4 CHAPITRE 1. LES MARÉES
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Figure 2. La règle des douzièmesNous étudierons plus en détail dans la suite une évaluation de la di�éren
e entre lesdeux fon
tions introduites.Remarque : Si nous voulons la hauteur H en mètre en fon
tion du temps T,exprimé en heure, é
oulé depuis le début de la marée (don
 T 2 [0,T1 - T0℄), il su�tde faire un 
hangement de variable qui nous donne la formule suivante :



1.3. INTERPOLATION PAR UN POLYNÔME 5

Axe des X gradué en heure marée
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Figure 3. Comparaison(2) H = H1 +H02 + H1 -H02 sin �2 2T+ T0 - T1T1 - T0 !1.3. Interpolation par un polyn�meOn 
onsidère la fon
tion f dé�nie sur l'intervalle [0, 6℄ par l'équation (1).



6 CHAPITRE 1. LES MARÉESNous allons 
her
her un polyn�me qui appro
he 
ette fon
tion sinus sur 
et inter-valle. Le point d'in�exion nous donne à penser qu'il faut tenter une 
ubique pour être"dans la forme".Nous allons don
 
her
her le polyn�me d'interpolation P de degré 6 3 tel que :� P(0)=f(0)=0 ;� P(3)=f(3)=6 ;� P(6)=f(6)=12 ;� P'(0)=f'(0)=0.Les 
onditions P(0) = 0 et P 0(0) = 0 imposent que :P(x) = x2(ax+ b).Les deux autres 
onditions donnent respe
tivement :9a+ 3b = 2,18a+ 3b = 1,d'où : Æ a = - 19b = 1Le polyn�me 
her
hé est don
 :P(x) = -19x3 + x2.Nous avons représenté le graphe de P sur la �gure 4.1.4. Qualité des approximations1.4.1. Les problèmes à résoudre. � A�n d'évaluer la pré
ision des deux ap-proximations g(x) et P(x) de la fon
tion f(x), nous allons majorer les quantités :supx2[0,6℄ jf(x) - g(x)jet supx2[0,6℄ jf(x) - P(x)j,
'est-à-dire les normes uniformes jjf - gjj1 et jjf - Pjj1 sur l'intervalle [0, 6℄. (Lesmeilleures majorations seront primées !)



1.4. QUALITÉ DES APPROXIMATIONS 7
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Figure 4. Approximation 
ubique1.4.2. Un outil fondamental : le théorème de division des fon
tions di�é-rentiables. �Théorème 1.4.1. � Soit f une fon
tion réelle dé�nie sur R de 
lasse Cp+1, oùp est un entier naturel. On suppose que f s'annule en un point a de R. Alors ilexiste une unique fon
tion 
ontinue g(x) telle que :f(x) = (x- a)g(x).
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Axe des X gradué en heure marée
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Figure 5. Comparaison entre le sinus et la 
ubiqueCette fon
tion g est de 
lasse Cp et pour tout 0 6 q 6 p :(3) jg(q)(x)j 6 1q + 1 supt2[a,x℄ jf(q+1)(t)j.Démonstration. � La fon
tion g est né
essairement dé�nie par :(4) g(x) = Æ f(x)x-a si x 6= a,f 0(a) si x = a.



1.4. QUALITÉ DES APPROXIMATIONS 9On 
onstate en distinguant le 
as où x = a de 
elui où x 6= a que :g(x) = Z10 f 0(a+ (x - a)u)du.Sous 
ette dernière forme, d'après le théorème de dérivation sous le signe intégrale,on voit que la fon
tion g(x) est de 
lasse Cp et que pour tout 0 6 q 6 pg(q)(x) = Z 10 uqf(q+1)(a + (x- a)u)du,
e qui nous donne la formule (3).1.4.3. Majoration de l'erreur dans une interpolation. � Soit f une fon
-tion de 
lasse Cn+1, P le polyn�me d'interpolation de Lagrange qui prend lesmêmes valeurs que f aux points x0, x1, ..., xn et I un intervalle 
ompa
t 
ontenantx, x0, x1, ..., xn. Appliquons alors le théorème 1.4.1 à f(x) - P(x). On obtientf(x) - P(x) = (x- x0)g0(x)ave
 jg(n)0 (x)j 6 1n + 1 supt2I jf(n+1)(t)j(ne pas oublier que P(n+1)(x) = 0), puisg0(x) = (x - x1)g1(x)ave
 jg(n-1)1 (x)j 6 1n supt2I jg(n)0 (t)j,et ainsi de suite. Si bien que :(5) jf(x) - P(x)j 6 1(n + 1)! j(x- x0)(x - x1)...(x - xn)j supt2I jf(n+1)(t)j.Remarque 1.4.2. � Cette démonstration permet d'établir de la même façon unemajoration dans le 
as d'une interpolation de Lagrange-Sylvester.1.4.4. Les majorations. �1.4.4.1. Cas de l'approximation par P(x). � Si on ne regarde pas de plus près,on pourrait 
roire que nous avons fait une interpolation de Lagrange-Sylvester par unpolyn�me de degré 3 sous les 
onditions d'interpolation :P(0) = f(0) P(3) = f(3) P(6) = f(6) P 0(0) = f 0(0).Mais en fait on 
onstate qu'ave
 
e même polyn�me de degré 3 on a aussi P 0(6) = f 0(6).Don
 on a e�e
tué en fait une interpolation de degré 4, dont le 
oe�
ient du terme



10 CHAPITRE 1. LES MARÉESde plus haut degré est nul. On peut don
 appliquer la majoration (5) et la remarque1.4.2 à 
et ordre et on obtient :jf(x) - P(x)j 6 15! jx2(x- 3)(x - 6)2j supt2[0,6℄ jf(5)(t)j.Ce
i nous donne :jf(x) - P(x)j 6 1120 � 6� ��6�5 jx2(x- 3)(x- 6)2j,jf(x) - P(x)j 6 1120 � 6� 125 jx2(x- 3)(x - 6)2j.Pour étudier la borne supérieure de la fon
tion jx2(x- 3)(x- 6)2j qui est symétriquepar rapport à x = 3, il su�t de 
her
her son maximum sur [0, 3℄. Sur 
et intervalle
ette fon
tion est x2(3-x)(x-6)2 et sa dérivée s'annule pour 0 et 15-3p55 . Le maximunest atteint en 15-3p55 et est majoré par 70. En 
onséquen
e :jf(x) - P(x)j 6 1120 � 6� 125 � 70,jf(x) - P(x)j 6 0.14Remarque 1.4.3. � Un 
al
ul à la ma
hine montre qu'il semble que le maximumsoit pro
he de 0.12 (pour x � 1.7).1.4.4.2. Cas de l'approximation par g(x). � Commençons par appro
her f parla fon
tion a�ne par mor
eau h qui prend les mêmes valeurs que f aux points0, 1, 2, 3, 4, 5, 6. La fon
tion h est a�ne sur tous les intervalles [j, j+ 1℄ (0 6 j 6 5) ettelle que : h(j) = f(j) pour 0 6 j 6 6.Sur 
haque intervalle [j, j+ 1℄ on peut é
rire en vertu de la majoration (5) :jf(x) - h(x)j 6 12! j(x- j)(x- j- 1)j supt2[j,j+1℄ jf"(t)j.Don
 : jf(x) - h(x)j 6 12 � 14 � �26 ,d'où : jf(x) - h(x)j 6 0.21.Nous allons évaluer maintenant jh(x) - g(x)j.x 0 1 2 3 4 5 6f(x) 0 0.8 3 6 9 11.2 12g(x) 0 1 3 6 9 11 12h(x) 0 0.8 3 6 9 11.2 12



1.5. APPROXIMATION DE LA FONCTION RÉCIPROQUE 11Comme h(x) et g(x) sont des fon
tions a�nes par mor
eau sur les mêmes pointsde partage 0, 1, 2, � � � , 6, qu'il y a une symétrie par rapport à x = 3 et que h(x) etg(x) 
oïn
ident en 0, en 2 et en 3, alors :jh(x) - g(x)j 6 jg(1) - h(1)j.(Le maximum de la valeur absolue de la di�éren
e de deux fon
tions a�nes dé�niessur le même intervalle est atteint à une borne de l'intervalle.) Or :g(1) = 1 et h(1) = f(1) > 0.8,don
 supx2[0,6℄ jh(x) - g(x)j 6 0.20.En 
onséquen
e on a une majoration :supx2[0,6℄ jf(x) - g(x)j 6 0.41.Cette majoration n'est 
ertainement pas très bonne. En e�et l'observation de la�gure 3 montre qu'on doit avoir quelque 
hose 
omme :supx2[0,6℄ jf(x) - g(x)j � 0.3.Remarque 1.4.4. � Il est 
ertainement plus judi
ieux dans 
e 
as d'étudier dire
-tement le maximum de la fon
tion g(x) - f(x) sur l'intervalle [0, 1℄.1.5. Approximation de la fon
tion ré
iproqueNous avons utilisé pour appro
her l'a

roissement de la hauteur en fon
tion dutemps la fon
tion 
ubique : P(x) = -19x3 + x2.On souhaiterait avoir une formule (simple si possible) polynomiale pour trouver letemps en fon
tion de la hauteur. Bien entendu la fon
tion ré
iproque de P(x) n'estpas polynomiale. On va don
 
her
her à l'interpoler par un polyn�me de degré 3. Onva 
her
her Q(u) tel que Q(0) = 0, Q(6) = 3 et Q(12) = 6 plus une autre 
ondition.Comme P 0(0) = P 0(6) = 0, il n'est pas raisonnable de donner une 
ondition sur Q 0(0)ou Q 0(12). En revan
he on peut imposer :Q 0(6) = 1P 0(3) = 13 .Le polyn�me Q(u) obtenu est alors :Q(u) = 1216u3 - 112u2 + 56u.Cette fon
tion est représentée sur la �gure 6.
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Axe des X gradué 1/12 de marnage

Axe des Y gradué en heure marée
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Figure 6. La fon
tion Q(u)On peut aussi au lieu de la 
ondition sur la dérivée, imposer plut�t que la valeurprise en 3 soit 2. Notons alors R(x) le polyn�me obtenu :R(u) = 1162u3 - 19u2 + 1718u.Cette fon
tion est représentée sur la �gure 7.
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Figure 7. La fon
tion R(u)





CHAPITRE 2CARTOGRAPHIE DE MERCATOR
2.1. Présentation du problèmeNous présentons i
i un aspe
t de la proje
tion de Mer
ator utilisée pour représenterdes portions de la terre sur une 
arte et en parti
ulier largement utilisée pour les 
artesmarines.

Voi
i un billet debanque ave
 le portraitde Mer
ator.Gerardus Mer
ator (1512-1594), de son vrai nom Gerhard Kremer, est un mathé-mati
ien et géographe �amand, né à Rupelmonde (Belgique) le 5 Mars 1512. Il 
réeen 1559 la représentation qui porte son nom et publie un atlas de 
artes.Les marins ayant 
omme intrument de mesure de la dire
tion un 
ompas (
'est-à-dire une boussole), il est 
ommode pour la navigation d'avoir des 
artes marinessur lesquelles les traje
toires à 
ap 
onstant (
'est-à-dire qui font toujours le mêmeangle ave
 le nord) sont des droites. De plus on souhaite évidemment pouvoir mesurerles divers 
aps suivis dire
tement sur la 
arte ave
 un rapporteur (règle Crass parexemple). Pour 
onstruire une 
arte marine il faut don
 si possible une transformationqui 
onserve les angles, 
'est-à-dire une transformation 
onforme.La terre sera assimilée à une sphère S de 
entre O et de rayon R. Les p�les nordet sud seront notés N et S. Soit H0 l'interse
tion du méridien origine (méridien deGreenwi
h) ave
 l'équateur.
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2.2. Utilisation du 
al
ul di�érentielUn point M est repéré par sa longitude G et sa latitude �. Le point M dé
ritune traje
toire à 
ap V 
onstant (loxodromie). Soit M 0 un point pro
he de M sur latraje
toire loxodromique dé
rite par M. On peut é
rire les 
oordonnées de M et deM 0 : M Æ G�M 0 Æ G 0 = G+ �G� 0 = � + ��
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M

M’

P

V

Figure 1. Triangle di�érentiel au point MIntroduisons alors le point P interse
tion du parallèle passant par M ave
 le mé-ridien passant par M 0. Le triangle sphérique MPM 0 sera assimilé à un triangle plan(
f. �gure 1).L'ar
 MP (assimilé au segment MP) est un ar
 de parallèle situé à la latitude �,en 
onséquen
e : MP = �G 
os(�).La longueurM 0P est mesurée par la variation de latitude :M 0P = ��.Les relations trigonométriques dans le triangle MPM 0 nous permettent d'exprimerMP en fon
tion de M 0P : MP = M 0P tan(V),
e qui donne grâ
e aux relations pré
édentes :�G 
os(�) = �� tan(V),



18 CHAPITRE 2. CARTOGRAPHIE DE MERCATORpuis : �G = tan(V) ��
os(�) .Ce
i nous in
ite à introduire la notion de latitude 
roissante. Considérons la pri-mitive de la fon
tion : 1
os(�)qui s'annule pour � = 0, 
'est-à-dire la fon
tion de Gudermann :Gud(�) = ln�tan��2 + �4�� .Ave
 
ette notation, si on va d'un point A à un point B par une loxodromie de 
apV, alors : GB -GA = tan(V) (Gud(�B) -Gud(�A)) ,
e qui prouve que sur une 
arte plane, si l'axe des x (qui mesure les longitudes G)est gradué de manière équidistante, tandis que l'axe des y (qui mesure les latitudes�) est gradué par une é
helle qui suit la fon
tion de Gudermann, alors tout ar
 deloxodromie est représenté par une droite, et le 
ap suivi par 
ette loxodromie estrespe
té sur la 
arte.Remarquons que si les longitudes GA et GB sont exprimées en minute d'ar
 aulieu d'être exprimées en radian (rappelons qu'un mille 
orrespond à la longueur d'unar
 d'une minute sur un grand 
er
le de la terre) alors :(6) (GB -GA)minute = 180 � 60� tan(V) (Gud(�B) -Gud(�A)) .Cette dernière formule nous permet de 
onstruire un 
anevas de 
arte marine suivantla représentation appelée proje
tion de Mer
ator. On dé�nit alors la fon
tionlatitude 
roissante par : �
(�) = 180 � 60� Gud(�),
e qui nous donne :(GB -GA)minute = tan(V) (�
(�B) -�
(�A)) .2.3. Méthode géométriqueDe nombreux livres de navigation, pour faire 
omprendre les 
artes de Mer
ator,essaient de présenter la transformation 
onforme utilisée en donnant une analogie plusou moins lointaine ave
 une proje
tion 
ylindrique. Malheureusement, il n'y a pasd'interprétation géométrique sous 
ette forme. Il existe 
ependant une interprétationgéométrique mais 
elle-
i est relativement 
a
hée et utilise l'inversion.



2.3. MÉTHODE GÉOMÉTRIQUE 192.3.1. Loxodromie et spirale logarithmique. � Pour bien 
omprendre l'idéedéveloppée dans la suite, rappelons rapidement qu'une spirale logarithmique de pointasymptote O est 
ara
térisée par le fait que l'angle formé par le ve
teur tangent et lerayon ve
teur est 
onstant.Soit I l'inversion de p�le S (p�le Sud) qui transforme la sphère S en le plan équa-torial. Le p�le Nord N est transformé en O et les méridiens (privés de S) en les demi-droites issues de O. Comme l'inversion 
onserve les angles, les loxodromies autres queles parallèles sont transformées en des spirales logarithmiques de point asymptote O,les parallèles sont transformés en des 
er
les de 
entre O. L'équateur est invariant.
O

V

V

V

Figure 2. Transformée d'une loxodromieSoit M un point de longitude G et latitude � de la loxodromie de 
ap V passantpar un point H de longitude G0 situé sur l'équateur. Soit M1 = I(M) le transforméde M par l'inversion I. Notons �(M1) la distan
e de M1 à O. Nous savons que lepoint M1 dé
rit une spirale logarithmique d'équation :�(M1) = Re- 1tan(V) (G-G0).2.3.2. Déroulons la spirale. � Donnons la mesure 2� à l'angle au 
entre\MON.Nous avons alors : tan(�) = �(M1)R = e- 1tan(V) (G-G0),ave
 : � + 2� = �2 .
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Figure 3. Plan méridien passant par MOn en 
on
lut que : � = �4 - �2 ,et don
 : tan��4 - �2 � = e- 1tan(V) (G-G0),ou en
ore : tan��4 + �2 � = e 1tan(V) (G-G0).On retrouve la relation du paragraphe pré
édent :G-G0 = tan(V) ln�tan��4 + �2 �� .2.4. Quelques 
al
uls de distan
es et de 
apLe premier problème que nous allons étudier a déjà été résolu dans les se
tionspré
édentes. Il s'agit de trouver le 
ap vrai 
v (
'est-à-dire l'angle que fait la dire
tion



2.4. QUELQUES CALCULS DE DISTANCES ET DE CAP 21suivie par un navire ave
 la dire
tion du nord vrai) d'un navire qui va du points A delongitude GA exprimée en minutes d'ar
, et de latitude �A au point B de longitudeGB et de latitude �B : 
'est l'angle V dessiné sur la �gure 1. La formule (6) permetd'exprimer tg(V) = tg(
v) :tg(
v) = (GB -GA)radian(Gud(�B) -Gud(�A)) ,
'est-à-dire :(7) tg(
v) = (GB -GA)radianhln�tan��B2 + �4 ��- ln�tan��A2 + �4 ��i .On ex
lut bien sûr le 
as où le point de départ et le point d'arrivée sont 
onfondus.Cette formule montre qu'il va falloir traiter à part les 
as où le dénominateur s'annule(
as où les latitudes sont les mêmes, don
 les 
aps sont soit 90Æ soit 270Æ). Dans lesautres 
as, 
onnaissant tg(
v) on va pouvoir 
al
uler 
v. Mais remarquons qu'on doitdonner les 
aps en degré et 
ompris entre 0Æ et 360Æ. En revan
he la fon
tion Atanrenvoie des angles 
ompris entre -�2 et �2 et en plus deux angles distin
ts de 180Æ ontla même tangente. Il y a don
 des adaptations à faire, tant du point de vue des unitésque des signes. En�n un autre problème se pose aussi, il faut 
hoisir le bon sens depar
ours autour de la terre pour aller du point de départ A au point d'arrivée B, 
ardans l'autre sens on y arrive aussi, mais ça risque d'être plus long. Pré
isons un peules 
al
uls qu'on doit faire.Suposons que A et B soient donnés par leurs 
oordonnées géographiques dont voi
iun exemple : Gdeg Gmin E=W �deg �min N=S5Æ 18.2 0 E 43Æ 16, 8 NAinsi on donnera en entrée le point A par ses 6 données géographiques :1. 0 6 GdegA 6 179 (nombre entier de degrés pour la longitude),2. 0 6 GminA < 60 (nombre réel de minutes pour la longitude),3. E=W (sens Est ou Ouest de la longitude),4. 0 6 �degA 6 89 (nombre entier de degrés pour la latitude),5. 0 6 �minA < 60 (nombre réel de minutes pour la latitude),6. N=S (sens Nord ou Sud de la latitude).On 
ommen
e par 
al
uler les longitudes et les latitudes GA,�A,GB,�B en radianet ave
 leurs signes :



22 CHAPITRE 2. CARTOGRAPHIE DE MERCATORSi Longitude A EstAlors GA = �180 (GdegA + GminA60 )Sinon GA = - �180 (GdegA + GminA60 )Si latitude A NordAlors �A = �180 (�degA + �minA60 )Sinon �A = - �180 (�degA + �minA60 )Si Longitude B EstAlors GB = �180 (GdegB + GminB60 )Sinon GB = - �180 (GdegB + GminB60 )Si latitude B NordAlors �B = �180 (�degB + �minB60 )Sinon �B = - �180 (�degB + �minB60 )Si jGB -GAj > �, il va falloir passer par l'autre 
�té pour que le 
hemin soit plus
ourt :Si (GB -GA) > �Alors GA := GA + 2�Sinon Si (GB -GA) < -�Alors GB := GB + 2�On travaille maintenant ave
 
es valeurs de GA et GB. Si les latitudes de A et deB sont très pro
hes, notons � leur valeur 
ommune. On regarde si les longitudes sonttrès pro
hes, auquel 
as les points sont presque 
onfondus, le 
ap est indé�ni et ladistan
e nulle. Si les latitudes sont très pro
hes mais les longitudes sont distin
tes le
ap est 90Æ si GB -GA < 0 et 270Æ si GB -GA > 0. Dans 
e 
as la distan
e en milleest donnée par : d(A,B)mille = 60� 180� jGB -GAj 
os(�).Dans les autres 
as, notons T la valeur de tg(
v) 
al
ulée par la formule (7) (ave
les données en radian et signées qu'on vient de 
al
uler). On a alors :(
v)deg = 8>>><>>>: 180� Atan(T) si GB > GA et �B > �A180� Atan(T) + 180 si GB > GA et �A > �B180� Atan(T) + 180 si GA > GB et �A > �B180� Atan(T) + 360 si GA > GB et �B > �A



2.4. QUELQUES CALCULS DE DISTANCES ET DE CAP 23Le 
al
ul de la distan
e d(A,B) entre les deux pointsA et B se fait aussi simplementà partir du triangle di�érentiel dessiné sur la �gure 1. On 
al
ule su

essivement :sin(
v) = sin(V) = �G 
os(�)�M ,�M = �G 
os(�)sin(
v) .Mais on a déja 
al
ulé : �G 
os(�) = �� tan(
v).Par suite : �M = ��
os(
v) ,et par intégration :d(A,B)mille = 60� 180� ���� 1
os(
v) (�B -�A)���� .





CHAPITRE 3LES ROUTES ORTHODROMIQUES
3.1. Présentation du problème3.1.1. Route orthodromique et ar
 de grand 
er
le. � La route loxodromiqueest fa
ile à suivre grâ
e au 
ompas. Cependant 
ette route n'est pas la plus 
ourte(en restant sur la surfa
e de la terre) pour aller d'un point M1 à un point M2 surla terre assimilée à une sphère S de 
entre O et de rayon R. Le 
hemin le plus 
ourt(sur la surfa
e) emprunte un ar
 de grand 
er
le (orthodromie). Ce plus 
ourt 
heminpour aller (en restant sur la surfa
e) de M1 à M2 est appelé la route ortodromique.La distan
e par
ourue sur la surfa
e pour aller de M1 à M2 est appelée la distan
eorthodromique.3.1.2. Cas parti
uliers. � Traitons tout de suite à part un 
ertain nombre de 
asparti
uliers de manière à pouvoir ensuite les é
arter dans les 
al
uls généraux.� Cas où les points M1 et M2 sont 
onfondus : le problème est alors inexistant.� Cas où les points M1 et M2 sont diamétralement opposés : tout plan passantpar l'axeM1M2 de la sphère S la 
oupe en un grand 
er
le. N'importe lequel desdemi-
er
les 
orrespondants joignantM1 à M2 fournit une route de plus 
ourtedistan
e sur la surfa
e de S. Cette distan
e est la moitié de la 
ir
onféren
e de laterre. Le 
hoix du grand 
er
le passant par l'axe M1M2 se fait alors en fon
tionde la fa
ilité de navigation dans la zone impliquée par le 
hoix.� Cas où l'un des points est un des p�les alors la route est plein Sud ou plein Nord.� Cas où la di�éren
eG = G2-G1 des longitudesG2 et G1 des points respe
tifsM2etM1 véri�e jGj = � (les pointsM1 etM2 n'étant pas diamétralement opposés).Dans 
e 
as, le planOM1M2 passe par les p�les. La route ortodromique se trouvesur un grand 
er
le méridien. De plus l'ar
 le plus 
ourt sur 
e 
er
le joignantM1 à M2 
ontient un des p�les. Pour savoir s'il 
ontient le p�le Nord ou le p�le



26 CHAPITRE 3. LES ROUTES ORTHODROMIQUESSud on 
al
ule la disan
e par
ourue en passant par le p�le Nord. Cette distan
eest : �- (�1 +�2).Don
 si � - (�1 + �2) < �, 
'est-à-dire si (�1 + �2) > 0, l'ar
 le plus 
ourt est
elui qui 
ontient le p�le Nord, et dans 
e 
as le premier 
ap à prendre est pleinNord. Si � - (�1 + �2 > �, 
'est-à-dire si (�1 + �2) < 0, l'ar
 le plus 
ourt est
elui qui 
ontient le p�le Sud et dans 
e 
as le premier 
ap à prendre est pleinsud. Le 
as phi1 + phi2 = 0 est ex
lu 
ar les points sont alors diamétralementopposés. Du point de vue de la navigation une telle route passant par un desp�les est peu réaliste. Plus généralement les routes passant trop au Nord ou tropau Sud sont en pratique à ex
lure.� Cas où la di�éren
e G = G2 -G1 des longitudes G2 et G1 des points respe
tifsM2 et M1 véri�e G = 0 (les points M1 et M2 n'étant pas 
onfondus). Dans 
e
as le plan OM1M2 passe aussi par les p�les. La route ortodromique se trouvesur un grand 
er
le méridien. Contrairement au 
as pré
édent, l'ar
 le plus 
ourtsur 
e 
er
le joignantM1 à M2 ne 
ontient au
un des deux p�les. Dans 
e 
as siM1 est le point le plus au nord la route est plein Sud, sinon si M1 est le pointle plus au Sud la route est plein Nord.Dans toute la suite nous ex
lurons 
es 
as parti
uliers, 
'est-à-dire nous supposeronsque :1. -�2 < �1,�2 < �2 ,2. jGj = jG2 -G1j 6= �,3. G = G2 -G1 6= 0,où G1,G2 sont les longitudes respe
tives des pointsM1 etM2 et �1,�2 leurs latitudesrespe
tives.3.1.3. Les divers problèmes. � Les 
as parti
uliers pré
édents étant ex
lus, laroute orthodromique joignantM1 à M2 emprunte l'ar
 le plus 
ourt, du grand 
er
lene passant pas par les p�les obtenu en interse
tant la sphère S ave
 le plan dé�ni parles trois points non alignés O, M1 et M2. Plusieurs problèmes vont alors se poser :� Cal
uler la distan
e orthodromique d entre deux points donnés par leurs 
oor-données géographiques.� Déterminer le premier 
ap 
0 à prendre pour suivre la route orthodromique. Ilfaut remarquer que le 
ap à suivre 
hange en permanen
e (sauf 
as parti
uliersoù la route orthodromique et la route loxodromique sont 
onfondues). Toutefoison se rend 
ompte que dans des zones de navigation raisonnables (assez loin desp�les), pour des distan
es inférieures à disons 500 milles, l'orthodromie 
oïn
ide à



3.1. PRÉSENTATION DU PROBLÈME 27
O

M1

M2

X

Y

Z

peu prés ave
 la loxodromie. On peut don
 naviguer sur une route orthodromiqueen suivant en fait des ar
s de loxodromie, et re
al
uler le 
ap à suivre tous les500 milles par exemple.Remarque 3.1.1. � Remarquons que la route orthodromique et la route loxodro-mique sont identiques dans les 
as suivants : les deux points sont sur le même méridien(ils ont même longitude), 
as que nous avons traité et qui maintenant est ex
lu, oules deux points sont sur l'équateur (leurs latitudes sont nulles). Ce sont les seuls 
asoù la route loxodromique emprunte aussi un ar
 de grand 
er
le.3.1.4. Notations. � La terre sera assimilée à la sphère S de 
entre 0 et de rayon R.Nous introduisons le repère orthonormé dire
t OXYZ où l'axe OX joint le 
entre O aupoint H0, interse
tion de l'équateur ave
 le méridien origine (méridien de Greewi
h)et où l'axe OZ joint le 
entre au p�le nord N. Les ve
teurs unitaires sur 
es axesseront appelés respe
tivement �!i �!j , et �!k . Un pointM de la terre a des 
oordonnéesgéographiquesG et � (respe
tivement sa longitude et sa latitude). Soitm la proje
tionorthogonale de M sur le plan OXY. Le ve
teur unitaire de l'axe ��!Om sera noté �!u .La longitude du point M est l'angle ��!i ,�!u �. La latitude du point M est l'angle��!u ,��!OM�. Les longitudes Est seront 
omptées positivement de 0 à 180Æ tandis queles longitudes Ouest seront 
omptées négativement de 0 à -180Æ. Ainsi en exprimant
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les angles en radian on a plus pré
isément pour la longitude G d'un point M :-� < G 6 �.Les latitudes Nord seront 
omptées positivement de 0 à 90Æ tandis que les latitudesSud seront 
omptées négativement de 0 à -90Æ. Ainsi en exprimant les angles enradian on a plus pré
isément pour la latitude � d'un point M :-�2 6 G 6 �2 .3.2. Les outils mathématiquesLes formules présentées dans 
e texte pourraient être déduites de formules 
las-siques de trigonométrie sphérique. Nous les redémontrons i
i dans les 
as qui nousintéressent en utilisant deux outils fondamentaux : le produit s
alaire et le produitve
toriel.Nous �xons un repère orthonormé dire
t (OXYZ). Nous 
ondidérons deux pointsM1 et M2 de 
oordonnées respe
tives (x1,y1, z1) et (x2,y2, z2).



3.3. LES FORMULES 293.2.1. Produit s
alaire. � Ave
 les notations pré
édentes, le produit s
alaire desdeux ve
teurs ���!OM1 et ���!OM2 , noté h���!OM1 ,���!OM2 i, a pour expression analytique :h���!OM1 ,���!OM2 i = x1x2 + y1y2 + z1z2.Mais on sait aussi que :h���!OM1 ,���!OM2 i = jj���!OM1 jj jj���!OM2 jj 
os����!OM1 ,���!OM2� ,don
, quand au
un des deux ve
teurs n'est nul, on peut déterminer le 
osinus de leurangle grâ
e au produit s
alaire :
os����!OM1 ,���!OM2� = x1x2 + y1y2 + z1z2px21 + y21 + z21px22 + y22 + z22 .3.2.2. Produit ve
toriel. � Le produit ve
toriel noté ���!OM1 ^ ���!OM2 des deuxve
teurs ���!OM1 et ���!OM2 est le ve
teur �!w orthogonal à ���!OM1 et ���!OM2 , tel que le trièdre���!OM1 ,���!OM2 ,�!w soit dire
t, et de longueur :jj���!OM1 ^���!OM2 jj = jj���!OM1 jj jj���!OM2 jjj sin����!OM1 ,���!OM2� .Il a pour expression analytique :���!OM1 ^���!OM2 = 8><>: y1z2 - z1y2z1x2 - x1z2x1y2 - y1x23.3. Les formules3.3.1. La distan
e orthodromique. � Pour 
al
uler la distan
e orthodromiqueentreM1 etM2 on va 
al
uler le 
osinus de l'angle (���!OM1 ,���!OM2 ) en faisant le produits
alaire h���!OM1 ,���!OM2 i.���!OM1R = 8><>: 
os(�1) 
os(G1)
os(�1) sin(G1)sin(�1) ���!OM2R = 8><>: 
os(�2) 
os(G2)
os(�2) sin(G2)sin(�2)Don
 :
os(���!OM1 ,���!OM2 ) = 
os(�1) 
os(�2)� 
os(G1) 
os(G2) + sin(G1) sin(G2)�+ sin(�1) sin(�2),ou en
ore : 
os(���!OM1 ,���!OM2 ) = sin(�1) sin(�2) + 
os(�1) 
os(�2) 
os(G)



30 CHAPITRE 3. LES ROUTES ORTHODROMIQUESoù G = G2 - G1. On en déduit que l'angle (���!OM1 ,���!OM2 ) exprimé en radian a pourvaleur absolue :(8) d = ���(���!OM1 ,���!OM2 )��� = A
os� sin(�1) sin(�2) + 
os(�1) 
os(�2) 
os(G)� .En 
onséquen
e la distan
e en mille entre les deux points M1 et M2 est :dnm = 60� 180� �A
os� sin(�1) sin(�2) + 
os(�1) 
os(�2) 
os(G)� milles.3.3.2. Le 
ap en un point de la traje
toire. � Nous allons nous intéresser aupremier 
ap à suivre, 
'est à dire à l'angle entre le méridien passant par le point M1et la route orthodromique à suivre. Le plan C du grand 
er
le 
ontenant la routeorthodromique à suivre et le plan méridienM1 passant par M1 se 
oupent suivant lediamètreM1M 01 de la sphère terrestre S. Le plan orthogonal à 
e diamètre (don
 auxdeux plans C et M1) enM1 est le plan tangent à la sphère S au pointM1. Il apparaîtdon
 que le premier 
ap à suivre est l'angle entre les deux plans C et S. C'est don
aussi l'angle entre deux ve
teurs �!v1 et �!w orthogonaux respe
tivement aux plans M1et C. La stratégie va don
 être la suivante :1. on 
al
ule les produits ve
toriels �!v1 = �!u1 ^�!k et ���!OM1 ^���!OM2 ,2. on normalise le ve
teur ���!OM1 ^���!OM2 pour obtenir un ve
teur unitaire �!w ,3. on 
al
ule le produit s
alaire h�!v1 ,�!w i des deux ve
teurs unitaires �!v1 , �!w qui nousdonne le 
osinus de l'angle 
her
hé,4. grâ
e à la fon
tion A
os qui renvoie un angle entre 0 et � on ré
upère la valeurabsolue du 
ap 
her
hé. Par l'étude des valeurs relatives de G1 et G2 on déter-mine si la route est Est ou Ouest. Si la route est Est l'angle 
her
hé est 
eluidonné par la fon
tion A
os, si la route est Ouest on doit prendre l'opposé de
et angle, 
'est à dire,pour avoir un 
ap entre 0 et 2�, prendre 2� moins l'angledonné par la fon
tion A
os.Faisons le 
al
ul expli
itement en détaillant 
ha
un des points pré
édents et rapel-lons que 
e 
al
ul sera fait hors des 
as parti
uliers déjà exposés, 
'est-à-dire sous leshypothèses :1. -�2 < �1,�2 < �2 ,2. jGj = jG2 -G1j 6= �,3. G = G2 -G1 6= 0,3.3.2.1. Cal
ul des produits ve
toriels. � Rappelons que �!u1 est le ve
teur unitaireporté par ���!Om1 où m1 est la proje
tion orthogonale du pointM1 sur le plan OXY. Le
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teur �!k est le ve
teur unitaire de l'axe OZ.�!u1 = 8><>: 
os(G1)sin(G1)0 �!k = 8><>: 001 �!v1 = �!u1 ^�!k = 8><>: sin(G1)- 
os(G1)0De la même façon :���!OM1R = 8><>: 
os(�1) 
os(G1)
os(�1) sin(G1)sin(�1) ���!OM2R = 8><>: 
os(�2) 
os(G2)
os(�2) sin(G2)sin(�2)���!OM1R ^���!OM2R = 8><>: 
os(�1) sin(G1) sin(�2) - 
os(�2) sin(G2) sin(�1)
os(�2) 
os(G2) sin(�1) - 
os(�1) 
os(G1) sin(�2)
os(�1) 
os(G1) 
os(�2) sin(G2) - 
os(�2) 
os(G2) 
os(�1) sin(G1)3.3.2.2. Normalisation des ve
teurs. � Le ve
teur �!v1 est unitaire 
omme produitve
toriel de deux ve
teurs unitaires orthogonaux. Dans le 
as général la norme duproduit ve
toriel est le produit des normes des deux ve
teurs multiplié par la valeurabsolue du sinus de l'angle qu'ils forment. Or i
i l'angle ����!OM1 ,���!OM2� a pour valeurabsolue la quantité d 
al
ulée par la formule (8). La norme du ve
teur ���!OM1R ^ ���!OM2Rest don
 j sin(d)j. Remarquons que d véri�e 0 < d < pi puisque les points M1 et M2ne sont ni 
onfondus, ni diamétralement opposés, et que la route 
hoisie est l'ar
 leplus 
ourt sur le grand 
er
le 
ontenantM1 etM2. En 
onséquen
e j sin(d)j = sin(d).On peut don
 é
rire :�!w = 8>>><>>>: 1sin(d) � 
os(�1) sin(G1) sin(�2) - 
os(�2) sin(G2) sin(�1)�1sin(d) � 
os(�2) 
os(G2) sin(�1) - 
os(�1) 
os(G1) sin(�2)�1sin(d) � 
os(�1) 
os(G1) 
os(�2) sin(G2) - 
os(�2) 
os(G2) 
os(�1) sin(G1)�ou en
ore :�!w = 8>>><>>>: 1sin(d) � 
os(�1) sin(G1) sin(�2) - 
os(�2) sin(G2) sin(�1)�1sin(d) � 
os(�2) 
os(G2) sin(�1) - 
os(�1) 
os(G1) sin(�2)�1sin(d) � 
os(�1) 
os(�2) sin(G)�où G = G2 -G1.



32 CHAPITRE 3. LES ROUTES ORTHODROMIQUES3.3.2.3. Le 
al
ul du 
osinus de l'angle de route initial 
0. � Le 
osinus de l'anglede route initial est donné par le produit s
alaire h�!v1 ,�!w i.h�!v1 ,�!w i = 
os(
0) = 1sin(d) � 
os(�1) sin(�2) sin2(G1)- 
os(�2) sin(�1) sin(G2) sin(G1) - 
os(�2) sin(�1) 
os(G1) 
os(G2)+
os(�1) sin(�2) 
os2(G1)�d'où :(9) 
os(
0) = 1sin(d) � 
os(�1) sin(�2) - sin(�1) 
os(�2) 
os(G)� ,où G = G2 -G1.On en déduit don
 en utilisant la fon
tion A
os qui rapelons le renvoie un angle
ompris entre 0 et �, que :(10) j
0j = A
os�
os(�1) sin(�2) - sin(�1) 
os(�2) 
os(G)sin(d) � .Il reste maintenant à déterminer si la route est Est ou Ouest pour 
onnaître lavaleur de 
0. Pour 
ela on ramène l'angle G = G2 -G1 dans l'intervalle ℄ - �,�[ parrédu
tion modulo 2�. Rappelons que-� < G1,G2 6 �,et qu'on a traité les 
as parti
uliers jG2 -G1j = 0 ou �, 
as qu'on ex
lut maintenant.Si G = G2 -G1 > � on retran
he 2� à G, si G < -� on ajoute 2� à G, sinon on nemodi�e pas G. Maintenant on sait que -� < G < � et G 6= 0. On peut alors 
on
lureque si G > 0 la route est Est et alors :(11) 
0 = A
os�
os(�1) sin(�2) - sin(�1) 
os(�2) 
os(G)sin(d) � ,et si G < 0 la route est Ouest et alors :(12) 
0 = 2�-A
os�
os(�1) sin(�2) - sin(�1) 
os(�2) 
os(G)sin(d) � .Il existe d'autres expressions pour 
0. En parti
ulier si on multiplie numérateur etdénominateur de (9) par 
os(�1) (qui n'est pas nul puisqu'on a ex
lu les p�les) onobtient su

essivement :
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os(
0) = 
os2(�1) sin(�2) - sin(�1)
os(�1) 
os(�2) 
os(G)sin(d) 
os(�1) ,= (1- sin2(�1)) sin(�2) - sin(�1)
os(�1) 
os(�2) 
os(G)sin(d) 
os(�1) ,= sin(�2) - sin(�1)(sin(�1) sin(�2) + 
os(�1) 
os(�2) 
os(G)sin(d) 
os(�1) ,et �nalement la formule :(13) 
os(
0) = sin(�2) - sin(�1) 
os(d)sin(d) 
os(�1) .Á partir de la formule (13) on obtient des expressions alternatives pour les formules(11) et (12) :si G > 0 alors 
0 = A
os� sin(�2) - sin(�1) 
os(d)sin(d) 
os(�1) � ,(14) si G < 0 alors 
0 = 2�-A
os� sin(�2) - sin(�1) 
os(d)sin(d) 
os(�1) � .(15)Les formules (14) 
ontiennent une fon
tion trigonométrique de moins à 
al
ulerque les formules (11) et (12). Cependant la présen
e du terme parasite 
os(�1) endénominateur peut entraîner des erreurs d'arrondi au voisinnage de �1 = ��=2.Bien entendu puisqu'on 
onnaît 
os(
0) il est possible de 
al
uler j sin(
0)j. Plut�tque de 
al
uler 1- 
os2(
0) il est plus simple de 
al
uler le produit ve
toriel �!v1 ^�!w :�!v1 =8><>: sin(G1)- 
os(G1)0�!w = 8>>><>>>: 1sin(d) � 
os(�1) sin(G1) sin(�2) - 
os(�2) sin(G2) sin(�1)�1sin(d) � 
os(�2) 
os(G2) sin(�1) - 
os(�1) 
os(G1) sin(�2)�1sin(d) � 
os(�1) 
os(�2) sin(G)�D'où �!v1 ^�!w = 8><>: - 1sin(d) 
os(G1) 
os(�1) 
os(�2) sin(G)- 1sin(d) sin(G1) 
os(�1) 
os(�2) sin(G)- 1sin(d) sin(�1) 
os(�2) sin(G)et don
 :(16) j sin(
0)j = jj�!v1 ^�!w jjjj�!v1 jj jj�!w jj = ����
os(�2) sin(G)sin(d) ���� .



34 CHAPITRE 3. LES ROUTES ORTHODROMIQUES3.3.3. Le vertex. � Sur un grand 
er
le, il existe deux points diamétralementopposés V et V 0 qui ont une latitude de valeur absolue maximale. Si le grand 
er
len'est pas l'équateur, 
e 
ouple de points est unique, et nous noterons V 
elui quiest dans l'hémisphère Nord, 
'est le vertex Nord dont la latitude sera notée �V et lalongitudeGV. Nous noterons V 0 le vertex Sud de latitude �V 0 = -�V et de longitudeGV0 = GV + � si GV 6 0 et GV0 = GV - � si GV > 0. Une route orthodromiqueest supportée par un grand 
er
le, et le vertex Nord de la route est le vertex Norddu grand 
er
le qui la 
ontient. Attention, les vertex peuvent être à l'extérieur del'ar
 de grand 
er
le 
onstituant la route. Il est important de pouvoir évaluer les
oordonnées des vertex et en parti
ulier leurs latitudes, 
ar si l'un d'entre eux est surl'ar
 
onstituant la route, 
'est le point de plus haute latitude de la route. On pourraainsi voir si la route 
al
ulée ne porte pas trop au Nord ou au Sud. Si l'ar
 de grand
er
le 
onstituant la route ne 
ontient pas l'un des vertex, alors le point de plus hautelatitude de la route est la latitude d'une des extrémités de l'ar
 : 
elle de plus hautelatitude (Nord ou Sud).La latitude �V du vertex Nord est l'angle que fait le plan qui 
ontient le grand
er
le de la route ave
 le plan equatorial OXY. On va don
 l'obtenir en 
al
ulantl'angle aigu formé par les normales respe
tives à 
es plans. En 
onséquen
e, on aura :
os(�V) = jh�!w ,�!k ij = ����
os(�1) 
os(�2) sin(G)sin(d) ���� ,
e qui 
ompte tenu de la formule (16) nous donne :
os(�V) = 
os(�1)j sin(
0)j,ou en
ore :(17) �V = A
os� 
os(�1) j sin(
0)j� .3.4. Méthode graphique de report sur une 
arteConsidérons que le rayon de la terre est l'unité. Soit � le plan tangent au p�lenord. On 
onsidère sur � le repère Nxy obtenu par translation de ve
teur ��!ON durepère OXY. Soit M un point de la terre qui n'est pas sur l'équateur. La droite OM
oupe le plan � en �(M). Autrement dit un 
onsidère la proje
tion 
entrale de 
entreO sur le plan �. Regardons 
omment se projette l'hémisphère Nord. Les méridiens(leur partie Nord) se projettent sur des rayons et la partie Nord d'un méridien delongitude G se projette sur le rayon qui fait un angle G ave
 l'axe Nx. Autrement ditla longitude est 
onservée. Les parallèles se projettent sur des 
er
les de 
entre N. Leparallèle de latitude � se projette sur le 
er
le de 
entre N et de rayon 
otg(�). On a
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arte. Sur la �gure 1 on a dessiné les méridien de 15Æ en 15Æ et on a dessinéles parallèles 30Æ, 45Æ, 60Æ.
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Figure 1. CarteTout grand 
er
le (sauf l'équateur) se trouvant dans un plan passant par O seprojette en l'interse
tion de 
e plan ave
 �, 
'est-à-dire sur une droite. Don
 sur
ette 
arte les orthodromies sont des droites. On peut don
 fa
ilement dessiner uneorthodromie et repérer les 
oordonnées de ses points sur le graphique. On peut en-suite reporter 
es points sur une 
arte de Mer
ator par exemple et dessiner la routeorthodromique point par point sur la 
arte de Mer
ator. Du point de vue du 
al
ulle point M de latitude � (Nord) et longitude G se projette en le point �(M) de
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oordonnées x = 
otg(�) 
os(G), y = 
otg(�) sin(G). Le vertex V de la route ortho-dromiqueM1M2 est représenté sur la 
arte par le point �(V) proje
tion orthogonalede N sur la droite �(M1)�(M2) qui repésente la route orthodromiqueM1M2. Sur la�gure 1 on a tra
é la route orthodromique joignantM1 de latitude 45ÆN et longitude90ÆW au point M2 de latitude 30ÆN et longitude 45ÆE. On voit graphiquement quele vertex V a pour latitude à peu près 60Æ. Cette vision de la situation peut amenerà un 
al
ul des 
oordonnées de V :1. on 
al
ule les 
oordonnées des points �(M1) et �(M2) du plan �,2. on détermine l'équation de la droite D passant par �(M1) et �(M2)),3. on projette dans le plan � l'origine N sur la droite D. On obtient ainsi le point�(V) par ses 
oordonnées dans le repère Nxy,4. on remonte aux 
oordonnées géographiques du point V, et on obtient GV =angle(Nx,N�(V)) et �V = A
otg(jjN�(V)jj).Pour traiter les points de l'hémisphère Sud, il su�t de rempla
er un tel point Mpar son point diamétralement opposé M 0 qui lui est dans l'hémisphère Nord. Si ungrand 
er
le passe par M il passe aussi par M 0, don
 
ela ne 
hangera rien sur laproje
tion de la route et le 
al
ul du vertex se fera de la même manière.Cal
ulons par exemple ave
 
ette méthode la longitude GV. On supposera que lespoints M1 et M2 sont de latitude Nord. Si l'un d'entre eux est de latitude Sud onle rempla
e par le point diamétralement opposé. Ces deux points sont représentéssur la 
arte 
onstituée par le plan � par les point �(M1) et �(M2) de 
oordonnéesrespe
tives :�(M1) = Æ X1 = 
otg(�1) 
os(G1)Y1 = 
otg(�1) sin(G1) �(M2) = Æ X2 = 
otg(�2) 
os(G2)Y2 = 
otg(�2) sin(G2)La droite D passant par M1 et M2 a pour équation :(X - X1)(Y2 - Y1) - (Y - Y1)(X2 - X1) = 0,ou en
ore : X(Y2 - Y1) - Y(X2 - X1) + Y1X2 - X1Y2 = 0.La droite D 0 perpendi
ulaire à D et passant par l'origine N a don
 pour équation :X(X2 - X1) + Y(Y2 - Y1) = 0.L'interse
tion de D et D 0 est le point �(V). Les 
oordonnées XV et YV de 
e point�(V) sont : �(V) = Æ XV = (X1Y2-Y1X2)(Y2-Y1)(X2-X1)2+(Y2-Y1)2YV = - (X1Y2-Y1X2)(X2-X1)(X2-X1)2+(Y2-Y1)2



3.4. MÉTHODE GRAPHIQUE DE REPORT SUR UNE CARTE 37Par ailleurs la droite D 0 s'exprime aussi sous la forme :Y = -X2 - X1Y2 - Y1 X,
e qui montre que :(18) tan(GV) = -X2 - X1Y2 - Y1 .En 
onséquen
e :(19) Si XV > 0 alors GV = Atan(-X2-X1Y2-Y1 )Si XV < 0 et tan(GV) > 0 alors GV = Atan(-X2-X1Y2-Y1 ) - �Si XV < 0 et tan(GV) < 0 alors GV = Atan(-X2-X1Y2-Y1 ) + �Remarque 3.4.1. � Il y a des 
as parti
uliers :1. Si les deux points sont sur l'équateur, le grand 
er
le 
ontenant la route estl'équateur, don
 la plus haute latitude atteinte est 0. Cher
her le vertex n'a pasde sens puisque tout point de l'équateur est un vertex.2. Si un et un seulement des pointsM1,M2 est de latitude nulle, supposons que 
esoit M2 par exemple alors il y a bien un vertex, mais attention 
ar M2 n'a pasde proje
tion sur le plan �. En fait le point �(M2) est le point à l'in�ni dans ladire
tion donée par G2. Il su�t alors de rempla
er la droite �(M1)�(M2) parla droite D issue de �(M1) et de 
oe�
ient dire
teur tan(G2).





CHAPITRE 4LA DÉVIATION DU COMPAS
4.1. Présentation du problèmeL'appareil le plus répandu pour déterminer la dire
tion d'un navire est le 
ompasmagnétique (boussole adaptée à la navigation). D'autres systèmes existent, basés surdes 
omportements mé
aniques (
ompas gyros
opiques) ou basés sur des temps depropagation de signaux (GPS). Déterminer le 
ap d'un navire (dire
tion suivie) est lamesure fondamentale faite par les navigateurs. D'ailleurs 
ette grandeur première ennavigation impose par exemple le format des 
artes : on a intérêt à 
e qu'une routeà 
ap 
onstant soit représentée par une droite sur la 
arte, 
e qui donne toute safor
e à la représentation 
onforme de Mer
ator. Cependant l'utilisation du 
ompasmagnétique pour déterminer le 
ap, donne lieu à quelques di�
ultés. La premièred'entre elles est la di�éren
e entre la dire
tion du Nord géographique et 
elle du Nordmagnétique, di�éren
e appelée dé
linaison magnétique qui dépend du lieu où onse trouve et qui varie dans le temps. L'autre di�
ulté tient à l'appareil de mesure(le 
ompas) et à son environnement (présen
e des masses métalliques). L'erreur faitepar le 
ompas dans sa détermination du Nord magnétique est appelée la déviationdu 
ompas. La déviation dépend essentiellement du 
ap suivi, mais aussi du lieu oùl'on se trouve.Pout résumer la situation donnons les dé�nitions et formules suivantes :1. Le 
ap vrai qu'on notera Cv, est l'angle entre la dire
tion du Nord géographiqueet la dire
tion du bateau (ou en
ore entre le méridien du lieu et la dire
tion dubateau). Cet angle est 
ompris entre 0Æ et 360Æ. 0Æ mesure une dire
tion pleinNord, 90Æ une dire
tion plein Est, 180Æ une dire
tion plein Sud et 270Æ unedire
tion plein Ouest. C'est bien entendu 
et angle qu'on veut 
al
uler pour lesreports sur les 
artes.



40 CHAPITRE 4. DÉVIATION DU COMPAS2. Le 
ap magnétique qu'on notera Cm est l'angle entre la dire
tion du Nord ma-gnétique et la dire
tion du bateau. Ce 
ap di�ère du 
ap vrai par la dé
linaisonmagnétique du lieu (indiquée sur la 
arte à une date donnée ave
 son évolutiondans le temps). Cette dé
linaison est positive ou négative suivant que le Nordmagnétique est à l'Est du Nord vrai ou à l'Ouest de 
elui-
i. On a la formulesuivante :(20) Cv = Cm +D3. Le 
ap 
ompas qu'on notera C
 est la valeur du 
ap lue sur le 
ompas. Cettevaleur di�ère du 
ap magnétique d'un angle positif ou négatif appelé la déviationdu 
ompas, qu'on notera d. Ainsi(21) Cm = C
 + d,et en dé�nitive(22) Cv = C
 +D+ d.On introduit parfois l'angle D+d, qu'on appele la variation et qu'on note W.On é
rit alors(23) Cv = C
 +W.Ainsi, il est important de savoir, pour un navire donné et un 
ompas positionné sur
e navire, et pour une zone de navigation déterminée, tra
er la 
ourbe qui donne ladéviation du 
ompas en fon
tion du 
ap 
ompas lu, et don
 retrouver le 
ap magné-tique puis le 
ap vrai en fon
tion du 
ap 
ompas lu. L'opération qui 
onsiste à obtenir
ette 
ourbe s'appelle la régulation du 
ompas. Elle in
lut une opération prélimi-naire qu'on appelle la 
ompensation du 
ompas et qui, par un bon positionnementde masselotes en fer, tend à ramener les valeurs de d 
al
ulées dans une four
hetteraisonnable (entre �5Æ si possible).4.2. La formule d'Ar
hibald SmithComme nous l'avons vu dans la se
tion pré
édente, il est important de tra
er pourun 
ompas installé donné, et pour une zone de navigation, la 
ourbe de déviationdu 
ompas, 
'est-à-dire la 
ourbe de la fon
tion qui à tout 
ap 
ompas C
 fait 
or-respondre la déviation d. Cette 
ourbe peut être tra
ée point par point en repérantle 
ap vrai par rapport à des amers remarquables. C'est en général 
e qu'on fait enpratique. Cependant, il existe une formule donnant d en fon
tion de C
 qui permet



4.2. LA FORMULE D'ARCHIBALD SMITH 41ave
 5 mesures d'avoir l'équation de la 
ourbe. Cette formule est dûe à Sir Ar
hibaldSmith (1813-1872) :d(C
) = A0 +A1 sin(C
) + B1 
os(C
) +A2 sin(2C
) + B2 
os(2C
).Si on analyse 
ette formule, on peut faire la remarque suivante. La fon
tion d(C
) est
lairement périodique de période 2�. On peut penser d'après l'interprétation physiqueque 
ette fon
tion est de 
lasse C1 (dérivable et de dérivée 
ontinue). Don
 d(C
) estdéveloppable en série de Fourier. La formule d'Ar
hibald Smith dit que seuls les
oe�
ients A0,A1,B1,A2,B2 de la série de Fourier sont éventuellement distin
ts dezéro.Il su�t alors de déterminer d pour 5 valeurs bien 
hoisies de C
 pour disposer del'équation de la 
ourbe de déviation du 
ompas. Par exemple si on dispose de d(0Æ),d(90Æ), d(180Æ), d(270Æ), d(45Æ), alos on a :d(0) = A0 + B1 + B2,d(90) = A0 +A1 - B2,d(180) = A0 - B1 + B2,d(270) = A0 -A1 - B2,d(45) = A0 +A2 + p22 (A1 + B1).De 
e 
es formules on tire les 
oe�
ients :(24) A0 = 14 �d(0) + d(90) + d(180) + d(270)� ,(25) A1 = 12 �d(90) - d(270)�-A0,(26) B1 = 12 �d(0) - d(180)� ,(27) A2 = d(45) - p22 �A1 + B1�-A0,(28) B2 = 12 �d(0) + d(180)�-A0.




