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INTRODUCTION .

Depuis longtemps, on a conscience du fait que le choix des problémes que I’on
pose en mathéniatiques, et le rdle qu’on leur fait jouer dans l’enseigneménfp sont liés
aux conceptions, souvent non explicites, que 'on a des mathématiques:, de la relation

- au savoir en général et de la relation entre enseignant et enseigné (Voir [1] ).

La publication qui suit est consacrée pour [’essentiel 2 la description d’une prati-
que pédagogique, que nous avons appelée pratique du “probléme ouvert”. Cette prati-
que a été élaborée et expérimentée dans le cadre de 'TREM de LYON depuis quatre
années. Elle a fait I’objet d’une présentation lors du Colloque National sur le probléme
organisé par notre équipe a2 Lyon en 1982 et qui a réuni cent cinquante participants
(voir [2] ). A '

, Le but de cette pratique est de placer les éléves dans une situation d’apprentissage
qui les ameéne a

' chercher - essayer — comjecturer - découvrir - prouver
et ceci, 'dans, un cadre ot ils découvrent ces différentes etapes par leur propre initia-
tive, ' -

Nous espérons aussi que cette prafique pourra étre une réponse possible au désir
de nombreux collégues de changer leur enseignement, de motiver les éléves, de retrou-
ver U'enthousiasme. Le terrain du collége nous a semblé prioritaire car, d’une part,
c’est la que la demande de changement de la part des enseignants est la plus forte et
d’autre part, c’est dés la sixiéme qu’il faut initier I’éléve a I’ aventm'e du probléme et

déclencher chez fui un comportement de recherohe

Mais la prathue du probleme quert peut aussi- 8tre utilisée en second cycle et
I’a été effectivement, cependant nous ne disposons pas 4 ce niveaun d’une expérience
aussi large. '

La présentation globale de I’activité que nous proposons fait I’objet de la premiere
partie de cette publication, intitulée “Des problémes ouverts ? Pour qui ? Pourquoi ?”
Cette premlerc partie reprend avec guelgues modifications, le contenu d’un article
‘paru dans la revae “Petit x” (numéro 2)*.

* La revue “Petit X7 , consacrée i I’enseignement dans les colléges, est publiée par PLR.E.M. de
GRENOBLE {(IREM de GRENOBLE - B.P.41 - 38402 Saint Martin d’Heres Cedex).



Les parties suivantes reprennent, avec plus de détails, un certain nombre de points
déja abordés dans la premiére partie. Elles visent aussi 4 répondre aux questions que se
posent, nous 1’avons constaté par notre expérience & I'TREM de LYON, les enseignants
désireux d’utiliser dans leur classe des problémes ouverts. Il y a donc certaines redites
entre ces parties et la premiére, maxs il ne nous a pas semblé génant de revenir sur des

points qui nous semblent fondamentaux.

Les sujets abordés sont

Le rapport entre les problemes ouver*s et la conLrambe du programme, (2én3e partie)

%

* Le role du professeur pendant une séance de probléme ouvert, (Séme partie)
% I’influence de cette pratique sur notre enseignement, (4éme partie)
* Des conseils prathues pour organlser une séance,  (5éme partie)

En outre, on trouvera des comptes rendus d’expérimentation dans la 6éme parme

‘ Nous souhaitons que la lecture de cette pubhcamon vous incitera a pratiquer le
probleme ouvert” dans vos classes et 4 nous faire part de vos expériences. Notons
que les classes ol g’est déroulée I’expérience sont des classes “courantes”, c’est-a-dire
! appartenant ni 4 un établissement expérimental, ni 3 un établissement iréputé pour
‘son bon niveau, et que I’activité était proposée pax Ienseignant. I eApenence est donc
reproductible sans conditions particulieres.
Vous trouverez 3 la septiéme partie d’autres énoncés de problémes ouverts directe-
‘ment utilisables dans le premier cycle

Si vous. désirez nous faire part de vos *"appor’rs g’ eApeﬂmenta’mon, vous trouverez
également, page 63 une grille pour faciliter la redactzon de ces rapports.

Enfin, nous vous signalons que I'TREM de LYON pubhe régulidrement une “feuille
aproblemes” dans laqueﬂe vous trouverez, entre autres, d’autres énoncés de problemes
ouverts et des rapports d’expérimentation. (Abonnement gratuit en envoyant vos
coordonnées 4 'TREM de LYON).

L’équipe sux le probléme de 'TREM de LYON

Gilbert ARSAC, Université Lyon 1

Gilles GERMAIN, Université Lyon 1

Michel MANTE, Collége Jean Vilar - Villeurbanne
Dominique PICHOD, Psychosociologue

Ont en ottre participé a cette équipe les annees précédentes:
- Alain BOUVIER, Université Lyon 1

Michel GONN ARD, Lycée Colbert - Lyon 8eme
Marie-Claude PONTILLE, Lycée Brossolette - Villeurbanne
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PREMIERE PARTIE

DES PROBLEMES OUVERTS
POUR QUI ? POURQUOI ?

“LES PROBLEMES OUVERTS” ET LES AUTRES

Le travail fait sur “le probléme dans I’ enselgnement” 3 I'TREM de LYON se deflmt par
comparaison avec des travaux ana_logues mais visant des buts dﬁferenrs :

* “I’enseignement par le probleme” qu1 vise i faire acquérir certaines notions
mathématiques au moyen de problemes choisis 4. cet effet (soit problémes

& apphccdmon soit méme problémes de decouverte visant 4 intreduire uné
notion nouvelle);

* Dinitiation 3 la modélisation qui vise & entrainer les éléves a transformer un pro-
bléme concret en probléme mathema‘aque I’accent est mis sur la transforma-
tion du probléme concret en probleme abstrait, souvent facile a résoudre (voir
tous les problémes de modeles mathématiques pour des jeux).

Dans notre deﬁmtlon du” “probléme ouvert” se frouve plus:ou moins explicitement -
exprimé un but dlfferent que ’on peut formuler ainsi: placer les éleves dans la situa-
tion la plus typzque de l'activité de recherche mmhemafzque c’est-a-dire affronter un
probléme dont ’énoncé les place, toutes proportions gardées, dans la situation du cher-
cheur.

L’ “enseignement par le probléme” sous-entend que les mathématiques sont une
science constituée, 4 laquelle on s’initie sous la conduite d’un maftre (ou d"un livre).

L’initiation a la modélisation sous-entend que les mathématiques sont un outil pour
résoudre des problémes pas nécessairement mathématiques (mathématiques au service
de la physique, de la biologie, de I’4conomie, etc...).

La pratigue que nous proposons considére les mathématiques comme une science
vivante qui a son developpement propre et sa logique pri opre.

Naturellement, ces trois points de vue ont leur part de vérité et il nous sem_blé souhaita-
ble qu’ils coexistent dans I’enseignement, cependant, si I’on interroge les éléves, et
méme les enseignants, on constate souvent que seuls les deux premiers sont pris en .
compte et transmis (en général 1mph01temenb) Par exemple, les éléves (et les profes-
seurs) n’arrivent pas a 1mag1ner en quoi peut bien consister la recherche en mathema’cl-
ques (Reste-t-il des choses a trouver ? Les professeurs ne sauraient-il pas tout 7). Beau-
coup pensent que les mathemamques se sont développées uniquement a partir des
applications (ce qui.est historiquement faux, y compris 4 1’6poque contemporaine).
Enfin la recherche d’un probléme se résume trop souvent & trouver le ,chapitré du cours
d’ot il est extrait. v .



[@2]

' Venons-en maintenant & une tentative de définition du “probléme: ouvert” que le
lecteur attend ... . La version que nous en donnons ci-dessous tient compte des remar-
gues faites par cortams partlmpanbs au “Colloque sur le Probléme” et des réflexions

ultérieures de I’équipe.

Nous appelons probléme ouvert un probléme qui possede les caractéristiques sui-

vantes:

* énoncé court;

* Iénoncé n’induit ni la méthode, ni la solutlon (pas de question intermé-
diaire ni de probléme du genre “montrer que”). En aucun cas cette solu-
tion ne doit se réduire a I'utilisation ou Papplication Hnmedlate des resul—
tats présentés en cours; ,

* le probléme se trouve dans un domaine conceptuel avec lequel les eleves
ont assez de fammante Ainsi peuvent ils prendre facilement ° possessmn

" de la situation et s engager dans des essais, des conjectures, de pIOJets de

résolution.

En voici quelgues exemples:

. 1.- Toto parf de A, prencf de ’eau et va en B. ’ ®

Peux-tu lui tracer le chemin le plus court ? A
. ®

— — T ealu

2.- Peusx-tu trouver deux entiers naturels distincts a et b tels que

=1+ % ?
Peux-tu trouver tréis entiers naturels distincts a, b et ¢ tels que:
- 1 = 1. 1 i 1 ? ‘
a b c.
Peux-tu trouver quatre entiers naturels distincts a; b, cetd vt'.e"ls que:
 olililily

" Continue.

8.- Etudier la chaine:

5 si n est pair »
n < (n.& )
] Sn+ 1 si n est impair



-

4.- Comment tracer la droite passant par A et par

Pintersection de d et d’ ¢
Malheureusement, le point d’intersection de ces
deux droites se situe d extérieur de la feuille.

5.- Peux-tu déterminer en fonction de n et p, le

nombre de carrés que traverse la diagonale ?

S g

L

6.- Etant donné trois nombres positifs est-il toujours possible de construire un triangle
dont les cdtés ont pour mesure ces trois nombres ? '
Si ce n’est pas toujours possible, quelle(s) condition(s) doivent vérifier ces nombres
pour que ce soit possible.

Avant de commenter certains de ces exemples, notons tout de suite que notre défini-
tion du probléme ouvert n’est que relativement originale; on trouvera des définitions
analogues ailleurs, par exemple dans ‘Le Livre du Prob_leme , [3] de IPTREM de
Strasbourg ou ce qui est appelé “probléme” est voisin de ce que nous appelons “pro-
bléme ouvert” et ol une classification phis fine est proposée. On trouvera é;iissi un bril-
lant compte rendu d’une séance de “problémé ouvert” dévant deux cents personnes,
menée par S. LANG, dans [4] et [5] ' B '

En fait nous nous différencions du “Livre du Probléme” eh ce gue nous proposons une
pratique systématique du “probléme ouvert” en classe alors que, pour les autetrs de -
cet ouvrage (page 20): '
“La recherche de problemes n ‘est pas une activité scolazre compafzble avec des
horaires stricts, réalisée en temps limité ..
Il s’agit donc d’une activité libre, d laquelle on se livre par goiit d’une facon désin-
téressée. On comparera le statut du probléme, dans [’ enseignement des mathéma-
tiques, d la lecture des ceuvres littéraires, ne figurant pas au programme, dans [’en-
seignement du frangais. :
Le mafire sémera, de temps en temps, des 1dees de pr@blemes dans [’éspoir de
récolter un comportement de recherche. Mais lorsque I’Inspecteur viendra passer
vingt minutes dans la classe, il n’apercevra pas ce qui germe dans la téte des
enfants, et il ne pourra juger si I'initiative du professeur est sur le point de porter
ses fruits. Ainsi, s’agit-il aussi pour le mcsz\'e d’une activité gratuite, d laquelle 1l
n’est pas reglementairement astreint.” ' ‘



QUELQUES COMMENTAIRES SUR LA DEFINITION DU PROBLEME OQUVERT

Remarquons tout d’aberd que certaines des contraintes imposées dans la définition
sont visiblement lides 4 la situation d’enseignement: il en est ainsi de la briéveté de
I’énoncé et du choix du domaine conceptuel. o

D’autre part, un méme probléme peut, suivant son enonca et suivant le moment ou on
le pose, conduire a un probléme ° ‘ouvert” ou “fermé” ou donner lieu & un probléme
de modélisation- prealable Considérons par exemple le probléme numéro 1, bien classi-
que du point de vue mathemathue
On donne une droite D et deux points
A et B situés dans un méme demi-plan
par rapport d D. Existe-t-il un poinfC
de D tel que le trajet ACB soit mini-
D mum ? , So-

A

C
Cet énoncé, auguel on peut donner éventuellement une forme plus concrete, peut
constituer un probléme ouvert dans les classes de quatriéme ou troisiéme. Mais il don-
nera évidemment lieu 4 un probléme “fermé” si ’on transforme la fin de T’énoncé sous
la forme: o
“Montrer que le trajet ACB ést minimum quand C est d 'intersection de D
avec la droite joignant B au symétrique de A par rapport d D.”

ou si l’on rajoute: “‘Penser d la symétrie” !

Il donnera également lieu 4 un probleme ferme §’il est propose aprés un cours sur la
symétrie. Cet énoncé peut aussi servir a la modélisation d’une situation d’optigue

g_eometnque {réflexion de la lumiére, principe de Maupertuis).

De méme, la frontiére entre probléme ouvert et probléme de découverte n est pas tou-
jours nette. Ainsi I’énoncé numéro 6 peut servir aux deux usages: -

“Etant donné trois nombres posilifs, extste t-il un trzangle dont les cotés
azent pour mesure ces trois nombres 27 '

Cet exemple montre aussi qu’une sﬂ:uatlon mathemataque trés clasanue peut donner
lied & un probléme ouvert.

Enfin, | attitude et le role du professeur pendant la recherche du probléme sont essen-
tlels pour qgue celui-ci reste ouvert du point de vue des éléves. Cette attitude est décrite
et commentée 4 la fin de cette premiére partie et dans les parties 3 et 5 de cette publi-

cation.
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POURQUOI PROPOSER DES PROBLEMES OUVERTS DANS NOS CLASSES ?

Avant de décrire une séance de recherche de problémes ouverts, nous allons préciser ici
les ob}ectlfs que nous visons a travers cette pra’mdue Ces objectifs seront repris et détail-
165 dans les deuxiéme et troisiéme parties.

Si I’on examine les problémes proposés dans nos classes, il semble que-ce sont essentiel-
lement des problémes dont 1’objectif est d’apprendre a 1’éléve & utiliser des outils ma-
thématiques que le professeur lui a donnés. Sans négliger leur intérét, il nous semble
dommage de réduire I’enseignement des mathématigues 4 ce seul aspect. En effet, ces
outils déviennent bien souvent une fin en eux-mémes et les mathématiques sont alors
perclies comme une science abstraite et essentiellement déductive. Ce qui, nous semble-
t-il, diminue considérablement la portée éducative de leur enseignement.

Nous pensons qu’un autre aspect des mathématiques est trop souvent absent de notre
enseigriement, c’est 1’aspect expérimental et inductif. La pratique de problémes ouverts
peut permettre de retrouver cet aspect des mathématiques en permettant a I’éleve de
mettre en route ce gque nous appelons une démarche scientifique c’est-a-dire en lui
permettant d’essayer, de conjecturer, de tester, de prouver™. En ce sens nous sornmes en
parfait accord avec les auteurs du livre sur le probléme [3] :

“Iéducation mathématique développe occasionnellement la mémoire, la minutie,
. le sens pratique, les facultés d’abstraction, etc... Mais le plus important est de cul-
tiver Uintelligence qui est I'aptitude d faire face @ des situations nouvelles et d
saisir des relations. C'est la recherche de ‘problémes” qui est donc I ‘activité ma-
thématique la plus zmpormnte o
Contrairement aux exercices d’exposition, le contenu mathematzque zmporte peu
dans un probleme L'important est de susciter un élan de curiosité et de déclen-
cher un comportement de recherche.
Cependant, notre systéme d’enseignement méconnait gTavement cet aspect. Nom-
breux sont les étudiants qui sortent brillamment diplémés de nos ‘Universités
-sans avoir vraiment résolu un seul probléme de leur vie: il ne leur est jamais arrivé
d’étre obsédés par une question pendant plusieurs semaines, d’avoir lentement pris
conscience de la nature des difficultés, et d’aboutir, d la suite d’un long processus,
d une illumination qui dévoile la réponse.”

A noter que cette conception des mathématiques comme science expérimentale est tel-
lement occultée dans notre enseignement, et dans celui que NOousS avons recu, gue pour
un certain nombre de professeurs de mathématiques, essayer, bricoler ce n’est pas faire
des mathématiques | “Faire des mathématiques, c’est faire des démonstrations !” (sic).

Un deuxiéme objectif peut &tre atteint 4 travers cette pratique: en effet, comme nous
le verrons plus loin, le role du professeur et le statut du probléme dans cette pratigue
changent, il y a en quelque sorte une rupture du contrat didactique. Cette rupture nous
permet alors, 4 nous enseignants, de prendre du recul par rapport a notre pratique tra-
ditionnelle, en somme de faire ‘“‘un pas de c6té” par rapport d cette pratique.

* Voir 4 ce propos “La Mystification Mathématique” d’Alain BOUVIER, ‘(Hermann).
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Enfin, un dernier objectif visé est de permettre aux enseignants de retrouver le plaisir
de faire des mathématiques ! Car il faut bien reconnaitre gu’apres dix ou quinze ans,
ou plus, passés 4 enseigner dans un lycée, collége ou LEP, nous avons I'impression de ne
plus avoir fait de mathématiques depuis longtemps. Or les problémes ouverts que nous
proposons a nos éléves sont aussi des problémes pour nous, beaucoup d’entre nous
avons eu énormément de plaisir 4 les chercher et c’est ce plaisir qui nous a incités a les

proposer d nos éleves.

CHRONIQUE D’UNE EXPERIMENTATION D’UN PROBLEME OUVERT
DANS UNE CLASSE DE QUATRIEME

Cette chronique est rédigée par l’enseignant qui a proposé ce probléme*. La classe est
une cldsse de quatriéme d'un établissement depuis classé en ZEP.

1.- Mise en route de I’experunentatlon

d’ai presente 4 mes éléves six problemes (voir I’énoncé de ces problémes page 6), en
nota.ut leur énoncé sur une grande feuille (1 m X 1 ,50m) qui a été affichée en classe.

Leurs réactions ont été trés diverses: au début, ﬂ.S ont trouvé tous ces problemes trés
simples (dans leur esprit, énoncé court = probléme ‘facile !), puis chacun a essayé de
proposer des solutions. Entre autre pour l’exercice 1, “tous les chemins sont égaux !,
Certains ont essayé de noter les énoncés sur leur brouﬂ_lon Finalement, je leur ai pro-
posé de polycopier ces énoncés et d’orgamser une séance de recherche la semaine sui-
vante du probléme numéro 5, dont on rappelle I’énoncé c:1-dessous

Peux-tu déterminer en f-oncz,‘zon de 4
n et p, le nombre de carreaux que - 3 E
traverse la diagonale ¢ 1 LT P
L i
— . L ¥
€onmen n carreaux ----------° >

A noter que j’ai eu beaucoup de mal & les arracher a ces problémes pour revenir a des

choses plus traditionnelles.

- Premiére séance
Quatre ou cing jours plus tard, nous avons consacré une séance d’une heure pour cher-

cher en classe ce probléme 5.

* Cette chronique a été rédigée en 1982. Depuis {'al modifié la maniére de présenter ces problémes

3 mes éléves et la gestion de la mise en commun. (Voir & ce propos les parties 3eth).
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An cours de cefte premiére séance, comme d’zilleurs pour les autres séances, les éléves
ont cherché par groupes de deux ou individuellement.

Des questions ont été proposées concernant I’énoncé:

“Que signifie en fonction de net p 77
Je leur ai repondu qu’il fallait qu’ils trouvent une formule donnant directement le nom-
bre de carreaux traversés, dans tracer le rectangle, uniquement a l’aide de n et p.

“Et si la diagonale passe par un neud du quadrillage, comment compte-t-on le
nombre de carreaux traversés ?77.

Aprés ces questions, les éléves ont fait des essais avec des feuilles quadrillées.

Certains au début tracaient leurs rectangles 4 main levée mais en comparant leurs résul-
tats avec leurs camarades, ils se sont rendus compue gue pour faire un décompte cor-
rect des carreaux, il fallait faire une figure précise: la figure n’est plus faite pour le proi,-

mais pour eux !

Rapidement (10 & 15 minutes apres le début de la séancé), des solutions me sont pro-
posées par pratiquement tous les groupes. Mais il faut noter que ces “solutions” sont
établies a partir de deux, voir souvent d’un seul exemple | Ces deux exemples ou cet

‘exemple suffisent 4 convaincre totalement mes éléves: ils estiment alors que le proble—

me est résolu, ils posent leur crayon avec un grand sourire de satisfaction !

Exemples de ces solutions: (pour plus de simplicité, j’appellerai N le nombre de
carreaux traversés). ‘

¢ N=n - : Ce groupe a fait deux essais avec
‘ (n,p) = (8,4) et (6,3)
e N=n+p-1 » Plusieurs fois proposé avec

(n,p) = (7,4 ; (6,3) 5 -
+ Voiciune autre conjecture trouvée aprés 35 minutes de recherche:

- sin estpalr:

si p= % alors N = '%"r D
si p<% alors N = %—F 1
- sin est impair, - . alors N:%‘—‘r 05+ p-1 -

Jessaie d’aider alors mes éldves 4 &tre davantage critigues face 3 leurs conjectures en
essayant de soulever en eux un doute face 3 leur “solution”: soit en leur demandant
¢’ils sont absolument sir de leur résultat, soit en leur proposant un contre-exemple.

Exemple de dialogue professeur-éleves:
- Cay est on a trcuvé le nombre de carreaux traversés, c’est n .

Avez-vous essayé avec 3etd ?

Les éléves essaient et constatent ...
Mince notre truc ne marche pas !
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Le contfre-exemple les convainc sans probléme et ils se mettent & faire de nouveaux
essais. ) ' ’ ‘ '
L’activité en classe est intense. Tous cherchent.

Certains éléves commencent a s’organiser.

Un groupe fait un tableau a double entrée pour rassembler les résultats de ses essais.

—
P 1] 2] 381 4
4 .
11112 8] 4 ' “le 19
- - 3 :
2 21 4| 4
2 = i’/
3 | 3| s S T 6
— ' 1 = —
i 4 4 _ _///_
. OZ/

1 2 -3 4 5 6 7 8

Une éléve utilise le repére ci-dessus pour faire plus rapidement des essais.

Je suis moins souvent sollicité par les éléves qui commencent 2 devenir davantage criti-

ques face & leurs conjectures. Au bout d’une heure tottes les conjectures proposées par

les eleves se sont avérées fausses. Je propose alors d’organiser une nouvelle séahce une

semaine plus uard les éleves et;:mt bien sfir invités a continuer leurs recherches chéz eux
s’ils le désirent.

3.- Deuxiéme séance _

Au bout de la nouvelle séance, les éleves ont de la peiné 3 faire le bilan de leurs recher-

ches de la séance précédente: beaucoup ont perdu leur brouillon ou n’en retrouvent
gu’une partie, peu ont noté leurs conjectures. J’en profite alors pour leur faire sentir la
nece551te d’apprendre & rédiger leurs conjectures ou découvertes.-Cette rédaction a pour
but de leur permettre de faire un bilan de leur recherche et donc de ne pas repartir a
zéro lorsqu’ils recherchent le probléme quelque temps plus tard et de pouvoir commu-
niquer leurs conjectures oii résultats 4 leurs camérades. :

La motivation semble un peu tomber dans certains groupes car les eleves ne trouvent
pas la formule qui “marche tout le temps”. Il y a toujours un exemple qui “ne va pas”.

Je vais alors auprés de ces groupes pour faire avec eux le bilan de leur recherche et sur-
tout pour leur indiguer qu *aprés tout, ils ne sont peut-gtre pas obligés de trouver “la
bonne formule” mais qu’un résultat qui ne “marche” pas tout le temps peut gtre inté-
ressant 4 condition de préciser dans quels cas il est valable !

Exemple de dialogue professeur-éléves:
- Alors ot en &tes-vous ?
- Bof !I' ... On avait trouvé que le nombre de carreaux traversés est n mais ca ne

marche pasavecn=9 et p= 6
- Bien. Mais quels sont les exemples gui vous ont conduits & etabhr cette for-

mule ?
-n=8; p=4 e n=9%; p=3
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- 1 serait peut-étre intéressant de trouver pour quelles valeurs de n et p cette for-

mule est valable.

Les éléves sont alors surpris car je les guide sur une piste qui ne semble plus tre en
rapport direct avec le probléme de départ. Mais d’'un autre coté, ils se sentent motivés
pour reprendre leur recherche car ils se rendent compte que leur formule “n’estpassi
ridicule que ¢a” !

De nouvelles conjectures commencent alors a apparalire:
' “Sin estle double de p, alors N=n " -
“Si n est un multiple de p, alors N=n"
“Sin est pair et p impair, alors N=n+p-17
“Sip est un nombre premier, alors N=n+ p-1".

Un groupe s’intéresse au nombre de nceuds traversés.

Je suis vraiment £tonné par les découvertes de mes éiéves. Je leur propose alors pour le
prochain cours, une séance de mise en commun des résultats. )

4.- Mise en commun des conjectures
Cette fois-ci les brouillons ont été gardés.
Chaque groupe propose ses conjectures. Je les note au tableau. Les autres groupes
essayent évidemment de prouver a I’aide de contre-exemples qu’elles sont fausses !

En fait, on s’apercoit que, pour les éléves la distinction entre vrai ou faux n’est pas
claire.

1

Certains pensent pouvoir nier la formule N = n+ p - 2 quand n est impair et p
pair avec ’exemple n=5 et p=6.

Siune conjecture est reconnue comme fausse par la classe, je I’efface.

Finalement trois conjectures “résistent’ a toute attaque:
- sin est un multiple de p, alors N=n '
- si p est un nombre premier non diviseur de n, alors N=n+ p-1 ;
- N=n+ p -1+ le nombre de nceuds.

Je sens alors la nécessité de leur donnmer le résultat. Je n’ai pas pensé que Je pouvais
adapter une démonstration 4 des quatriémes. Cela est peut-&tre possible ?
N = n+ p-pged (n, p). ' . ‘

Je suis alors surpris par la réaction de mes éléves.
- Ah mince, c¢’était facile !
- Comment n’y ai-je pas pensé ?

Beaucoup s’attendaient a une formule trés compliquée. Chacun essaie de lui-méme de
vérifier cette formule avec un ou deux exemples. Un rappel a été évidemment néces-
saire sur la notion de pged . '

Puis un éleve a alors posé la question suivante:
- Mais alors, nos formules sont fausses ou pas ?

45 minutes ont alors été consacrées 4 étudier cette question pour les deux premieres

conjectures.
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D’autres problémes faisant partie de la liste des six problémes cités en pagé ‘6 ont été
expérimentés par une dizaine de collégues dans le premier et le second cycle.

Certains collégues ont proposé cette liste en devoir & la maison (les éléves devant cher-
cher un certazin nombre d’exercices au choix de cette liste). D’autre ont proposé ce
travail en classe, les éléves travaillant en groupes pius ou moins structurés; dans certai-
nes classes, le professeur imposait un probléme, ce travail se prolon‘geani:, soit par un
bilan écrit que devait faire I’4léve 3 la maison, soit par des nouvelles séances de travail
en groupes a la fin desquelles était fait un bilan-des recherches.

Il v a donc eu une grande diversité dans la maniére de proposer ce fravail.

A partir des comptes rendus gue nous avons regt, nous avons fait un certain nombre de

constatations.

1.- Conséquences des différentes consignes données aux gleves
Le fait de proposer ces problémes de différentes maniéres nous a amenés a faire les
constatations suivantes. ' ' '
Il semble que, si la majeure partie du travail de recherche se passe 4 la maison, cette
expérimentation est beaucoup ‘“‘appauvrie” (tout particuliérement dans le premier
cycle): ' ‘

- il y a appauvrissement pour I’enseignant qui ne voit pas 1’é1éve chercher (nous

verrons plus loin 'intérét de cette observation); .
- il y a appauvrissement pour ’éléve qui risque rapidement de se décourager.

Proposer, méme en classe, tous les exercices simultanément n’incite pas I’éléve a une
recherche approfondie (il papillonne d’un probléme a Pautre).

Demander aux éléves de faire, aprés une heure de recherche en classe, un compte-rendu
écrit de leurs découvertes ou de leurs conjectures, n’est pas simple surtout pour un
éléve du premier cycle. Nos éléves, en effet, sont trop habitués a ne rédiger que ce
qu’ils pensent étre un résultat définitif etv“juste”. Des résultats partiels ou des études
de. cas.particuliers ne sont pas pris en compte dans la notation traditionnelle de la pro-. .
duction de I’8léve devant un probléme classique. ' '

En fait, il y a ici une rupture du contrat didactique entre cette activité et I'usage habi-
tuel du probléme en classe. Le probléme n’est pas ici un outil d’évaluation.

9. Au début de cstte expérimentation, les éléves sont désorientés
* Tout d’abord par la forme de ["énoncé (CIL la définition du probléme ouvert).
% Parce que rapidement, ils se rendent compte qu’ils ne voient pas de méthode a uti-
liser (d’habitude la ou les méthodes sont sous-entendues dans I’énoncé des proble-
mes classiques et plus encore dans les exercices d’application). Aussi, I’enseignant est
vite submergé par de nombreuses questions: '



- Faut-l tracer des triangles ? Des parallélogrammes ?
- Est-ce que je peux faire comme ¢a ?
- Est-ce qu’il y a une solution ?

Cette derniére question est pour eux un grand sujeb d’mquiétude. Clest un des
symptomes de la rupture du contrat didactique: dans les problémes classiques,
cette question ne se pose pas, car la plupart du temps la solution apparaii dans
I’énoncé: “Montrer gue ...” ' o )

A noter leur étonnement lorsqu’on leur dit que pour l’exercice 3, il n’y a pas; ace
jour, de résultat démontré. Réaction d'une éléve suite a cette remarque:
- “Alors nous, on ne risque pas de démontrer quelque chose dans cet exercme

' et si on ne peut rlen démontrer a quo1 ca sert de le chercher 77
(éléve de tro151eme)

* Tes éléves sont aussi désorientés car ils pensent qu’il faut trouver un résultat et que,
ne pas le trouver, c’est un échec. D’oti le découragement que I’on peut parfois noter.
C’est peut-étre ’occasion, pour I’enseignant, de faire prendre conscience aux éléves
qgue dans la recherche d’un probléme de maths, les resultabs partiels (e‘ude de cas
particuliers) sont intéressants ainsi que la résolution de problemes annexes.

Par exemple, pour ’exercice 1 de nombreux problemes annexes ont &t& posés par

les éléves et souvent résolus:

- Comment trouver un point d’une droite équidistant de deux autres points ?
(Classe de guatriéme).

- Comment trouver un pomt C de (D) tel que mes (ACB) = 90° ?
: (Classe de quatriéme).

B
B

,A\_ Y

44 7 1}

c ) c (D)

t

- Comment construire un point C de (D) tel que « g ? :
(Classes de quatriéme et troisieme).

- Comment fracer un cercle passant par deux points, tangents 4 une droite don-
née ? (Classes de quatriéme et troisieme).

Pour ’exercice 2:

- Peut-on trouver un entier a telque 0,3 = ?]1__ ? (Classe de quatriéme).

- .Comment trouver des entiers dont la somme de certa_ms de leurs diviseurs est
égale a eux-mémes ?- ' (Classe de quatriéme).



3.- Dans un premier temps, nos éléves ne sont pas du tout critiques face a leurs
conjectures.

Comme nous I’avons vu plus haut, au cours des premiéres séances de ce genre de pro-
blémes, les éléves du premier cycle, aprés avoir établi une conjecture, sont satisfaits.
Ils ne cherchent pas a faire d’autres essais en vue d’une vérification. Au début de
I’expérimentation, les éléves gardent les réflexes qu’ils ont face aux problémes tra-
ditionnels: il faut fournir une réponse, et le plus rapidement possible, méme s’ils sont
conscients qﬁe leurs réponses n’ont pas de sens: “on ne sait jamais !”’. (A noter que ces
réflexes ne sont pas propres aux mafhématiques).

Comme nous 1’avons précisé antérieurement, il semble important que r enselgnant ame-
ne ses éléves 4 &tre critiques face a leurs conjectures, soit lorsque les éléves luideman-
dent de valider leurs résultats en leur retournant la question: “Et vous, étes-vous sir
de votre résultat ?”; soit en leur proposant des contre-exemples (pour les conjectures

fausses).

Ainsi par exemple: pour U'exercice 1, trés vite les éléves pensent au point C équidistant
de A et B et arrétent toute recherche, satisfaits. A ce moment-3, le professeur peut les
inviter 4 tester leur conjecture 4 ’aide d’autres essais.

Exemple de dialogue professeur-éléves:
As-tu vérifié la longueur du parcours correspondant 4 ce point ? (On donne
bien str le point convenable que I'on détermine & vue d’ceil).
Ah mince, mon truc ne marche pas !

A noter, et ceci semble important, qu’au bout de deux ou trois séances en classe, les

éléves sont beaucoup plus critiques a I’égard de leur conjecture.

4.- Nos éléves nous ont souvent étonnés (dans le bon sens du terme)

Ce qui va suivre peut étre une réponse a un certain nombre de collégues qui, en voyant
ces exercices, ont tout de suite estimé que leurs éléves étaient frop faibles pour en

tirer profit.

* Nous avons été étonnés par des moments d’intense motivation de la part des éléves,
certains collégues parlent “d’activité fébrile”. Les éléves continuent de chercher ces
problémes méme pendant les cours plus “traditionnels”. Ils provoguent chez eux
de grandes discussions (nous avons des réactions de certains parents d’ éléves dans
ce sens).

* Nous sommes aussi étonnés par la ténacité de certains éléves qui ne sont pas toujours
les meilleurs. '

¥ Tes éléves nous ont étonnés par leur grande imagination (tout particulierement dans
le premier cycle). Cette imagination étant bien partagée entre tous les éléves. A noter-
que dans le second cycle, des collégues ont constaté que face a ce genre de proble-
mes, les éléves essaient directement de mathématiser la situation, et s’ils n’y parvien-
nent pas, restent “secs”. L'idée de faire des essais ne leur vient pas a D’esprit. ’



Voici quelques exemples illustrant la grande imagination de nos éléves du premier
cycle. Dans une classe de quatriéme de 24 éléves, nous avons relevé dix conjectures
différentes pour ’exercice 1. En voici quelques exemples:

PR W

L L
c D) 1/c (D)

Pour ’exercice 4, nous avons relevé huit conjectures différentes.

*

Nous avons tous été étonnés par les résultats trouvés par certains éléves, résultats ou
méthodes auxguels nous n’avions pas pensé. .

A noter que ce sont souvent de bons éléves qui proposent ces résultats. Les éléves
faibles quant & eux font des essais, émettent des conjectures souvent intéressantes,

mais ils ne vont guere plus loin. '

En quatriéme, six éléves ont résolu le probléme 4 au bout d’une heure de recher-
che en classe. Trois ont démontré que sa construction était valable.

Pour le probléme 2, un éléve de quatriéme, aprés deux heures de recherche, a trouvé
une méthode permettant de passer d’un rang au rang suivant:

I part de —é——i—%-l—%: 1 et il constate ensuite que:
1.1, 1, 1 _

273 TE+1  2x3X(6+1)
Cet éléve a qui son professeur demandait comment il avait fait pour trouver ce
résultat expliqua:
“Je sais gue %— % + % = 1 , il faut maintenant que j’ajoute une n-quveﬂe
fraction au premier membre de 1’égalité donc il faut diminuer U'un des termes, je

prends le dernier % et pour le diminuer j’augmente son dérnominateur de 1 (1);

pour construlre la quatneme fraction, j’ai fait le produit des nombres trouves 2,
3et7 () ”

Des éléves de troisiéme constatent qu’ils peuvent passer d’un rang au rang suivant en

gardan? % et en multipliant par 2 les dénominateurs de I’étape précédente.

Voici une méthode proposée par des éleves de
troisiéme pour résoudre le probleme 4.
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— Pour le probléme 1, un éleve de seconde écrit la
longueur du trajet en fonction de x et d:

tra'et=x( 1 — 1 + -4
J cosa cosf ) cosB

et conclut:
“pour que la somme (CA + CB) soit minimum,
il faut que

1 1 d 0

- =0 car —— >
Ccos & cos cos f o F

9

donc a = f

— Nous avons été étonnés par certains travaux d’éleves:

* Pour essayer de Justsﬁer la construction du pomt de: l’exerczce 1 un éléve
de quatriéme fait une construction avec du carton et. un fil.

A 'B

fil

La longueur du fil est égale a AC+ CB.

* Pour le probléme 3, un éléve de troisiéme constate que I’on peut rempla-

ce 9 ‘o 3n+ 1, "y
cer “nr 3n+ 17 par “n T 5 7 pour aller plus vite,

5.- La mise en commun des conjectures joue un role fondamental

Cette mise en commun peut se dérouler de la maniére suivante: chaque groupe présente
ses résultats (souvent partiels), ses conjectures, en les écrivant simultanément au ta-
bleau. Chaque groupe est alors invité a demander des exphcatlons aux auteurs de ces
conjectures si elles ne sont pas assez claires et ensuite: a les critiquer. Un dialegue, ou
plutdt une tentative de dialogue (car les éléves ne sont pas habitués a cette forme de
débat) s’instaure. Les éléves comprennent rapidement que ce n est pas celui qui crie
le plus fort qui a raison, mais que si I’on veut constester une conjecture, il faut apporter v
un contre exemple, et si [’on veut convaincre les autres qu’une conjecture estv*ale il

faut apporter une preuve.

6.- Tl semble qu’il ne faut pas poser n’importe quel probléme..aux éléves (surtout
dans le premier cycle). On risque de créer une situation de blocage face 2 ce genre
. d’exercice, blocages analogues & ceux que l’on rencontre au niveau des démonstrations

en quatriéme et troisiéme.
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1l nous semble qu’il v a trois dangers a éviter:

* Proposer des problémes dont les solutions sont ~ trop élaborées, par exem-
ple le probléme de Napoléen: “Recherche du cenire d’un cercle unigue-
ment avec un compas’.

Cela ne signifie pas gu’en proposant un probléme cuvert 3 nos éléves, mous
devons nous attendre 3 ce gue la moitié de la classe le résolve | Non bien siir,
" ainsi pour l'exercice 5, sur irois classes du premier eycie demslesquelles il a été
testé, aucun dléve n’a trouvé le résultat mais lorsqu’on leur donne la formule His
stmt surpris par sa simplicité, '

* Proposer des probiémes dont les essais nécessitent un impertant travail.

Par exemple:

- PQRS est un guadrilatére convexe inscrit
‘ dans uni quadrﬁatere convexe ABCD (voir
figure}.
PQR’S? est un guadrilatdre convexze
inserit dans le gquadrilatére ABCD tel que
P’, @’ R’, S’ sont les syméiriques respec-
tifs de P, @, R, S par rapport au milieu
des cotés AB, BC, CD et DAL
Quels somt les gmadrilatéres ABCD tels
que les aires de PQRS et PPQ'R’S’ soient
égales 7 '

Dans ce genre de probléme, 1’éléve ne pourra pas faire suffisamment d’essais
afin d’élaborer des conjectures. Il va donc se décourager tres vite.

* Proposer un probléme pour lequel les conjectures immédiates émises par les
éléves correspondent 4 la solution (pour plus de détails sur ce point voir la
{froisiéme partie page 33). -

7.- Notation

I nous semble mpossible de noter les recherchES des éléves, car, qui mérite le pius de
p@mts ? -celui qui résout le probléme au bout de frente minutes ou celui qui, au bout
de deux heures de recherche n’a pas trouvé la'solution mais a résolu un certain nombres
de probiemes annexes ? :

D’autres part, si I’on introduit une notation dans ce gem‘e de travail, on risque de déna-
furer la sﬁ:uatlon probléme dans la mesure ou 'objectif final de 1’éléve ne sera plus:
résoudre ce probleme pour lui-méme, mais résoudre ce probléme pour avoir une bonne
note. : : : '
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CONCLUSIONS

Comme nous l’avons constaté, au cours de ces recherches en classe de probl_énies ouverts
il y a rupture du contrat didactique concernant le role de probléme dans la classe, dans
la mesure ol I'objectif premier de la situation probléme n’est plus de faire fonctionner
une notion mathématique précise, ou d’évaluer ’éleve, mais de lui permettre de mettre

en route une démarche scientifique véritable.

« Ceci entraine donc des changements dans le role du professeur, et par voie de consé-
quence dans les relations professeur-éléves. - '

Trop souvent, dans une situation didactique traditionnelle, le professeur est celui qui
sait, celui qui tranche s’il y a débat, celui qui évalue, et méme celui qui juge.
Dans une recherche de probléme ouvert, le role du professeur doit &tre différent; il
va de groupe en groupe pour s’informer de ’état des recherches, ce qui incite les éleves
4 faire le bilan de leur recherche (dans une activité traditionnelle, les é'léve‘s' ont-ils sou-
vent la possibilité de s’exprimer ?). Aux groupes bloqués, il propose une piste de re-
- cherche en fonction des recherches effectuées par le groupe. Ces pistes proposées ne
conduisent pas forcément 4 la solution, elles ‘peuvent inciter les él&ves a aller plus loin
dans la voie originale dans laquelle ils se sont engagés,méme si l& professeur pense
gu’elle ne conduira pas 4 la solution.
C’est I’occasion de faire comprendre aux éléves que dans ce genre de probléme, trouver
“lo bon résultat” n’est pas forcément ’unique objectif; résoudre le probléme dans des
cas particuliers, ou se poser et résoudre des problémes annexes sont aussi des objectifs
" de cette recherche. Il incite les éléves satisfaits de leurs conjectures 4 les tester par de
nouveaux essais ou encore a essayer de produire une preuve, il propose d’essayer des
contre-exemples pour les c'onjectures fausses, surtout il encourage les pistes de recher-
che originale (auxquelles il n’a peut-étre pas pensé), il valorise les résultats ou con-
jectures trouvées. . o
Bref, plutot que de juger le travail produit, il aide leg éléves 4 évoluer, a se dépasser..
Dans cette situation didactique particuliére, nous découvrons nos éléves sous.un autre
aspect. . v
* Tout d’abord nous découvrons certains éléves: “Tiens, je n’aurai jamais cru'c‘ét éleve
- capable de faire ¢a !”. “Je n’aurais pas cru celui-14 capable de s’accrocher comme ca
sur ce probléme”. . . - -
* En dialoguant avec les groupes, on met en évidence le décalage qui éxiste entre le
sens précis que ’on donne aux termes mathématiques que I’on utilise et les sens qﬁe
donnent les éléves & ces mémes termes. ‘ ‘ ’
Voici un exemple parmi beaucoup d’autres: pour le probléme numéro 6 (pa.gé 7) un
. dléve rédige ainsi sa conjecture: eptiéme partie) un éleve rédige ainsi sa conjecture:
“Gi la somme des deux plus petits nombres n’est pas égale au plus grand nombré, ca
ne marche pas”. Aprés discussion avec cet éleve, le professeur découvre gue le terme
“n’est pas égale” signifiait pour I’éléve non pas “ogt différent de” mais “n’est pas su-

périeure ou égale 47,
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* Cette discussion permet de mettre en évidence I'implicite que véhicule notre ensei-
gnement et tout particuliérement nos énoncés de problémes.
Pour le probleme 1, un éléve propose une construction qui ne convient que pour
sa figure. Il ne pense pas a faire varier A et B.
- Pour le probléme 5, aucun éléve d’une classe ne pense a faire des essais avec
n = p . Leur professeur leur proposant de le faire, les éléves estiment que ce
n’est pas possible !

* Cette situation permet aussi de révéler des difficultés que rencontrent certains éleves
(difficultés difficilement détectables dans une situation traditionnelle). Ainsi, par
exemple, ala fin d’une séance de bilan de recherche du probléme 1, un professeur
fait au tableau la démonstration, Tous les éléves semblent convaincus lorsqu’'un éléve
intervient: “Oui, d’accord, sur la figure que vous avez faite au tableau, vous avez
démontré que le point qui convenait est bien le point C, mais qu’en est-il sur ma
figure 77,

* La pratique de probléme ouvert dans nos classes influence toute notre maniére
d’enseigner (voir quatriéme partie). ‘

u Quelles sont les conséquences pour les eleves de ces changements ?

L’8léve découvre peu 4 peu qu’il a droit a4 l’erreur, en conséquence il cherche moins a
donner “la réponse que le professeur attend”, 1’éléve est plus spontané, il peut donc
davantage donner libre cours a son imagination.

Cette activité développe aussi son esprit d’initiative, son sens critique, en somme son
intelligence.

D’autre part, les séances de mise en commun jouent un role social important:

+ L’éleve apprend qu’il est nécessaire d’utiliser un langage précis, non pour faire
plaisir au professeur (celui-ci généralement le comprend méme si ses phrases
sont peu claires: “L’idée y est’) mais pour étre compris par ses camarades.

+ L’8léve peu a peu sent la nécessité d’une preuve: la preuve devenant nécessaire
pour lui, car pour certaines conjectures on ne trouve pas d’exemples qui les
contredisent, et malgré cela un doute persiste: “A-t-on essayé tous les points
pour 'exercice 1 7.

“Lie dessin est-il suffisamment précis pour qu’on soit sir de notre conjecture
pour ’exercice 5.

1.’8léve ressent alors qu’une preuve est nécessaire pour qu’il se convainque lui-
méme et qu’il convainque ses camarades.

Enfin dans ce genre d’activité, tous font quelque chose, c’est le moment ou jamais de
valoriser le travail de certains éléves faibles qui ont peut-étre I’impression pour la pre-
miére fois depuis longtemps de faire quelque chose en mathématiques.

w Mais la mise en route de ces recherches de problémes ouverts en classe n’est pas sans
soulever des difficultés.

o Une premiére objection qui nous est souvent formulée est la suivante: “Comment
vais-je finir le programme si je propose souvent des recherches de problémes ouverts
en classe ?”. Nous répondons en détail a cette objection dans-la deuxieme partie.
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Mais cet argument n’est-il pas parfois un alibi pour ne pas se lancer dans ce genre
d’expérimentation ? '

. Comme nous l’avons vu dans I'introduction, notre conception des mathématiques
joue un role fondamental dans notre maniére de les enseignei. Proposer des proble-
mes ouverts 4 nos éléves sous-entend que pour nous les mathématiques ne sont pas
“un produit fini qu’il faut que nos éléves connaissent, analysent et sachent repro-
duire, mais au contraire une science active qui se crée” [1].

Seulement notre conception des mathématiques dépend bien siir de la formation que
nous .avons regue et tout particuliérement de notre formation universitaire car celle-
ci est essentiellement centrée sur une mathématique déductive qui incite I’étudiant a
reproduire ce que le professeur lui enseigne, ce qui conduit 3 une attitude passive et
confoermiste. '
Or “I’initiation 4 la recherche de probléme va 4 I'encontre de certains préjugés “mo-
raux”’. La curiosité (abusivement confondue avec Pindiscrétion) est souvent considé-
rée comme un défaut car il ne faut pas chercher 3 comprendre. Nombreux sont.ceux
qui se sentent coupables lorsqu’ils “gachent” longtemps sur un probleéme; ils ont a
tort Iimpression de perdre leur temps”. [3]
Beaucoup d’entre nous qui expérimentons ces problémes ouverts avons été en pré-
sence pour la premiére fois avec ce genre de problémes bien longtemps aprés la fin de
nos-études ! '
Or comme mous le disions plus haut, il nous parait indispensable, pour tirer un maxi-
mum de profit de ces expérimentations, de nous placer nous-mémes en situation de
recherche.
En somme, il nous parait important que dans la formation méme des futurs profes-
~ seurs de mathématiques, une place soit faite a ce que nous serions tentés d’appeler
I’activité mathématique par excellence, & savoir “la résolution de probléme”.

o Voici enfin une réflexion que nous entendons souvent: “Dans les examens, on éva-

lue les éléves, non pas 4 partir deé problémes ouverts, mais 4 partir de problémes de
problémes classiques, aussi je préfere entratnér mes éléves A résoudre ce genre de
probléme”. ' : o -
1 est clair que Pactivité de recherche de problémes ouverts a un impact sur Vactivité
plus traditionnelle mais une question se pose a laquelle nous ne pouvons pas encore
répondre: “Aprés un certain nembre de séances de recherche de problémes ouverts,
nos éléves sont-ils “plus performants” face aux problémes classiques ?”.

A partir de ces expérimentations, d’autres questions se posent:
CONCERNANT L’ACTIVITE DES ELEVES:

* Quelles sont les méthodes de recherche utilisées par nos éléves pour résoudre
des problemes ouverts ? Ces méthodes varient-elles suivant le niveau des
éleves ? ‘ }

* Pour un probléme donné, les Qonjéctlﬂes proposées reviennent-elles dans un

ordre chronologique précis ?
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* Quels sont les erreurs commises par nos éléves au cours de ces recherches 7 .
Quels obstacles rencontrent-ils ?

* En fonction du niveau socio-culturel de nos éléves, note-t-on des différences
de comportement face & ces problémes ?

* Comment les éléves ressentent-ils la différence entre un probléme ouvert et un
probléme classique ? :

* A quel moment se produit une baisse de motivation de 1’éléve ?

* Les éléves acceptent bien les contre-exemples. Mais comment vivent-ils un
contre-exemple ? Comment redémarrent-ils leur recherche ?

CONCERNANT LE CHOIX DU PROBLEME

* N’y a-t-il pas des problémes que les éléves s’approprient plus facilement que
d’autres ? Lesquels ? Pourquoi ?

Gilbert ARSAC et Michel MANTE
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DEUXIEME PARTIE

BUTS DE LA PRATIQUE DU PROBLEME.OUVERT ‘
ET PLACE DE CETTE PRATIQUE PAR RAPPORT AU PROGRAMME.

Le but essentiel de la recherche de problémes ouverts est de faire pratiquer par les

éléves ce que nous appelons une démarche scientifique, ¢’est-a-dire:
CHERCHER - ESSAYER - CONJECTURER - DECO UVRIR - PROUVER

Notre objectif est de mettre les éléves dans une situation d’apprentissage qui leur
permette une telle démarche. Nous pensons en effet avec POLY A:

“Que si I’éducation mathématique ne contribue pas au développement de [lintelli-
gerice, alors elle est évidemment incompléte, et que lintelligence est essentiellement
’aptitude d résoudre des problémes: les problémes de tous les jours, les problémes
personnels, les problémes sociaux, les problemes scientifiques, toutes sortes de pro-
blémes. L’éléve développe son intelligence en se confrontant d des problemes et il

apprend d les résoudre en les résolvant.”

Parmi tous les types de problémes possibles que nous offrent les mathématiques, le
probléme ouvert et l'utilisation que nous en préconisons nous parait bien permettre

oaux éléves de chercher, essayer, conjecturer, découurir, prouuver.

Et‘ le programme ? Comment vaisje arriver a faire le programme si je consacre du
temps & une telle activité ? Cette question, nous nous la posons face a toute innovation
dans nos classes, méme si nous sommes convaincus que les objectifs de cette innovation
sont essentiels. Mais que signifie étre d’accord avec une innhovation si on ne la pratique
pas ? “Ca n’a pas de sens de dire qu ‘on est entiérement d’accord avec une théorie mais
gu’on n’en voit pas la moindre applzcatlon personnelle” dit FOUCAMBERT, interve-
nant a l’Umversﬁse d’Eté organisée par la Mission Académique de Lyon en juillet 1983.

Un autre but de la prathue du probl‘éme ouvert dans la classe est 'de permettre 4 I’ensei-
gnant de faire un pas de cOté par rapport 3 sa pratique, en. se posant d*une maniere
concréte les questions: Que signifie pour moi faire le programme ? Quelles activités
pour mes éléves, dans quels buts ? :

Tout se passe comme si la seule référence que I’enseignant considére comme la norme &
laque]le il doit se soumettre était contenue dans “le programme”. Or chaque ‘program-
me” est accompagne “dnstructions officielles” ou de “commentaires”. Les uns et les
autres replacent 1’enseignement des mathématiques dans le projet éducatif, le program-
me étant un moyen ou un support pour développer des habiletés intellectuelles chez
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1’4léve (ou des processus mentaux). En prenant “le programme” comme fin en soi, on
tend 3 favoriser une accumulation de connaissances et de résultats et a oublier les fina-

lités de ’enseignement des mathématiques.

Dans les objectifs de l’enseignement des mathématiques au collége (circulaire n® 77157
du 29 avril 1977) qui accompagnent les programmes, on peut lire entre autres:

Llenseignement mathématiques doit notamment:

* cyltiver les qualités d’observation et d’analyse (identifier, par exemple, les
éléments simples qui interviennent dans une situation donnée plus ou
moins complexe et distinguer les relations qui les unissent). ‘

* développer de facon constructive I’esprit critique de [l’éleve, lui montrer
par .exemple les incertitudes que comporte une induction non contrdlée.

* stimuler l'imagination (induire, généraliser, concevoir une méthode, trou-
ver -des exemples pour illustrer une propriété ou des contre-exemples pour
infirmer une proposition, ...J; '

* habitizer Iéléve & s’exprimer clairement avec un vocabulgire simple mats
dans un langage précis (décrire un objet mathématique, formuler une
hypothése, énoncer une définition ou une propriété, exposer une démons-
tration, ...). N ‘

Nous pensons que la situation d’apprentissage “recherche de problémes ouverts”” est
un moyen d’atteindre les objectifs cités ci-dessus. De plus, elle est sous-tendize par notre
conception de la connaissance et de I’apprentissage qu1 est celle du Quebecms André-
PARE:

“I’6cole ne peut plus se contenter d’avoir les mémes objectifs qu’autrefois. La
transmission d’une connaissance toute faite est une chose du passé. Le caractere
mobile et fluctuant dés connaissances et des emplois améne @ 'idée que l'acquisi-
tion des méthodes est plus utile que 'accumulation des connaissances. Apprendre
c’est essentiellement changer, se transformer et devenir autre; c’est construire d
Uintérieur de soi des modéles quz representent la réalité et permettent d’agir avec
-~ plusd effzcaczte
Quelqu’un qui apprend des mai‘hemathues de la géométrie par exemple doit le
sentir dans sa vie. C’est toute [’appréhension du monde qui est touchée. Il percoit

et analyse le réel d’une autre fagon.”

* Voir la Cinquiéme Partie.
$% André PARE, “Créativité et Pédagogie ouverte”, (3 volumes). Edition NHP - diffu-

sion Vuibert - Paris.
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En définitive:
“Ce qui importe d ’homme libre, ce n’est pas d’apprendre plus mais de compren-
dre mieux, afin de mieux vivre; ce n’est pas de posséder plus, mais d’étre davan-

tage, de développer une d une les potentialités de son étre.” A WATTS (1971).

Gilles GERMAIN
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TROISIEME PARTIE

LE ROLE DU PROFESSEUR
DANS UNE SEANCE DE PROBLEME OUVERT.

La dénomination de “probléme ouvert” rencontre un suceés certain, nous avons essayeé
de la définir dans la premiére partie, mais cette définition qui ‘porte sur le type de
‘contenu mathématique et sur la forme de I’énoncé risque de masquer le role essentiel
de l’enseignant dans une séance de recherche de probléme ouvert. Avec une certaine
redondance, on pourrait dire que ce que nous proposons, ¢ ‘est une “pratique de recher-
che ouverte de problémes ouverts”.

La recherche reste ouverte, le probléme reste ouvert, seulement si Penseignant veille d
edopter une attitude ne fermant pas la situation. Ceci n’est pas tou]ours facile car cette
pratique rompt par certains cotés avec la pratique habituelle, ce qui surprend les éléves
et surtout peut troubler ’enseignant. Nous pensons que tous ceux qui sont un ]our ’
décide d’ expenmenter une situation pédagogique vralment nouvelle ont, resseniti ce
trouble.

Innover, n’est-ce pas prendre le risque de dérégler ce gui au fond ne marchait pas si
mal, de perturber un deroulement qm fmalement etalt prev1s1ble et maltrlse ?

Une condition nécessaire et souvent suffisante de reuss1te de I’innovation est I’ enthou-
siasme. uomme disait un collégue, et ceci est rassurant, “au 1cond les innovations réussi-
ssent toujours, car celui qui innove v croit”. La foi du neophy’re est si contagieuse
gu’elle peut transpercer certaines cuirasses @’ mdlfference revﬂ:allser certains eleves
dont on a parfois I’impression qu’ils ont tout vu, tout entendu, n’esperent plus rien .
Done, si vous y croyez, ayez confiance.

Mais comment y croire ? On sait que d’aprés Pascal, a force de faire briiler'des cierges,

on peut arriver a avoir la foi. Nous vous proposons un procédé plus en rapport avec le
- but visé: commencez par chercher des problémes ouverts vous-mémeés avant d’en faire

chercher 4 vos éléves. Clest d’ailleurs la premiére démarche que nous proposons a

I'TREM de Lyon lors des stages sur la pratique du probléme ouvert. Si vous enseignez

les mathématiques, c’est en général que vous avez un certain golit pour cette matiere, et
" parfois vous regrettez peut-étre de “ne plus faire de maths”. Chercher des problémes
ouverts, c’est souvent retrouver le plaisir de faire des maths, ou, pour certains, le décou-
vrir puisque malheureusement, méme les études universitaires ne donnent pas toujours
I’occasion de sortir des problémes fermés (du style: * ‘en utilisant les résultats du 1.a) et
du 2.c), démontrez que ...”"). '
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Un proverbe lyonnais dit que tout le monde ne peut pas étre de Lyon, il en faut ben
d’un peu partout”; si donc vous ne pouvez pas fréquenter les stages lyonnais, cecin’est
pas grave, cherchez des problémes tout seul ou, beaucoup mieux, avec quelques colle-
gues* car la pratique que vous allez proposer a vos éléves est une pratique de recherche
en groupe ol I’on échange conjectures et contre-exemples, ol I’on discute preuves et
réfutations, et ot [’on s’amuse (eh oui ...). ‘

Quand vous serez convaincus qu’il est vraiment intéressant de chercher des problémes
ouverts, vous aurez d’autres sujets d’inquiétude: Ces problémes sont difficiles, mes
éléves sauront—lls faire ?, Ne vont-ils pas me proposer des solutions dont je ne saurai
dire si elles sont Justes ou fausses ? Ne vont-ils pas tout simplement declarer que “ca
ne les intéresse absolument pas” ? (dans certaines classes, ils sont moins polis, . ..}, en
un mot, que va-t-il se passer ? ' ' -

Pour vous rassurer avant la séance, rappelez-vous que vous pouvez trés bien choisir
" un des. problémes déja expenmentes que nous proposons, que. ces problémes ont pour
la plupart été essayés dans différents colléges et que, dans ces expériences, un des phé-
nomeénes les plus frappants est I’activité de tous les éléyes, y compris des éléves habituel-
lement considérés comme faibles. Quant a la question, “Pourraije faire face 3 toutes
les propositions de solutions ?”, elle est plus profonde et plus intéressante. Rappelez-
vous gque I'un des buts de lactNIte ‘probléme ouvert” est de restituer aux mathéma-
tiques leur statut de science vivante, oli il reste des zdnes a explorer parce que
personne ne sait tout, il est donc important que ] le professeur fasse prendre conscience
aux éléves de ceci, leur explique que lui-méme ne sait pas tout. Il n ’est pas grave, mais
bénéfique, que le professeur ne sache pas repondre tout de suite & certaines questlons
et le dise franchement. Dans la situation de probleme ouvert, n’ayons pas peur de
répondre “Tiens, je n’avais pas pense a ¢a; essay oms ensemble de voir si c’est juste™;
ou méme “eh b1en réfléchissez-y, voyez si vous &tes bien stirs; je vais v penser aussi et
nous comparerons nos résultats 11”. Méme lorsque le professeur sait, il est preferable
qu’il permette 2 l’eleve de découvrir lul-meme la réponse.

Cette situation nous a amené 4 ce qui se passe pendant la séance, c’est ce dont nous
allons parler maintenant. L’attitude de I’enseignant est alors commandée par le but a
atteindre: mettre les éléves en situation de “chercher essayer, conJecturer decouvnr
prouver” (Cf, deuxiéme partle pa,gp 25).

1l est tout d’abord essentiel de se retirer de ’esprit (cé n’est pas facile) I'idée que le but
de la seance est “qu’ils trouvent la bonne solution”. Bien stir, il est normal de souhaiter
en arriver la, mais ce n’est qu'un but second, le but premier est bien de susciter chez
tous les éléves le type d’activité résumé par la phrase citée plus haut. Ajoutons gue
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beaucoup de problémes ont plusieurs solutions et qu’il est trés fréquent que les éléves
proposent des solutions auxqueélles le professeur n’avait pas pensé.

Le rdle du professeur est donc celui d’un animateur de la recherche de la classe. Que le

. mot ;d’animéteur ne vous fasse pas peur, il ne s’agit pas de prendre modele sur un chef
scout ot un ammateur de j jeux télévisés, mais bien d’un travail de professeur de mathé-
matiques. En fait, il 51gn1f1e que le professeur, circulant-de groupe en groupe, sans en

oublier aucun répond aux questions, mais en évitant de fermer le p1obleme ce qui
'’améne souvent & répondre 4 une question par une autre et a en poser lui-méme, tout
‘céci ayant pour but de maintenir I’activité de recherche. Une autre caractéristique de
son attitude est qu’il pratique une pédagogie de ’encouragement. Pour lui, il ne s’agit
pas seulement de juger si un résultat est “juste” ou “faux” mais surtout de faire décou-
vrir par les éléves comment ce resultat méme partiellement erroné, peut les faire pro-
gresser dans leur recherche. Ils apprennent ainsi expérimentalement qu’il est normal de
ne pas “trouver” du premier coup, mais que les tditonnements ont leur valeur.

Un exemple fera peut-éfre mieux comprendre comment “fonctionne” cette démarche.
Dans le probléme du décompte du nombre de carreaux traversés par la diagonale d’un
rectangle (probléme numéro 5), le résultatest n + p - pged(n, p) . L’expérience
montre que ’une des conjectures les plus rapldement et les plus fréquemment propo-
sées est “n +p- i quand n et p sont impairs” . Ceci p’:rfovieﬁt du fait que les “petits”
nombres 1mpaurs (3,5, 17,9, 11 13, ...) sont “souvent” premiers deux a deux. Cette
con]ecture fausse en toute generallte est cependant un pas en avant vers la solution
' pu_lsqu elle prend deJa en compte les propnetes de divisibilité de n et p. Pour amener
les eleves a progresser a partlr de ce premier pas, il suffira souvent: '

* de prendre en compte positivement leur résultat: vérifier avec eux que cela mar-
che bien dans les cas qu’ils ont considérés mais qu’effectivement, ¢a ne marche
pas dans un certain riombre de cas, le plus simple étant 3 et 9,

* de relancer la recherche par une question, souvent la simple question suivante,
trés peu directive, suffit: “Quelles valeurs de n et p avez-vous assa*yees 77, En
général, s’ensuit un dialogue entre les.éléves (les groupes sont de 2, 3 ou 4) dans

-Jequel apparait souvent I’idée d’essayer 3 et 9 ou l'idée d’essayer n impair et p
pair ... Sinon le professeur ira jusqu’a suggérer [’étude de tels cas.

Mais attention ! Le constat que la formule proposée échoue pour n= 9 , p=3 ne
doit pas s’en tenir au fait que la formule est fausse. La question qui nous inté;esse est
la suivante: Dans quel cas est-elle vraie 2 Cette question utilise la formule n + p - 1
comme un acquit permettant de progresser dans la recherche.

Si la classe a mordu au probléme, si vous avez pris soin de laisser par vos interventions

“la situation et le probléme ouverts, vous serez récompensés par une activité intense,
voire Tébrile, de tous les éléves, par des conjectures originales, parfois par la solution de
problémes autres que celui que vous aviez proposé. -
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Et maintenant, comment terminer ? Tout ceci ne peut pas durer éternellement (11 va

‘les horaires, le programme ou une baisse d’activité de la c‘lasse,.voir cinguiéme partie,
page 40, 6) et de plus, vous voulez aussi susciter le débat entre les groupes, la contradic-
tion entre conjectures et contre-exemples, preuves et réfutation. De petits échanges de
¢ce type ont déja eu lieu & Vintérieur des groupes ou entre groupes. Il s’agit maintenant
d’ofganiser ceci 4 1’échelle de la classe toute entiére, c’est le moment de la “mise en
commun” (cf page xx), mais tout le probléme est de faire de ce débat une nécessité
ressentie par la classe et non un exercice imposé par le prof. Pour beaucoup déléves, la
démenstration est chose difficile, dont la nécessité leur échappe, il s’agit de les amener
i prendre conscience de cette nécessité et a 'y répondre & leur niveau.

Dans cette deuxiéme partie, la situation exige beaucoup d’initiatives de la part de l’en-
seignant et nous sommes nous-mémes hésitants quant au détail de la marche 2 suivre.
Précisons plus concrétement le but a atteindre: passer les conjectures au feu de la criti-
que, réfuter certaines par des contre-exemples, apporter des preuves convaincantes &
’appui de celles qui semblent étre vraies.

Examinons d’abord une conduite du professeur qui le ménera siirement a ’échec, tout
au moins suivant les critéres que nous avons choisis: vous avez repéré un groupe (i
s’agit en général de ceux quisont bons &éléves habituellement) qm est pratiguement
arrivé 4 une solution. Vous l'envoyez au tableau, il expose sa solution. Vous faites
remarquer qu’ “il manque quelque chose”, un autre éléve ou le groupe au tableau
s’6crie “il manque une démonstration”. Cette démonstration est fournie par le groupe
ou par vous-méme et l’activité, ce qui est normal, g’arréte 13. Eh bien, souvent, d notre
avis, cette fin est un échec, ce qui se matérialise pour I’observateur par la constatation
suivante: 'activité de l’ensemble de la classe, qui caractérisait la phase de recherche,
cesse brutalement dés que le groupe est au tableau, beaucoup ne se sentent ﬁlus concer-
nés, 4 tous les sens du mot, “ce n’est plus leur probléme”. Essayons d’analyser ce qui

s’est passé.

Passons sur les problémes que peut poser le retour au tableau des meilleurs, en susci-
tant ches certains un sentiment de découragement car “ce sont toujours les mémes qui

" trouvent” et ils se retrouvent ainsi dans une situation d’échec dont ils-avaient peut-&tre
eu I'impression de sortir. Le phénomeéne essentiel est plutot que seule une solution pres-
que parfaite a été montrée, alors que d’autres solutions gui représentaienf uné étape
intéressante vers la solution, sur lesquelles leurs auteurs avaient travaillé, sont restées
dans 'ombre. Maintenant, elles apparaissent presque comme des échecs. En outre, la
nécessité d’une démonstration est imposée par le professeur, non ressentie par la classe.
On pourrait résumer la situation en disant que les éléves ont en fait la sensation d’une
normalisation, d’une reprise en main par le professeur.

Par contraste avec ce qui précéde, on peut maintenant fixer les buts de I’organisation
du débat qui va &tre proposé a la classe:
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* Paryenir a ce que toutes les conjectures, tous les resultats partiels solent eXpOScS
(on peut faire écrire simultanément par chaque groupe- ses resultats ou con]ec-
tures au tableau).

* Parvenir a faire éliminer par la classe, au moyen de contre-exemples fournis par
les éléves, les conjectures fausses et ceci sans pour autant oublier de mettre en
relief le coté positif de ces conjectures partielles. |

* - Parvenir 4 ce Qque, pour toutes les conjectures exactes, la classe, aprés avoir

. constaté ’'absence de contre-exemples arrive par le débat a'unie démonstiation
,@onvamcante pour tous I ne faut pas oublier ict que, en sixiéme ou clnquleme
on peut admettre des “preuves” qui sont convainicantes pour cet age, sang etre
nécessairement des démonstrations complétes au sens mathématique du terme:
En voici un exemple (inégalité du triangle). En cinquieme est proposé aux
éleves le probleme suivant, qui pour eux, est vraiment ouvert: (probléme 6)
Etant donné trois longueurs, peut—on construire un trlangle tel que ses
cbtés aient pour longueur preczsement les trois longueurs données ?

En general certams éléves arrivent a la con]ecture correcte: la plus grande des
trois longueurs soit a, doit &tre inférieure 3 la somme b+ ¢ des deux autres.
La preuve gu’ils proposent revient en général 4 montrer au tableau avec un
compas gu’alors des cercles aya.nt leurs centres a distance a et de rayons b et ¢
se coupent effectivement. Une telle “demonstratlon convainc parfaltement 1la
classe et nous semble ce que l’on peut espérer de mieux pour des eleves de cet
age (cf. page 43, sixiéme partie, rapport d’expérimentation numeéro 1).

Dans cette séance de débat, qué nous appelons de mise en commun, vous pourrez donc
déployer votre talent pédagogique pour arriver aux buts rappelés ci-dessus. Cependant,
il arrive que cette séance soit un échec (c’est-a-dire que la chute d’ activité des éléves se
produise des son début) sans que cet échec puisse etre imputé au professeur I’échec
peut aussi provenir du probléme lui-méme (sans parler des causes d’échec extra- mathé-
muthU.PS telles que la fatigue des éléves a certains moments de la semaine ou du trimes-
tre). Ceci se produira certainement, par exemple, si -la solution du probléme paralt, a-
_tort ou a raison, trop évidente aux éléves pour necessﬁ:er une demonswahop Inutile
alors d’ “insister: on ne fait pas boire un &ne qui n’a pas soif.

A titre d’exemple, compavrons‘les deux problémes suivants (énoncés abrégé):

Probléme « Probléme B

-

Ou placer M sur l'arc AB pour que Ou placer M sur D pour Que MA + MB
MA + MB soit maximum ? . ) soit minimum 7
- :
A B A

B
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La réponse au probléme o est: placer M au milieu de AB. La reponse au probléme f
est: placer M au point d’intersection de D avec la droite joignant B au symetnque A’ de
A par rapport aD.

Le probléme o risque d’étre trés peu fructueux car les enfants conjecturent tout de
suite que le milieu est solution et n ‘ont nullement besoin de preuve pour &tre convain-
cus de 'exactitude de cette conjecture. Dans le probléme §, au contraire, la conjecture
du milieu (des projections de A et B sur D) appara1t et est réfutable. Ceci pique la
curiositd, et rend méfiant méme vis- -a-vis de la conjecture exacte. La nécessité d’une
démonstration peut alors se faire sentir (cf. page 45, sixiéme partie, rapport d’expéri-

mentation numéro 2).

Concluons: nous vous avons proposé une description détaillée de ce que nous enten-
~ doms par une recherche de probléme ouvert. Cette description peut paraitre trés direc-
tive. En fait, ce n’est que parce gue nous essayons de décrire avec le minimum d’ambi-
guﬁ:e ine prathue qu1 n’est pas évidente par elle-méme i la seule lecture des enonces
de problemes ouverts.

En su1va.nt pas a pas notre descnptmn Vous pourrez, pensons -nous, commencer a uti-
hser Pactivité “probléme ouvert” sans risquer trop d’échecs. Ensuite, vous mettrez
peut-étre au pomt une variante plus personnelle, ou mieux adaptée a votre type d’éta-
bhssement (LEP par exemple), de cette activité.

Fautes-nous part de vos expériences, envoyez-nou.s vos énoncés (les plus simples sont
souvent les meilleurs), ceci nourrira d’expériences concretes la “feuille a problémes”
que nous publions (cf. page 4). ’

Gilbert ARSAC
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INFLUENCE DE LA PRATIQUE DU PROBLEME OUVERT
SUR NOTRE “ENSEIGNEMENT TRADITIONNEL".

Nous avons, pour beaucoup d’entre nous”, commencé & pratiquer des problémes ouverts
 dams nos classes Dom “assayer autre chose” ou POUT faire partager & nos 2idves le plaisir
que NoUs EVions £ 4 5 chercher certains Dromp_aes, An début de nos expéri .mﬁﬂtﬂtions
nous n’avions pas une idée frés précise de ce gue nous cherchions. Puis aprés guelgues
prablémes ouveris, nous avons constaté gue ceibe prafigue mfluencait notre pratique -
raditionnelle: nous n'enseigniens plus tout 3 fait de la méme facon et cela nous a
amend & nous peser des guestions sy aoe eﬁw}ﬁi’éﬁmt:tt fraditionnel: “Pourguoi des
problémes ouveris 77, “En guol celis praficue est-elle différente de nolre pratigue
habituelle 77, “Notre rdle est-il le méme dans ees deux pratiques 777, ...

Avant d’aberder } %nfluence des problémes ouverts sur notre enseignement, nous allons

rapidement préciser ce gu'on appelle “pratique teadi ssiopnelle”. Lorsgue nous interro-
geons des collégues sur leur prafiqus, BOUS EVOHRS lmg}rossmn gu’il v a schématique-
ment deux prafiques pédagogicues en math, ie cours magistral: définifion, t thécréme,

exercices d’zpplication, et une pratigue plus cep;.:sem sur des exercices d’exposition,
ene synthése, ot des exercices d’application.

Ces deux pratigues, guoigue Gifférentes, sous tenden t généralement le méme rapport au
saveir: il existe un savoir objectif, une vérité aheolue sur lesguels i’ *Sléve n’a pas de
prise. Le professeur détient ce savoir et deit le Hansmetire a ses éléves. Les éleves eutx,
doivent apprendre 2 reproduire et uiiliser ce 5aVOE.

* [g pratiguse du probleme ouver? nous a fait prendre conscience de Zexzs;e;zcb d’un
' gstfve rappor? gi Sevedr! Um savor ir que [’éldve peut se COHS»”LII‘E en foncticn
de saaaa‘i{}ns—pzoniemes qui lui sont roposées, un SaVOLr qui r'est pas detenu

exclasivernent par le professeur. En effet, dans Iz pratigue du probléme ouvert, le
professetar nlest plus celal qui sait tout. Noire expérience nous a montré gue des
éldves mous proposent des conjectures doni nods ne savons pas m:medlawmvm,
st elles sont vraies ou famsses. Des problémes annexes soulevés par nos éléves nous
ont souvent laissés perplexes, et puis nous consiatons soitvent que dans le premier
temps de la recherche: essais - CGT‘JECbJY{ES. mous ne sommes guére plus perfor-
mants gue certains de nos &léves.
Miais i nest pas facile d’avouer gue 'on ne sait pas tout: tout d’abord parce gue
powr Pinstitution (administration, parents ¢’éléves), mais aussi pour les éiéves,
nous sommes celui qui doit tout savoir, cetud quti sonmnait la réponse a3 toutes les
gquestions: “Si vous ne savez Das, 340“5 gui saura 77. Dautre part, il n’est pas

< <3

. % Nousg parlops ici d’upns guinzaine ge colldgues gul expérimentent réguliérement des
ouverts.

sroblemes

*CS
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facile aussi pour nous d’accepter de descendre du piedestal ot nous placent les
éleéves. On peut avoir Pimpression de perche du pouvoir. Ef puis n’a-t-on pas sou-
vent tendance 3 penser que “ne pas savoir” ou “ne pas savoir-faire” est le signe du

mauvais éléve ou du mauvais professeur !

Cette prise de conscience de l’existence de ce nouveau rapport au savoir a des
répercussions sur notre pratique traditionnelle. Ces répercussions ne sont pas faci-
les 4 décrire et 4 évaluer: il est difficile d’étre acteur et observateur !
En voici tout de méme quelques-unes assez concrétes:

\ - Comme dans les séances de recherche de problémes ouverts, nous perdons

I’habitude de répondre aux questions du genre: “Est-ce que c’est juste 7.

Nous essayons d’amener les éléves a évaluer leurs résultats.

- Devant une erreur, autant que possible nous amenons P’éldve 4 découvrir la
contradiction gu’elle engendre, plutdt que de la rectifier.

- Nous sommes peut-&tre plus attentifs aux solutions inattendues proposées
par nos éléves.

- Nous présentons certaines notions trés classiques sous forme de problémes
ouverts. Il est possible, par exemple, avant de donner aux éléves de quatrie-

me la méthode pour additionner deux fractions de leur demander “brutale-
3

ment” d’écrire sous forme d’une fraction le résultat de la somme —§-+ Y
et de leur demander ensuite d’élaborer eux-mémes une méthode pour addi-
“tionner deux fractions. Ce travail semble possible pour beaucoup de

notions.

* Lg pratique du probléme ouvert nous ameéne aussi & nous interroger sur les erreurs de’
nos éléves. En effet, dans cette activité, les éléves sont plus libres d’essayer, de
s’exprimer, aussi nous voyons apparaitre des erreurs que l’on aurait tendance a
qualifier d° “énormes”. Ces erreurs, nous ne les soupconnons pas dans 'activité
traditionnelle car ’éléve sait qu’il y a “certaines choges qu’il ne faut pas faire, ou -
pas dire” (sinon ¢a fait hurler le prof !), bien qu’il ne sache pas tou30urs pourquoi

il ne faut pas les faire cu les dive !

- # [ ’getivité recherche de probléme ouvert ne fait pas partie expliciternent du contenu
des programmes, aussi cette activité nous ameéne inévitablement 4 des questions
du genre: “Qu’est-ce que c’est faire le programme ?”, “Pour qui faisons-nous le
programme ?7, “Quel est le but du programme 27,

Un Canadien en visite en France, & qui ’on demandait de comparer r ense1gne-
ment en France et an Canada répondit (sans désir de blesser personne), “V ous,
vous suivez le programme, nous, nous suivons [’éléve ’

Pour nous il n’est pas. question de supprimer les contenus des progammes. Mais
dans cette période ot les connaissances s’accumulent 4 une vitesse vertigineuse, et
oli beaucoup d’entre elles sont dépassées trés rapidement, il nous semble impor-
tant de nous interroger sur la finalité du contenu des programmes (Voir deuxiéme

partie).
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* Lg recherche collective de probléme ouvert nous a amené aussi 4 nous poser des
questions sur la notion de rigueur et & beaucoup relativiser cette notion. En effet
au cours de ces recherches entre professeurs, les débats du genre:

“Mais tu n’as rien démontré !,
“Mais si, pour moi, c’est fini.”
ne sont pas rares.

* Enfin, cette pratique a perniis 4 beaucoup d’enire nous de retrouver le plaisir de faire
des mathématiques. Car aprés dix ou quinze ans d’enseignement en Lycée, collége
ou LEP, on a souvent I’impression de ne plus avoir fait de mathématiques depuis
longtemps. Et ce plaisir retrouvé a certainement une influence sur notre enseigne-
ment, mais cette influence est difficilement évaluable.

Ces changements que nous avons essayés de décrire ne sont pas forcément tous des
conséquences immeédiates de la pratique de problémes ouverts. Certains d’entre vous
en lisant ce texte peuvent penser, fort justement, qu’ils n’ont pas attendu de proposer
des problémes ouverts dans leur classe pour se poser les questions précédentes. D’autre
part, nous n’avons pas tous été sensibles a tous ces changements. Mais ce que nous
pouvons tous dire c’est que la pratique du probléme ouvert nous a permis de faire “un
pas de cOt8” par rapport a notre pratique traditionnelle.

Michel MANTE






CINQUIEME PARTIE

QUELQUES “CONSEILS” POUR EXPERIMENTER
DES PROBLEMES OUVERTS DANS NOS CLASSES.

Cette partie du documem est destinée a répondre a des ques’clons soulevées par beau-
coup de collégues qul sont intéressés par cette pratique, mais qui se de:namieg’r com-
ment organiser et gérer les séances de recherche de problémes ouverts.

Ce qui suit n’a pas valeur de vérité, mais ce sont seulement des conseils !

1) C’est en commencant par chercher a résoudre des problémes ou’verﬁé, et disons-le

2)

4 nous passionner pour ces recherches, que nous avons été amenés a proposer ces
problémes a nos éléves.

Comme premier conseil nous sommes tentés de dire: commengons par chercher des
problemes ouverts avant d’en proposer a4 nos éléves (attentlon ! ils ne se résolvent
pas.en cing. mmutes) L’enthousiasme est communicatif et puis nous n ’en apprécie-
ront que mieux les con}ec’mres ou resul tats de nos éléves.

Combien proposons-nous de pro blémes ouverts dans nos classes ?

Comme nous 1*écrivons plus haut, expérimentation de problémes ouverts dans nos
classes n’est pas pour nous une pédagogie nouvelle qui vise & remplacer votre péda-
gogie “‘radltlonnelle” mais c’est plutdt un outil pédagogique bupplementazre
Cependant, 1’utilisation de cet outil n’est pas neutre et elle a des consequences sur
notre pratique “traditionnelle” comme nous venons de le voir.

En moyenne, nous organisons une dizaine de séances de problémes ouverts, répar—
partles réguliérement dans ’année. Certains problémes sont expérimentables en une
séance de cinguante cing minutes (par exemple pour le probléme numéro £}, mais
la plupart d’entre eux neeesmben» une heure et demie, ou deux séances de cinguante

cing minutes.

Comment présenter ces ﬂ%o blémes d nos éleves ¢

Nous voudrions tout d’abord insister sur la nécessité d’une telle présentation. Cette
activité est en ruphure avec I’activité traditionnelle. Aussi, avant de proposer de tels
problémes a nos éléves, il nous semble important de leur expliquer les raisons pour
lesquelles on leur demande de chercher ces problémes. Ce gui nous oblige a réfléchir

. sur les raisons de cette pratique.

Sans présentation de notre part, certains éléves considérent cette activité comme
marginale ou récréative. D’ailleurs dans ces cas, la réaction de certaines classes ne se
fait pas attendre: “Mais 4 quoi ¢d sert 7”7, “Ca ne fait pas partie du programme !,
“On perd notre temps !”.
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5)

Certains d’entre nous présentons ces problémes dés notre premier contact avec les
éléves, au moment oli nous présentons le programme et nos méthodes de travail

A quel moment proposer ces problémes ?

Autant que possﬂale nous évitons de poser un de ces problémes suite a I’introduc-
tion d’une notion nouvelle qui peut étre utilisée pour le résoudre.

Par exemple, nous evitons de proposer le probleme numéro 1 aprés la lecon sur
la symétrie.

Par contre, certains de ces problémes peuvent servir & introduire une notion nouvel-
le: par exemple le probléme numérg 17 pour introduire le PPCM, le probléme nu-
méro 2 pour introduire Paddition des fractions. o

Quel est notre réle au cours de cette recherche 2

Comme nous 1’avons vu plus haut, le role du professeur dans cette pratique change,
ce changement est tout particuliérement sensible au niveat de ses interventions.
Voici un tableau, certes un peu schématique, mais qui permet de mieux cerner ce .

changement. . . - .
(Voir tableau page 42).

A quel moment organiser la séance de mise en cOmmun des conjectures ¢
Généralement nous ’organisons lorsque nous pensons que beatcoup de conjectures
trouvées méritent d’étre discutées, ou lorsque nous constatons que beaucoup d’éle-
ves estiment avoir fini ou sont découragés.

D’autres coﬂegues organisent cette mise en commun ala fm de chaque séance.
Cette séance de mise en commun n’est pas toujours simple a ‘gérer: les éléves ne
comprennent pas spontanément que ce n’est pas celui qui crie le plus fort qui a
raison ... . Cette séance est I’occasion d’organiser un dialogue entre les éléves, le pro-
fesseur d01t seulement favoriser le dlalogue Ma:s ici encore, nous évitons de tran-
cher ’il v a débat entre les é]éves.

Mes éléves ne travaillent que s’ils sont notés, comment noter ce travail #
Etes-vous vraiment sfirs que vos éléves ne travaillent que pour une note 7. Au cours

du stage organisé sur la pratique du probléme ouvert en: 1983 a 'TREM de Lyon,

' nous avions invité une dizaine de collégues a la fin de I’année scolaire 4 demander a

leurs éléves s’ils souhaiteraient etre notéds pour ce travail de recherche. La réponse
avait été pratiquement unanime: non ! -

D’autre part, comme nous le disions precedemment noter ce: trava_ﬂ risque ‘de le
dénaturer. Mais, ne pas noter ne signifie’ pas ne pas évaluer: . sur ce point, il reste un
travail important a faire: ne serait-il pas ‘possible, par exemple, de. deflmr des critéres
d’évaluation avec les éléves ?

Pour le moment, cette évaluation est totalement subjective et ne joue qu’en faveur
de 1’éléve: il est arrivé a certains d’entre nous de défendre, au cours d'un
conseil de classe, des éléves gue nous avions “découverts” au cours de séances de

recherche de problémes ouverts.
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8) Jai une classe de 35 éléves, est-ce que je peux pratiquer avec eux des problemes
ouverts ¢ » S _ :
I est clair qu’il est préférable dans ce cas d’expérimenter ces problémes en demi-
groupe. Nous avons expérimenté des problémes dans des classes de 28 éléves.
En Collége,(ﬂ est possible d’utiliser les heures de soutien pour faire chercher ces pro-
blémes. '

9) Mes classes sont trop héiérogéenes.
Il nous semble que cette activité se préte bien a des classes hétérogenes. Chacun
peut faire quelque chose.. Certes,- comme nous le précisions plus haut, ce sont géné-
ralement.les “bons” éléves qui découvrent les résultats les plus “pertinents”, mais
‘les éléves Ffaibles font des essais et réussissent 4 conjecturer. Donc tous fort quelque
chose, et chacun a son rythme. o C :

Nous espérons que ces quelques conseils vont vous permettre de vous lancer dans cette
pratique. Sachez que nous-mémes, aprés deux ou trois ans de pratique, c’est toujours
avec un petit peu d’appréhension que nous proposons un probléme ouvert a nos éléves
car on ne sait jamais exactement comment les choses vont tourner. Au cours d’un stage
une collégue nous disait: “Pour un cours traditionnel, j’ai I"impression que le scénario
est écrit d’avance, ce n’est pas le cas d’une recherche de probléme ouvert en classe.”

Michel MANTE
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INTERVENTIONS DU PROFESSEUR

Auprés des groupes qui le

Auprés des groupes qui ne le

" sollicitent.

sollicitent pas.

Est-ce que
c’est juste ?

~.

N el

ﬁ

L

oint

d’information.,

On est bloqué.

-

Pas dé réponse directe;
on retourne la question.

Objectifs visés

|

Faire faire par Jes éléves’

le bilan de leur recherche.
(Cela peut étre suffisant pour

débloquer la  situation).

Faire faire lé bilan
des recherches.

Y

e

Avant it.ou_’C, essayer de favo-
riser le développement de la

- piste originale dans laquelle

s’est engagé le groupe, méme
si on pense gu’elle conduit
i une impasse !

!

Objectifs visés

Y

Inciter les éléves &
s’autocritiquer.
Développer
leur autonomie.

Permettre aux éléves de pro-
gresser 4 partir de leur propre
démarche.

Donner 4 I’éléve le droit a

Perreur.

- Pour apprendre des
“choses” sur les
éléves.

- Pour inciter les élé-
ves a s’exprimer.

-Pour valoriser le.
travail des éleves
faibles.
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SIXIEME PARTIE

RAPPORTS D'EXPERIMENTATION

1. - Michel MANTE, professeur au Collége Jean Vilar - Villeurbanne (College ZEP).

ENONCE:

_,Est—zl toujours posswle étant donné trois nombres décimaux, de tracer un
triangle dont les mesures (en cm par exemple ) de ses cbtés soient ces trois
nombres ¢
Si ce n’est pas toujours possible, quelle condition doivent vérifier ces trois
nombres pour qu’il soit possible de tracer ce triangle ?

CONDITIONS DANS LESQUELLES CE PROBLEME A ETE PROPOSE:
Ce probléme a été propose a deux classes de quatriéme, I'un d’un bon niveau, l'autre
d’un niveau moyen.
Ioénoncé a été donné aux éléves sur une feuille polycopiée, les éléves étant invités a
‘faire leurs essais et 4 écrire leur condition sur cette feuille.
Le travail a été entidrement réalisé en classe en une heure, les éléves étant autorisés
a discuter entre eux. :

DEROULEMENT DE LA SEANCE:

Je lis I’énoncé aux éléves; ils sont surpris:

— par ’énoncé court,

— par la grande place blanche qui reste sur la feuille en-dessous de I’énoncé,

— par la deuxiéme phrase de I’énoncé: “‘si ce n’est pas toujours possible’, car
personne ne pense que ca puisse 8tre mposable

Une intense discussion a alors lieu entre les éléves. De cette discussion ressort

une question: “mais quels nombres faut-il prendre 27, A noter qu’au bout de

cing minutes, une éléve ne g’était toujours pas dec1dee 4 choisir trois nombres

décimaux: ’hesn:e 1 m’a-t-elle dit !

Deux éldves ont commencé 3 tracer les triangles et 4 noter ensuite les mesu-

res obtenues. ’

- Finalement toute la classe compr end qu’ll faLt faire des essais en commengant

par prendre trois nombres au hasard; 4 noter quelgues problémes d’organisa-

tion chez certains éléves qui ne notent pas les nombres choisis.

Au bout de deux ou trois essais, les éléves ne comprennent toujours pas I'inté-

rét du probléme: ‘“‘mais ¢d marche tout le temps !”

Mais rapidement (15 4 20 minutes) le bruit commence 4 circuler gue pour
* certains nombres, il n’est pas possible de construire le triangle et au bout de

30 minutes, tous les éléves ont trouvé un triplet qui ne permettait pas la cons-

truction du triangle.

A ce moment-l4, deux questions reviennent trés souvent: “Qu’est-ce gu’il faut
faire 2’ et “Que veut dire trouver une condition 7.



tous se remettent au travail.

Jessaie de leur expliquer qu’il faut gu’ils trouvent une méthode leur permet-
tant, connaissant les trois nombres, de prévoir s’il est possible ounon de tracer
le triangle. Je finis de les convaincre en proposant 4 des éléves de me donner
trois nombres’ décimaux. Je leur dis alors immédiatement s’il est possible ou
pas de construire le triangle. Ils sont assez impressionnés: “Il y a un fruc 172 et

A noter leurs difficultés 4 rédiger leur condition. Un éléve me dit méme: “Je
peux vous ’expliquer mais je n’arrive pas a I’écrire”. '

15 minutes avant la fin de I’heure, j’organise une séance de bilan: chacun pro-
pose 4 ’ensemble de la classe la condition qu’il a trouvée. Ces conditions sont
notées au tableau. ' '

Voici quelques conditions trouvées:

(1) Les deux plus petits nombres doivent atre plus grands que la moitié du o
plus grand. :

,

(2) I faut que les nombres ne soient pas trop éloignés les uns des autres.

Si on prend un petit nombre et un grand nombre, ¢a ne marche pas.
(8) La somme des deux plus petits nombres doit &tre supérieure au plus grand.

Une discussion s’établit entre les éléves: rapidement tous sont d’accord pour
rejeter la condition (2) car les mots “trop éloignés™, “grand”, “petit” ne sont
pas. assez précis. . : :

Les auteurs de la condition (1) sont invités & expliquer a leurs camarades leur
condition. :

Un probléme se pese alors, concernant. le rapport entre les conditions (1) et
(8): a partir d’exemples, on constate que finalement si la condition (1) est
vérifide alors le triangle est réalisable mais qu’il peut étre aussi réalisable sans
que cette condition soit vérifiée. v B

Uni éléve ayant trouvé la condition (3) essaie de la justifier en précisant qu’il
faut tout d’abord tracer le coté le plus long et ensuite avec le compas on cher-
che le troisiéme sommet; on “‘voit”’ alors qu’il faut que la condition (3) soit

* réalisée pour que les deux arcs de cercle se coupent. Tout le monde est con-

vaincu ! v ,
Un dernier probléme est soulevé: “Que se passe-t-il si la somme est égale au

. plus grand coté ?7.

CONCLUSION:

— Ce travail a beaucoup intéressé les éléves.

— Beaucoup ont trouvé des conditions. Je n’ai pas trouvé de différence sen-
sible entre mes deux ¢lasses. o ‘

— Tes éléves sentent & travers ce genre d’exercice la nécessité qu’il y a 4 rédi-
ger clairement leur solution: Ces solutions doivent étre communiquées

3 leurs camarades et pas seulement au prof.

— Ce travail a permis de faire entrevoir aux éléves la différence entre uné
condition nécessaire et une condition suffisante (au’ cours de la discussion
au sujet du rapport entre les conditions (1) et (3) ), bien que cette différen-
ce n’ait pas été clairement explicitée.



2. - Annie PEIX, professeur au Coliege les Iris - Villeurbanne

Mon établissement n’est pas classé en ZEP.

Milieu social: assez mélangé, pourcentage d’étrangers non négligeable, profession des
parents: surtout des ouvriers, employés, artisans, peu de cadres.

Classe de Troisiéme sympathique, mais pas trés courageuse et d’un niveau assez faible.

ENONCE: . , B
Toto part de A, prend de ’eau et va en B. A l

Pourrais-tu lui tracer le chemin le plus court ¢

CONDITIONS DE TRAVAIL

Travail en classe.
Possibilité de travail en groupe (2) et d’échanges.
Trois séances en tout, dont la premiére seulement a duré une heure.

DEROULEMENT DES SEANCES:

* Réactions face a I’énoncé: v
Souvent, incompréhension face a I’énoncé; beaucoup sont désarmés; “que fautil
faire ?7; Je trouve que les essais se font moins spontanément qu’en Cinquiéme, que
plus d’éiéves restent blogués au départ. Cependant, aprés quelques instants, les essais
commencent et certains sont décrits de facon trés détailide.

* Méthodes de recherche

Au cours de la premiére sécnce (1 heure) - essals et mesures.
Au bout d’'un moment, la liste des conjectures est écrite au tableau. Certaines des
conjectures sont alors éliminées a 1’aide de contre-exemples. Certains éléves se découra-
gent, au bout d’une heure, ils pensent que ce n’est pas possfoie de trouver une solution
gui convienne pour tous les cas de figure.
Fai méme la question: “Mais vous savez, vous, Madame, s’il y a une solution 7 ...
Réponse: (ils cherchent depuis pas mal de temps ...) , ‘“‘oui, pour ce pro bleme 13, je
sais. Mais cela ne m’ennuierait pas du tout de vous poser un probleme dont je ne sache
pas du tout s’il a une solution. Nous chercherions ensemble”
En fin de prerhiére séance, une liste des conjectures est au tableau. Parmi elles, aucune
n’est bonne, mais je ne leur dis pas. Je ramasse les feuilles.
La question de I'unicité de la solution, posée plusieurs fois, reste ouverte. Plusieurs
pensent qu’il n’y a a pas nécessairement un seul chemin. Cela ne les préoccupe pas de

trancher sur ce point pour 'instant.

Deuxiéme séance (moins d’une heure)

Au début, toutes les conjectures sont écrites au tableau. Petif a petit, elles sont toutes
infirmées par des contre-exemples.

Je demande aiors si ce probléme ne leur fait pas penser 4 un autre qui lu1 serait sembla-
ble ou analogue.

Un éléve pense alors au trajet de la lumidre qui arrive sur un miroir. Dot I “idée d’angles
égaux: mais le probléme ne leur est visiblement pas trés bien connu et ils ont du mal a
formuler correctement une condition. _
D’autres (deux), par ailleurs, se mettent 3 tracer les symétriques de A et B par rapport a
la ligne de l'eau.
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At bout d’un moment, la conjecture correcte est écrite au tableau (sous les deux for-
mes). Je demande: “Si vous avez trouvé un procédé, comment s’en convaincre ?
Comment en convaincre les autres ? et le professeur ? 7.
Réponses: - Faire d’autres dessins.

- Faire une démonstration.
On arréte la recherche. D*un commun accord, il est décidé que les éléves rechercheront
4 la maison une démonstration pour la séance suivante.

Troisiéme séance (trois jours plus tard),
Un éléve expose au tableau sa démonstration (2 l'aide des symétriques). Il manque
quelques précisions, mais ’essentiel du plan de raiscnnement y est. On met au point
~ une rédaction correcte au tableau. Personne n’ayant su voir le lien avec la solution
" des angles égaux (incidence et réflexion), je donne rapidement quelques explications.
Peu d’éléves ont mis au point une démonstration correcte, mais je pense gue tous en
‘ont ressenti la nécessité. o

* Conjectures proposées par les éléves: R B

- On trace la perpendiculaire a [AB] en AT Tt~
son milieu O. .
N 4
- 1l faut que ’angle AMB soit le plus grand ;
possible. ' AT 1
- On trace les perpendiculaires a la ligne de

I’eau en partant de A et de B et on cher- -
che le milieu de [PQ] . ‘ P
- On trace AQ et BP, leur intersection I et on projette I sur la ligne de 'eau.

- Il faut que Aﬁ = 90° . :
. On trace BR 1 AP . Du milieu de [PQ] on soustraif la distance AR . (Cest
* - assez élaboré !). :

- On trace le rectangle PRBQ et on projette le point de rencontre des diagonales.

. Certains éléves donnent un “encadrement”: deux points-limite entre lesquels se
situerait celui correspondant au chemin le plus court.

. Au cours de la deuxidme séance, la conjecture correspondant a2 la construction
des symétriques est écrite au tableau, ainsi que celle concernant les angles égaux.

M N Q

* Problémes soulevés:

- Construction de M tel que AMB = 90° (non résolu).
- Construction d'un point correspondant & deux angles égaux (incidence et ré-
flexion): non résolu par les éléves. . : '

CONCLUSION

* Principales notions utilisées: médiatrice d'un segment, symeétrie autour d’une droite
inégalité triangulaire - lien avec la phrase “le plus court chemin d’un point & un au-
tre, c’est tout droit”. Comparaison d’angles, travail sur les égalités (a +p = 180°
et v+ 8 = 180° entraine a=§ ).- ‘

* Oui, la nécessité d’une preuve est apparue; je pense qu’elle peut venir, a condition de; v
prendre suffisamment de temps de recherche en classe. Plus les conjectures sont
nombreuses, ainsi que les contre-exemples, et plus cette idée a de chance de surgir
dans ’esprit des éléves. ' )

* Notion “nouvelle”, pas vraiment, encore que l'inégalité triangulaire sous une forme
clairement explicitée n’ait pas eu l’air d’&fre connue.



* Au niveau des essais, uoas semblent croire a eur chance de ‘Touver la distinction
entre “bons” et “mauvais” disparait. L’activité déployée, 1’intérét porté a la recher-
che, sont devenus mdﬂaendapts de la réussite habituelle en mathématique.

Les différences réapparaissent au moment de rédiger une preuve. Cependant, 'inté-
rét subsiste la plupart du temps.
J’ai ’occasion d’expliquer les deux sortes de problémes que 1’on peut rencontrer en
mathématique: .
- les problémes “démontrez que .
- les problémes pour lesquels on n’a pas d’idée sur ’existence de la soluhon
ni la forme qu’elle peut prendre.
On discute un peu pour comparer les différentes formes d’activités & dé-
ployer dans les deux cas. '

Je propose de redonner de temps en temps un probléme ouvert. L'un des gléves (parmi
les plus faibles habituellement) dit: “C’est plus intéressant”.

3. - Martine PHILIPPON, professéur au Coliége de Thoissey (01).

ENONCE:

Choisis un nombre de trois chiffres. Inscris encore une-fois le méme nombre
-G cOté: tu obtiens un nombre de six chiffres formé de deux groupes identi-
ques de trois chiffres.

Divise ce nombre par 7 ( tu n’auras pas de reste ! )

Puis divise le quotient obtenu par 11, puis le nouveau guotient obtenu par
13 (tu n’auras jamais de reste !). ' '

Compare le quotient final obtenu avec le nombre de irois chiffres choisi au
départ.

Peusx-tu expliquer le résuliat ?

CONDITIONS DANS LESQUELLES CE PROBLEME A ETE PROPOSE:

Ce probléme a été proposé dans deux classes de cmquleme Travail en une heure.
Classe compléte. Dix minutes de travail individuel imposées, puls travail en groupe

avec les voisins. Certains éléves ont travaillé seuls toute ’heure.

DEROULEMENT DE LA SEANCE:

Certains posent immédiatement des questions sans méme avoir lu entiérement I’énon-

cé. Je n’ai pas voulu répondre a ces questions; j’al’ demandé de relire I’énoncé.

Tes questions posées étaient surtout du type: “Est-ce que j’ai blen compris ?” (ils

avaient besoin d’8tre rassurés). .

— Chagque éléve, sauf un (depuis passé en CPA), a bien compris, seul; ce qu’il fallait
faire. Plusieurs éléves considérent qu’ils ont fini apres avoir effectué les calculs sur
un exemple. Iis sautent la seule question: “Peux-tu expliguer 77,

— Difficultés rencontrées: erreurs de calcul.

— Plusieurs se sont demandé si traiter un seul exemple suffisait. Ils ont finalement
essayé avec d’autres nombres. :

Nombreux sont ceux qui ont cherché des nombres “qui ne marcheraient pas”
Exemples: 100100 ou 333333 ...

— Certains ont émis des conjectures:

“Ca ne marche” que lorsque le nombre de trois chiffres est multiple de 7
“Ca doit marcher” avec 5 - 11 - 17
3 - 5-17
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Iis essaient: - des nombres premiers consécutifs
7 - 11 - 13
_ :

+4 + 2

- 13 -11 -7 a la place de 7-11 - 13

— Trés vite, certains ont trouvé une relation entre les observations faites et le fait que
7% 11 X 18 = 1001 . Iis voient 'importance des deux zéros qui aménent le déca-
lage et se posent la question: “1001 est-il premier 7 7 ...
Certains ont calculé 132X 1001 ou 132132 : 1001 .

— Interventions du professeur: ’ -
Beaucoup de questions pour me demander s’ils pouvaient ... J’ai donné toutes les
“gutorisations’” sans jamais intervenir moi-méme. J’ai eu 4 reposer le probléme: i
faut chercher une explication. ‘

Notions utilisées:
- d’abord le calcul numérique
- la compréhension de la division
- la notion de diviseur d’un nombre naturel
- 1001 = 1000+ 1 ; a (1000+ 1) = a000 + 1

Notions nouvelles: aucune, mais j’avais choisi un probléme assez “fermé”.

Attitude des éléves:
' Tout le monde a cherché, seul ou en groupe (importance du caractere).
Des éléves moyens qui s’ennuient souvent, ont été trés actifs.
Les “mauvais’ ont beaucoup calculé, sans dépasser ce stade.
Ceux qui ont trouvé 1001 sont:
- soit des bons éléves actifs;
- soit un éléve redoublant, réussissant correctement en mathématiques, mais
mal jugé par les autres collégues. , ‘
Dans les deux classes (une “bonne” et une “future CPPN” pour 40 % dixit cer-
tains collégues) I'intérét a été le méme.

L’exercice O O »d
+ A A A
+ O O O
A O O O

qui suivait a £t fait volontairement par certains (peu scolaires).
D’autres ont posé le probléme de 7-11-13 4 leurs parents.

4. - Ce rapport est rédigé par un des observateurs {G. Arsac, G. Germain, M..Man?e’,
D. Pichod) que Gérard GUY, professeur au Collége de Theissey (01), avait mwt\e
dans sa classe de Quatriéme, pour suivre les recherches de ses éléves sur le proble-

sujvarnt:

ENONCE:

n est un naturel non nul.

S est 'ensemble des naturels: S = {1, 2, 3, ..., n} .

On désire trouver deux parties A et B de S telles que: la somme des éléements
de A soit égale d la somme des éléments de B.

Attention, de plus il faut que:
* A et B ne soient pas vides
* A et B n’aient pas d’éléments communs
* tous les éléments de S soient utilises.




Voici un exemple: n=17
S =1{1,223,456, 7}

A= 1{1,256} -
B 13,4, 7} 1+ 9+5+6=38+4+7

Tu vois que pour n= 7 , il est possible de trouver A et B.

1l

. Pour quéls naturels n cela est-il possible ?

Cette recherche a duré une heure et vingt minutes. Les éléves travaillent par groupe de
deux. Une seule question concernant 1’énoncé est posée: “Pour S, faut-il toujours
partir de 1 7 7. ,

Nous sommes surpris par la rapidité avec laquelle les éleves g’approprient le probléme:
tous les groupes font des essais (certains ont vérifié au préalable que l’exemple donné
était juste!). A noter que beaucoup d’éléves font des essais systématiques. Par contre,
dans une classe de troisiéme, située en ZEP, ol ce probléme a été expérimenté, les élé-
ves faisaient des essais avec des nombres souvent pris au hasard et toujours supérieurs a
7. Mais dans ces deux classes, nous avons constaté que pratiquement aucun éléve ne fait
des essais avec n= 2 ou n= 3 . A un groupe qui faisait des essais systématiques, mais
seulement & partir de 4, nous avons demandé pourquoi il ne comrnencait pas a 2, les
éléves nous ont alors répondu que c’était “trop petit” ! '

Voici une autre réaction qui nous a surpris: un éléve commence ses essals par n= 4,
n=10 et n= 20 . A la question, pourquoi ces nombres ? Il nous a répondu: ‘“‘Ce
sont des chiffres qui se multiplient bien” !!

Beaucoup de groupes rassemblent leurs résultats dans des tableaux. Au bout de quaran-
te minutes, la majorité des groupes a conjecturé qu’il faut que la somme des termes de
S soit divisible par 2. ' .

Un autre groupe constate que: ‘“Ca marche avec deux nombres puis ¢a ne marche pas
avec les deux suivants ...”": ;
' 1; 25 3; 45 -

.2

ca ne marche ¢a marche
pas
Mais ils comprennent fort bien que ces conjectures ne répondent pas exactement 4 la
question: on entend souvent: “Il faut trouver une régle avec n”.

'SEANCE DE BILAN

Au bout d’une heure de fécherche, Gérard propose i la classe de faire le bilan des
conjectures trouvées. :

— Un ptremier groupe passé au tableau pour proposer la conjecture suivante: “Il faut
que la somme des éléments de S soit divisible par 2 et que le résultat soit un natu-

rel”.
Une discussion a lieu concernant la pertinence de la fin de la phrase. Tout le monde
semble d’accord sur cette conjecture. -

— Un deuxiéme groupe propose alors: “Tous les multiples de 47 La réaction de la
classe ne se fait pas attendre: “C’est faux, il y en a d’autres, par exemple 77,

— Un troisiéme groupe propose: “Tous les multiples de 8”. ‘Une discussion a lieu sur
le rapport avec la conjecture précédente.



— Un quatriéme groupe propose le tableau suivant:

1 11 21 ... Dans les colonnes marquées d’une croix, c’est
2 12 22 impossible pour les nombres qui ne se termi-
3 13 23 - nentpar 1; 2; 5;6; 9.

Dans les autres colonnes, c’est impossible
: : : ~ pour les nombres qui se terminent par 3 ; 4 ;
10 20 30 7; 8.
X ' X
“Ce sont des exemples”, conteste la classe. A
Un éléve estime que pour “9 c’est possible”. Vive discussion dans la classe.
Finalement, cet éléve est invité 4 passer au tableau pour préciser les parties A et B
quiil a trouvé pour n= 9 .1 s’apercoit alors de son erreur.

— Un cmquleme groupe propose: “Ca marche pour tous les multlples de 4 et les mul-

tiples de 4 moins 1 .
Murmures de doute de quelques éléves.
Une des auteurs de cette conjecture lance alors ce défi 4 la classe: ““Si vous n’étes
pas d’accord, prouvez que c’est faux'!  Vous n’avez qu’a frouver un contre-
exemple 1.7 '
Gérard GUY intervient:

- “Est-ce une certitude ?”’

- “Non”, répond la classe

- “Alors que faut-il faire ? 7

- “Une démonstration” répondent certains éléves.
Ce qui entraine des “mouvements” divers dans la classe, semblant indiquer qu’une
démonstration c’est “quelque chose de difficile ”
Finalement, Gérard GUY propose comme travail de recherche a la maison de trou-
ver une méthode permettant de constriire les parties A et B pour les entiers n ré-
pondant a la question.

CONCLUSION

* Ce probléme a donné lieu 3 une grande activité de la part des éléves.

* Les quatre observateurs que nous étions n’ont pas, semble-t-il, dérangé la classe.

*. L’activité de recherche de probléme ouvert est trés riche. Seul dans sa classe, on perd
beaucoup d’informations: entre autre beaucoup de dlalogues entre éléves nous
échappent. Avoir des observateurs dans sa classe permet de récupérer une partie de
cette information. Cela permet aussi au professeur d’avoir un retour de ses attitudes,
de ses paroles, ce qui lui permet de prendre du recul par rapport a son enseignement.

5. - Yves GUICHARD, professeur au College Alain a Saint Fons.
L’énoncé suivant a été prbposé 3 une classe de 27 éléves de quatriéme.

ENONCE:

Peuzx-tu trouver deux entiers naturels distincts a et b tels que:
1 1
- = a2 = 9
1 a b :
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Peux-tu trouver trois entiers naturels distincts a, betc tels que:

=141, 1,
a ‘b c

© Peux-tu trouver quatre entiers naturels distincts a, b, ¢ et d te_ls que:
1 l: € ; ) 1 2 '

122+blc-r-d—

Continue...

Chaque éléve dispose d’une feuille en haut de laguelle figure 1’énoncé et d’une calcula-
trice. Le travail s’est fait au cours de trois séances de cinquante minutes. Les éléves
conservent leur place habituelle dans la classe,vmais' ils péuvent travailler seuls ou par
groupes de deux ou plus, les groupes étant formés en fonction du voisinage.

A la fin des deux premiéres séances, un temps d’une dizaine de minutes a été réservé
a “faire le point” des recherches. La troisiéme séance a été en grande partie une séance
de bilan. Ce travail s’est fait avant 1’étude des fractions, mais aprés des révisions de
calculs dans ID.

A la suite du travail en classe, chaque éléve devait rédiger, 3 la maison, un compte-

rendu de la séance de bilan.

Réactions face d I’énoncé:
Plusieurs questions ont été posées:
T |

““Que signifie 3 77
113 1 1 A : E2]
5 peut-il &tre entier ?

. “Que signifie: continue ....

. s 1 . . . . ,
On a précisé que Pl 1 :a . Une discussion a permis de répondre aux deux autres

questions. Puis la recherche a commencé.

Les éléves n’ont pas tous commencé par la premiére question.

IIs ont eu beaucoup de difficultés pour trouver une réponse i la deuxiéme guestion.
Plusieurs solutions ont été trouvées rapidement 4 la troisiéme question. Le travail sur ce
probléme a permis une approche de I’étude des fractions (en particulier addition,

comparaison, approximation).

Méthodes utilisées par les éleves

Certains éléves ont essayé d’ajouter plusieurs écritures décimales obtenues par division.
Drautres se sont limités aux nombres décimaux.

Plusieurs ont calculé tous les —111— pour n=1 jusqu’a 10.

Certains éléves ont cherché des procédés pour passer d’une solution comportant n
nombres a une solution comportant n + 1 nombres.
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Voiei quelques-uns des résultats trouvés:

* “Ce n"est pas possible d’obtenir 1 avec deux naturels distincts, car en ajoutant

%

*

*

les deux plus grands résultats, on n’obtiendra que % + -:é = 0,833 ... car

1:2=05 e 1:3=0,333... .

« L_q 1_ 1 1
1= 1 5 = 0,5 3 = 0,333... 4

Plus le dénominateur est grand, plus le quotient est petit.”

L - o1

= 0,25 =5 =0,

Ces deux résultats ont été pour la majorité des éléves la preuve qu’il n'y avait
pas de solutmn pour deux entiers, .
1,11 101

- 2+4+8+10+4O 1

IC]., le multlphe les denommateurs par 2, le résultat sera forcément mferleur al.
Le résultat de cette fraction serait 0,5 :
1,1 1,1 1

‘4+"8—-+I‘6-—r-§-6+%’"05
Alors on ajoute la fraction % = 0,5
| co1,1.,.1 .1 .1 . 1_
478 T8 Tw Ttz

Aprés on continue.”

“On a remarqué un autre moyen de trouver 1.

On a cherché des équivalences a % car il ne faut pas mettre deux fois le méme

8 . Alors on a caleulé % = 0,125 , 1_16 = 0,1 2115 = 0,025 d-(?nc
: % = 110 + -415 donc ngmfe opérgteur sera —;— + —i— + % + 110 + —Zi% =1
- On peut aussi décomposer: —éé—o— 0,005 »“315 = 0,002 3'% =01

» Pluszeurs problemes ont été souleves et ont éié loccaszon de dzscusszons au-cours
des temps de bilan: ' ‘ s '

:k

%k

1 i 1 ' 1
cc ES ES . 9 + = = 9
Est-ce que 3 + 5+ 5 1 7 A-t-on 3 0,3 2.
4 4 4
0,3+ 0,2+ 0,5=1
« 1 1 1 _ - . -
A-t-on 5 + 3 + 5= 1 2 (La calculatrice affichant 0,9999...).

‘Comiment le prouver ? ”
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* “En multipliant par un autre nombre gque 2 les dénominateurs d’une solution
peut-on obtenir une nouvelle solution ?

* Si on connait une solutlon avec 4 nombres peut-on trouver une solution avec 3
nombres en divisant les dénominateurs par 2 77

Pour cette derniére question on a constaté que cela ne marchait pas avec
1 1 1 1 , . , . ’
7 + 5 + 20+ 5 car 5:2 negtpasentler.
La séance de bilan s’est déroulée de la maniére suivante: Un éléve explique au tableau
le résultat qu’il a trouvé (lui ou le groupe avec 1equel il a travaillé). Une dlscussmn
s’engage alors avec les autres groupes.

Les interventions du professeur:

* Au début, donner les consignes et répondre aux questions concernant I’énoncé.

* Pendant le temps de recherche pour répondre aux questions individuelles ou des
groupes. ’

* Pendant le bilan, pour donner la parole aux différents groupes, reformuler certains
résultats, amener les éléves 4 vérifier les propositions faites.

6. - Ce rapport est rédigé par un observateur invité par Gisele CHAPIRON professeur
au College Honoré de Balzac i Vénissieux.

Classe de SiXiéme, de 22 éléves, d’un établissement non classé en Z.E.P., qui recrute ses
éléve sur le huitiéme arrondissement de Lyon (milieu social: classes moyennes).

[

ENONCE
- Trouver les naturels dont la somme soit égalé d 13 et dont le produit soit le

plus grand possible.
Et pour d’autres nombres ?

CONDITIONS DE TRAVAIL

Une séance de une heure a été consacrée i la recherche, une autre de une heure (le
lendemain) a la mise en commun.

Les éleves (22 présents) étant assis par table de deux, a leur place habituelle, travaillant
en général avec leur voisin. Certains (2) travaillent seuls. Il y a un groupe de quatre en
ce sens que deux tables voisines collaborent etrof&ement

DEROULEMENT DE LA SEANCE DE RECHERCHE

Le professeur explique que la séance d’aujourd’hui va étre consacrée & la recherche de
P’exercice dont 1’énoncé est écrit au tableau. En cours de rédaction au tableau elle a
commenté ’énoncé 4 la fin du premier paragraphe: “J’ai pris en exemple 13, aprés on
regardera ce qui se passe pour d’autres nombres®’.
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La plupart des éléves commencent par recopier I’énoncé sur leur feuille ou leur cahier
de brouillon.

Le hasard m’a placé prés d’un groupe d’éléves plutdt faible. N°étant pas habitué aux
sixiémes, j’écoute avec intérét leurs réflexions face a I’énoncé. Ils rencontrent plusieurs
difficultés: ‘

— les mots somme et prOduif. Iis ne sont pas d’accord sur leur sens et le cher-
chent dans le cahier: “la somme c’est le résultat de ’addition”, “le produit,
c’est le résultat de la multiplication”;

— La structure de ’énoncé: ’un se limite a chercher des naturels dont la somme
est égale a 13, 'autre des naturels dont le produit est le plus grand possible ...
Le lien entre les deux ne sera établi qu’apreés interaction avec d’autres groupes,
avec le professeur. Le pronom relatif “dont” qui figure dans I’énoncé ne les

met pas 3 [’aise.

Le reste de la classe démarre beaucoup plus vite en faisant des essais de décomposition
de 13 en somme de deux naturels. Au bout de dix minutes, ’activité est bien partie, au
bout de quinze minutes, I’idée d*un groupe de décomposer en somme de trois naturels
se répand. Certains demandent conf]rmamon au profeseur du fait qu’on a le droit de

faire cela.

Je reléve quelques phrases du groupe dont j’ai parlé au début:
“Mais on peut rajouter des 0 tant qu’on veut.”
“Mais 13 X 1 a qui on rajoute 0 égale 130.”
“Nomn, c’est 13 a qui on rajoute 0 qui égale 130.”
“7+ 6 = 13  cafait 76 (pourle produit 7 X 6 ...).”
“C’est quoi le naturel de 2+ 11 2”7
Réponse “Clest4” (2+ 1+ 1).
“14+ 12 = 13 somme 4 , ¢ca ne marche pas. ”
(Ce type d’erreur semble provenir du fait que peu de temps auparavant la classe a
fait un exercice ol I’on devait effectivement additionner les chiffres des nombres).

L’ensemble de la classe travaille, y compris les isolés. Certains font des essais systémati-

ques: ils écrivent toutes les decomposmons possibles en somme de deux nombres, puis

_de trois nombres, puis de quatre, ...

Au bout de 35 minutes, le résultat 108 : :
(correspondantad 183 = 3+ 3+ 3+4 = 3+ 3+ 3+ 2+ 2)

apparalt il éclipse rapidementle 96 (13 = 3+ 2+ 2+ 2+ 2+ 2).

Au bout de 45 minutes, “tout le monde” a trouvé 108, y compris “mon groupe” qui a

rattrapé le train et est maintenant bien dans le bain. Il y a une forte conviction collec-

tive que c’est le bon résultat (personne n’a pu faire mieux). Le professeur annonce un

bilan pour le lendemain. La fin de I’heure est consacrée a des recherches avec d’autres

nombres que 13 ... La plupart essaient 14 (personne n’essaie avec un nombre plus

petit que celui proposé par le professeur).

Le professeur a laissé la recherche se dérouler avec une grande spontanéité, n’inter-

venant que pour des groupes complétement bloqués, et laissant chacun aller au bout de

ses idées, ou de ses erreurs.



Au bout d’une heure, les éléves sont contents et moi aussi, nous avons bien travaillé.
Réflexion d’une éléve en apprenant qu’on ne pourra pas continuer l’heure suivante:
“Zut, pour-une fois que je trouvais quelgue chose en maths 7.

DEROULEMENT DE LA SEANCE DE BILAN

Le professeur demande les éléves volontaires pour aller au tableau. Elle choisit S.
(raisons de ee choix: 8. éléve habltuellement plutdt mauvaise en mathématiques a
besoin d’&tre valorisée).

S. déclare avoir trouvé pour le nombre 20.

Elleécrit: 2O=3+5+5+4J—3=20 et 3X BX 5X 4X 3 = 900
Un autre éléve a trouvé plus et va le marquer au tableau:

2+ 24+ .42 =20 et 2X 2X ..X 2= 1024
(Voix) “C’est pas mteressant” - “Bi” ... “On n’a pas interdit” (de ne mettre que

des 2). -
Le professeur fait remarquer qu’on ne peut pas &tre siir d’avoir résolu le probléme pour
20, puisgue deux éléves seulement ont cherché et qu’il vaudrait mieux revenir 4 183.

Apres interrogation collective par le professeur, il semble que tout le monde a trouve
108 pour produit maximum dans ce cas.

Un éléve I’écrit au tableau:
13 =(3+3) + (8+4) ) (83X 3) X (8X 4) = 108

Le prof:“est-ce que tout le monde 1’a écrit de cette fagon-la ?”
(éléves) “Non, sans parenthéses”.
(En fait, les parenthéses ont été étudiées peu avant, ce qui explique leur apparition ici).
Le prof: “Apparemment, on est sfirs que c’estca, car vingt-deux [’ont trouvé, alors que
pour 20, deux seulement avaient proposé des solutions.”
Elle suggére d’essayer d’autres nombres: )

pour 14, M. propose: 14 = 3+ 3+ 3+ 3+ 2 (produit 162)

pour16 16 = 3+3+3+3+2+2 (produt 324).
Le prof “As-tu cherché plusieurs decomposmons 7?7
M.: “Non, une seule”.
Le prof. : “Es-tu slir que ton résultat est le plus grand ?”
M.: “Non™. _
Autre résultat proposé: 20 = 3+ 3+ .+ 3+ 2 (produit 1458).

" Le professeur essaie maintenant de faire découvrir le procédé général. Quelles remar-

ques faire sur les cas étudiés ? Comment ferait-on pour le nombre 100 ?

Le rdle du 3 est vaguement percu mals difficilement exprimé. Le professeur suggére de
se limiter aux multiples de 3.

Exemple: 12. Tout de suite un éléve propose 12 3+34+34+ 3.

Cependant, a partir de cette étape, il v a rupture de l’activité, sans doute parce qu’on
passe a un probléme que les éléves ne se sont pas posé pendant I’heure de recherche:
trouver un procédé général. Dans la suite, une minorité active va participer, parfois avec



entheusiame, alors que d’autres décrochent, pas toujours définitivement: il y a des:
regains d’intérét, voire d’enthousiasme. (Notons aussi que cette séance se déroule en fin
de premier trimestre et que les éléves sont fatigués).

Je cite quelgues dialogues:
Le prof, apres avoir fait établir la régle pour les multiples de 3, demande:
“et les autres” :

un eieve “on met qua_nd méme des 3, mais on rajoute des 27,
La régle finit par se dégager et le cas de 100 se traite:

100 c’est 83 fois 3 plus 17;

“Non, il faut mettre 32 fois 3 plus 2 fois 2.
A noter que certains éléves sont arrivés 4 énoncer effectivement la régle pour un nom-
bre dont le reste de la division par'3 est 1, et que ce débat a amené a revoir la significa-
tion du quotient et du reste d’une division.
La regle est ensuite éprouvée sur certains exemples.

Conclusion du professeur: “A-t-on trouvé le plus grand produit possible ? Je ne sais
i\l -
pas moi, si un jour vous trouvez mieux, vous viendrez me le dire.”

Elle laisse ainsi les éléves au niveau de certitude qu’ils ont été capables d’atteindre, a1
moins pour certains cas, sans leur imposer sa certitude 3 elle. Il lui semble important de
ne pas faire croire aux éléves en sixiéme qu’ils ont prouvé, alors qu’ils ont simplement
constaté I"impossibilité pour eux de faire mieux sur ce probléme, ceci afin de pouvoir
plus tard en quatriéme pouvoir peut-étre faire ressentir plus facilement la nécessité
d’une preuve.

7.- Michel MANTE, professeur au Collége Jean Vilar - Villeurbanne

L’établissement est classé en Z.E.P. - Expérimentation faite dans une classe de troi-
sieme de 28 éleves. : ’ :

Chaque éléve recoit une feuille sur laquelle sont tracées deux droites qui se coupent K
a Pextérieur de la fenille, et un point P,
L’énoncé du probléme figure sur cette feuille:

“Rédige une méthode qui permette de tracer la ‘ : D
. > . - . - "‘—'—‘/’“—‘—
droite qui passe. par P et par le point d’intersection X p

de ces deux droites, sans sortir de la feuille.” \
: ) D

J’ai essayé de placer le point P de telle sorte que toutes les méthodes que je connaissais
pour construire cette droite conviennent. J’ai aussi évité de placer P dans une position
particuliére. '
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Apres avoir remis 1’énoncé aux éléves, je précise les consignes de travail;
. * Le travail peut se faire par groupe de 2 ou 4 (les éléves pouvant travailler avec
., leursvoisins de derriére, il n’y a pas de déplacement de table). , ’
il v aura 4 la fin du travail de recherche, une mise en commun au cours de la-
quelle les groupes qui le désireront, exposeront leurs résultats.

" Les é&léves ne sont pas surpris car ils ont déja cherché des problémes ouverts.

Ils se lancent rapidement dans des essais qui consistent a utiliser plus ou moins empiri-
quement leur connaissance de géométrie: ils tracent des perpendiculaires, des parallé-
les, des meédiatrices, des parallélogrammes, ... A noter que le bord de la feuille joue

aussi 1in role important.

Voici les premiéres constructions élaborées par les éléves:

Le groupe abandonne eette conjecture
car il se rend compte que la droite d ne
passe pas par le milieu de [AB].

Apres ces constructions, les éléves vérifient leurs conjectures en prolongeant les droites
sur.une feuille supplémentaire. Ils se rendent compte que “ci ne marche pas”.

Jusqu’a présent je n’ai fait qu’aller de groupe en groupe pour m’informer sur le travail

des groupes.

Les constructions deviennent plus élaborées:
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A noter qu’ici ce groupe d’éléves faibles
s’est servi de la “longeur” des droites D
etD’! ...

Certaines constructions semblent marcher, tout au moins avec la figure que j’ai donnée.
Les groupes m’appellent. Je leur demande dans un premier temps de rédiger un pro-
gramme de construction de leur méthode en vie de sa communication aux autres.
Beaucoup de groupe ont de grosses difficultés pour le faire. _ .

A noter que certaines constructions sont trés élaborées, je ne les ai pas preﬂ:sees ici car
les groupes eux-mémes n’arrivaient pas 4 en retrouver le “fil”’.

Pour certaines conjectures, il y a des constructions totalement inutiles, par exemple des
introductions de points qui ne servent jamais par la suite. Bien gue je sache que ces
conjectures sont fausses, je propose i ces groupes d’étudier ces redondances, ce travail
me parait riche pour les éléves. ‘
Ensuite je leur demande si leur construction marche guelgue soit la position de P ?

A noter qu’un seul groupe part de la figure “finie” et essaie d’étudier une caractéristi-
que de la droite cherchée, mais ils n’ont rien trouvé dans ce sens.

Un groupe pense qu’il suffit d’arriver 4 construire deux points aﬂignés avec P, “la droite
cherchée sera forcément celle qui passe par ces deux points” me disent les éléves.

‘A la fin de I’heure, deux groupes ont trouvé la
construction ci-contre et ont démontré gu’elle . D
convenait.

(conjecture 1)




Un autre groupe propose cette construction:
Je propose a ces groupes une nouvelle figure pbur
laquelle leur construction ne convient pas.

(conjecture 2)

A la fin de I’heure, je propose a la classe, pour la prochaine séance, de continuer pen-
dant une quinzaine de minutes les recherches puis ensuite de faire une mise en com-
mun. Jde les invite 4 conserver leur brouillon et leurs essais. Au début de la séance, des
groupes n’ont que des figures et n’ont pas noté de programmes de construction. Ils ont
alors de gros problémes pour rédiger ces programmes.

Au bout d’une vingtaine de minutes, j’invite les groupes qui le désirent 4 proposer une
solution 3 la classe. Quatre groupes se proposent, je divise le tableau en quatre parties.
Les groupes notent simultanément leur programme de construction et I'accompagnent
d'une figure. Les autres éléves lisent les programmes, relévent les fautes d’orthogra-
phe ... Mais certains éléves continuent de chercher.

de n’al pas noté le texte des constructlons mais voici en plus des deux solutions précé-
dentes les deux autres constructions proposées:

(conjecture 3) ' ' I est le milieu de [ AB]
(conjecture 4)

On discute tout d’abord sur la forme des prog‘rammes de construction gui, dans I’en-
semble sont compréhensibles. ‘

J’invite alors la classe 4 débattre sur les deux derniéres conjectures: chacun fait des
essais 4 partir des programmes proposés. L’ensemble de la classe est d’accord pour
convenir qu’ils ne répondent pas a la question.

Pour la conjecture (1), les essais semblent aller. Mais la classe estime ne pas étre convain-
cue que “ca marche”. L’un des auteurs de cette conjecture expose sa démonstration,
tout le monde semble alors convaincu.
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Pour la conjecture (2), il n’y a pas de démonstration: un des auteurs a essayé de prou-
ver sa construction en expliquant qu’il a rapporché les droites proportionnellement
de P, mais personne n’a été convaincu.

Conclusion:
— Ce probleme m’apparait comme trés riche dans la mesure ol il y a beaucoup
de solutions possibles.’
— Les éléves ont eu beaucoup de plaisir 4 chercher ce probléme.
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SEPTIEME PARTIE

D’AUTRES PROBLEMES OUVERTS
EXPERIMENTABLES DANS NOS CLASSES.

Nous voudrions faire deux remarques par rapport a cette liste.

* Ces problémes n’ont pas tous été expérimentés dans les classes. Notre expérien-
ce nous montre que certains problémes sont plus riches que d’autres, dans le
sens ot ils entrafent une plus grande activité de recherche de la part des éléves.
Mais a I’heure actuelle, il nous est difficile de véritablement prévoir la richesse
d’un probléme avant de ’expérimenter.

* La rédaction de I’6noncé pour la plupart de ces problémes doit &tre reprise et
adaptee a vos classes. Cette rédaction, nous 1’avons souvent constaté, joue un
rOle trés meortant sur l"orientation des recherches des éléves. Il nous semble
souvent intéressant quand cela est possible de presenter ces énoncés sous la
forme “Rédige une méthode qui permette de .

Les énoncés des six premiers problémes figurent page 6 de ce document.

.-

8.-

9.

10.-

11.-

On donne un triangle ABC rectangle en A.
Comment choisir P sur I’hypoténuse pour que
la longiieur IJ soit minimum 2

(premier cycle)
Quel est le chszre des unités de 231982 ¢ (premier cycle)

Soit trois droites concourantes, comment construire un (ou des) triangle(s) dont
elles sont médianes, médiatrices, hauteurs (et bissectrices) ?

(Probléme figurant dans “Faire des maths” - Troisiéme. (A. DELEDICQ).
' ' : Editions CEDIC)

Etant donné deux droites D1 et D, et deux points A et B, construire M, sur Dl

eZ"Mz surD2 tels que:
—e —p —_—
AM .+ AM, = AB

On donne deux demi-droites de méme origine

O et un point P.

Tracer une droite passant par P tel gue le

ZTzangZe ainsi construit ait une aire minimum.
(classe de quatriéme)
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12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

.C’mq I Ou sont—lls

Combien de carrés sur cette figure 2

.Combzen y a-t-il de carrés sur un tableau
3 X 3 ? surun tableau 4X 4 2

Combien de carrés sur un jeu d’échecs ¢
i ' (classe de sixiéme)

En partant du naturel 5 et en utilisant les applications:
f: x+—> 2x
g xvr—> x - 3

'Quels sont tous les naturels gue I'on peut atteindre ?

;Comment atteindre un naturel donné en un minimum de coups 2

(D’aprés P.C. Rosembloom et M .Glaymanmn)

Peux-tu trouver deux entiers naturels a et b et tel que 2,-6—8— = —Z— z

Méme question pour 3, _5_7 ; 6 é?; 5,475
Peux-tu trouver une méthode generale pour resoudre ce genre’ de

_robleme 2

Le nombre 23 peut s’écrire de plusieurs fagcons comme la somme d ’en.fiens POSItifs.
Par exemple 238 = 11+ 5+ 7 . '
Trouver parmi ces sommes, celle dont le produit des termes est maximum. Et avéc
d’autres nombres 2 (a partir de la sixiéme)
Soit n un entier naturel non nul; on considére [’ensemble Sn = {1, 2, n}.
On désire trouver deux parties A et B de S, telles que:

* A et B forment une partition de S,

* La somme des éléments de A est égale d la somme des éléments de B.

Determiner I’ensemble des entiers naturels n pour lesquels cela soit possible.

Voici un exemple: .
- Pour n=7 celaestpossible, en effet S, = {1,2,.., 7}

Prenons A={1,256} ; B = {3.4.7}
Onabien  AUB =S ; ANB =4
et 1+2+5+6=3+4+7

- (a partir de la'cinqui'émé)

Probleme du billard. (a partir de la sixiéme)
Sur un quadrillage, on trace un rectangle de n carreaux sur p carreaux et on §'im-
pose les regles suivantes:

* e point de départ est au sommef

* .on avance toujours en ligne droite en suivant une diagonale de chague

earré; :
* quand on arrive au bord du rectangle, on rebondit d angle droit;
. * on s’arréte quand on atteint un sommet du rectangle.

Trauve en fonction de n et p le nombre de carreaux traversés.



18.-

19.-

20 .-

21.-

25 -
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ABC est un triangle, P et @ étant deux points fixes respectwement sur [AB] et
[AC] , trouver un point R de [BC] tel que le triangle PQR ait un périmétre mini-
mum.

(Ce probléme présente tout particuliérement un intérét pour les éléves qui ont
déja cherché le probléme du “seau d’eau”: sontils capables de transférer le résul-
tat trouvé pour ce nouveau probléme 7).

ABC est un triangle et P un point fixe de [AB] . Trouver Q et R respectivement
sur [AC] et [BC] pour que le triangle PQR ait un périmétre minimum.

On dispose de trois disques. Un nombre est inscrit sur les deux faces de chaque
disque. En lancant les disques en lair et en additionnant les nombres obtenus, on
a produit les 8 sommes suivantes: 15, 16 , 17, 18, 19, 20, 21, 22. Sa-
chant qu’au cours d’un lancer, on a obtenu @ @ , peut-on déterminer les
nombres inscrits sur 'autre face de chacun des trois disques ?

Chercher les sommes obtenues en numérotant les disques avec d’autres nombres.
Peut-on produire 8 sommes gui sont des nombres consécitifs ?

Chercher pour deux disques.

Y a-t-il une maniére de numéroter les trois disques de tel sorte que chaque lancer
donne des sommes différentes ? ‘

Voici deux carrés identiques.
Comment découper ces deux carrés
pour en faire un seul ?

gaux.

Méme probleme avec deux carrés iné- ——l

‘(2 partir du premier cycle)

Chercher tous les patrons d’un cube (se munir de czvemwc)
Les patrons doivent étre d’un seul morceau.

Quel est I'ensemble des entiers qui sont somme d’au moins deux entiers consé-
cutifs ¢

Le quotient de deux entiers inférieurs ¢ 1 000 est 0.6786389 (¢ la mdachine).
Quels sont ces deux entiers ?

On peut monter un escalier marche par marche ou deux marches par deux mar-

ches ou de beaucoup d’autres facons.
De combien de facons peut-on monter un escalier de 13 marches ?
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- 27.-

28.-

29.- .

30.-

31.-

32.-

33.-

- (D,D’) et (A, A’) sont deux couples de droztes paralleles.
Consz"ruzre une droite passant par A, sécante d A , D, A D enE F E, F tels
que EF = E’F’.

o . o’

Soit 4, B, C, trois points non alignés.
Construire un pomt X de AC et un point Y différent du point A de AB tel que:
AX = XY = YB

Combien faut-il écrire de chiffres pour écrire tous les nombres de 1 ¢ N ¢

:Une médiane d’un triangle partage un trzangle en
deux triangles de meme aire.

Comment découper I'un pour obtenir l:’autre 2

Au temps épique des Pionniers (aux USA) alors qu’on disposait d’autant de
terres qu’on voulait, mais que, pour tout le reste, on souffrait d’une exiréme
pénurie, un homme du Middle West possédait d’innombmbles hectares de la
Prairie, mais seulement 100 métres de fil de fer. Or, il voulait l'utiliser pour .clé-
turer une parcelle, et se demandait quelle forme lui donner .... (évidemment

pour aveir une parcelle d’aire maximum). (Math-jeunes)

Combien faut-il de cartes pour réaliser un chéteau de cartes de 47 étages 2
ler étage = /\
2eme étage ‘ /@\
- 8éme étage
‘ - (Math-jeunes) '

Onconszderelasuztel 2,;,2;3;3;383;4;4; 4;:4;5; 5 5;,565; 5;
(On a écrit une fois le “17’; deux fois Ze “27 )
Quelle est le millioniéme terme de cette suite ?

Seit G un point.
Tracer un triangle dont le centre de gravité est G.



34.- On place les entiers dans un tableay rectangulaire suivant la disposition suivante:

1
2 3 4
5 6 7 8 9

10 11 ...

Une ligne est désignée par son premier nombre de gauche.
Une colonne est désignée par son premier nombre situé “en haut”.

Quelle est la ligne et .la colonne de 795471 ? '
(Rallye de Bretagne)

35.- Etant donné trois points A, B et C non alignés du plan, étudier ’ensemble E des
points M de ce plan tels que la droite perpendiculaire en M ¢ AM rencontre le,
segment [BC] . ' '

' : (Rallye de Bretagne)

36.- On donnen pointé dans le plan.
Existe-t-il un plus petit disque qui les contient 2

Si oui, comment construire ce disque ?
(Le Petit Archimede)

37.- Comment en utilisant uniguement une regle non graduée, tracer la droite paralléle
aD (et D’) passant par A. ’

, D ‘
4' / - D//D -

38.- On dispose d’une tablette quadriliée. Des -
" clous sont plantés ¢ chaque neeud du /+
quadrillage. On dispose d’un élastique \
l'aide duquel on fait des polygones. /

Peut-on prévoir [’aire d’un polygone en
fonction du nombre de clous utilisés ? |

(2 partir de la sixiéme). L 1

39.- Quel est le plus petit nombre total de multiplications, d’additions et de soustrac-
tions que I'on doit utiliser pour pouvoir caleuler la valeur de tout polynome P(x)

‘de degré n pour un réel x donné ?
(a partir de la cinquiéme)
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GRILLE DE RAPPORT D’EXPERIMENTATION
DE PROBLEMES OUVERTS

ETABLISSEMENT:

Classe:

Votre établissement est-il classé en ZEP ?

Si‘ce n’est pas le cas, dans quel milieu socio-culturel vos éléves sont-ils recrutés ?

I - Enoncé

1= Condmons dans lesque”es ce. pr@bleme a 6té propose
‘ (Nombre de seances ‘cravax! en groupe ou individuel, ...). -

111 - Dé'r‘oulément de la ou des séances de recherche.

1) Réaction des éléves face 3 I'énonca.
2) Méthodes de recherche utilisées par les eleves (entre autre, quelles diffi-

. cultes ont-ils rencontrées, queHes questxons ont ete Ie p!us souvent posees

fau cours de ledrs recherches e
'3)" Conjectures proposées par les élaves.

4) Problémes annexes souleves et eventueﬂement résolus par les eleves
'B) Resultats trouvés, ' o o

6) lnterventuons du professeur' e el SO

.bj(Quand ? Comment a Pourquou ? A t xl faHu relancer la motrvatlon de
-+ certdinis groupes ? ...). ,
7)Y atil eu une {ou plusieurs) séance(s) de bilan ? Déroulement.

Y - Conc!us;on

1) Quelles sont Ies principales notions mathemathues utilisées ?

2) La nécessité d’une preuve s’est-elle faite ressentir ?

3) La recherche de ces problemes a-t-elle permis d’introduire des notions
mathématiques nouvelles ?

4) Remarques particuliéres.
(Entre autres, “les bons” sontils restés “bons’’, “les faibles” sont-ils
restés ““faibles” ? Avez-vous une méthode pour évaluer ce genre de travail

- des éléves 7 ...).






