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PSYCHOLOGIE DE LA DECOUVERTE
DANS LE DOMAINE MATHEMATIQUE

par A, MOLES

L’enseignement mathématique se veut de plus en plus actif, Tl
cherche en cela & appliquer la remarque que les éires de raison se
fixent d’autant mieux dans Pesprit qu’ils sont plus une secrétion
de notre propre activité mentale et par 13, parties intégrantes de
notre esprit raisonnant ; non plus insertions ou bloes surajoutés,
mais produits de liens intimes avec notre étre et ses connaissances.
D’ou Paccent, mis récemment par tous ceux qui de prés ou de loin

s’intéressent A la maniére d’ apprendre, sur cette partle de la
psychologie appelée “heuristique” qui traite de la maniére dont
s’effectue la “découverte”, la réalisation d’une forme nouvelle,
Vinvention, en vue de P’appliquer a 1’ enseignement méme des
mathématiques par des méthodes actives,

Ils aglt de savoir quel pourcentage, quelle part d’invention
provoquée, encadrée, guidée, peut étre introduite dans le processus
global d’apprentissage. ‘

Certes les processus mentaux que décrit I’heuristique dépen-
dent largement du domaine dans quuel ils s’exercent, mais ¢’est un
des premiers résultats de cette science que de montrer qu’ils en
dépendent beaucoup moins qu’on aurait pu le croire 4 priori. Le
praticien croit souvent que mentalitéd et comportement du mathé-
maticien, de Dartiste, du chimiste sont fondamentalement
distincts : ce n’est pas le cas, il n'existe gqu’une seule science qui
exemplifie I’existence de mémes “méthodes de découvertes” ou de
ces chemins parcourus par la pensée pour parvenir & un but, ces

“systémes d’opérations extériorisables qui font mieux que esprit
le travail de I’esprit™ (Valery)
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Les processus mentaux dépendent certes de ce qui est présent
dans le champ de conscience, de l’environnement phénoménal de
celui qui les exerce. Mais, et c ‘est un des résultats de l’heunst1que
ils n’en dépendent pas autant qu’on le pense généralement.

Les mécanismes de l'esprit sont plus ou moins indépendants
de I'objet sur lequel ils s’exercent. Il existe, en d’autres termes, des
processus mentaux identiques dans des domaines différents, a la
condition d’avoir réduit les problémes 4 un ‘“‘stade canonique’”

celui ol précisément l’esprit est confronté avec un assemblage_

d’éléments du champ de conscience et, a partir de ce moment, agit
de fagon autonome en se degageant des facteurs psychologiques
lids 4 la “Nature des choses”. Ce qui est important, c’est que ce
mouvement d’abstraction de I’esprit n’est pas identique a ce qu’on
appelle I'abstraction formelle, en partlcuher celle de la pensée
mathemathue nous l’appellerons “abstractlon phenomenolo-

gigque”

" Par ailleurs, et c’est un deuxiéme résultat de I’heuristique, ces
régularités dans la démarche de Pesprit peuvent éire décrites,
cataloguées et situées les unes par rapport aux autres ; c’est ce que
Yon appellera les méthodes de découverte. D’ou 'idée d’ étudier,
de décrire ces mécanismes et de les enseigner, tantdt par des
exemples passifs, tantdt par des pratiques en donnant a celui qui
doit apprendre ’occasion d’exercer une activité inventive diiment
préparée. Les individus y réussissent plus ou moins bien, ils
manifestent plus ou moins d’aptitude a imaginer des solutions a un

probléme, et il apparait qu'un enseignement comme celui de la -

mathématique doit tenir compte d’une différenciation des indivi-
dus en fonction de leurs aptitudes et de leurs buts.

L’unicité des processus de la pensée créatrice, cette relative
indépendance par rapport a l’objet, napparalt donc qu’a la
condition que ’on remonte 4 I'étape oll précisément la pensée
réduit la diversité de I'Univers a une situation commune.

. En fait, c’est précisément a ce niveau que I’heuristique
déterminera des images mentales, largement “illogiques”, faible-
ment consistantes mais prégnantes au sens de la théorie de la
forme et qui, par leur équivoque et leur imprécision méme,
appellent un travail de I’esprit pour résoudre les ambiguités. Elle
attire entre autres I’attention sur les trois concepts de Niveau, de
Rigueur, de Distance d’ordre.
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Ainsi le Psychologue découvre qu’il existe différents niveaux |
de spontanéite et de rigueur de la pensée qui se rangent par degré :

— niveau de logique

— niveau de la non-contradmtmn ‘infralogique”

-1\—1 niveau de 'expérience de lg nature physique (Erfahrung der
atur). . :

On pourrait, au titre d’une métaphore utile, déclarer que
I'homme dispose d’un cerveau a couches successives, depuis le pllié
“biologique”, le plus ancien, le plus rudimentaire, responsable de
la sensibilité, de I’activité, de la spontanéité, du réflexe, jusqu’a des
couches ““de luxe”, récentes acquisitions de ’évolution, dont la
pensée 10g1que la cohérence, la rigueur, 'emboitement, la largeur
et la précision du champ de consc1ence seront les produits. A
loppose le “cerveau primaire” ou biologique, centré sur lui-
méme, sur D'intégrité de la personne, aura des facultés extréme-
ment rudimentaires, mais fortes, immédiates, spontanées : “C’est
bon pour moi ou c’est mauvais pour moi”, “C’est grand ou c’est
petit”, “C’est moi qui agis ou c’est moi qui subis” seraient les
types de questions et de valeurs qui orienteront cette pensée

- spontanée, sous-jacente a un cerveau analytique.

P_ans cette perspective, lz mathématique est un luxe de la
pensée. Le processus heuristique fondamental consistera a partir
de la pensée brute, “biologique”, imparfaite, toute chargée de
valeurs et de connotations arbitraires, et a en faire un produit
raffiné, de monter peu 4 peu les niveaux de la rigueur vers le luxe
supréme de la logique formelle.

, I.l y a corrélativement plusieurs niveaux de procédés de
I’esprit, c’est-d-dire de démarches régulidrement observables :

— id‘fée de recette : elle repose sur la maitrise parfaitement éprou-
vee d un processus qui a réussi : “il y a une formule i appli-
quer”. C’est trés souvent ce que’ beaucoup d’epplicateurs des
mathématiques recherchent ; par exemple la formule donnant

+

le rayon de courbure d’une courbe v , Ou une bonne

partie du contenu des formulaires de mathémadtigues 3 1’ usage
des ingénieurs, que .d’ailleurs les mathematlclens eux-mémes
recopient et mémorisent.

— idée d’algorithme : suivre une séquence d’opérations dont on ne

connaitra la valeur et le résultat qu’a la fin de la séquence, mais
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qui occupe l’esprit pendant tout le temps de sa réalisation.
Exemple : le développement d'une intégration par parties, ou
d’une division de polynomes sont des séquences d’opérations
parfa.ltement prévisibles a priori.

— idée de méthode : identification dun tra]et dans un labyrinthe,
ou d’une orientation par rapport a des valeurs. Exemple :
recherche du développement d’une somme de carrés i partir de
guelgues aspects d’une forme mémorisée.

— les attitudes d’esprit ou les grandes méthodes
Exemple : — examen des différentes parties d’une figure
' — recensement des résultats déja trouvés

— listing de cas analogues

— recherche &’ensembles de combinaisons ‘‘pos-
gibles”

— augmenter, diminuer, ajouter, retrancher, multi-
plier, intégrer un item ou un élément culturel
guelconque sans savoir ce qui sera valide dans ces’
opérations.

- La Psychologie reste une science imparfaite, elle n’est capable '

que de proposer des concepts, peut-étre importants, mais imprécis
par nature. Elle s’exprime volontiers avec pertinence en images, en
métaphores récurrentes ; labyrinthes, trajets, parcours, détourne-
ments, barriéres, vecteurs buts, cheminements, etc., sont parmi ses
termes faveris ; ce sont la souvent des métaphores de l'espace
(Matoré). Nous utiliserons ici quelques unes de ces images.

Tout d’abord l’ensemble de la connaissance, qu'elle soit
d’ordre mathématique, celle des relations abstraites entre éléments
de physique, se décomposera toujours en deux aspects :

1 —1la science établie 4 chaque instant: il est intéressant de la
comparer i un vaste mur de livres, la bibliothéque universelle
de ce qui est connu, qui certes change a chaque époque et
dont chague sujet ne “possede” vraiment qu’une petite
partie ;

2 —le processus de lg science en train de se faire, lieu de chemine-
ment, labyrinthe dans le champ des “possibles”. Ici le champ
est I'imaginable ou 1’&étre évolue, butte contre des “impossibi-
lités” reconnues a chaque instant, erre et revient en arriere.
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L’acte scientifique, c¢’est la pdséibilité d"‘appliq'uer”-au sens
topologique (a l'intérieur d’'un domaine réduit) ce trajet vers le
domaine de la science établie, écrite ou qu’il serait possible

- d’écrire, de mettre en forme. Ceci implique deux styles de compor-

tements selon qu’on se situe plus ou moins dans 'un ou dans
l'autre des- deux plans de “ce qui est” ou de “ce qu’on fait’ :
lopération de gy a¥ 7 a 0 ¢ a, imagination créatrice, qui se passe
dans le plan horizontal pour créer une forme, et I'opération de
gty mnors, opération de mise en forme, de réduction critique,

‘vérification, retour vers la cohérence universelle.

THECRIE DE LA COMMUNICATION ET DIDACTIQUE

Le schéma général de la communication met un peu de clarté
dans 1’ensemble de ce processus, en assimilant le “discours mathé-
matique’ i un message émis par un créateur qui code des formes
mentales, transmis en un texte pour fournir a un décodeur des
signes employés selon certaines régles en vue de construire une

" perception dont la plus ou moins grande fidélité a la forme

mentale est un critére de valeur.
métalangéga : | ] e
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Il implique par exemple que pour une bonne assumlatlon
d'un message, le répertoire de signes de I’émetteur soit contenu
dans le répertoire du récepteur. Il implique aussi que le débit
d’information doive étre limité: 5 4 8 éléments binaires par
seconde est en pratique une limite supérieure. Dans I’explication
des régles de l’enseignement, on retrouve ici le principe pédago-
gique : pas plus de trois notions nouvelles par heure qui est une
application concréte de cette idée.

La théorie de la communication pédagogique va plus loin :
elle indique par exemple que non seulement les éléme\nts: d}l
répertoire de ’émetteur (le professeur) doivent étre inclus a I'inte-
rieur du répertoire du récepteur (I’éléve) et que pour les termes
“nouveaux’’ le débit de ceux-ci doit étre strictement limité, mais
plus encore, que la “température informationnelle de I’émetteur’
{pente de la courbe dite de Zipf, de répartition de ’utilisation des
mots “rares’’) doit se rapprocher de celle du récepteur, pour
assurer la meilleure communication globale entre éléve et profes-
seur.

Ce schéma propose en outre 'idée de Learning actif qui
remplace ou s’ajoute au Learning passif, au lieu de travailler sur la
perception ou 'intelligence des formes ou relations, on cherchera a
faire fabriquer de telles relations. :

L’idée méme de communijcation suggére alors une série de
notions :

— taux de redondance _

— débit de complexité ou d’information fournie dans une
démonstration :

— niveau d’abstraction .

— colit de codage, cout de transfert, colit de rigueur, coiit
d’évidence. \

Ce concept régulateur de coiit a un {rés grand nombre
d’applications en pédagogie : ainsi le colit généralisé d’échange
(colit de codage + colit de transfert + cofit de décodage + coiit de
perception-intégration) devrait étre inférieur au bénéfice retiré de
l’opera‘aon pour que le récepteur entre dans le processus. Ceci
améne a la notion :

coiit de la démonstration = bénéfice d’évidence donnée au depart
+ cofit rhétorique de démonstration + cofit de rigueur.

—16 -~

Enfin le concept de risque, c’est-a- dlre la probabilité subjec--
tive de se trouver contredit, au stade final de déroulement d’une
pensée -est un des caractéres psychologiques essentiel® de I’heuris-
tique.

Exammons les cnteres d’application par l’esprlt des différents
processus heuristiques. Il y a :

1—le type de but poursuivi
Exemple
— “connaitre” au sens documentan’e

— mémoriser au sens d’avoir present sans effort dans le champ

“de conscience
— maitriser en vue des applications
— étre apte a dominer la structure logique (c’est- a—d1re a -
‘redémontrer ou reconstituer une demonstratlon)
.~ inventer soi-méme.

2 — le degré d’évidence fourm

Quelle est la “quantité d’évidence” avec laguelle un 1nd1v1du
dans une situation donnée, peut connaitre un résultat, un
fragment du discours mathématique, c’est-a-dire le reridre
solidaire de tout le reste du monde, en saisir la nécessité ? On
notera que ceci implique un certain colit de codage, nous
Pappellerons ici coiit d'évidence, somme des coiits intel-
lectuels élémentaires des opérations a effectuer pour parvenir
a la sensation de plénitude de I’ ev1dence

— la volonté de rigueur : :

Ne fien accepter comme vrai qui ne puisse étre démontré sans
faille a I'intérieur d’une chaine. C’est certainement 4 ce der-
nier titre que la divergence s’établit le plus nettement entre les
différents types d’individus soumis a 1’ ense1gnement mathéma-
tique. :

Les uns estiment que leur formation mathématique doit avoir
pour role de leur rendre le plus grand nombre posmble de choses
évidentes, dans les relations entre les étres de pensée, de fagcon plus

“ou, moins intuitive et immédiate, d’éliminer la démonstration au

profit d’une simple monstratlon de voir dans son ensemble la
figure et ses propriétés, d’accepter le plus de choses possibles pour
vraies 4 l'intérieur d’un univers délibérément restreint. Ce seront
les mathématiques de 'ingénieur, de I'applicateur, du statlstlmen
de I’économiste pour lequel il est par exemple plus facile de
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déclarer que toutes les fonctions imaginables sont monotones,

continues et possédent une dérivée, et que d’ailleurs, s’il y en a
d’autres, ce sont des exceptions hors programmie, en se reposant
done sur un concept de fréquence d’usage dans un champ donné.

Les autres estiment au contraire que la fonction des mathé-
matiques est précisément de démontrer ou de définir objective-
ment tout I’'ensemble de ce qu’il est possible d’imaginer, et par des
généralisations successives et des cas limites (idée de tératologie
mathématique) d’étendre le royaume de la rigueur et de la logique
aussi loin et aussi profondément qu’il est possible. C’est vraisem-
blablement parmi eux que se recrutent les véritables mathémati-
ciens, mais dans un enselgnement général, le nombre de ceux-ci est
si- restreint. qu’on peut se demander s’ils ne méritent pas d’étre
ségrégés dans un enseignement particulier.

Les étapes du processus créateur ou de ’élaboration du discours
mathématique :

L’observation de multiples types de découverte ou d’inven-
tion propose de fagon récurrente ’existence d’une série d’etapes

psychologiques, nettement caractérisées, qui quelquefois g’en-

chevétrent ou se recoupeni, mais qu 11 est presque toujours
posmble de dlstlnguer

1-— Assimilation du connu

a) par soi
b) ou par les autres

Cest la constructlon a l’mterleur de I’ esprlt d’un champ de

connaissances assimilées de fagon passive, ou intuitive ; c’est le -

stade de la “documentation’”’, de ’enrichissement du champ
de conscience non seulement de tout ce qui €st pergu, mais de
tout ce qui est connu. L’individu s’efforce tout simplement de
connaitre le monde dans lequel il est et d’en percevoir le détail
dans le domaine particulier gui lintéresse C’est donc a la fin
de ce processus que se propose un. gap un “mangue’’ dans
"le savoir, un probléme. Rappelons gu’on appelle * ‘probléma-
tique’” I’ensemble des questions qui se posent a propos d'un
item accompagné de I'ensemble des régles auxquelles doivent
obéir les réponses trouvées 4 ces questions, que I’on appellera
“solutions’’. -
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2 — Incubation : :
I1 vy a donc un. mecontentement de ce qui ex1ste dans le
“champ de conscience”, qui établit le contact permanent avec
le probléme ; il y a une insatisfaction croissante par rapport a
I’ensemble des formes mentales qui sont présentes dans ce
champ de conscience spécialisé que ce chercheur porte avec
lui. Les psychologues voient dans cette étape I'un des points
essentiels, celui de 1’émergence d’une forme “ouverte” que
lesprit tend a fermer, d’un manque dans une séquence,
manque qui entraine une activation spécifique de I’esprit. 11 y
a concentration dans un jeu permanent de ’esprit avec le
centre de la forme et sa périphérie. L’incubation est une sorte
de mobilisation de ’esprit et de la nature ; elle est une distor-
sion systématique du monde au profit du probléme, une
récupération de tous les éléments du champ de vision en vue
de la cloture de la forme. “A quot cela pourralt -if me servir ?
. est la question que se pose I’individu & propos de tout nouvel
élément présenté i son champ de conscience. Elle comporte
entre autres un jeu permanent d’aller et retour entre le
“centre” et la “‘périphérie” du.champ de conscience oil
s’accumulent les matériaux (Shifting).

3 — L’illumination :

Etape souvent trés bréve, processus fortement ressentl d’une
fermeture de la forme, concept de plénitude et de certitude,
souvent trompeur d’ailleurs, mais provisoirement convaincant,
satisfaisant -pour Desprit. C’est ’Euréka dont parle Glaeser,
souvent en une série de petites étapes avec des retours succes-
sifs 4 un point antérieur. L’illumination prépare et hausse
Pesprit vers un stade ultérieur, olt interviendra la volonté de la
cohérence logique, ce que nous appelions le besoin de rigueur,
qui va reprendre en charge le processus, I’élément ou la forme
nouvelle pour le soumettre a urfie analyse de critéres de validité
ou a un contrdle de possibilités d’emboftement. Souvent
celui-ci sera défaillant, auquel cas I'illumination était un faux
éclair et on reprendra a un point précédent. Une des illumina- .
tions les plus fréquentes en mathématiques est ’émergence
d’analogie, de la ressemblance d’une forme, de son identité
avec une forme déja connue, identification qui entraine que
s’attacheront a la forme Y inconnue toutes les séries de pro-
priétés et déductions déja attachées a la forme C connue.
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4 —La vérification, étape ol l'esprit a l'impression d’avancer,
d’effectuer une démarche dans un champ, d’effectuer une
série d’actions, de construire en assemblant des éléments sous
la domination d’un algorithme quelcongue qu’il sait déja
posséder. Citons a ce titre les développements de polyndmes a

I'intérieur d’une parenthése, les manipulations algébriques,

etc., avec pour chaque étape un jugement : savoir si on-s’est
éloigné ou rapproché du “but”, c’est-a-dire de la forme finale
“close”, ' ,

5 — Enfin, la cinquiéme étape serait celle de la mise en forme,

polissage, formulation dans laguelle 'esprit revient sur tout
I’ensemble du processus, en élimine des errements, des élé-
ments non strictement utiles, réduit, met en forme, corrige
dans des actions localisées, agréablement facultatives, et
découvre souvent, par un processus que 'on peut appeler
fourmillement, une quantité d’éléments annexes, de courts-
circuits dans la séquence initiale. '
La formulation est en fait le contact pris par ’esprit individuel
avec un autre individu potentiel\, le récepteur, le professeur,
l'utilisateur, plus simplement cet “autre” qui est provisoire-
ment le représentant des normes, ici principalement des
normes logiques, auquel je dois me conformer pour faire
accepter universellement mon discours.

Le discours mathématique comme chaine ou comme réseau ?

La pensée mathématique est le modele de 1a pensée diseursive

cohérente, elle va se réduire finalement et de toutes facons a un
discours linéaire, séquentiel, ordonné, qui est cohérent vis-a-vis de
lui-méme, c’est-a-dire non contradictoire entre une partie et une
autre, et cohérent vis-a-vis du domaine extérieur, c’est-a-dire de
tout autre discours mathématique possible. En d’autres termes, il
prétend 4 la cohérence universelle et c’est peut-&tre ce qui le
spécifie vis-a-vis d’autres discours scientifiques qui se contentent
d’une validité limitée dans un certain champ. On peut parler, a
chaque propos de type de sciences, d’une distance de cohérence,
c’est-a-dire d’une distance moyenne mesurée en nombre d’élé-
ments de la chaine au bout de laguelle une contradiction peut
surgir, et étre folérée sans étre rédhibitoire pour les opérations
gi’on en veut faire. : :

— 20 —

_ Ce discours se présente donc comme linéaire possédant un
début et une fin clairement indiqués. Il s’explore en principe au-
lo’ng. de la page typographique et se coule dans le modéle de
Pécriture ou du discours oral. L'un des buts de la mathématique
est souvent de ramener 4 ce codage linéaire les éléments et les
rapports d’une figure géométrique située dans un espace a 2, 3 ou
n dimensions. ’

. (.)Ij‘peut légitimement se demander si cette affirmation de
hvnearlte ’n’entraine -aucune discussion. Ld présentation d’une
figure, I”evidence d’une disposition d’éléments juxtaposés, 1’évi-
depce démonstrative d’un diagramme a 3 dimensions. tel qu’une
ogive de’ Galton plus ou moins déformée, sont-ils exclus de jure de
1&_1 mathématique tant qu’ils n’ont pas été réduits 4 des formula-
tlcins‘ a}u.‘moins symboliques ‘sur une ligne de papier ? Ceci
préterait interrogation pour le psychologue et le philosophe. Un
gr,and nombre de civilisations ont accepté le “Voyez” comme
I’étape finale d*un raisonnement mathématique (Inde / Chine., etc.)
et on devra s’interroger (plus qu’on ne 1’a fait) pour savoir si, dans
tqute. cett? part ‘de D’enseignement des mathématiques et de
Vinventivité qui est notre propos, il n’y a pas dans la figure une
f:dgon de satisfaire les exigences conjointes de I’évidence et de la
rigueur. Par exemple, le “carré magique” comme solution en soi

. est-il a rejeter au rang des “résultats” purs ? Notons au passage

que‘la notation matricielle et toutes ses formes condensées, les
systémes d’équation et les structures internes de formules co;:res—
po?dent a des mises en cause, minimes mais fréquentes, de cette
linéarité du discours mathématique. ' ,

Dans P’expérience immédiate, ce discours se présente la
pll}part du temps comme une chaine constituée de maillons
inégaux quant a leur ‘“‘grosseur’” (ce serait leur visibilité dans le
champ de consience), leur longueur (ce serait le temps qu’il faut i
l’_e§p'rit pour les assimiler), leur force de liaison, ¢’est-a-dire 1’élas-
t191te plus ou moins grande du lien qui les rattache ’une 4 Pautre
et’ un certain nombre d’autres caractéristiques telles que, pal"
exemple, leurs systémes d’enclenchement de chacun des maillons
les uns par rapport aux autres (fitting). Ces maillons sont les étapes
de la solution d’un probléme, d’une démonstration, et ’invention
reposera sur le discernement de certains maillons de la chaine, sans
nécessairement en posséder la totalité, Les étapes seront tantdt des
“actes de Vesprit” au sens des speech acts d’Austin, tantdt éimple-

AY
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ment des notions ou concepts, tant_(“)t des “blocs” plué complexes,
tels que des formules, enfin guelquefois plus s1lm_p1ement deés
grandeurs' algébriques. Le corpus de la mathemat{qug cpmporte
I’élaboration de notions et la mise de ces notions a l'interieur de
séguences. :

Or, le processus séquentiel qui/est suggéré par la linéarité (‘ie
la pensée écrite, parait contradictoire a la nature d(‘a la pensee
scientifigue tout court. II s’agit en toute rigueur d’un réseatl mazllle
et ’8tre, dans son premier contact avec la logique, decouvre. vite
cette idée de cohérence interne qui fait qu’un élément est-toujours

. supporté par plusieurs autres. Ainsi donc la chaine aux multiples

mailles de la monstration ou de la démonstration n’est qu'un trajet
particulier 4 intérieur du réseau, ceci implique entre autres que la:

-rupture d’un des maillons ne met nullement en danger la solidité

de l'ensemble. : |
Il semble bien, d’aprés les études sur I’enseignement pro-

grammé et la science des labyrinthes, que les mailles se trouvent

valorisées par lintermédiaire du nombre de passages totaux pi
situé entre 1 et j;un élément de chaine est valorisé et sterfaotype
par le nombre de passages par ce maillon. Une connaissance
statistigue du champ des connaissance's reposera. sur cet!:e }dee de
fréquence de passage, comme une phénoménologie statistique du
domaine de connaissance.

Sur le prix de I’évidence _

La notion d’évidence n’est pas contrainte, comme le voudrait
la logique formelle, mais accord de I'individu avec le re“ste .de
I'univers, excep'tion, vision, elle est autonome, selbstverstindlich
(chose qui se comprend d’elle-méme). _

“],dvidence n’est pas intrusion dans la conscience d’une
réalité, qui lui serait totalement étrangére, son corrélatif n'est pas
la vérité, mais ’objectivité.”” Husserl.

La monstration, la démonstration, I’exemple sont des outils
de construction de 1’évidence. La rhétorique se sert de I’évidence,
guelquefois fallacieuse, puisque celle-ci est p(?rception et non
contrainte. Or, chacune de ces opérations représente, comme le
montrent bien les théories des communications, une sorte de collt
pour I'esprit, et celui-ci évolue dans le champ des possibles en
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suivant un trajet de moindre coiit, comme ’ont bien mis en
évidence des études sur la psychologie des solutions dans les
labyrinthes (Tolman). . : ‘

On pourra donc appeler légitimement coiit de I'évidence
Pensemble des efforts qui doivent étre faits pour faire passer une
phrase mathématique au niveau de ’accord spontané et irréfutable

~de ’&tre. Ce sera le cofit de la démonstration, ou de Iinvention en

mathématique, pour le créateur, le colit d’effort pour I’enseigner.
I! y a ld un principe régulateur de la démarche de ’esprit dans la
création ou dans la consommation mathématique. C '

Les facultés de l'esprit utilisées dans le raisonnement sont
analysées par le psychologue en une série de facteurs qui appar-
tiennent i ces concepts imprécis (“fuzzy concepts™) de Moles et
Zadeh qui font la matiére des sciences de D'esprit (Geisteswissen-
schaften). Quelles que soient les critiques que le psychologue
lui-méme soit conduit & faire 4 ces facteurs, elles se groupent
autour de poles d’aptitudes plus ou moins inégalement répartis
ches les individus. -

Sont entre autres assez bien discernables :

— la capacité d’abstraction, celle de raisonner sur des étres
ou des concepts de plus en plus éloignés du réel visible et immé-
diat. Le mathématicien se situant par définition a un niveau déja
trés élevé d’abstraction dans son propre langage (algébre).

— la capacité de déduction logique, ce qu’on appelle volon-
tiers la mécanique du raisonnement ou du calcul algébrique qui est
laptitude & enclencher des fragments ou des opérations sans erreur
et sans déformation les uns au bout des autres.

— le sentiment de cohérence ou d’intégraﬁon, souvent
corrélé fortement au précédent et qui signifie essentiellement la
perception d’un désaccord ou d'un fllogisme 4 deux points de plus

“en plus distants d’une chaine logique. On le rattachera au concept

d’ordre a grande distance.

— la largeur du champ de conscience, aptitudé a percevoir
simulianément un grand nombre d’objets distincts mis a égale
portée du regard ou de l'intelligence. ‘

— [limagination ou. 'aptitude & proposer un grand nombre
d’items diversifiés et i les faire venir sur le devant de la scéne de
Pesprit. ’
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— la ténacité, capacité de suivre jusqu’a son terme
I’exécution d’une tiche qu’on s’est imposée soi-méme, quels que
soient les résultats négatifs des étapes de cette tache. :

— Paptitude combinaloire assez bien corrélée dans la notion
de champ de conscience qui est la volonté pour ’esprit d’essayer
une série de combinaisons qui couvrent un champ des possibles &

partir de ’énonciation des éléments divers de cette comblna.lson -
- (listing).

Les psychologues sont capables en principe, de distinguer a

" lintérieur d’un test la contribution relative de chacun de ces-

facteurs et d’énoncer par la des profils intellectuels utilisables.
L’heuristique proprement dite rajoute volontiers a lensemble de
ces facteurs intellectuels une notion qu’elle appelle creathte
Nous la defmlrons ainsi : .

La créatiﬁité est l'aptitude d’un esprit d réorganiser les éléments du
.~ champ de conscience d’une fagon originale et susceptible de

donner lieu d des opérations dans un quelconque champ
opératoire.

Cette définition implique donc Uexistence de deux champs :
a) champ de conscience lui-méme constitué par la somme de deux
termes :
- champ de perception (ce qui est effectivement présent dans
mon champ de perception ou de vision)
+ connaissances, produits de la mémoire (remémoration) qui
sont appelés par mon esprit.

b) champ opératoire, celui dans lequel je me sens capable d’agir.

Hle admet que le champ était déja organisé, que la tiche
créatrice consiste a briser cette organisation (principe de
recodification de Wertheimer) pour en reconstruire une autre dont
la valeur sera mesurée entre autres par son degré _d’originalité (ou
complexité, ou taux d’information) : il y aurait donc¢ une mesure
de cette réorganisation. Mais cette forme nouvelle est soumise a
une contrainte du possible (g ¢ p 7 ocs). Cest lidée
d’opérationnalisme (Bridgman), capacité'd’induire une “action’” de
Vindividu dans le champ opératoire.
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- 8ur le principe d’autorité

Une certaine formation mathématique a donne souvent a la
démonstration une trop grande valeur, attribuant 4 la rigueur une-
importance gue le sujet ne possédait pas. Il existe dans Je champ
de ’esprit une hiérarchisation spontanée de valeur des différents
éléments de la chaine du discours qui distingue spontanément les

“résultats” et la facon d’y parvenir, Lu rigueur doit étre une volon-
té et non une condition. 1l ne devrait y avoir un appel de I'individu
4 la rigueur qu’a partir de ce qu’il sait déja ; en fait, la rigueur
appartient au luxe de l’esprit. Ce que Iindividu désire dans Ia
plupart des cas et tout d’abord, c’est 1’évidence et la maitrise.
L’ esprit créateur est parfaitement disposé, dans une mesure raison-
nable, 4 preferer la compréhension d’ un théoréme qui n’est pas au
centre de ses préoccupations et de ses conséquences, de facon
volontiers intuitive, ou la maniére d’appliquer une formule que de
se charger du poids de sa démonstration, dans la mesure ot le
théoréme ne lui parait pas inVraisemblable “Avoir plus de s0in de
la certitude que de ’évidence et de convaincre 1’ esprit plutot que
de I’éclairer” est le premier défaut dénoncé par la logique de Port
Royal. '

La notion de vraisemblance, ou de plausibilité, dit Polya, est,

- semble-t-il, plus importante que celle de rigueur, dans la vie mathé-

matique courante. On peut noter ici que I'idée d’autorité peut étre
légitimement considérée comme un mécanisme progressif et
surtout itéretif d’acceptation provisoire pour lequel Pindividu sait
qu ‘il le remettra en question, un jour, plus tard, a I’époque ou il en
éprouvera le besoin, et ce qu’il demande, c’est que lui soient
laissées ouvertes les voies d’accés a cette démonstration au jour ot
il le désirera. Mais pour I'instant il n’en a cure, son désir se situe
ailleurs. “Ce qu’on ne sait que par des démonstrations qui ne sont
pas fondées sur des raisons matériélles sechappe aisément et se
retrouve difficilement quand il nous est une fois sorti de la

‘mémoire, parce que notre esprit ne nous fournit pomt de voie

pour le retrouver” (Logique de Port Royal, 4éme partle)

L’acceptation du principe d’autorité se présente donc non pas
comme un déni de P'essence de la découverte mathématique, mais
tout au contraire comme une stratégie d’humilité provisoire
permettant-de sérier les difficultés. Il ne se situe pas en conflit avec
la eréativité, mais comme un outil de celle-ci.
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" Quelques principes d’une heuristique ;
a) Un couple de deux opposes est plus clair que ’ensemble des
deux concepts séparés. Ainsi, on complétera la praposition
d’appartenance par celle de non appartenance. On présentera
"donc les objets par exemples d’oppositions, si besoin est, on
leur inventera des symétriques artificiels, quitte a les abandon-
ner quand ils ont joué leur rdle. Les &tres doivent &tre
complétés par leurs antinomies.
b) Idée de listing comme . vépertoire exhaustif d’un ensemble
d’éléments possibles qui reporte le jugement vers 1 ‘opération :
“c (7 )’ ou “€”, et constituera une fertilisation imaginaire de
I’esprit en proposant un procédé pour élargir le champ de cons-

cience par le jeu des compléments, et le microplaisir de la

collection. -

¢) La méthode étymologique ou de retraduction

Pour prendre un exemple du rdle de 1’étymologie, on accepte le
vocabulaire comme une évocation, une métaphore, ou le
langage mathématique est, prélevé largement dans le langage
commun (anneaux, filtres, racine, exponentiel}). I1 y a i cet
égard deux politiques, 'une deé dire “ne confondons pas, ¢ "est
tout différent” (c’est le purisme mathématigue), 'autre va dire
‘“mais oui, c’est bien cela, c’est bien de 14 que vient ce terme”
et de montrer en guoi un étre mathématique se dérive progres-
sivement du terme banal en prenant un sens de plus en plus
spécialisé, en y rajoutant des couches de rigueur.

d) La méthode de avocat : chacun soutient un point de vue
contradictoire et se borne a présenter les meilleurs arguments
~ en faveur de sa these.

e) La tératologie : recherche systématique des exemples extrava-
gants. ,
Exemple : “les foyers d’une ellipse sont les cercles de rayon nul
tangents deux fois a Dellipse et dont la-corde des contacts est la
directrice”, afin de provogquer la curiosité active de l’esprit,
dans un mouvement de refus ——acceptation. '

f) La connaissance par 'exception qui, en montrant le cas excep-
té, développe d1a1ect1quement puisqu’elle est l exception, I'idée
de l’1tem régulier. :
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g) Un autre principe régulateur sera le principe de plausibilité de
Polya, largement inspiré de la logique du probable de Rei-
chenbach : les conclusions d’une inférence plausible varient
d’une fagon monotone quand 1’une de ses prémisses .varie de
fagon monotone.

L’ensemble des remarques ci-dessus conduit & des proposi-

~ tions pratiques  du psychologue de I’heuristique, dans le cadre

mathérnatique il suggérera par exemple tout d’abord de recenser :

— recettes

— méthodes

— procédés

— attitudes d’esprit

— valeurs ‘
avec des séries d’exemples et une recodification de chacun de ces .
niveaux de démarche de l’esprit, suffisamment claire pour &tre

;

" rendue évidente a travers d’autres exemples,

Un effort ultérietr de hiérarchisation de ces artifices groupera
ceux-ci en fonction de caractéres psychologiques tels que :

— l.'_:_l largeur du champ de conscience en se contentant d’une
estimation empirique

— le degré. de rlgueur reposant sur -un jugement qui n’est pas arbi-
traire

— le taux de risque, notion trés importante en créativité, c’est-a-
dire la probabilité confusément ressentie de ne rien affirmer de
stupide ou de tautologique comme conséquence d’une
démarche entreprise et poursuivie selon un algorithme

— le colit de la démarche, c’est-d-dire la longueur de la chaine
d’énonciation qu’elle entraine & partir d’'un déclenchement
initial

— Doriginalité de la démarche, auire sentiment subjectlf de sur-
prise de l’esprit devant sa propre production, qu1 prepare on
inhibe la démarche suivante.

Tous ces critéres ont un aspect fortement arbitraire, en tout
cas mal définissables en termes rigoureux, et si ’on peut soupcon-
ner gu’en certains cas ils solent réductibles i une quelcongue
“mesure”, a tout le moins & une estimation sur une échelle, le
psychologue est. bien incapable actuellement de fournir ces
échelles. Ce serait pourtant une erreur, trop commise par un positi-
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visme intransigeant, que de refuser ces critéres sous prétexte qu’ils
sont mal formulés et impossibles & guantifier. L’esprit humain les
ressent d’une fagon plus ou moins intuitive, c’est précisément la
tache de l’heuristique d’essayer de passer de cette intuition a des
valeurs opérationnelles,

C’est 4 la suite de ce recensement et de cette analyse démons-
trative que se proposera une stratégie de la redécouverte ou de la
- microdécouverte qui peut servir de base a une didactique active
des mathématiques, “Réduisez les programmes, enseignez les
méthodes” disait G. Berger. ' -

Celle-ci cherchera i favoriser le jeu. des mises en situation de
redécouverte, a constituer son discours, '¢’est-a-dire ici son pro-
gramme, de série de formes ouvertes proposées dans le champ de
conscience et de mettre i portée immédiate de ce champ (domaine
de shifting) les outils ou éléments permettant de les clore.

Nous conclurons avec Leibniz :

“T] y a une chose plus belle que les plus belles découveries, c’est la
connaissance de 1a fagon selon laquelie on les fait™.
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