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Avertissement

Ce cours a été congu pour une section de seconde année de
DEUG SM, i l'université 'Nancy I, en 1989-90. 11 s'agit d'une section
(dénommée Math-Physique-Informatique) a horaire de mathématiques
renforcé (180 a 200h, options exclues). La majorité des étudiants
concernés se destinent & une licence de mathématiques, quelques uns
veulent entreprendre des études de physique, d'informatique, de
mécanique, ou entrer dans une école d'ingénieurs. Il s'agit donc d'un
public qui, n'ayant pas été habitué a I'abstraction au niveau du lycée,
sera appelé a manipuler dés I'année suivante des notions purement
théoriques. Notons que beaucoup d'étudiants suivent en outre une
option probabilité, et une option algebre et géométrie; ceci explique que
certaines structures fondamentales - comme les groupes par exemple -
n'apparaissent pas ici.
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Chapitre 11

Séries de vecteurs et séries de fonctions

Au chapitre 10 nous avons défini une notion de suite convergente dans tout espace E muni d'une
norme N, Nous pouvons nous demander si, comme dans le cas de R , il est possible de démontrer (a convergence
d'une suite sans connaitre sa limite.

La possibilité de prévoir [a convergence dune suite numérique sans en connaitre [a limite nous a servi &
démontrer des théorémes dexistence": théoréme de [a valeur intermédiaire (chapitre 8 §2) puis les théorémes
relatifs aux fonctions continues sur un compact (chapitre 10 §7, et §3). De [a méme fagon [a possibilité de
prévoir 4 priori’ [a convergence d'une suite de fonctions, nous servira & démontrer [, existence de (fonctions)
solutions de certains problémes, par exemple d'équations différentielles. Le processus sera toujours le méme, on
construit d'abord une suite de “solutions approchées’, puis on démontre que cette suite a une limite qui est [a
solution (exacte) cherchée. If en résulte, outre Lassurance que le probléme posé a une solution, une suite qui en
donne des approximations aussi bonnes que Lon veut. Dans [a suite de ce cours on rencontrera plusieurs
illustrations de cette technique (au §7 ci-dessous, puis au chapitre 12 §6, enfin au chapitre 20 §1).

Observons que, dans [e cas des espaces vectoriels, il n'est pas question de généraliser le critére des suites
croissantes majorées, puisque, E n'étant pas ordonné, [a notion de sens de variation d'une suite d éléments de E
na aucune signification. C'est donc (a condition de Cauchy que nous généraliserons.

§ 1 : Espaces complets
Nous dirons que (un)pe N est une suite de Cauchy pour la norme N si:
(Ve > 0) (INp) (Vn) (V) (n >Ny et p >Np) implique N(up-up) <.

Toute suite convergente pour N est une suite de Cauchy pour N (démonstration analogue a celle qui a
été faite au chap.8 §2).Mais il peut arriver que la réciproque ne soit pas vraie. Plus précisément:

* Si toute suite de Cauchy pour N, est convergente pour N, on dit que E est complet pour N.

* S'il existe des suites de Cauchy pour N, qui ne sont pas convergentes pour N, on dit que E
n'est pas complet pour N.
Exemples d'espaces complets

Soit K un sous-ensemble compact de R", et soit E = €0(K, R ) (ou ®9(K,C)). Munissons le
de la norme uniforme N.f) = ;",‘_éR/f(x)/’ nous obtenons un espace complet. (la démonstration est au §2)
Tout espace de dimension finie est complet (quelle que soit la norme N choisie)

Démonstration: Soit {e;} une base de E, nous lui avons associ€ la norme Noo(z xle;) = sup Ixil. Et
: i
i

nous savons qu'il existe K(>0) tel que N.. <KN. Si (un)ne N est une suite de Cauchy pour N, nous

pouvons affirmer que:

(Ve) @N),(Vn) (¥p) (n2Netp 2 N) implique N(up-up) < % .
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Ce qui entraine Ne(up-up) < €, et donc (Vi) Iu;-u;l <€ (0l (u)neN est lai-8me suite coordonnée de

(un)ne N)- Ainsi les suites coordonnées de (up)ne N sont de Cauchy; donc elles convergent (car R est
complet). Donc (up)ne N converge pour toutes les normes sur E (chap.10 § 2). Ce qui termine la
démonstration.

§ 2 : L'espace ?o(K,]R) muni de la norme uniforme.
Soit K un sous-ensemble compact de RR™ (muni d'une norme v), et soit E = €0(K,R) (ou

€0(K,T)) I'espace des fonctions continues sur K.Posons Noo(f) = igklf(x)l (c'est parce que K est

compact, que nous pouvons affirmer que, pour toute f continue, su%lf(x)l existe). Nous obtenons une
Xe

norme qui fait de E un espace complet.

La démonstration est un peu longue. Elle comporte deux étapes. Nous considérons une suite
(fa)ne N qui est de Cauchy pour Neo.
Etape 1 : Construction de la limite f. Pour tout x, Neo(fn-fp) < € implique Ifn(x)-fp(x)l < ¢; donc le fait
que (fn)ne N soit une suite de Cauchy pour Neo, entraine que (fn(x))ne N est une suite de Cauchy
numérique, donc une suite convergente. Nous appellerons f(x) sa limite. Nous avons ainsi défini une
application f de K dans R.
Nous savons que:  (Ve>0) (3Nop) (Vn) (Vp) (n 2 Ng et p 2 Np) implique Noo(fy, - fp) < €.

Clest a dire: (Ve>0) (3Np) (Vn) (Vp) (Vx € K) (n2Npet p 2 Np) implique Ifn(x)-fp(x)l < €.
Et puisque f(x) est la limite de (fp(x))pe N, nous aurons (en passant a la limite sur p):
(1) (Ve >0) (INp) (Vn) (VxeK) (n 2 Np) implique Ifp(x)-f(x)l <e.

Remarque: Si nous savions que f est continue, cette formule (i) nous permettrait d'affirmer que
(Ve>0) (3Np) (Vn) (n 2 Ng) implique Neo(fp-f) = EgP(Ifn(x)-f(x)l <&

Et nous aurions ainsi démontré que (fn)ne N converge vers f pour Ne. Il nous reste donc a démontrer

que f est continue.
Etape 2 : Montrons que la fonction f est continue. Choisissons x dans K et a>0; pour montrer la

continuité en x, il nous faut trouver des conditions sur h pour que |f(x)-f(x+h)| < a.
Ecrivons: | £(x)-f(x+h)| < [£x)-Fa() | + | fn(x)-fn(x+h) | + [ fa(x+h)-f(x+h) | .

En choisissant n de telle fagon que (Vx), |fn(x)-f(x)| S% (ce qui est possible d'apres (i)), nous
obtenons:
200
| £00-f0ch) | < 5= + [ fa(0)-F(x+) .

. (0
Pour réaliser 'inégalité voulue, nous allons rendre | fn(x)-fy(x+h)| inférieur ou égal 2 T

Puisque f;, est continue en x, il existe 1 tel que v(h) <7 implique |fn(x)-f(x+h)| < %—. On en

déduit que si v(h) <1, alors | f(x)-f(x+h)| < c. Ce qui prouve la continuité de f, et - compte tenu de la

remarque qui termine la 18 étape - termine la démonstration.
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§ 3 : Exemples d'espaces non complets
1

L'espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la norme N(f) = J If(t)ldt n'est pas

complet. L'espace des fonctions continues sur [0,1] muni de la norme N n'est pas complet.
Négligeant de démontrer la premigre affirmation, donnons une preuve de la seconde. Pour cela
nous allons exhiber une suite de fonctions qui est de Cauchy pour N, et n'a pas de limite pour N».
f(t)=0 sit<1/3
Soit f définie par f(t) =3t-1 si 1/3 <t <2/3
f(t) =1 sit 2 2/3

Etsoit f la puissance n-ieme de f.
, 1

Exercice a: Calculer Jf"(t)dt. Montrer que, pour p=0, f**P < {0, En

23 1
déduire Np(f" - P) et Ny(f" - fP). Montrer que (f"),e N est une suite 13 /

de Cauchy pour Nj et pour Nj.
Exercice b: Supposons que la suite (M), N converge, pour N, vers une limite @ (continue sur [0,1]) et montrons que

nous obtenons une situation absurde.
t 1 :

1) Démontrer que (V't) J (f-9)2(8)d6 < J(f“-cp)z(e)de. En raisonnant dans §[0,t],R) muni de la norme Ny,

t
en déduire que la suite ( J (fM2()dt)neN converge vers J. 0%(6)do
t

2) En déduire (pour tout t) la valeur de o’. ©2(6)d6 . Et montrer que I'hypothese que @2 est continue en % est

absurde.
Analysons le vocabulaire: Dans Lexemple précédent, on se rend facilement compte que la seule limite possible

2 2 2
serait [a fonction ¢ définie par Q(t)=0 si t <3et Ot)=1 si t2 3 (dailleurs L:'m Ou(t)=15i t< 3 et

2
L’l;m(pn(t) =1 si t2 3 ). Mais une telle fonction n'est pas continue. Pour que les Ny-suites de Cauchy

convergent, il faudrait donc ajouter des points & €(/0,1],R ) ; il faudrait le "compléter’. On pourrait penser &
ajouter toutes les fonctions f dont le carré est intégrable au sens de Riemann (ie: celles pour lesquelles on sait
étendre [a définition de N3). Mais cela ne suffit pas. If faut bAtir une nouvelle théorie de [ intégrale, ce que nous

ne ferons pas dans le cadre de ce cours.

§ 4 : Séries sommables dans un espace complet
Soit E un espace muni d'une norme N, nous pouvons y définir des séries sommables.
Séries sommables pour N:

Etant donnée une série ((up))ne N, nous dirons qu'elle est sommable pour N, si la suite
n

n n
(Vn)ne N définie par v, =Z u; (ou éventuellement v, = z Uuj, Z uj,..) est convergente pour N.

i=0 i=1 =2
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Si la série ((un))ne N est sommable pour N, alors la suite (up)pe N converge vers 0 pour N (de
meéme que si la série numérique ((up))ne N €St sommable, la suite (Up)ne N converge vers (). Car si la
série est sommable les suites Z u;j et 2 u; ont méme limite, donc leur différence tend vers 0.

i<n i<n+1
Exercice ¢ : En se plagant dans €9(K,IR) muni de la norme uniforme, donner un exemple de suite (fo)ne N qui converge
vers 0 pour N, telle que la série ((fp))ne N 1€ soit pas sommable.

Si E n'est pas complet, il n'existe aucun procédé raisonnable permettant de montrer [a sommabilité
d'une série si nous ne pouvons pas en calculer explicitement [a somme. Ce qui rend [a théorie des séries & peu prés
sans intérét. Si E est complet nous pourrons au contraire montrer [a sommabilité d'une série en étudiant [a série
des normes, et utiliser ainsi les séries comme un procédé de définition.

Séries normalement sommables pour N.

Dans ce qui suit E est supposé complet pour la norme N.

Nous dirons que la série ((un))ne N est normalement sommable pour N, si la série des normes
((N(up)))ne N est sommable. Toute série normalement sommable pour N, est sommable pour N

(parce que nous avons supposé E complet ).
n

Démonstration: Elle consiste 8 montrer que les sommes partielles vy = Z uj forment une suite de
i=0

n
Cauchy. Posons wp = Z N(u;), la suite (wp)ne N €St une suite numérique convergente, donc une suite
i=0

de Cauchy. Nous avons les inégalités:

(Vn) (Vp>n)  N(vp-vp) = N( i ui ) S i N(uj) = wp - wp = |wp — wpl

i=n+1 i=n+1

Donc de: (Ve) (3AN) (Vn) (Vp) n2Net p 2N implique |wp - wn| <eg
nous pouvons conclure: (Ve) (3N) (Vn) (Vp) n2Netp 2 N implique N(vp—vp)<e
Ce qui signifie que (vp)ne N est une suite de Cauchy pour N.
Exercice e : Démontrer que la somme de deux séries sommables est sommable. Démontrer que la somme de deux séries
normalement sommables est normalement sommable.

Ainsi pour les séries de vecteurs dans un espace complet, nous avons deux formes de sommabilité. La
sommabilité simple, et [a sommabilité normale, qui est [analogue de la sommabilité absolue des séries
numériques. Pour vérifier quune série de vecteurs ((uy)pe N est sommable nous aurons donc deux possibilités:

Si nous savons calculer sa somme S, nous calculerons (et, @ défaut de pouvoir calculer, nous
n

majorerons) les N(S — z u;). Mais cette méthode est un exercice d'école, car le cas vraiment intéressant est
i=0
celui ou Lon ne connait pas S (puisqu'il s'agit précisément de le définir).

Si nous ne savons pas calculer S, nous calculerons (et, & défaut de pouvoir calculer, nous majorerons)
les N[uj). Nous serons alors ramenés o une série numérique (Voir §6). Mais cette seconde méthode n'est valable
que dans un espace complet; ce qui exclut certains espaces de dimension infinie.

Régles pour la convergence normale

Toutes les régles de sommabilité absolue que nous avons vues au chapitre 8, peuvent étre
recopiées. Voici les principales (sans démonstration).

En notant ((up))ne N une série dans E et ((vp))ne N une série numérique positive:
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Majoration:
Si(Vn) N(up) <vp, etsi ((vp))ne N est sommable, alors ((un))ne N est normalement sommable
; et la norme du reste de ((up))ne N €st majorée par le reste du méme ordre de ((vp))ne N.
Utilisation de O:
Si (N(un))ne N = O((vn))ne N, €t $i ((Vvp))ne N est sommable, alors ((un))ne N €St normalement

sommable; et N(reste de ((un))ne N) = O(reste de ((Vn))ne N)-
Utilisation de ®:
Si (N(up))ne N = O((Vn))ne N, €t si ((vn))ne N est sommable, alors ((un))ne N est normalement
sommable; et N(reste de ((up))ne N) = O(reste de ((Vp))ne N).
Utilisation de I'équivalence:

Si (N(up))ne N est équivalente @ (vp)ne N, alors ((un))ne N est normalement sommable si et
seulement si ((vy))ne N (qui est positive!) est sommable.

Et N(reste de ((un))ne N) =O(reste de ((vp))ne N).
Régle de d'Alembert: En comparant, grice 2 ces régles, aux séries géométriques, on obtient:

Si ( 1—\,1{;-(‘%)1) )ne N converge vers A< 1,alors ((un))ne N est normalement sommable, et le reste

de ((up))ne N est O(An).

Si IXN(L;";—"')])- converge vers A > 1 (ou vers 1 par valeurs supérieures), alors ((up))ne N n'est
n

pas sommable.

§ 5 : Le cas des espaces de dimension finie.

Les espaces de dimension finie sont complets; nous pouvons donc leur appliquer les résultats du
paragraphe 4.

Soit E un espace de dimension finie, puisque toutes les normes sur E sont équivalentes, toute
série sommable pour une norme N, est sommable pour toutes les autres normes.

Supposons donnée une base de E, nous savons qu'une suite est convergente si et seulement si
ses suites coordonnées sont convergentes. Donc une série est sommable si et seulement si ses séries
coordonnées sont sommables

De méme ((up))ne N est normalement sommable si et seulement si ses séries coordonnées

(( uil) Jne N sont absolument sommables. Car, si nous notons N la norme définie par Ni(x) = Z | xi|,
i

la série (N1(up)))ne N est la somme des séries ((| u;| Dne N. Comme il s'agit de séries positives

((N1(un)))ne N est sommable, si et seulement si les séries ((|upil ))ne N le sont.
En particulier pour une série de nombres complexes, la série des modules est sommable si et
seulement si la série des parties réelles, et celle des parties imaginaires, sont absolument sommables.

§ 6 : Le cas des séries de fonctions uniformément sommables.

Soit une série de fonctions ((fy))ne N dans € ([a,b],R). Comment savoir si elle est uniformément
sommable ? '

Fixons une valeur t. Pour toute fonction ¢, nous avons | (p(t)l < Noo(), donc si la série donnée
est sommable pour Neo de somme g, la série numéﬁque ((fa(t)))ne N est sommable, de somme g(t). Il en

résulte que



* 8'il existe des valeurs de t pour les quelles la série numérique ((fn(t)))ne N n'est pas
sommable, la série donnée n’est pas sommable pour Neo. Attention une série ((fn))ne N peut étre
sommable pour N1 ou pour N3 , et que pour certaines valeurs de t, ((fn(t)))ne N ne soit pas sommable.

* Si pour tout t, la série numérique ((fn(t)))ne N est sommable, et si on peut calculer sa
somme, alors en notant cette somme g(t) on obtient la seule somme possible de la série donnée.

* Si la fonction g n’est pas continue, elle ne peut étre la somme, au sens de la norme
uniforme, de la série donnée.

* Si la fonction g ainsi définie est continue, il reste a calculer (ou, @ défaut, @ majorer)
Noo(g - Z Ji)-

i<n
* Si on n'est pas capable de calculer explicitement g(t), il est impossible de calculer ou de

majorer Noo(g — 2 fi). On peut alors calculer ou majorer les Noo(fy), pour essayer de montrer que la
i<n

série numérique ((Noofn)))ne N st sommable.

§ 7 : La méthode des approximations successives

Soit X une partie de l'espace normé E, et soit f : X — X. On suppose qu'il existe k < 1 tel
que ) (Vx,y) N(f(x)-f(y)) <k N(x-y). On notera que, si f: [a,b] — [a,b], @ cause du théoréme des
accroissements finis, cette condition sera vérifiée par toute fonction dérivable dont la dérivée reste en
valeur absolue au plus égale a k.

Supposons qu'il existe v dans X tel que f(v) = v. Alors pour tout xyp dans X, la suite définie
par la relation (Yn>0) x, = f(xn-1) converge vers v.
En effet: N(xp-v) = N(f(xn-1) - f(v)) < k N(xp-1-v); donc (Vn) N(xp-v) < kP N(x¢-v). Et puisque k<1,
ceci implique que la suite (N(xp-V))ne N converge vers 0.

Nous disposons ainsi d'une méthode de calcul permettant de calculer les racines de certaines
équations grace a des suites récurrentes.
Exemple: Soit a déterminer la solution v de I'équation x3+x-1 =0 (il y en a une et une seule, on s'en

. . TS : 1
convaincra graphiquement). Cette équation s'écrit aussi x = = T ke f(x).

33
==

Exercice d: Calculer f' et . Montrer que (Vt) If'wl <t '(L)l =

V3
3V3

Puisque |f'(t)| reste inférieure 2 k = =< 1, nous pouvons calculer v, en définissant une
_— 1 . ..
suite récurrente (Up)ne N par Un4l = 1_+(u_)2 (ug étant arbitrairement choisi).
3¢}

Exercice d': Aumoyen d'une calculatrice programmable, calculer cette racine 2 1076 pres.

Mais nous pouvons modifier cette procédure de calcul pour en faire une démonstration de
l'existence de v. Pour cela nous supposerons E complet et X fermé.
En effet: Partant de x arbitraire dans X, nous définissons les x, par xj = f(xp-1) (ce qui est
possible puisque f: X — X). Considérons la série définie par up = Xp-Xp-1
N(up) = N(xn-Xn-1) = N(f(xn-1)-f(Xn-2)) £k N(Xp-1-Xp-2) < k N(up-1).

*) Une telle application est dite contractante.
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Donc le rapport Nl\%% reste au plus égal & k < 1; ce qui entraine que la série numérique ((N(up)))ne N

est sommable, donc que la série ((up))ne N est normalement sommable (régle de d'Alembert). Notons
qu'on utilise ici le fait que E est complet.

Donc (xp)ne N st une suite convergente, et sa limite v est dans X (car X est fermé). Puisque
N(f(v) — xn) = N(f(v) - f(xp-1)) < k N(v — xp.1), la suite (Xp)ne N (qui converge vers v) converge aussi
vers f(v). Donc f(v) =v.

Exercice e: Expliquer l'affirmation "sa limite est dans X car X est fermé".
Un exemple dans I'espace des matrices

Nous savons qu'il existe sur I'espace M (n,n) des matrices carrées nxn, une norme N et un
nombre K (>0) tels que (VA et B) N(AB) < K N(A) N(B) (Voir chap.10 Ex 24). Soit A une matrice,
et I'application ®: N (n,n) - M.(n,n) définie par ®(X) = Id+AX. Alors

(VX) (YY)  N(@X)-®(Y)) = N(A(X-Y)) < K N(AN(X-Y).

SiN(A)<I/K, l'application @ est contractante. Autrement dit nous pouvons appliquer le proces-
sus des approximations successives pour trouver V telle que Id+AV =V (autrement dit pour trouver
l'inverse de B=Id-A). Pour cela nous déterminerons la suite:

Up=1Id
Uj = Id+AU( = Id+A.
Uj = I[d+AU; = Id+A+A2,

Up = Id+A+A2+ ... +AD,
Cette méthode de calcul de linverse d'une matrice B suppose malhieureusement que celle-ci s'écrive Id-A
avec A 'petite’ (autrement dit que B soit voisine de Id). Elle ne peut donc pas étre employée systématiquement.
Mais lorsque Lon inverse (avec une calculatrice) une matrice M (par exemple au moyen de (a méthode
du pivot) on trouve une matrice P telle que MP soit un peu différent de Id (8 cause des erreurs darrondi de [a
machine). On écrit alors MP = 1-4, o 4 est ‘petite’. Et on calcule alors comme ci-dessus (1-2)-1, pour avoir
avec une meilleure précision M~ = P(1-7)-1.
Un exemple dans un espace de fonctions
Cherchons a résoudre 1'équation différentielle y' =y sur l'intervalle [-ot,o] (ol I'on a choisi
O<o<1). Considérons I'espace E = €0([-o,a],IR) muni de la norme uniforme. Choisissons un nombre

ap, et a toute fonction f dans E, associons une fonction D(f) définie sur [—o,a], en posant
t

O(f): t — ao+d[f(u) du
On a ainsi défini une application de E dans E.

t
Nous avons  (Vt)  ®(f)(t) — B(g)(t) =d" [f(u) — g(u)] du

t t
(vt o)) - o))l < IJ | fu) - g(w)| dul < IJNoo(f ~g) dul <o Neo(f-g)

Donc: Noo(D(f) — D(g)) < o Neo(f — g).

Puisque o<1, ® est contractante. Donc la suite (fp)ne Ny définie par fp=0 et (Vn21) f, = O(f,_1) est
une suite convergente; et sa limite f est un "point fixe de ®", c'est a dire une fonction f de E telle que
®(f) = f. C'est a dire que '
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L

f(t)=ap + J f(u) du

On se convaincra facilement que cette formule entraine que f est dérivable de dérivée f. Autrement dit £
est solution de 1'équation y' = y. Par ailleurs on a f(0) = Lim (f,(0)) = ag. En fait nous connaisssions

n
déja cette™) solution, c'est t — ag et. On démontre (par récurrence sur n) que fn(t) = ag 2 I%)- Donc
p=0

n

, P

ag e' = Lim, ag 2, ol
p=0

§ 8 : Convergence des fonctions de classe C1

Sur l'espace ®l([a,b],R) des fonctions de classe C! sur [a,b] nous pouvons considérer les
normes Nj,N2,Ne définies pour l'espace des fonctions continues. Mais ces normes n’en font pas un
espace complet. Pour N1 et Nj nous l'admettrons. Pour N., voir l'exercice f.

Exercice f : Considérons ‘@1([a,b],]R) (ol a<0<b), et 1a suite de fonctions (f,)ne N définie par fy(t) = '\/ 2 + :—1 . Montrer

que, considérée dans €9([a,b],R), cette suite a une limite pour Neo. Quelle est cette limite ? En déduire que €1([a,b],R)
muni de la norme No, n'est pas complet.

Ceci a pour conséquence que la norme uniforme est inadaptée pour construire des fonctions de
classe CI, au moyen des procédés de convergence a priori. Nous allons donc construire une nouvelle
norme Ve sur %1([a,b],R), qui en fera un espace complet.

Choisissant xg quelconque dans [a,b], nous poserons: Voolf) = If(x0)] + Noo(f ).

Exercice g : Démontrer que Veo(f) =0 implique f= 0. En déduire que Vo, estunenorme.

Soit (fu)ne N une suite de Cauchy pour V... Puisque (Vn) (Vp) Noo(fn'-fp') < Veo(fn — fp), la

suite des dérivées (fy'))ne N est une suite de Cauchy pour Ne; donc elle converge vers une fonction

continue ¢. De méme la suite numérique (fn(Xp))ne N est de Cauchy, donc converge vers un nombre o.
t

Posons g(x) = o+ I ¢(t) dt. Nous obtenons une fonction g de classe C! sur [a,b]. Et la suite
X0
(Voo(fn-g))ne N est la somme de deux suites qui convergent vers 0, puisque
Veolfn-8) = | fa(x0)-0| + Neo(fn' - 8) = | fa(x0)-at| + Neol(f 1-9).
Donc (fh)ne N converge vers g pour Ve.
On remarquera que la dérivée de g est @, c'est a dire 1a limite (au sens de la norme uniforme Noo)
de la suite des fonctions dérivées des f,. On remarquera aussi que (Vt):

t t
[£2) — g = | f(xg) + j f2'(1) dT — ot — j o(7) dtl
X0 X0

t
< fatxo) -l + | f[fn'cc)—w(r)] drl
X0

< |faxp) =0l + |t = x0| Noo(fy'= )
< |fn(X0)—0.| +|b-al Noo(fn'= @)
S Ves(fy—g) + | b—2al ves(fa—g)

*) Elle est unique, on le verra au chap.20
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Et, puisque ces inagélités sont vraies quel que soit t, c'est que

Noo(fn— ) < [1 + |b—al] Veo(fa—g)
Donc la suite (fn)ne N converge vers g non seulement pour la norme Veo, mais aussi pour la norme Noo.
En particulier (Vt) la suite numérique (fn(t))ne N converge vers g(t).
Nous retiendrons: L'espace %1([a,b],R) muni de la norme Voo est complet, autrement dit toute
suite (fn)ne N qui est de Cauchy pour Veo, a une limite g (pour Vo). De plus g est aussi la limite de
(fn)ne N au sens de la norme uniforme N co.

Exemple: Quelque soit t, 1a série ((%ﬁ'))ne N est une série numérique sommable (car elle est majorée
par la série ((I}'T))“G N); notons g(t) sa somme. Nous allons montrer que cette somme est une application

dérivable.
Pour démontrer que g est dérivable sur [a,b], plagons nous dans € 1([a,b],R), muni de la norme

Veo. Nous avons (en choisissant xp=a)

COS nt COS a

smnt 1 1
V°°( n3 )—

)S—3+—2

+ Noof

COS nt

Donc la série ((vm&—)))nE N est sommable. Autrement dit la série de fonctions (( ))ne N est

normalement sommable pour Veo; donc sommable pour Veo (puisque €!([a,b],R), muni de la norme Veo
est complet) Sa somme au sens de Voo est aussi sa somme au sens de Noo; donc c'est la fonction g (qui
est donc une fonction C1),

Exercice h: On remplace xg par x1; on obtient ainsi une nouvelle norme v, sur €1([a,b],R). En utilisant le théoréme des

accroissements finis, montrer qu'elle est équivalente 2 Veo.

§ 9 : La convergence simple des fonctions.

Sur Lespace € 0([a,6],R ) nous avons trois normes Ny, Nz et Noo, donc trois fagons de définir [a
convergence dune suite de fonctions. Sur €1([a,6],R ) nous avons défini [a norme Voo, donc une quatriéme
fagon de définir [a convergence d'une suite de fonctions. Lorsque Lon est en présence dune série de fonctions, que
lon woudrait pouvoir considérer comme sommable, on se posera donc [a question: pour quelles normes est elle
sommable ? Clest [a réponse & cette question, qui nous donnera les propriétés de la somme souhiaitée; si elle est
sommable pour Noo, [a somme est continue; si elle est sommable pour Voo, la somme est C1; etc.

Ces considérations sur les normes sont une découverte récente (20-éme siécle). Pourtant on a considéré des
séries de fonctions dés le début du 18-éme sidcle. Comment ?

A [origine, on considérait que a série ((up))pe N est sommable si, pour toute valeur de [a variable t, [a
série numérique ((uy(t))lue N est sommable. C'est & dire quune suite (©n)ne N était dite converyente. dés que,
pour tout t, [a suite numérique (Q(t)pe N était convergente. Lorsqu'il en est ainsi ont dit - d notre époque -
que [a suite converge simplement. On peut alors définir une fonction limite f, en posant (V't)f{t) = Lim @ pu(t).
Malheureusement cette fonction limite peut avoir des propriétés fort désagréables. Par exemple:

* Il est possible qu'elle ne soit pas continue (par exemple sur [O] [a suite des fonctions t— sin™t
converge simplement wvers [a fonction qui est nulle partout, sauf en T/2 o elle vaut 1), et encore moins
dérivable.

" Il est possible que (a suite des intégrales des @, ne converge pas vers Cintégrale de f (pour un exemple
voir chapitre 14 §1)

* Il est possible que les ©, ne convergent pas uniformément vers f.
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* Il est possible que les ¢, ne convergent vers f ni pou Ny, ni pour Np; mais inversement si les @,
convergent vers f au sens de Ni ou de N, il n'est pas certain qu'elles convergent simplement vers f.

La convergence simple est donc un outil inadapté. Les outils efficaces sont les normes que [on peut
définir sur les espaces de fonctions. Nous en avens défini quatre, mais il en existe beaucoup dautres. On se
méfiera toutefois qu'en présence d'une suite ou d'une série de fonctions, c'est [a convergence simple qu'il est [e
plus facile de vérifier; c'est pour cette raison que les mathématiciens du 18-éme siécle [utilisaient; et il faut

garder a Cesprit que [on ne peut d peu prés rien en déduire.

Remarque finale.
Jusqu'a maintenant vous n'avez jamais manipulé que des fonctions définies par des formules. Celles ci

sont toutes continues, et dérivables sauf en quelques points ou [a courbe représentative a une tangente verticale

(par exemple: [a fonction \3/—11 Corigine, ou [a fonction Arccos en 1). Pour construire des fonctions non
continues, ou non dérivables, vous disposiez d'un procédé: considérer une fonction définie par une certaine
formule pout t<ty, et par une autre formule pour t>tg. IL y avait aussi [a fonction caractéristique de Q (ou
deD ). Tous ces exemples étaient bien artificiels.

Désormais nous disposons doutils permettant de
construire des fonctions comme limites de suites (ou sommes
de séries) de fonctions. Ces fonctions sont parfois de classe
C™ (celles que nous construirons au chapitre 12 par
Ve exemple). Mais des séries apparemment trés simples

pourront avoir pour sommes des fonctions fort bizarres.
E// Nptons par exemple qu'il est possible de construire des
: fonctions continues qui ne sont nulle part dérivables. I[ est
|

aussi possible de construire des fonctions qui sont dérivables,

mais qui ne sont monotones sur aucun intervalle (il n'existe
aucun intervalle sur lequel [a dérivée garde un signe
constant).

Ce que nous rencontrerons le plus souvent ce sont des fonctions dont nous serons incapables de dire si elles sont

sin
ou non continues (ou dérivables). Par exemple [a somme de la série ((

3
n’t
) n>1 est continue (car elle est

sommable pour [a norme uniforme), mais les théorémes dont nous disposons ne permettent pas de dire si elle est
dérivable (elle ne Cest trés vraisemblablement pas !).

Les graphiques de telles fonctions ne peuvent raisonnablement étre tracés; ceci 'donne du sens’ d
certains énoncés comme par exemple le théoréme de [a valeur intermédiaire. Pour les fonctions classiques dont on
peut tracer [a courbe représentative, il apparait comme une évidence graphique. C'est dans le cas d'une fonction
comme celles que nous venons dévoquer qu'on congoit [a nécessité de le démontrer. Cest dailleurs au début du
XIX-iéme siecle, lorsque [on commenga sérieusement d construire des limites de fonctions, qu'il perdit [e nom
de “principe de continuité’ (principe que tout le monde considérait comme évident) pour devenir un théoréme

(premiére démonstration par Bolzano vers 1820).
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Exercices sur le chapitre 11

Exercice 1 : Soit F le sous ensemble de ?o([O,IJ,IR) formé des fonctions nulles en 0 et en 1. Montrer que F est un

sous-espace vectoriel de ?0([0,1],1R). On munit F de lanorme N, montrer qu'il est complet.

1
Exercice 2: Soit F le sous-ensemble de ?0([0.1],112) formé des fonctions f telles que J f(t)dt = 0.

Montrer que F est un sous-espace vectoriel. On munit F de la norme uniforme; montrer qu'il est complet.

Exercice 3:
a) Soit ((zp))ne N une série de nombres complexes normalement sommable. Soit k un entier au moins égal a2,

Montrer que la série (((Zn)k))neN est normalement sommable.
in
b) Soit z, = ﬁg—n" Montrer que ((zp))n>2 est sommable, mais pas normalement sommable. Montrer que

(((zn)z))nzz est sommable, mais pas normalement sommable. Montrer que (((zn)4))n22 n'est pas sommable.
Exercice 4: Soit ze € (z fixé), 1a série ((ﬁ))ngl est elle sommable ? Est elle normalement sommable ? On distinguera

deux cas suivant que le module de z est au plus égal 2 1, ou supérieur 2 1.

itn
Exercice 5: Soit te R (t fixé) , la série ((—en—))nzl est elle sommable ? Est elle normalement sommable ?

)
Exercice 6: Soit ze T (z fixé), la série ((Z%Tzz—l))na est elle sommable ? Est elle normalement sommable ? On distinguera

deux cas suivant que le module de z est au plus égal A 1, ou supérieur 2 1.

Exercice 7: Soit f une fonction continue sur [a,b]. On pose fo = f et (Vn21) (Vt) fp(t) = %sin(fn_l(t)).
En utilisant l'inégalité Isin x| < Ixl, montrer par récurrence que Noo(fy) < -zl—n Neo(fp). En déduire que la série

((f))ne N est normalement sommable pour la norme uniforme.

Exercice 8: Soit f,(x) = m des fonctions définies sur [0,1].

a) Calculer Noo(fp,). Montrer que la série ((fy))ne N €St normalement sommable pour la norme uniforme.
b) Calculer Neo(fy ). Montrer que la série ((fy))ne N est normalement sommable pour la norme No.
¢) Montrer que la somme f de ((f,))he N est une fonction de classe cl.

d) Est-ce que f est de classe C2?
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Exercice 9: Soit f(t) = % des fonctions définies sur [0,1].

a) Calculer Neo(fy,). Montrer que la série ((fn))ne N n'est pas normalement sommable pour No.

b) On pose gn = fon+1+f2n. Montrer que ((gn))ne N st normalement sommable. Soit g sa somme.

n
¢) On pose Fp, = z fn. Montrer que la suite (Fop+1)ne N converge uniformément vers g. Montrer que la suite
i=0

(Fanne N converge uniformément vers g. En déduire que ((fp))ne N est sommable pour la norme uniforme.

Exercice 10: Dans I'espace des matrices 2x2, on considere la norme N1( 2 3 ) = sup(lal,Ibl,Iclldl).

a) Montrer que (VA,B) Nj(AB) <2 NI(A)N 1(B). En déduire que si la série (de matrices 2x2) ((Mp)ne N est
normalement sommable pour Ny alors la série des carrés (((Mn)z))nE N est normalement sommable pour Nj.

b) Montrer que si Nj(A) < %- alors la série ((A™)pe N est normalement sommable pour Nj.

¢) Soit A = x( i ) (od A > 0). Calculer A2,A3,A4%,...AM, . Calculer Nj(A™). Pour quelles valeurs de A
la série ((A™)ne N est elle sommable ? Pour quelles valeurs de A est elle normalement sommable pour N7p ? Calculer sa

somme.

Exercice 11: On pose, pour tout x 2 0, f3(x) = x enx?,
a) Montrer que (Vx) la série ((fn(x)))ne N est absolument sommable. Calculer sa somme f(x).
b) Soit [a,b] un intervalle compact (b>a>0). Tracer le graphique de f,. En déduire Nm(fnl [a,b]) (0 No estla

norme uniforme sur [a,b]). Montrer que ((fnl [a,b]))ne N est normalement sommable pour Noo ?
n
¢) Soit @u(t) = f(t) - Z fi(t) . Calculer (pn(ll‘/;) et I.ﬁim(cpn(lm» . En déduire que la série ((fn| [0,1]))ne N st
i=0
sommable pour la norme uniforme, mais pas normalement sommable pour la norme uniforme.
. . . ._) __)
Exercice 12: Dans l'espace de 1a géométrie, on considere deux vecteurs A et B.
- - - o - . . —
Onpose Xp = A et (Vn=1) X, = B A Xp_1 . On se propose d'étudier la série de vecteurs (( Xp ))ne N-
- >
a) On suppose Bl <1 ; montrer que (( Xp ))ne N €st normalement sommable.

—> = =
b) Montrer que, lorsque A et B sont perpendiculaires, et lIBIl 2 1, elle n'est pas sommable.

Exercice 13: Soit f 'endomorphisme de RR3 dont la matrice dans la base naturelle est

1 1 2 1
M=4— 2 1 1
1 1 2

On choisit un vecteur ug(ct,B,y) dans R 3, et on définit une suite (up)pe N par la relation de récurrence uy = f(up—1).
a) Pour quelles valeurs de ug la suite (up)ne N st elle convergente ? (on pourra faire un changement de base)

b) Pour quelles valeurs de ug la série ((un))ne N est elle sommable ?

n
Exercice 14: On considére dans €9([0,1],IR) la série de fonctions ((fa))ne N définie par fa(t) = ﬁz; "

a) Montrer que, pour tout t 1a série numérique ((fn(t)))ne N €st sommable.

b) Montrer que Neo(fy) = 1—;]7 ; en déduire que la somme est une fonction continue.
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Exercice 15: On considére dans €9([0,1],IR) la série de fonctions ((fp))ne N définie par fy(x) = x20(1-x)", Montrer qu'elle

est uniformément sommable et calculer sa somme.

sin nt

Exercice 16: On considere la série de fonctions ((¢n))ne N définie par @p(t) = m :

a) Montrer que (Vte R) la série numérique ((@n(t)))ne N €st sommable.
b) Soit des nombres a et b tels que O<a<b. Montrer que la série ((Qn ! [2,b]))ne N converge normalement pour la
norme uniforme.

¢) Calculer (p,,(ﬁ). En déduire que la série ((@n] [0,1])))ne N Nest pas uniformément sommable.

3 5 . p : L
Exercice 17: On considére dans ?0([0,1],1?.) la série de fonctions ((fy))ne N définie par fi(t) = m .
a) Montrer que, pour tout t la série numérique ((fo(t)))ne N €St sommable; on note (t) sa somme.

b) Montrer que la fonction ¢ est continue.

Exercice 18: On considere la série de fonctions sur [0,1] définie par up(t) = —t_;{)" .

a) Montrer que, pour tout t, 1a série numérique ((up(t)))p>1 €st sommable. On note S(t) sa somme.
b) Montrer que S est une fonction continue.

c) Montrer que S est une fonction de classe C1.

Exercice 19: On fixe un nombre A, et on considere la série de fonctions sur [-A,A] définie par Yh(t) = (1—_:33; .

a) Montrer que, pour tout t, la série numérique ((Yn(t)))ne N €st sommable et calculer sa somme g(t).

b) La série ((Yn))ne N est elle sommable pour Ne, ? Est elle normalement sommable pour Neo ?

¢) Reprendre la question b en remplagant l'intervalle [-A,A] par un intervalle de la forme [A,B] (od 0<A<B).

Exercice 20: Dans €0([0,1],R) on considére la série ((f))ne N définie par fy(t) = sin ™,

a) Montrer que (V1) la série numérique ((fp(t)))ne N est sommable. On notera @(t) sa somme.

b) Montrer que la série ((fn))ne N n'est pas normalement sommable pour la norme uniforme. On pourra commencer
par dessiner les graphiques de f1, fp, f3,...

¢) Montrer que la série ((f,))ne N n'est pas sommable pour la norme uniforme.

Exercice 21: Dans ?O([O,I],IR) montrer que les séries suivantes sont normalement sommables pour Neo.
. .
a) ((fy))ne N définie par fj(t) = sin nT .

b) ((8n))ne N définie par gn() —%‘;’E :

¢) ((h))ne N définie par hy(t) = ent- 17,

d) ((n)ne N définie par ju(t) = sin"t .

Exercice 22: Dans €0([0,1],R) les séries suivantes sont elles normalement sommables pour Noo ?
a) ((fn))ne N définie par fy(t) = t"(1-t).
b) ((gn))ne N définie par gn(t) = sin m(t" - t+2)
©) ((hn))ne N définie par ha(t) = cos(t+;12-) s

d) ((n))ne N définie par jn(t) =3~ Arotg(t+n2).
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Exercice 23: Dans €0([0,1/2],R) on considére la série ((8n))ne N définie par gn(t) =1 —cos tm.

a) Montrer qu'elle est normalement sommable pour la norme uniforme.
b) Montrer que la série des dérivées ((g'n))ne N st normalement sommable pour la norme uniforme.

¢) Montrer que la somme S de la série ((f;))ne N €st une fonction de classe cl.

ne1.¢\n
Exercice 24: Dans €9([0,1],IR) on considére la série ((g,))ne N définie par gn(t) =42')—t ; oy

a) Montrer qu'elle est normalement sommable pour la norme uniforme.
b) Montrer que la série des dérivées ((8'n))ne N €st normalement sommable pour la norme uniforme.

¢) Montrer que la somme S de la série ((fy))ne N est une fonction de classe cl.

d) S est elle de classe c22¢31...

Exercice 25: On définit une suite de fonctions continues sur [-a,+a] en choisissant fp quelconque, et en posant (Vn=1)
X

fa(x) = fo(x) + J f,.1(dt. On pose gn = fp41 — fp. Etablir une formule donnant gp41 2 partir de gp.

a) Supposons qu'il existe k(e N) et A(>0) tels que (Vxe[-a+a]) |gn(x)|< Alx|¥. Démontrer que (Vx € [- ‘
k+1
a+al) lgne1(®)| <A I’;(I_H (on distinguera 2 cas selon que x est positif ou négatif).

n-1
Noo(g1), puis que la série ((gn))ne N est normalement sommable pour Ne.

X

an-
b) Montrer que Noo(gp) < (1!

¢) Soit F 1a somme de cette série, montrer que (Vx) F(x) = fo(x) + ‘{ F(t) dt .

d) On suppose que fq est la fonction sinus; calculer F (on cherchera d'abord F')

Exercice 26: Montrer que 1I'équation x3+2x242x+2 = 0 a une seule solution. Montrer qu'elle est équivalente 2 1'équation

2
X=- 2%-1-2- Résoudre cette dernigre par approximations successives pour donner une valeur de la racine a 10°6 pres.

+2

. . . ’ 1 .
Exercice 27: On considére dans ?0([—11:/2,1:/2],]12) 1a suite de fonctions (fy)ne N définie par fy(t) = o + sin?t .

1) Calculer pour tout t la limite f(t) de la suite numérique (fn(t))ne N- ‘

2) La suite (f))ne N converge-t-elle uniformément vers f ?

. [t]3/2
Exercice 28: On fixe un nombre A, et on considre la série de fonctions sur [0,A] définie par yu(t) = o

a) Montrer que, pour tout t, la série numérique ((Yn(t)))ne N €st sommable et calculer sa somme g(t).

b) La série ((Yn))ne N est elle sommable pour Neo ? Est elle normalement sommable pour Neo ?
A

).

¢) Est elle sommable pour N3 ? pour N1 ? (on calculera d'abord J C lft)“
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Chapitre 11b

Outils fondamentaux du raisonnement
Quatriéme partie : N et la récurrence.

§ 1 : Les axiomes de Peano et la récurrence.

Le nombre entier positif est le plus ancien de tous les objets mathématiques connus. C'est pourtant [un
de ceux dont les origines restérent le plus longtemps mystérieuses. C'était un outil dont on se servait tout
naturellement, mais personne ne s'était demandé quelles étaient les [ois précises qui le régissaient. C'est Peano
(1858-1932) qui, le premier, donna une description des propriétés fondamentales de N. Les voici:

Tout élément de N a un suivant (autrement dit il existe une application o: N —» N qui a tout
nombre n associe son suivant: celui que tout le monde appelle n+1)

11 existe un entier appelé zéro, qui n'est le suivant d'aucun autre.

Tout sous-ensemble de N qui contient 0, et qui, lorsqu'il contient un entier n, contient aussi son
suivant, est N tout entier (autrement ditsi ACN, si A contient 0, et si 6(A)CA, alors A=N).

Ce sont les axiomes de Peano; on démontre que toutes les propriétés familidres des entiers en
résultent. La troisieme nous donne le classique axiome de récurrence: Pour toute propriété P

{ (Vn) P(n) = P(n+1) implique (Vn) P(n)

Pour s'en convaincre, appliquer le troisi#me axiome 2 I'ensemble A = {n tels que P(n)}.

Réduire ce que nous savons de N & ces trois propriétés est peut étre une fantaisie dont Cintérot est plus
philosophique que mathématique. En revanche il est fondamental de remarquer que presque toutes les assertions
P(n) portant sur un entier n, résultent dune récurrence (ou de plusieurs récurrences successives). Quand on
travaille sur les entiers le raisonnement par récurrence est Loutil essentiel.

On peut se demander comment on a pu faire des mathématiques pendant des sidcles sans s'en apercevoir.
La locution et ainsi de suite’ est [a forme premiére du raisonnement par récurrence; tant que les situations
restent simples on a coutume de [employer pour abréger et parceque cela donne des textes plus immédiatement
compréhensibles. On prendra garde des limites d'une telle attitude:

Dés que les situations se compliquent, il devient esssentiel de poser correctement les récurrences,
si Lon veut éviter les erreurs.

Les ordinateurs ne connaissent pas [a commande ‘et ainsi de suite’. Trés souvent pour
programmer un calcul on est obligé de faire apparaitre un argument récurrent, que Lon avait d'abord sous-

entendu.

Quelques formes de récurrence:
Soit une propriété P(n); si on a vérifié P(0), et si P(n) implique P(n+1), alors (Vn) P(n). C'est la
forme 1a plus simple du raisonnement par récurrence. On utilise surtout des variantes dont voici quelques

unes.

Les récurrences "qui ne commencent pas 3 z€ro". Soit & démontrer P(n) pour n>6. Nous démontrerons

par récurrence simple la propriété P;(q) = P(q+6). Autrement dit nous démontrerons:
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D'abord P1(0) (c'est a dire P(6)).

Ensuite que (Vqe N) Pj(q) implique P1(q+1) (c'est a dire que (¥n26) P(n) implique P(n+1))
Les récurrences dont le pas utilise (Vi<n) P(i). Supposons que 1'on puisse vérifier P(0), et que

' (@)  ((Vi<n) P(i)) implique P(n+1).
Alors (Vn) P(n); en effet: Considérons la propriété Q(n) = {(Vi<n) P(i)}. On va démontrer Q(n) par
récurrence simple.

D'abord on vérifie Q(0) (c'est a dire P(0)).

Ensuite on montre que Q(n-1) implique Q(n) (c'est ().
Exercice a: Un nombre premier est un nombre (au moins égal 2 2) qui ne peut pas étre écrit comme le produit de deux
nombres au moins égaux a 2. Démontrer - par récurrence sur n - que tout nombre (au moins €gal a 2) a un diviseur premier.
Les récurrences dont le pas utilise P(n—1) et P(n—2): Supposons qu'on sache démontrer que

(P(n-1) et P(n-2)) implique P(n).

Alors si I'on a vérifié P(0) et P(1), on peut affirmer que (Vn) P(n).

C'est un cas particulier du précédent, puisque ((Vi<n) P(i)) implique (P(n—1) et P(n-2)). Pour

se ramener 2 une récurrence simple, il suffit de considérer la propriété (plus simple que celle que nous
avions envisagée dans le cas précédent)

R(n) = (P(n) et P(n-1))
Exercice b: Considérons une suite récurrente définie par ug =0, u; =2 et (Vn22) up = up_1 + 3uy—2. Démontrer que tous

les termes de la suite sont pairs.

§ 2 : Les ensembles finis.

Pour démontrer qu'un ensemble E est fini on peut compter ses éléments, c'est a dire définir une
bijection ¢ de E sur {1,...,n}. Notons qu'une telle bijection définit une relation d'ordre total sur E
(définie par: e<e' si et seulement si @(e)<@(e")). Inversement si un ensemble fini est totalement ordonné,
pour numéroter ses €léments, il suffit:

de donner le numéro 1 au plus petit de tous.

de donner le numéro 2 au plus petit de ceux qui restent.

ete.
En particulier en informatique, pour faire la liste de tous les éléments d'un ensemble fini, on doit d'abord
décider dans quel ordre on les écrit.
Exercice c: Soit {a,b,c,d} un ensemble 2 quatre éléments. Faire la liste de toutes les parties de E, en les écrivant dans I'ordre
lexicographique (celui du dictionnaire).

Faire la liste des parties de E, en les rangeant par nombre d'éléments croissant, et en rangeant celles qui ont méme
nombre d'éléments dans l'ordre lexicographique.

Exercice d: Faire la liste des permutations de l'ensemble {1,2,3,4} en les rangeant dans I'ordre lexicographique.

Mais il est souvent utile de pouvoir montrer qu'un ensemble est fini sans compter ses éléments.
C'est Cantor qui, le premier, donna une caractérisation des ensembles finis, sans aucun recours a la
notion d'entier. En voici trois variantes.

Un ensemble E est fini s'il est impossible de trouver une bijection de E sur une partie stricte (c’est
a dire différente de E tout entier) de E.

Un ensemble E est fini si toute application injective de E dans E, est surjective.

Un ensemble E est fini si toute application surjective de E dans E, est injective.
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Ajoutons que si E et F sont finis:

Card E < Card F <== Il existe des injections de E dans F, et elles ne sont pas surjectives.
Card E > Card F <== Il existe des surjections de E dans F, et elles ne sont pas injectives.*

Exercice e: Construire une application injective et non surjective de Z dans 2. En construire une de R dans R. Construire

une application surjective et non injective de Z dans 2. En construire une de R dans R.

§ 3 : Calculs itératifs et calculs récursifs.

Dans ce qui précede les processus récurrents ont été employés pour faire des démonstrations.
L'informatique les fait apparaitre sous un tout autre aspect. Pour un informaticien le probléme fonda-
mental est le suivant: Etant donnée une famille d'objets (de nombres, d'ensembles,...) définie par un
processus récurrent, calculer un terme donné de cette suite. Il y a pour cela deux stratégies de calcul, que
l'on va décrire sur un exemple.

Exemple 1: Calculer 50!, sachant que la suite n! est définie par 0! =1et (Vn21) n! =nx(n-1)!.
Premier procédé. On se rend facilement compte qu'il va falloir calculer successivement 1!, 2!, 3!,

Etc. On écrit donc l'algorithme:
{ Fact(0) =1
Pour n allant de 1 & 50 faire Fact(n) = nxFact(n-1).

C'est un type de calcul que vous pouvez programmer en Basic sur votre calculateur de poche (attention
50! est peut étre déja trop grand pour votre machine)
Second procédé: Les langages informatiques évolués (le Pascal par exemple) permettent de laisser

la machine interpréter elle méme la relation de récurrence. On écrit alors I'algorithme
{ Sin =0 alors Fact(n) = 1
Si n>0 alors Fact(n) = nxFact(n—1)

Calculer Fact(50).

Et c'est la machine qui découvrira elle méme que pour calculer 50!, il faut connaitre 49! ; elle calculera
donc 49! ; elle découvrira elle méme que, pour cela, il lui faut 48! ; etc.

Le premier calcul est dit "itératif"; le second est dit "récursif". Notons que dans le calcul itératif,
c'est le programmeur qui a rangé les calculs dans l'ordre ot on doit les effectuer. Dans le calcul récursif,
cette partie du travail est faite par la machine. Ici il était tellement facile de mettre les calculs dans le bon
ordre, qu'on voit mal I'intérét qu'il peut y avoir 2 demander 2 la machine de le faire elle méme. Ce n'est
pas toujours aussi simple.

Exemple 2: Soit a écrire un algorithme qui permet de décomposer un nombre en facteurs premiers. Le
raisonnement classique (il date de I'antiquité Grecque) qui permet de démontrer que tout nombre (22) a
une décomposition en facteurs premiers, est une récurrence. C'est vrai pour 2. Si c'est vrai pour tous les
nombres inférieurs & n, c'est vrai pour n; en effet, ou bien n est premier (et la décomposition est n), ou
bien n n'est pas premier et il est le produit de deux nombres p et q (au moins égaux 2 2, donc inférieurs
an), on obtient alors la décomposition de n en mettant cote  cote celles de p et de q. Pour transformer
ceci en un algorithme, nous supposerons que nous disposons d'un sous-programme qui nous donne le

* Ces énoncés sont connus sous le nom de principe des tiroirs, parcequ'ils signifient que si I'on range n chaussettes dans p
tiroirs, alors: si n<p il y a forcément au moins un tiroir vide; tandis que si n>p, il y a forcément deux chaussettes dans le
méme tiroir.
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plus petit diviseur d'un nombre n (ce plus petit diviseur est un nombre premier). Nous écrirons alors

l'algorithme récursif

{ Décomp(1) = @

Décomp(n) = Mettre bout a bout Plus Petit Div(n) et Décomp(n/Plus Petit Div(n))
Calculer Décomp(444)

Pour calculer la décomposition de 444, la machine écrira 444 = 2x222, puis 222 = 2x111, puis
111 = 3x37, et 37 est premier. Puis, reprenant le calcul en sens contraire, 37 = 37, 111 = 3x37,
222 = 2x3x37, enfin 444 = 2x2x3x37. Pour faire un calcul itératif, il nous fallait décomposer d'avance
le nombre n/Plus Petit Div(n). Mais nous ne le connaissions pas, nous savions seulement qu'il est au
plus égal 2 n—1 (et méme a n/2 si I'on se donne la peine de réfléchir un peu). Pour n=444, il fallait donc
d'abord stocker les décompositions des 221 nombres compris entre 2 et 222. Dans ce cas le calcul
récursif est de beaucoup le plus simple (c'est a dire celui qui demandera le moins de calculs).

Exemple 3: Définissons une suite récurrente par ug =2, u; = 1 et (Vn22) up =up-1 + 2up_p. Le calcul

récursif de usg meéne a l'algorithme

sin =0 alors u(n) =2
si n =1 alors u(n) =1
si n>2 alors u(n) = 2u(n-2) + u(n-1)

Calculer u(50)

Pour calculer u(50) la machine calculera d'abord u(48) (qu'elle mettra en mémoire), puis u(49). Mais
lorsqu'elle effectuera ce second calcul, elle aura oublié tous les calculs intermédiaires qui lui ont permis
de calculer u(48); elle ne sera méme pas capable d'utiliser la valeur de u(48) qui se trouve quelque part
dans la mémoire. Donc elle calculera 2 fois u(48).

Pour calculer u(48), elle calculera u(47) une premiére fois. Puis dans le calcul de u(49) elle
calculera deux fois u(47), qui sera donc calculé trois fois en tout. On se persuadera facilement que u(46)
sera calculé cinq fois, u(45) huit fois; etc. Il est clair que la méthode n'est pas trés astucieuse.

Exercice f: Ecrire un programme calculant u(50) de fagon itérative.

En fait la longueur du calcul est due au fait que la machine oublie de stocker les résultats intermé-
diaires dont elle aura besoin. Pour l'obliger a le faire il suffit de remplacer la suite scalaire u(n) par la .
suite vectorielle (v(n),u(n)) ot v(n) u(n-1). On écrira alors 1'algorithme récursif

sin =1 alors (383) = (%)
sin21 alors (ngg) = ( g %)(l‘;gjg

v(50)
Calculer u(50)

Exercices sur le chapitre 11b

Exercice 1: Montrer (par I'absurde), en utilisant 'une des trois formulations ci-dessus, que tout sous-ensemble d'un ensemble

fini est fini.
Soit E un ensemble, et $(E) l'ensemble des parties de E; montrer que si E) est fini, alors E est fini; et

réciproquement. On suppose que Card(E) = n, savez vous ce que vaut Card (KE)) ?
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Exercice 2: Démontrer par récurrence sur n que zpz I%M
p=1 & i

Exercice 3: On se propose de calculer B, = z p3.
p=0
a) Montrer qu'il existe un polynéme P de degré 4 tel que P(0) = 0, P(1) = By, P(2) = By, P(3) = B3 et P(4) = Bgo
b) Montrer par récurrence que (Vn) B, = P(n).

Exercice 4: On nqle ¢ la fonction de R dans R qui est nulle en 0, et qui en tout point t #0 prend la valeur e -1/, .

a) Soit P un polyn6me, posons fp(t) = @(t) P(1/t) (pour t=0, et fp(0) = 0). Montrer que fpest dénvable en 0, de
dérivée nulle. Montrer que fp est dérivable en tout t0, et calculer f p(t). Montrer que la fonction ff P est de Ia forme fQ.
pour un polynéme Q que 1'on précisera.

b) Démontrer par récurrence sur k que la fonction @ est de classe CK.

c) Quelle est la série de Taylor de @ 2 'origine ?

d) Calculer explicitement les dérivées de ¢ jusqu'a I'ordre 5.

n!
p! (n-p)!
a) Pourquoi est il maladroit de calculer n!, p! et (n-p)! et de faxre le quotient ?
b) On va utiliser le fait que (Vk) Ck =1, et (Vigj) C 6 lx‘} Ecrire un algorithme itératif donnant Cslg

Exercice 5: On se propose de calculer les nombres dn’ = au moyen d'une machine.

si p=0 alors CE 1

si p=n alors Cg 1

¢) On écrit l'algorithme récursif suivant

si non CI:l = CI:‘:%x

o=

7
//

Démontrer qu'il permet de calculer tous les C . Démonter qu'il permet de calculer tous les C . Etc. Montrer par récurrence

sur p qu'il permet de calculer tous les Cf: g

Exercice 6: Soit (pour p=n) Q(p,n) l'ensemble des applications croissantes (au sens large) et surjectives de {1,...,p} dans
{1,...n}. Soit X(p,n) = Card(X(p,n)). Notons que (Vn) X(n,n) =X(n,1)=1. \

a) Soit ¥(p;n) le sous-ensemble de X(p,n) formé des applications qui envoient p-1 enn. Soit Z(p,n) le s\pus-
cnsemble formé de celles qui n'envoient pas p—1 en n. Montrer que Card j{(p,n) = X(p—1,n) et que Card Z(p,n) = X(p-l,ﬂl)f
Ecrire une relation récurrente permettant de calculer les X(p,n).

b) Calculer 2 la main et récursivement X(7,4). On notera tous les X(p,n) que I'on doit déterminer en cours de
calcul. |

¢) Ecrire un algorithme récursif permettant de calculer X(7,4) au moyen d'une machine. Les X(p,n) que la machiné
déterminera en cours de calcul sont les mémes que ci-dessus. Mais certains seront calculés plusieurs fois. Les quels ?
Combien de fois seront-ils calculés ? (cf: §3 Ex.3) 1

d) Ecrire un algorithme itératif permettant de calculer successivement tous les X(2,n), tous les X(3,n), tous les

X4 n),...

Exercice 7: On note Hp,n) 'ensemble des applications de {1,...,p} dans (1,...,n}. On note $p,n) le sous-ensemble formé

de celles qui sont surjectives.
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a) Montrer que Card $p,n) = nP. On fera une récurrence sur p.
b) Montrer que Card $p,2) = 2P — 2. Montrer que Card $Ap,3) = 3P — 3x2P + 3. Que valent Card Kp,4),

Card &Ap,5),... ‘

2 =
Exercice 8: On définit ¢: NxN — N par ¢(p,q) = Mﬂ)-iiﬂ-l On remarquera que

(P+a)? + (p+Q) + 1 < 20(p,Q) < (P+q+1)? + (pHgH1).
a) Montrer que ¢ est une injection de N sur N (remarquer d'abord que ¢(p,q) permet de retrouver p+q)
b) Montrer que ¢ est surjectice (pour résoudre @(p,q) = n, déterminer d'abord p+q).

¢) Construire une bijection de N3 sur NZ2. Construire une bijection de N3 sur N.

Exercice 9: On dispose d'un sac de pommes de terre de Skg, chaque tubercule pese entre 1g et 500g, et il y en a 50. On
dispose d'une balance précise au milligramme pres. On se propose de montrer qu'en choisissant judicieusement des pommes
de terre, et en en posant au moins une sur chaque plateau (mais toutes les pommes de terre du sac n'étant pas nécessairement
utilisées), on peut équilibrer la balance.

a) Combien de tas peut on faire avec ces 50 pommes de terre. Montrer que deux de ces tas ont des poids qui different
de moins de un milligramme. ‘

b) Montrer qu'il existe deux tas sans élément commun, et dont les poids différent de moins de un milligramme.

n

Exercice 10: On pose A, = z 1—(- On veut montrer que (Vn>2) A, est le quotient d'un nombre impair par un nombre
k=1

pair.

a) Montrer que si la propriété est vraie pour n = 2p, elle est vraie pour n = 2p+1.

b) Montrer que si la propriété est vraie pour p, elle est vraie pour n = 2p (on écrira Ap = i 21_k + i 5;7
k=1 k=1

¢) Conclure.

Exercice 11: Soit f: N — N. Soit a € N. On définit une suite (up)ne N par ugp=a et (vVn21) up = f(up-1).
a) Montrer que si Upy = Ung+ls alors (Vn>ng) up =Up+1. ’

b) Montrer que s'il existe ng et p (>0) tels que u, =uy .o, alors (Vk>0) upok = Upypik-

¢) On pose vy, = upp — up. Montrer que, pour qu'un tel p existe, il est nécessaire et suffisant que I'un des vp soit
nul. Quelle relation existe-t-il alors entrenetp ?
d) Décrire un algorithme itératif permettant de calculer successivement les vy. Décrire un algorithme itératif

permettant de trouver le plus petit nombre p tel que, & partir d'un certain rang, Up+p = Up.

Exercice 12: On sait que Ctzl = njnz_-ll; donc C% — 1,C§ = 3,... On pose C% = (0. Pour tout k=2, on définit un sous-

ensemble Ty de N, en posant Ty = {Ckil - C% ol 1<i<k]}.
S1={1}

Pour tout k>1, on définit un sous-ensemble Sy de N par {(Vk>2) Sk = {2k-1 Ju{p+k on pe Sk il

En remarquant que Ckil = Cﬁ + k, montrer par récurrence que pour tout k>2, Sk = Tk.

Exercice 13: Soit x¢ Q, montrer que
(Vye [-1,1]) (Ve>0) (3ne N) tel que | sin (nmx) — yl <E.
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Chapitre 12

Séries entiéres

Considérons une suite (an)ne N de nombres complexes; 2 cette suite et & tout nombre complexe z,
nous pouvons associer la série de nombres complexes ((apz"))ne N. Cette série est appelée la série entidre
de coefficients (ap)e N.

Pour [a commodité des démonstrations nous étudions seulement maintenant les séries entiéres. Pourtant
historiquement [a théorie des séries fut, au 18-éme sidcle, essentiellement celle des séries entiéres. La raison en est
la suivante. Considérons une fonction f qui est (°° au voisinage de 0, notons fi*) ses dérivées successives en 0;
nous pouvons lui associer la série entitre ([ ";:—, 2"))ye N- Clest sa série de Taylor, dont les sommes partielles
sont les polyndmes de Taylor de f en 0. Nous démontrerons au §5 que - dans les bons cas, et en particulier pour
toutes les fonctions familidres aux mathématiciens de cette époque - cette série est sommable, et a pour somme [a
fonction f. La découverte de ces phénoménes date du début du 18-éme siécle (Taylor 1685-1727). On confondait
alors le polyndme et [a série (qui n'était qu'un polyndme & un nombre infini de termes), en négligeant

complitement les problémes de convergence. La mise au point de [a théorie date du 19-éme siécle.

§ 1: Convergence des séries entiéres
Nous allons d'abord étudier I'ensemble des z tels que ((anz™))ne N SOit une série sommable. Cet
ensemble est trés variable: il peut étre réduit 2 0; il peut étre € tout entier.

Exercice a: En utilisant la régle de d'Alembert, montrer que la série ((n!z")),e N ne converge pour aucune valeur de z (# 0).

. Z
Montrer que la série ((n—'))n eN converge pour toute valeur de z.

Le résultat fondamental est le suivant: /] existe p € [0,99], tel que :
) pour [z/ < p, la série ((anz™))ne N est absolument sommable.
B) pour [z > p, la série ((anz"))pe N n'est pas sommable.
Si p est fini, pour [z| = p, il peut arriver que ((anz"))ne N Soit sommable, il peut arriver que
((anz"))ne N ne soit pas sommable (cf. Ex c).
On dit que p est le rayon de convergence de la série entiére ((anz"))ne N .
Démonstration: Soit X = {xe [0,00[ tels que la suite (laglxM)pe N SOit bornée }, et soit p la borne

supérieure de X (elle existe toujours, a condition de convenir que, lorsque X n'est pas majoré, elle est
égale A +oo).

*Si Izl <p,ilexiste x dans X tel que Izl < x < p. Puisque x est dans X, il existe M tel
que (Vn) laplx™ < M. Alors (Vn):

_ _ 1zl n 1zl n
lanz0 = lay| lzlrj_(lanlxn)(;) <M(D)".
Et puisque 'xil< 1, 1a série majorante ((M(Ixil)n))ne N est sommable, donc la série ((apz"))ne N €St

normalement sommable.
* Si lzl > p, d'apres la définition de p, la suite (apz™)ne N n'est pas bornée, donc elle ne

converge pas vers 0, donc ((anz™))pe N n'est pas sommable.
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Exercice b: Quel est le rayon de convergence de la série ((zZ")neN (i e.: ap, =1 quel que soit n).

On sait que (( ))ne N n'est pas sommable, et que (( ))ne N est sommable. En déduire le rayon de

convergence de (('ﬁ— ))ne N-

Exercice ¢ : On considre les séries A = ((nz"))peN, B = ((Il-;- z“))ne N et C= ((n”IZ z“)).

Démontrer qu'elles ont toutes trois le méme rayon de convergence p = 1. Démontrer que A n'est sommable pour
aucune valeur de z telle que Izl = 1. Démontrer que B est sommable pour certains z tels que Izl = 1 (z = -1,-i,+i par exemple)

mais pas pour tous (utiliser le critere d'Abel). Démontrer que C est sommable pour tous les z tels que Izl = 1.

§ 2 : Les fonctions définies comme somme d'une série entiére

Soit D le domaine de convergence de la série entiere ((anz™))ne N; On sait que c'est un disque
ouvert augmenté éventuellement d'une partie de son bord. A tout Z dans D nous pouvons associer la
somme de la série ((a,Z"))ne N. Nous obtenons ainsi une application f de D dans €. Nous allons étudier
les propriétés de cette fonction f.
Continuité de la somme: Nous allons montrer que f est continue sur le disque ouvert D' de rayon p. Pour
cela nous utiliserons les méthodes du chapitre 11 §6. Il nous faut démontrer la convergence uniforme de
la série de fonctions ((apz"))ne N. Malheureusement elle ne converge pas uniformément sur D' (avec les
définitions que nous avons données, cela n'aurait aucun sens puisque la norme Neo n'a été définie que
pour des fonctions sur un compact K; nous pourrions prendre des définitions plus générales, mais alors

ce serait faux).
Démonstration: Soit 0 < x < p, notons Dy le disque fermé de centre l'origine et de rayon x, et
considérons la série entiére ((anz"))ne N comme une série de fonctions dans € (Dx,C). Choisissons r

tel que x <r < p. Nous avons démontré au §1 qu'il existe M tel que (Vz) et (Vn) lapz"l < M(| zl )n
Donc (Vn) (Vze Dy) (i.e.|z| <x) nous aurons layznl < M(T)“. C'est a dire (Vn) Noo(anz?) < M(;)“; et
puisque ((M(é)n))ne N est sommable, nous obtenons une série normalement sommable pour la norme

uniforme.

La convergence uniforme sur Dy implique la continuité de f | Dy. Et ceci quel que soit x < p,
donc f est continue sur la réunion des Dy, c'est a dire sur D'.

Exercice d : Soit f une fonction définie sur le disque ouvert D' de centre O et de rayon p. Montrer que si f I Dy est
continue quel que soit x < p, alors f est continue.

Par conséquent la somme d'une série entiére ((anz")) est une application continue sur le disque ouvert
de centre 0 et de rayon p (c’est-a-dire sur I'ensemble D’ des z tels que [z soit strictement inférieur au
rayon de convergence)

Sommes de séries entiéres: La somme des séries entigres A = ((anz"))ne N €t B = (bnz™))ne N st la série
(A+B) = (((ap+bn)zM)ne N. Puisque la somme de deux séries sommables est sommable, son domaine
de convergence contient l'intersection des domaines de convergence de A et B; autrement dit pA+B 2
inf(pa.pPB)-

Si pA #pB, alors pa+p = inf(pa,pB). Supposons pA<pB, et considérons r tels que pA<r<pg.
Puisque la somme d'une série sommable et d'une série non sommable est non sommable, la série
(((an+bp)r™))ne N N'est pas sommable; donc r > pa+B. Ce qui prouve que tout r supérieur a pa, est
aussi supérieur a pa+B. Et ainsi pA 2 pA+B.




A
En prenant A =((z"))heN €t B = (((n—l-r -1)z"))ne N, On constatera que, lorsque pp = p’,’ PA+B

.

peut étre beaucoup plus grand que inf(paA,pB). ; T R PR TS R
Bien entendu on a (pour tout z tel que les trois sommes existent)
somme(A+B)(z) = somme (A)(z) + somme (B)(z).

Exercice e: Soit f(z) la somme de ((nz"))ye N. Calculer en fonction de f la somme de la série ((nz“*l))ne N= (((n-})z“))n21

LK S
!

En déduire que f(z) - zf(2) est la somme de 1a série géométrique ((z™)ne N et calculer f(z).

§ 3 : Série dérivée d'une série entiére
On appelle série dérivée de ((anz))ne N, la série ((nanz1))ne N (On a dérivé terme a terme).
Elle a méme rayon de convergence que la série donnée (mais son comportement sur le bord du disque de
convergence peut étre différent (voir Ex. c).
Démonstration: Notons p le rayon de convergence de ((anz™))ne N, €t p1 celui de la série dérivée.
Montrons que p < pj: Soit 1 < p, il existe M tel que (Vn) layl ™ < M. On en déduit que (Vz)
In apzt-1l < %4_(?_ " Pour Izl <, la série positive ((I-l[g[— (I%l)n))ne N est sommable (régle de d'Alem-

bert); donc la série dérivée ((napzn-1))ne N est aussi sommable. Ceci prouve que p; 2 ; et puisque ceci
est vrai pour tout r < p, c'estque pp2p.

Montrons que p1 < p: Pour r < pjy, lasérie ((napr™-1)) est absolument sommable. Et puisque
lanz? < In apnz™-1ixlzl, 1a série ((anz®))ne N €st sommable. Ceci est vrai pour tout r < py; donc p1 < p.

Nous allons montrer que la somme g de la série dérivée ((nanz"!))neN est la dérivée de la
somme fde ((anz"))ne N- Nous ferons deux démonstrations successives.

Premiére démonstration: Nous allons utiliser les méthodes du chapitre 11 §8.

Choisissons r<p, nous allons démontrer la dérivabilité de f sur l'intervalle [-r,r] (attention ici z
devient une variable réelle). Autrement dit plagons nous dans €1([-r,r],C) muni de la norme veo (définie
par Veo(f) = | £(0) | + Noo(f ")). Nous avons Veo(anz™) = | ap 01| + Noo(napz?) = Noo(nanzn).

Choisissons R tel que r<R<p. Puisque p est le rayon de convergence de ((napz™))ne N, On sait

qu'il existe M tel que, Vn, Inayl RP < M. 1l en résulte que (Vze [-1,1]) | napzn| < M(%)n; c'est A dire que
Voo(8nz") = Neo(napzn) < M(Tr{-)n. La série numérique ((M('Iri')n))ne N est sommable, puisque r<R. Donc

la série de fonctions (sur [-r,r]) converge normalement pour la norme Veo. Ainsi sa somme est une
fonction dérivable sur [-r,r], dont la dérivée est la somme de la série des dérivées. Ce qui termine la
démonstration.

Seconde démonstration (plus difficile mais qui va nous donner un peu plus). Choisissons r<p. Il existe
M tel que (Vn) |ap| < Mr™., Choisissons z et h tels que Izi+hl < r. On démontrera l'inégalité :

lhI2Mr
(o) If(z+h)-f(z)-hg(z)! < _————(r-lzl)z )
Restreignons f et g a l'intervalle ]-p,+p[ de IR.Ilest facile de montrer que (r et z étant fixés) la quantité
IhI2Mr
(r-1z)2(r-1zI-Ihl)

Mais pour z complexe nous pouvons aussi montrer que ,l{l_r)rb (__/h/_ﬁ_l_r__) = 0. Donc l'iné-

(r-/2/ (r-/2|-/H))
galité (o) prouve que (z étant complexe) le rapport ZE D) a une limite quand h tend vers zéro, et

est ©(h); donc cette inégalité prouve que f est une fonction dérivable, de dérivée g.

que cette limite est g(z). Autrement dit l'application f: D(0,p) — C est dérivable comme fonction de la

variable complexe z.
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Démonstration de I'inégalité (Q):

Posons up = ap [(z+h)" — 28 —nhzn-1] et v = Mr™ [(izi+hi) — Ihin —n Il Izi7-1]. Puisque lagl < Mr -,
on a (formule du binéme) lupl < Mr | z c! z0ihil; d'on |up| < Mr‘“z C! 1z Ihli = v, @
i>2 i22
La série ((vn))ne N est positive et sommable (car différence de séries sommables), appelons S sa
somme. Elle est supérieure au module de la somme de ((up))ne N, C'est-a-dire A |f(z+h)-f(z-)-hg(z)| i
reste donc a calculer S. On a:

MRy (e g (e

D'ol (sommes de séries géométriques et exercice e) :

1 1 LI
S =M TR M M
T T a-7)
Mihi2r

Soit en réduisant : = m .

n
Exemples : a) La série ((XT))HG N a pour série dérivée la série ((x™))ne N - Elles ont pour sommes
respectives —Log(1-x) et -1-% (rayon de convergence 1). ‘
n
b) La série ((-ﬁT)) est sa propre série dérivée, elle a pour somme eX qui est sa propre dérivée

(rayon de convergence infini).

~1ym
¢) La série entiére (Upz"))ne N OU (Uon41= ZZ(n_-ll-)Ur et upp=0) a pour série dérivée ((vp))ne N OU
-1\n
(von= (a—ln)yr et van+1=0); et réciproquement ((vnz™))ne N a pour série dérivée ((-upz™))ne N. Leurs

sommes respectives sont sin x et cos x (Les rayons de convergence sont infinis).

§ 4 : Produits de séries entiéres
Soit ((un))ne N et ((vn))ne N deux séries de nombres complexes normalement sommables, de

sommes respectives U et V. Posons, pour tout n, wp = 2 ujvj. Alors la série ((wp)) est
i+j=n

normalement sommable, de somme UV. ‘

Nous avons U = 2 u et V =2 v, donc UV = z wv; . Cest [a distributivité de [addition. Puis
> =

i )

E uivj = E E uivj . Cest lassociativité de [addition. Malheureusement ces régles de calcul ne sont
ij noi+j=n
valables” que pour des sommes finies, alors que les signes E que nous utilisons ainsi désignent en fait [a

succession d'une somme finie et dune limite. Clest cette limite qui rend incorrect le calcul simpliste que nous
venons de faire, et [a page de calcul qui suit est [3 pour montrer que [e résultat est tout de méme vrai lorsque les

séries sont normalement sommables.
Posons Uy =Z Uj, Vn= Z vi,et Wp = z w;j . Il s'agit de montrer que la suite (Wp)ne N a une
i<n i<n i<n

limite, et que cette limite est le produit des limites des suites (Up)ne N €t (Vnne N - Posons ‘
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Ap= Z lujl , Bp= 2 lvjl et Cp= 2 ( z lujl Ile).

i<n j<n k<n =k
Alors le produit UpVp (resp. AnBn) est la somme des u;vj (resp. lujvjl) pour O<isn et Osj<n. Tandis
que Wy, (resp. Cp) est la somme des ujvj (resp. lujvjl) pour i+j <n. Donc UpVp-Wy (resp. ApBn-—
Cn) est la somme des ujvj (resp. lujvjl) pour 0<i<n, 0<j<n et i+j>n. Il en résulte que:
| UV Wal <AsBr~Ch -

(on est ici en présence de sommes finies, et le module de la somme est au plus égal a la somme des
modules). Pour démontrer que la série ((Wn))ne N est sommable de somme UV, il faut démontrer que la
suite (UnVn — Wn)ne N converge vers 0, et pour cela nous démontrerons que la suite (ApBn — Cn)ne N
converge vers 0.

Soit p la partie entiére de% .

Alors 0 = ApBpn — ApBp est la somme des |uivj-| pour
0<i<n, 0<j<n, et (ou bien i>p, ou bien j>p). Donc oy

contient tous les lujvjl qui sont sommés dans ApBp — Gy,
et ainsi op 2 ApBn—Cph 20.
Mais en écrivant o = [An — Ap] By + [Ba—Bp] Ap,
on voit que la suite (0ip)ne N converge vers z€ro c'est a dire
vers OxLim By + OxLim Ap. Donc (ApBp — Cp)ne N converge vers z€ro.

Applications: 1) Si ((anz")), N €t ((bnz™),_ j sOnt deux séries entieres de rayons de convergence p

et p' et de sommes f(z) et g(z), et sil'on pose cp = 2 ajb; , alors ((CnZ“))ne N 2 un rayon de
i+j=n
convergence au moins égal a inf(p,p"), et sa somme est égale a f(z)g(z).
: zP z'd _ (z+z')n zP z9 (z+z')n ; ;
2) Puisque Ea—-—m—,onaz Frza-r—z —T . Clest a dire

p+g=n p=0 q20 n20

eZeZ =eZ+z

§ 5 : Développement en série entiére des fonctions C™.

Considérons une application f: U — R, ou U est un voisinage de 0 dans R. Existe-t-il une
série entiére ((anz") ) e N de rayon de convergence non nul, dont la somme, restreinte au domaine réel,
coincide avec f au voisinage de 0 ?

Une condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi est (cf § 3) que f soit indéfiniment dérivable au

)
voisinage de zéro. Et (toujours d'aprés le § 3) on a alors fi)(0) = n! a,. La série ( (ﬂ':?(O_) z") )neN est

appelée la série de Taylor de f. Elle existe dés que f est indéfiniment dérivable.

Mais cette condition n'est pas suffisante. 1l existe des fonctions indéfiniment dérivables, dont la
série de Taylor a un rayon de convergence non nul, mais qui ne sont pas égales a la somme de cette série.
Exemple: Soit f(x) = e-1/x2 pour x#0 et f(0)=0. Un calcul classique montre que sa série de Taylor
existe, et a tous ses coefficients nuls (c'est a dire que la fonction f est indéfiniment dérivable et que toutes
ses dérivées sont nulles a l'origine; cf: chap.11b Ex.4). Elle a donc un rayon de convergence infini, mais
sa somme est nulle, et donc différente de la fonction f.

11 existe aussi des fonctions indéfiniment dérivables, dont la série de Taylor a un rayon de
convergence nul (elles sont plus difficiles a construire).
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Nous allons démontrer que si f est indéfiniment dérivable sur U, et si il existe M et T tels que

pour Ixl <7, on ait, quel que soit n 2 0, If™(x)l < M r™(n!), alors la série de Taylor de f a un rayon de
convergence au moins égal a r, et sa somme coincide avec f sur J-r,+1[. .

En effet posons f(x)— z f(l)(O)--,- gn(x). Alors gp est indéfiniment dérivable, et g(l)(O) 0

i<n-1
pour i< n, tandis que g(n)(x) = f(n)(x). Donc Ig(n)(x)l < M(n!)r -2, On en déduit que (Vxe [-1,r])

Ign(x)l < Mr -PixI, 11 en résulte que pour Ixl <, la suite (Ign(X))ne N converge vers z€ro; ce qui

n
démontre d'une part que la série ( (fﬂ(O)g,-)) neN ©Stsommable, d'autre part que sa somme est f(x).

Exercice f: On con51dére une fonction g définie sur [-r,r] de classe C*™ et telle que (Vx) | g(")(x)l <K|xP| , montrer que
(Vx) lg-D(x)| < —l xP*+1|. En déduire que si (Vx) |g®(x)| <K, alors (Vx) |g(x)| < —|x"|
On vérifie az.sément que toutes les fonctions classiques exp, cos, sin, ... sont justiciables de ce théoréme.
C'est pourquoi 4 [a fin du 18-éme sidcle des mathématiciens comme Lagrange croyaient que toutes les fonctions
étaient développables en série entiére. ‘

Extension au champ complexe des fonctions usuelles

L. zn e .
La série ((n—,-))nE N @unrayon de convergence infini; par définition, pour ze €, nous noterons

exp z (ou e?) la somme de cette série. Nous avons ainsi une application exp: € — €, dont la restriction
a R est la fonction exponentielle ordinaire. Cette fonction vérifie la relation fonctionnelle ez+u = ezeu,
C'est la "bonne définition" de l'exponentielle complexe, celle qui fait apparaitre z — eZ comme un
prolongement naturel de t — et .

1l est facile de montrer que eZ = (¢Z). Donc, pour t réel, 1 = eit-it = eite-it = |eit| %; ce qui montre
que eit est un nombre complexe de module 1. Par ailleurs

it — @aon _ (-1)Pt2p | (-1)ar2a+1
elt"rgo _nT-—pzo opr H1 75;—151— cost+isint.

On a donc eX+y = eX(cos y + i sin y), ce qui redonne la formule qui servait de définition lorsque vous
étiez en terminale. ‘
. eX+eX eX-e X | .
Les fonctions ch x = —5— et shx= —5— s étendent de fagon tout a fait analogue en posant
eZ+e2 eZ_e—Z R eixqe—ix . eix_e-ix
chz=—2—- et shz= — De méme, pour x réel on a COS X = ——5—— et §in X = —x=—0, donc

on pose pour ze C
-IZ eiZ_e"iZ

el .
cosz==—s— et sinz=-7—

-1)pz2p 4729
Ces deux fonctions sont aussi les sommes des séries entiéres (((—(%—))n eN € ((%))n eN -

. . . . 1., .
Remarquons aussi les relations cos z =ch(iz) et sinz = -i-sh iz.

§ 6 : Résolution de quelques équations différentielles

Nous allons utiliser les séries entiéres pour résoudre certaines équations différentielles. 11 s'agit
de mettre en ccuvre le programme que nous avions fixé au début du chapitre 11. Pour résoudre un
probléme on construit une suite de fonctions qui en sont des solutions approchées, puis on montre que ‘
cette suite a une limite qui est la solution (exacte) du probléme.




29

Nous donnerons simplement un exemple. Trouver une fonctlon f dérivable deux fois au voisi-
nage de l'origine telle que I'on ait (Vt) t2f"(t) + tf'(t) + f(t) = 'i_

Cherchons une série entiére ((anz"))ne N dont la somme f (restreinte a l'intervalle I-p,+pD),

vérifie cette équation. Nous voulons donc avoir
z2(z n(n-1)anz2) + z(z n apzn-1) + 2 anzh = 2 zn
n20

Cette égalité est une égalité entre les sommes supposées de deux séries entitres. Nous allons exprimer que ces deux,
séries ont, pour tout n, le méme terme en z". Ceci nous donnera les valeurs des ay. Nous poserons ensuite les
problémes de convergence. Cette méthode qui consiste d oublier dans un premier temps la convergence des séries
(c'est & dire en fait [essentiel de [a signification de ce que Lon écrit), est appelée la "phase formelle du calcul’.
L'expérience prouve que, lorsque Con travaille avec des fonctions développables en série entilre, on a intérét 4
traiter d'abord le probléme de fagon formelle; encore faut-il donner ensuite un sens aux résultats que [on a
trouvés, en démontrant [a convergence. C'est le processus que nous avons déja mis en @uwvre & propos des
sommes, des produits ou des dérivées de séries entilres.

Nous écrirons donc successivement:

Pourn=0 0+0+a =1
Pourn=1 0 +1xa; + a;=1

Pourn =2 2(2-1)xap + 2xaz+az =1
Pourn=3 3(3-1)xa3 + 3xa3 +az =1

Pour n quelconque n(n-1)a, + na, +ap=1

D'ou il résulte, pour tout n, ap(n?+1)~1=0, donc a, = _n21+1 .

La série entiére (( ))ne N a pour rayon de convergence 1. Sa somme définit une application

f: 1141 - R, indéfimment dérivable. Nous allons montrer que cette somme vérifie 1'équation propo-
sée sur l'intervalle ]1,1[.
Pour tout t, posons fi(t) = Z = €t Qp(t) = Z ti. Alors pour tout n nous avons
1<n i<n
25 (1) + (1) + fa(t) = Pn(0)
Soit 0 <r < 1, pour t dans [-r,r] les suites de fonctions (fn)ne N, (i)ne N €t (fn)ne N convergent
uniformément vers f, f' et f". Donc, en passant a la limite:
2" () +t £'(t) + f(t) = lif .

Ceci quelque soit te [-1,r]. Mais r est quelconque (et < 1) donc ceci est vrai pourvu que lt]<1.
Exercice g: Trouver toutes les fonctions développables en série entidre au voisinage de 0, qui sont solutions de 1'équation
différentielle t£"(t) - f(t) = 1.

On note f1 la solution dont la dérivée a 1'origine vaut 1. Trouver un polynéme P tel que, sur l'intervalle [-10,10],
Noo(f1-P) < 104 - Est-ce que, sur l'intervalle [-10,10], Noo(fi - P') < 10-4 2
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Exercices sur le chapitre 12

Exercice 1: Déterminer les rayons de convergence des séries

1 n+l
up = nfzt Wp = n—nz“ Xp = nVn zn Yn = nn' z"  a, = (Logn!)z"
n!
b,,=n-—nzn cp =Logn z! d“—i}%‘% gn=chnz!
fn = P(n) z? (ot P est un polynéme) hy = chl - z"

Exercice 2: Développer en série entidre les fonctions suivantes. En précisant les rayons de convergence des séries trouvées.

- sin(® - R li
f(z) = sm( ) + z) g(z) = e%cos z k(z) = m m(z) = Arctg

Exercice 3: Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes:
1.n
a= (((1"";) Z")n21 b=(((2"-1) zZ"))neN

c=((Arctg 0% z"))peN (e R) = (( Z"))ne N

30440

Exercice 4: On considere la série entidre u = ((n @ +1)))n>1

a) Quel est son rayon de convergence p ?

b) Montrer qu'elle est normalement sommable (pour la norme Noo) sur le disque de centre l'origine et de rayon p.

¢) Calculer sa somme f, en calculant d'abord la dérivée seconde de la fonction x — x f(x).

Exercice 5: Déterminer les rayons de convergence et les sommes des séries suivantes

up = n(n-1)(n-2)z" Vp = n(;-—_l)-z“ up = cos(nt)z" vy = sin(nt)z".

Exercice 6: Soit P un polynéme.
: Pm) .
a) Calculer le rayon de convergence de la série u = (( T 2 Na1-

b) On suppose que P(n) = n2+1. Calculer la somme de u.

¢) On suppose que P(n) = nd+n4-n+2. Calculer la somme de u.

Exercice 7: Développer en série entidre les fonctions (on précisera les rayons de convergence)

1 1 1
) == gx) = . gy h(x) =57

Exercice 8: Quels sont les rayons de convergence des séries

((‘[IT'_ X")ne N (( e g n) x"))heN (calculer la somme) (((n3+n2+1) x"))peN (calculer la somme)
G
( (nglnzr!1 xn DneN (((— +n) x"))heN (calculer la somme) (((2n)' x))neN (calculer la somme)

((g1 n)|) X)ne N

: ; : 1
Exercice 9: Trouver un développement en série entidre de la fonction z — m— Quel est le rayon de convergence de la

série trouvée ?
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Exercice 10: Déterminer le rayon de convergence des séries suivantes
logn 1
((chnx")ne N ((log n x")ne N (EBExneN (G ™ neN

Exercice 11: Déterminer le rayon de convergence de la série entizre (((1 + cos n) x™))ne N. Déterminer sa somme. On

utilisera le fait que cosn +isinn=e!m.

Exercice 12: Trouver le rayon de convergence et 1a somme des séries entieres
(((+Dn x")pe N (((n+1) x"))neN ((n2 x"))ne N

Exercice 13: Développer en série entiere les fonctions suivantes:

a)t— sintsht. b)t— etcost.

Exercice 14 : Trouver toutes les séries entieres dont la somme f(z) est solution de 1'équation différentielle
Q+2)2"-zf +f=0.

Préciser le rayon de convergence de ces séries.

Exercice 15: a) Montrer que f(x) = (x+\] 1+x2)M est solution de 'équation différentielle:
(1+x2) y" +xy' -m?2 y =0
b) En déduire la série de Taylor de la fonction f.

Exercice 16: Déterminer les séries entieres dont les sommes sont solutions de 1'équation différentielle (1+x2) y' =2y =x.

Quels sont leurs rayons de convergence ?

Exercice 17: Déterminer les séries entieres dont les sommes sont solutions de 1'équation x(2 —x) y'+ (1 —x) y = 1. Quel

est leur rayon de convergence ?

Exercice 18: On considére 1'équation différentielle y" = xy.
a) A quelles conditions la série entiere ((apz™)ne N est elle - formellement - solution de cette équation ? Montrer

que toutes ces séries ont un rayon de convergence infini.

b) Montrer que (Vo et B) il existe une unique solution (développable en série entiere) g de cette équation telle que
8(0) = aet g'(0) = B.

¢) On choisit o = B = 1, calculer 2 10-3 pr2s la valeur de g en 1,5. Calculer g'(1,5).

Exercice 19: Soit ((a,z™)ne N une série entiére. On suppose que la suite (ap)ne N est périodique, montrer que la série a un

rayon de convergence égal 2 1, et montrer que sa somme est une fraction rationnelle (que 'on précisera).
On suppose maintenant qu'il existe k et p tels que (Vn) an4p = kap. Quel est le rayon de convergence de la série ?

Quelle est sa somme ?

Exercice 20: Soit E I'ensemble des séries entidres dont le rayon est au moins égal & p (p>0). Montrer que E est un espace
vectoriel. A toute série on associe sa série dérivée, on obtient ainsi une application linéaire de E dans lui méme. Quelle est

son image ? Quel est son noyau ?






33
Chapitre 13

Fonctions de classe C1 sur R2 et sur R3

Pour étudier [e comportement local des fonctions d'un espace vectoriel dans un autre, une premiére
stratégie consiste 4 essayer de se ramener aux fonctions de R dans [ui méme. Pour cela il existe deux procédures,
que nous avons déja rencontrées au chapitre 10 & propos de [a continuité.

Sif: E—F, en prenant une base de F, on peut essayer de remplacer f par ses fonctions coordonnées,
qui sont & valeurs dans R .

Sif: E— ¥, en prenant une base de E, on peut restreindre f & des sous-espaces de dimension 1 de E.
En identifiant ces sous-espaces ¢ R, on se raméne au cas de fonctions de R dans .

La généralisation de [a notion de dérivabilité aux fonctions de E dans F que nous allons donner, utilise
essentiellement le second de ces deux artifices. Ceci méne & définir [ notion de dérivée partielle.

Mais la bonne notion, celle qui donne des théorémes intéressants, n'est pas celle de fonction ayant des
dérivées partielles’, c'est celle de 'fonction ayant des dérivées partielles continues’, ce que Lon appelle des
fonctions de classe C1L.

Dans tout ce chapitre on considere des espaces vectoriels de dimension finie sur R. Pour tout
ce qui concerne la différentiabilité les espaces de dimension au moins égale a 2 ont tous des
comportements assez analogues, mais, sur bien des points, assez différents des espaces de dimension 1
(pour lesquels on retrouve la théorie déja connue des fonctions dérivables de R dans RR). Tout ce qui
suit est valable pour les espaces de dimension n quelconque mais, pour simplifier, les démonstrations (et
bon nombre d'énoncés) sont écrites en dimension 2.

Dans tout ce qui suit E, F,... désignent des espaces normés de dimension n, Ps... et U est un
ouvert de E.

§ 1: Dérivées partielles et applications de classe C1.
Dérivées selon un vecteur.

Soit X un vecteur de E, et f: U(CE) — F. Pour tout Mg dans U, nous pouvons considérer
l'application

fx:t = fiMp+tX)

(qui est une fonction de R dans F définie pour t voisin de 0)

Sifx est dérivable en 0, on dit que f a, au point My, une dérivée par rapport au vecteur X.
Cette dérivée est un vecteur de F. Nous la noterons Dxf(Mp).
Une propriété évidente: Si X = 0, Dxf(Mp) existe, et est nul. Si Y= AX, et si Dxf(My) existe, alors
Dyf(Mp) existe et est égal a ADxf(Mp).
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Dérivées partielles.
Fixons une base {ej,...,en} de E, nous appellerons j-iéme dérivée partielle de f au point My

(par rapport a cette base) le vecteur Dej fiMyp), que nous noterons souvent ——(Mp) (si les coordonnées
J

dans la base {e;} sont notées xj,.. xp).

Changeons de point de vue: Soit M un point de E, et soit {x1,...,Xp} ses coordonnées dans la
base {ej,...,.en}, nous pouvons noter f(xi,...,Xp) au lieu de f(M). Ainsi f, qui était une fonction d'une
variable vectorielle, apparait comme une fonction de n variables numériques. Avec ces nouvelles
notations, et en notant (x(l), ... ,xg) les coordonnées de My, nous avons

0 0 0
fej(t) = f‘(xl,...,xj +t,...,xn)

Calculer la j-iéme dérivée partielle de f en My, c'est donc calculer la dérivée de la fonction de n variables
par rapport a son j-ieme argument (en faisant comme si tous les autres étaient des constantes).

Exemple: Soit f: R3 — R qui & M associe sa distance a I'origine (pour la norme euclidienne naturelle de
R3). Sa valeur en M(x,y,z) est donnée par la formule f(x,y,z) = Vx2+y2+z2 . En tout point différent de
l'origine, elle a des dérivées partielles, qui s'écrivent:

. -a—f(x,y 7) = ——L—o o =

of
—(X,Y,Z) = —= Z) = (X.¥:Z) =~
ox \ x24+y2+22 dy \x2+y2+472 0z x2+y2+72

A l'origine elle n'a aucune dérivée partielle (car fq(t) = |t| n'est pas dérivable en 0).

Les fonctions de classe C1 et leurs différentielles.
Sif: U = R a en chaque point de U des dérivées partielles, celles ci définissent n fonctions

of of

(8_- s a— ) de U dans F. Si ces fonctions sont continues, on dit que f est de classe C!.
xI xn

Soit f: U — Fest de classe Cl, et soit M un point de U. /] existe une unique application linéaire

dymf de E dans F, qui prend la valeur (;i(M ) sur le vecteur e; . Cette application linéaire est appelée la
X

différentielle de f en M.
Exemple 1: La différentielle de la fonction f de I'exemple précédent au point M(1,-2,2) est l'application
linéaire de R3 dans R, qui

*2 (1,0,0) associe 1/3 = ﬁ-(l,e2,2)

. of
*2(0,1, -2/3 =+=(1,-2,2
a(0,1,0) associe —2/3 8?3/( )
*2(0,0,1) associe 2/3 = 5(1,-2,2)
Sa matrice, dans les bases naturelles, est donc (1/3,-2/3,2/3).
Exemple 2: Soit f l'application de R3 dans R2 qui a tout M associe le couple formé de sa distance &

l'origine et de sa distance au point (1;2;3). Ses dérivées partielles en M(x,y,z) sont donc des vecteurs de

RR2. Nous avons:
f(x,y 2) = (W x2+y2+22 , V (x-1)2+(y-2)2+(z-3)2 )

& xy) = (= Xl )
ox T x2ay2z2 N (x-1)HH(y-22+(z3)2
of y y-2

X (X, 7Z) = \
ay \ﬁ<2+y2+z2 V(x-1)24(y-2)2+(z-3)2
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7 z-3 \

( , )

Vx24y2422 N (x-1)24(y-2)2+(z-3)2
Sa différentielle au point M(3;4;0) est donc l'application linéaire de R3 dans R2, dont la matrice dans
les bases naturelles s'écrit:

g-i- (x ’y’z) =

3/5 4/5 0
[ ONTT 2NTT 3NTT J
Remarque: Cette définiton des applications de classe C! fait intervenir de fagon essentielle une base de E,
et il n'est pas évident que si nous avions choisi une autre base nous aurions obtenu les mémes applica-
tions de classe C1, et la méme différentielle. Ceci est vrai, mais ne peut étre démontré dés maintenant
(voir remarque 2 la fin du §2).

§ 2 : Développement 2 I'ordre 1 des fonctions de classe C1.
Soitf: U — F est de classe CI, et soit M un point de U. Il existe une fonction € (définie sur E)
continue et nulle en 0, telle que (VheE)
NE(fiM+h) — fiM) — dmf(h)) < NEg(h) &(h)
Nous allons le démontrer pour une fonction f de R2 dans R. Nous utiliserons la norme*) de R2
définie par N(x,y) = sup (Ix],lyl). Choisissons M = (x9,y0). Notons Dif et Dof au lieu de g% et gé .

I1 nous faut majorer:
A(h) = f(M+h) - f(M) - ¢ D1f(M) - y D2f(M) (o h = (9,¥))

La formule des accroissements finist*), appliquée a t — f(xp+@,t) entre yget yo+y, nous donne:

362 (0 <B2<1)tel que f(xo+9,yo+y) - f(x0+9,y0) = ¥ D2f(x0+¢,yo+62y)
La méme formule appliquée a t — f(t,yo) entre xg et xg+@, nous donne:

361 (0 <81 < 1) tel que f(xo+9,y0) - f(x0,y0) = ¢ D2f(x0+619.y0)
En sommant ces deux formules nous obtenons:

A(h) = [f(xo+9,y0+W) - f(x0+9,y0) - W D2f(M)] + [f(x0+9,y0) - f(x0,y0) - ¢ D1f(M)]

A(h) = [y Daf(xo+9,y0+62v) - W D2f(x0,y0)] + [¢ D1f(x0+619,y0) - ¢ D1f(x0,y0)]

A(h) = y [Daf(xo+@,y0+02y) - D2f(x0,y0)] + ¢ [D1f(x0+819,y0) - D1f(x0,y0)]
Soit , puisque | ¢| < Ng(h) et | y| < Ng(h):
| Ah)] < Ng)| Dof(xo+.y0+829)-Daf(x0,y0) | + Ng(h)| D1f(x0+019,y0)-D1f(x0.y0) | =Ng(h) e(h)
Mais puisque les fonctions D1f et Daf sont continues en M: "lorsque h tend vers 0", les quantités
Do f(x0+@,y0+62¥) — Daf(x0,y0) et Dif(xo+61¢,y0) — D1f(x0,y0) "tendent vers 0". Et ainsi A(h) est
majoré par une quantité de la forme Ng(h)e(h) o € tend vers zéro lorsque h tend vers z€ro (donc € se
prolonge en une fonction continue et nulle en 0).
Exercice a : Précisons ce dernier argument.

a) Posons k = (¢,02y); Puisque 82 dépend de @ et y, nous écrirons plutét k = (9,62(¢,y)y). Montrer que
N(k) < N(h). Ecrire que D»f est continue en M ((Va>0) (3n>0) ...).

En déduire que la fonction (@,y) = |Daf(x0+9,y0+82(0,¥)y) — Daf(x0.y0)| est continue en (0,0).

b) Démontrer de méme que (@,y) — | Df(xp+01(9)9,y0) - le(xo,yo)l est continue en (0,0).

¢) En déduire que la fonction € est continue et nulle pour h = 0.

*) On démontre que, puisque toutes les normes sur R? sont équivalentes, le résultat ne dépend pas de la norme utilisée.

*) Rappelons 1'énoncé de cette formule : Si f : [a,b] = R est continue sur [a,b] et dérivable sur Ja,b[, alors il existe un
nombre 6 compris entre 0 et 1 tel que f(b) - f(a) = (b-a) f "(a+6(b-a)).



36

Conséquence: Sif est de classe C!, pour tout point M et tout vecteur X, la dérivée Dxf(M) existe et est
égale a dpf(X). Démonstration: Faisons h = tX dans la formule précédente, nous avons
Ne(f(M+tX) — f(M) — dmf(tX)) < NE(tX) e(tX) = |t| Ng(X) e(tX)
Autrement dit, avec les notations du début du §1:
NE(fx(t) - fx(0) — t duf(X)) < |t] Ng(X) e(tX)

Et puisque &(tX) tend vers zéro lorsque t tend vers zéro, |t| Ng(X) &(tX) = o(t), donc la fonction fx (2
valeurs vectorielles dans F), est dérivable en 0, de dérivée dpmf(X).

Ainsi la différentielle dpf apparait comme l'application qui a tout vecteur X associe Dxf; en
particulier une condition nécessaire (non suffisante !!) pour que f soit de classe C!, est que

d'une part (VX et VM) Dxf(M) existe

d'autre part (VX, VY et VM) Dxf(M) + Dyf(M) = Dx..yf(M).

La notion de fonction différentiable.

De fagon générale on dit qu'une fonction f: U — F est différentiable en M, s'il existe une
application linéaire A de E dans F, et une application €: E — R, continue et nulle en 0, telles que:

(Vh)  NFp(fiM+h) - fiM) - A(h)) <Ng(h) &(h)

Nous venons de montrer que les fonctions de classe C! sont différentiables; il existe des fonctions qui
sont différentiables et ne sont pas de classe C!; nous n'en donnerons aucun exemple.
Exercice b: Considérons f : R2 — R définie en coordonnées polaires par f(p,0) = p sin 36. Soit X le vecteur de coor-
données polaires (r,w). Montrer que Dxf(0) existe, et donner sa valeur. Montrer que X — Dxf(0) n'est pas une application
linéaire de R2 dans R, et que f ne peut donc pas étre différentiable en 0.
Exercice c: Considérons I'application f: R2 - R définie par f(x,y) = ,?ZX?P' si (x,y) # (0,0), et par f(0,0) = 0. Soit X le

vecteur de coordonnées (a,b). Montrer que Dxf(0) existe, et donner sa valeur. Montrer que X— Dxf(0) n'est pas une
application linéaire de R2 dans R, et que f ne peut donc pas étre différentiable en 0.
Exercice d: Soit A une application linéaire de E dans F. Montrer qu'elle est différentiable en tout point de E. Quelle est sa

différenticlle ?
Mémes questions pour I'application affine X — Ag + A(X) (Ag constante)

Nous savons quune fonction f: R — R est dérivable en xp (de dérivée o) si
flxo+h) = flxo) + ot + O (k)
La définition des fonctions différentiables peut étre considérée comme une généralisation de cette formule. La
fonction h — h . est remplacée par une application linéaire. Et le terme complémentaire Nz(h)€ (k) exprime
le © (h). Ainsi la notion de différentiabilité se trouve ramenée & celle de développement [imité dordre 1. La
fonction affine:
fi— f1M) + dagf(h)

Est la partie polyndmiale du développement d Lordre 1 de f en M. On Lappelle Lapplication affine "tangente &
fen M. Cest [a fonction affine qui “approche le mieux f au voisinage de M.

On retiendra que, pour une fonction f de R dans R, dérivabilité est synonyme de
différentiabilité, et que la dérivée est l'unique coefficient de la matrice de la différentielle. Autrement dit

la différentielle d,f est l'application qui a h associe hf'(m).
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Les fonctions coordonnées d'une application de classe C1.
Soit {Q],...,Qn} une base de F, et soit f: U — F. Notons f,...fn les fonctions coordonnées

de f dans cette base. Alors f est de classe CL, si et seulement si toutes les fonctions coordonnées file
J
sont. De plus les fonctions coordonnées de if_ sont les ;i .
i X
En effet lorsque nous parlons de dérivées partielles, nous parlons de dérivées d'une fonction d'une seule
variable (puisque, lorsqu'on dérive, toutes les autres sont considérées comme des constantes). Et pour
les fonctions d'une variable nous savons que les dérivées des fonctions coordonnées sont les fonctions

coordonnées de la dérivée.

Les fonctions " définies par des formules'.

Pour définir une fonction de classe C1, il y a deux méthodes. D'une part écrire une formule. D autre
part fabriquer des limites de fonctions définies par des formules, comme nous avons appris & le faire au chapitre
11 pour les fonctions d'une variable. Dans le cadre de ce cours, ce second procédé ne sera pas utilisé pour les
fonctions sur R™ (n22). Les fonctions ‘de plusieurs variables' que nous rencontrerons seront données par des
formules, c'est @ dire obtenues d partir des fonctions classiques (exp, log, sin, cos,...) par composition, et par des

sommes, des produits et des quotients. Ces fonctions sont toutes de classe C1, avec les restrictions suivantes:
3
Les fonctions \t, e, tk (ke N) ne sont pas dérivables en 0, donc, lorsque f est de classe C1, \/z

2/; (ke N)nont (en général) pas de dérivées partielles (et donc ne sont pas différentiables) aux points u
tels que f(u) = 0.

Les fonctions Arcsin et Arccos ne sont pas dérivables en 1 et —1 (de méme Argch n'est pas dérivable
en 1), donc Arcsin (f), Arccos (f) n'est (en général) pas différentiable aux points u tels que f(u) = £ 1 (de
méme Argch (f) n'est (en général) pas différentiable aux points u tels que f(u) = 1).

Ceci nous donne de nombreux exemples de fonctions dont nous pouvons affirmer qu'elles sont
différentiables. Nous savons aussi calculer leurs dérivées partielles; ce qui nous donnera (la matrice de) leur
différentielle.

Remarque: Considérons maintenant deux bases {e;} et {€j} de E, il existe des scalaires ozjl tels que (Vj)

g = z ocji. ei. Supposons que les dérivées partielles de f dans la base {e;} existent et sont continues.
i
La formule liant la différentielle aux dérivées partielles gf—- nous dit alors que les dérivées Dmf(g;)
Xi

existent et que (en notant x; les coordonnées dans la base {ei}, &; les coordonnées dans la base {¢;}):
-af-(M) = dmf(gj) = de(z ol &) = 2 ol dmf(e;) = 2 ol _Qi(M)
%5 = T i

Sachant ainsi l'effet du changement de base sur les dérivées partielles, nous pouvons constater que les

of - L : : .

— existent également et sont continues (car combinaisons linéaires de fonctions continues); ainsi se
j :

trouve démontré que la notion de fonction de classe C! ne dépend pas de la base qui sert & la définir (cf:

la remarque qui termine le §1).
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§ 3 : Composition des applications de classe C1.

Un lemme préliminaire

Soit X etY deux espaces normés de dimension finie (notons Nx et Ny leurs normes), et soit [0}
une application linéaire de X dans Y, il existe un nombre K, tel que (VxeX) Ny(¢(x)) <K Nx(x).
Pour nous en convaincre choisissons des bases {ej) et {f;} de X et de Y, et définissons de nouvelles

normes par VX(ZXiei) = sup(l xil) et VY(Z yifj) = sup(l yjl ). Ces nouvelles normes sont équi-

valentes aux anciennes; il existe donc des nombres (strictement positifs) o, B,y et 8, tels que

(Vxe X) o Nx(x) < vx(x) < B Nx(x)

(VyeY) Y Ny(y) £ vy(y) <6 Ny(y)

Soit k un majorant des valeurs absolues des coefficients de la matrice de ¢ dans ces bases. Il est
clair que toutes les coordonnées de @(x) sont au plus égales 3 nxk xVx(x) (ot n = dim X). Par
conséquent vy (@(x)) < nxkxvx(x).

Nous aurons donc, pour tout x:

Ny(0(x)) < ;—VY(q;(x)) < ;1- xnxkxVx(x) < Ylnxkx B Nx(x)

Et il suffit de poser K = Yl xnxkx[3 pour avoir le résultat annoncé.

Continuité des applications différentiables.
Soit f différentiable en M, et soit K tel que (Vx) Nr(dmf(x)) < K NEg(x). Puisque dans
I'inégalité:
(Vh)  Np(f(M+h) — f(M) — dmf(h)) < Ng(h) e(h)

la fonction € est continue et nulle en 0, nous pouvons trouver o (>0) tel que pour Ng(h) < a, €(h) soit
au plus égal a 1. Alors pour Ng(h) < o, nous aurons (inégalité du triangle)

Ne(f(M+h) — f(M)) < Ng(dmf(h)) + Ng(h)

Ne(f(M+h) — f{(M)) < (K+1) Ng(h) (K donné par le lemme ci-dessus)

En particulier si la suite (hy)pe N converge vers 0 (c'est A dire si la suite (M+hp)ne N converge
vers M), la suite (Np(f(M+hy) — f(M)))ne N converge aussi vers 0 (autrement dit la suite
(fM+hp))ne N converge vers f(M). Ceci signifie (cf: chap 10 §4) que f est continue en M.

Nous retiendrons que toute fonction différentiable en M (en particulier toute fonction de classe

C1) est continue.
En fait linégalité que nous venons de démontrer nous donne un résultat un peu plus précis que [a

continuité puisqu'elle montre que (Np(f(M+hp) — f{M)))ne N = O(NEg(hp))ne N. Autrement dit [a suite
(NE(f(M+hp) — fM)))ne N converge vers zéro ‘au moins aussi vite que’ (Ng(hp))ne N-

Composées d'applications différentiables.

La composée d'une application f différentiable en M et d’une application g différentiable en
fiM), est différentiable en M; et la différentielle de la composée est donnée par la formule:

. dm(gof) = dm)g °dmf.
Démonstration: Soit E, F et G trois espaces normés de dimension finie. Supposons f: U(CE) — F,
f(U)cVCcF, et g: V — G. Il nous faut majorer:
A(h) = gof(M+h) - gef(M) - dgmygedmfih)

Soit A(h) = gof(M+h) - gof(M) - drmpg[f(M+h)-f(M)] + dfvpg[f(M+h)-f(M)-dmf(h)]
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*Majoration de B(h) = dgavng[f(M+h)-f(M)-dmf(h)]. Puisque f est différentiable en M, il existe
une fonction 1 nulle et continue en 0, telle que Ng(f(M+h)-f(M)-dmf(h)) < Ng(h) n(h). Et le lemme ci
dessus nous dit qu'il existe K tel que:

Ng(B(h)) < Ky Ne[f(M+h)-f(M)-dmf(h)] < K; Ng(h) n(h)

*Majoration de k(h) = f(M-+h)—f(M). Nous venons de voir que Ng(k(h)-dmf(h)) < Ng(h) n(h),

ou 1 est continue est nulle en 0. Pour h assez petit, n(h) < 1, et alors (inégalité du triangle):
Nr(k(h)) < Ng(dmf(h)) + NE(h)x1
En appliquant le lemme ci-dessus nous obtenons un nombre K tel que Nr(dmf(h)) < K Ng(h); donc
Nr(k(h)) < Ng(h)x(1+K)

*Majoration de C(h) = gef(M+h) - gof(M) - df(M)g[f(M+h)-f(M)]. Puisque g est differentiable

en f(M) il existe une fonction 7' (définie au voisinage de 0 dans F) continue et nulle en 0, telle que:
NG(C(h) = Ng { g(EM)+k(h)) - (f(M)) — dvnyg[EM)+k(h)-£(M)] } < Np(k(h)) 1'(k(h))
Ng(C(h)) < Ng(h)x(1+K) n'(k(h))
Posons 1"(h) =n'(k(h)); nous avons:
Ng(C(h)) < (K+1) Ng(h) n"(h)

Nous avons 1n"(0) = 0; et, puisque f est continue en M, et que M est une fonction continue en 0, " est
une fonction de h qui est continue en 0. _

Les majorations de B et de C ainsi trouvées nous permettent d'affirmer que:

NG(A(h)) < Ng(h) {K;n(h) + (K+1) n"(h)}

Ou {K;n(h) + (K+1)1"(h)} est continue et nulle en 0. Ce qui prouve que gof est différentiable en M.

Composition des applications de classe C!
La composée de deux fonctions de classe C!, est une fonction de classe CI.
En effet si f et g sont de classe C!, elles sont différentiables (en chaque point); donc leur composée est
différentiable (en chaque point), et elle a des dérivées partielles. Il reste 2 montrer que ces dérivées sont
continues. Pour cela nous allons les calculer; elles sont données par la formule dm(gef) = dfovygedmf,
qu'il nous faut expliciter.
Des bases de {&;} de E, {@;} de Fet {yx} de G étant choisies, nous aurons
o(ge
ZEJM) = du(genie) = dranygedu(e) = dng(Guen)
1
Dans cette formule dmf(e;) est la i-2me dérivée partielle de f, qui (en notant i les fonctions coordonnées

de f) est égale a E g—ﬂ(M) ¢j- Donc:
] 1

3gof) ot of 3¢l og
M)=d —_— (M) ©;) = — (M) d - = —_ (M) = (f{(M
XD mjz =) JZ 5. O dons(e)= 2 Sh00 Kooy
S 28D gy =S XL ) 2 5oy
ox; 7 ox; dyj

Telle est l'écriture développée en termes de dérivées partielles, de la formule de composition desvdiﬂé-

j 0
rentielles. Notons que les g—ﬂ (M) sont des scalaires, et les a—g(f(M)) des vecteurs de G, et que la
Xi Yj

somme a p (=dim F) termes.



40
. ofi og . . . .
Et puisque M - f{(M) , M — 5—(M) et P— a—-(P) sont continues, il est maintenant clair
Xi Yj
que les dérivées partielles de gof sont des fonctions continues de M; ce que nous cherchions 2
démontrer.

9(g°f) z: off 9 :
Remarque: La formule ———(M) = S (M) == (f(M)) est [a forme développée du produit de
: ox; > ox; dy;

matrices correspondant & dfagyge daf. Clest aussi (a forme ancienne de ce produit; celle que Lon utilisait avant
que Lusage des matrices soit banalisé. Elle est encore fréquemment utilisée, dans les cours de physique par
exemple. IL faut se souvenir que, dés que les situations se compliquent, [a notation matricielle se révile plus

commode.

§ 4 : Les propriétés algébriques des applications de classe C1.
Somme et produit par un scalaire

SoitUcEetf:U —F, g:U —F et A:U — R trois applications de classe C! , alors l'appli-
cation f+Ag: U —F est de classe C! et :

dm(f+2g) = dmf + dmAxg(M) + MM)xdyg
(C'est a dire, pour tout h dans E : dy(f+Ag)(h) = dyf(h) + AmA(h)g(M) + MM )dpg(h)).
Démonstration: Pour tout vecteur X de E, nous avons
(fF+Ag)(M+tX) = f(M+tX) + AM+tX) g(M+tX)

Puisque f, g et A sont de classe C1, on peut dériver par rapport a t pout t=0; ce qui donne:

(VX) Dx(f+Ag)(M) = Dxf(M) + DxA(M)=g(M) + AM)xDxg(M)
En appliquant cette formule au cas ol X est I'un des vecteurs de base (ie: de la base choisie dans E), on
voit que si f, getA ont des dérivées partielles continues, alors f+Ag a aussi des dérivées partielles
continues, autrement dit est de classe C!. Mais cette méme formule s'écrit aussi:

dm(f+Ag)(X) = dMf(X) + dMA(X)xg(M) + A(M)xdmg(X)

Ce qui est, aux notations pres, la formule annoncée pour la différentielle.

Produits scalaires
Supposons que F soit muni d'un produit scalaire; alors si f: U — F et g: U — F sont de classe
C!, l'application <f,g> de U dans R qui a u associe <f(u).g(u)>, est de clase C!. Et sa différentielle en
M est l'application
dm<f.g>: h — <dmflh).g(a)> + <fla),dpg(h)>

Démonstration: Pour tout vecteur X, nous avons <f,g>(M+tX) = <f(M+tX),g(M+tX)>. En dérivant par
rapport a t pour t = 0 (ce qui est possible puisque t—f(M+tX) et t—g(M+tX) sont de classe C1), nous
aurons:

Dx<f,g>(M) = <Dxf(M),g(M)> + <f(M),Dxg(M)>
En prenant pour X les vecteurs d'une base de E, cette formule montre que <f,g> est de classe Cl, et elle
s'écrit:

dm<f,g>: X — <dmf(X),g(M)> + <f(M),dmg(X)>

Ce qui est, aux notations pres, le résultat annoncé.
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Cas o I'espace d'arrivée F est muni d'un produit
Supposons que F soit muni d'un produit (on notera o. 3 le produit de o et P) et d’une norme
tels que:
(3k)( Vo) VB) Nr(a.p) <k Np(e) N(B).
Sif:U—F et g:U—F (ou UCE) sont de classe C!, alors la fonction produit f.g (qui @ u associe
flu).g(u)) est de classe C!. Sa différentielle est donnée par :
dmf.g(h) = dmf(h).e(M) + fiM).dmg(h).
En particulier: Si f et g sont des fonctions de classe C! a valeurs complexes, la fonction produit est de
classe CL. Si f et g sont des fonctions de classe C! a valeurs dans l'espace E3 des vecteurs de la
géométrie, la fonction fAg ( qui a u associe le produit vectoriel flu)ng(u)) est de classe C1. Sifet g
sont des fonctions de classe C! & valeurs matricielles, alors la fonction produit fg est aussi de classe
Cl.
La démonstration est analogue aux deux précédentes, c'est & dire que 1'on se raméne au cas des
fonctions sur R en calculant les dérivées partielles.

§ 5 : Le théoréme des accroissements finis
Pour les fonctions de IR dans IR nous connaissons

a) la formule des accroissements finis

b) I'inégalité des accroissements finis
Ces deux énoncés permettent d'évaluer le taux d'accroissement de la fonction a partir des valeurs de la
dérivée. Dans le cas des fonctions sur un espace de dimension plus grande que 1, on ne peut espérer
avoir un résultat aussi précis que la formule des accroissements finis; on va seulement démontrer
I'inégalité suivante, connue sous le nom de théoréme des accroissements finis.

Soit f une application différentiable d’'un ouvert U de E dans F. On suppose que NF est une
norme euclidienne (c’est a dire une norme associée a un produit scalaire) sur F, tandis que NE est une
norme quelconque sur E. On suppose que K est un nombre tel que (YueU) (Ve€E) :

NF(duf(e)) < K NE(e)
(Noter que le lemme du §2 nous dit que, pour tout u, il existe un tel K; notre hypothése signifie
seulement qu'il en existe un qui est valable pour tous les u)
Alors pour tout couple (A,B) de points de U tels que le segment [AB] soit dans U, on a:
NFr[f(B)-f(A)] <K NE(B-A)

Démonstration: Notons <.,.> le produit scalaire qui définit la norme Ng. Pour tout t dans [0,1], posons
o(t) = (A + t(B-A)) et y(t) = <f(B)-f(A),p(t)>. Nous savons (cf: §4) que y est différentiable (c'est a
dire dérivable puisque c'est une fonction réelle d'une variable réelle). Et on a, pour he R:

di¥(h) = <f(B)-f(A),da+(B-a)f(h(B-A))>

Clest 2 dire %‘t’—'(t) = <f(B)-f(A),dA+i(B-A)f(B-A)>
Diow: |FH0 < NE{B)-(A)] Neldas-a)(B-A)]
Ou encore: I%‘t‘—'«)l < Ng[f(B)-f(A)] K Ng(B-A)

La fonction y étant continue sur [0,1] et dérivable sur ]0,1[, nous pouvons lui appliquer I'inégalité des

accroissements finis pour les fonction de IR dans R. Donc:
lw(1) - w(O)] < (1-0) x [Ne[f(B)-£(A)] K NE(B-A)]
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Soit : I <f(B)-f(A),f(B)> - <f(B)-f(A),f(A)>| < NE[f(B)-f(A)] K Ng(B-A)
Ou encore: {NE[f(B)-f(A)]}2 < Ng[f(B)-f(A)] K NEg(B-A)
Donc Ng[f(B)-f(A)] £ K Ng(B-A)

Ce que I'on cherchait 2 démontrer.

Cas des applications de classe C1

Si f est de classe Cl sur U, I'application df: U — &(E,F) est continue; autrement dit, dans des
bases quelconques de E et F, les coefficients de la matrice (my;) de df sont des fonctions continues. Donc
(chap 10 §7) pour tout compact A contenu dans U, il existe un nombre KA tel que (Vue A) (Vi,j) on ait
lmij(u)l < Ka. D'aprés le lemme du §2 (ou plutdt sa démonstration), pour tout u dans A nous aurons
alors:

NE(duf(h)) <A Ka Ng(h)

ol A est un nombre qui dépend des normes NE et Ng choisies. Ainsi pour une fonction de classe C!, les
hypothéses du théoréme des acroissements finis ne sont peut étre pas Vérifiées sur U tout entier, mais
elles le sont sur tout compact contenu dans U. En particulier pour tout point u de U, il existe une boule
centrée en u, et sur laquelle on peut appliquer le théoréme des accroissements finis (pour une constante
K bien choisie et qui dépend de cette boule).
Exercice k: Montrer que I'application z— eZ (€ — ) est de classe C1. Puis trouver un nombre KR tel que, quel que soient

z et z' de module au plus égal 2 R, on ait |e? - eZ| <KR |z -z/.

§ 6 : Applications de classe C2,C3,...,C°,

Soit f une application de classe C! d'un ouvert U de E dans F. La correspondance qui a tout u
de U associe la différentielle de f en u, est une application de U dans I'espace vectoriel &(E,F). Si cette
application df: U — &(E,F) est de classe C1, nous dirons que f est de classe C2 (remarquons que ceci
a un sens puisque & (E,F) est de dimension finie). Des bases de E et F étant choisies, les fonctions
coordonnées de df (i.e. les coefficients de la matrice) sont les fonctions coordonnées des dérivées
partielles (premieres) de f. Pour que f soit de classe C2 (c'est 2 dire que df soit de classe C1), il suffit
que ces dérivées partielles premigres aient elles mémes des dérivées partielles continues, c'est i dire que
f ait des dérivées partielles secondes continues.

On définit de méme les applications de classe C3: ce sont les applications f telles que df soit de
classe C2. Et ainsi de suite. Lorsque f est de classe CT quel que soit r dans N, on dit que f est de classe
c?

Dans [a plupart des exercices, nous utiliserons des fonctions définies par des formules; c'est & dire des
fonctions obtenues & partir des fonctions classiques (exp, log, sin,cos,...) par composition, et par des sommes, des

produits et des quotients. Ces fonctions sont toutes de classe C°°,avec les restrictions suivantes (déja vues au § 2)
3
Les fonctions Vi, Ve, k (k& N ) ne sont pas dérivables en 0, donc, lorsque f est de classe C*°, \/?,

f/? X (k& N ) nont (en général) pas de dérivées partielles (et donc ne sont pas C*) aux points u tels que
- flw) = 0.

Les fonctions Arcsin et Arccos ne sont pas dérivables en 1 et —1 (de méme Argeh n'est pas dérivable
en 1), donc Arcsin (f), Arccos (f) n'est (en général) pas C*° aux points u tels que f(u) = + 1 (de méme
Argeh (f) n'est (en général) pas C aux points u tels que f(u) = 1).

VA"‘ s,
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Le lemme de symétrie de Schwarz
2 __ P

Rappelons que pour toute fonction f de classe C2, et tout couple (i,j), on a e ryalon = ool
[0Xj jOX|

Donc les dérivées d'ordre r d'une fonction f de classe C" ne dépendent pas de l'ordre dans lequel
s'effectuent les dérivations.

Complément : Champs de gradient.
Gradient d'une fonction.

Considérons une fonction différentiable f définie sur un ouvert U d'un espace E muni d'un
produit scalaire (noté <.,.>) et a valeurs dans IR. Sa différentielle en un point M est une forme linéaire
sur E. Or il existe un unique vecteur V de E, tel que, quel que soit h:

amf(h) = <V,h>
Pour calculer V, il suffit de calculer ses coordonnées dans une base orthonormée {ej,...,en}; elles sont
données par Vj = <V.ei> = dmf(e;) = aa;(f-i(M). Ce vecteur est appelé le gradient de f.

Dans toute base orthonormée les coordonnées du gradient de f sont donc les dérivées partielles
de f au point considéré. On prendra garde que ceci devient faux lorsque la base n’est plus orthonormée.

Nous avons ainsi associé a tout M dans U un vecteur gradmf de E, autrement dit nous avons
défini un champ de vecteurs sur U. Si f est de classe C1, ce champ est continu.

Considérons maintenant une courbe de classe Cl, c'est  dire une application ¢ de classe C1 de

[a,b] dans E; et calculons l'intégrale du gradient de f le long de cette courbe.
b b b

J<grad(p(0f,%‘-"(t)> dt = Jd¢(t)f(%£f{t)) dt= _[ %{f(q;(t))] dt = f(p(b)) - f(¢(a))
a a a

Autrement dit cette intégrale ne dépend pas de la courbe mais uniquement de ses extrémités.

Ici encore on est en présence danciennes notations, datant d'une époque ol les phénoménes linéaires
n'étaient pas bien compris. La construction (au moyen du produit scalaire) de gradaf @ partir de dof
n'apporte rien. C'est une simple traduction permettant demployer le langage des vecteurs plutdt que celui des
formes linéaires.

Caractérisation des champs de gradient.

Soit X un champ de vecteurs de classe C! sur E. Cherchons des conditions pour que X soit le
champ de gradient d'une fonction. Pour cela choisissons une base orthonormée {e;} de E, et notons
(Xi)i=1,...n_les coordonnées de X dans cette base. Si X est le champ de gradient d'une fonction f, alors
(Vi) X = g%; par conséquent (d'aprés la formule de symétrie de Schwarz)

1
0Xi _ 0% _ 9% _9JXj
3-)? T oxjoxj ~ OXioXj ~ 0Xj
aX; odX;

Ainsi une condition nécessaire pour que X soit un champ de gradient, est que ( Vizj) P vl el 0.
g ]

Cette condition est localement suffisante; ce qui signifie que, si elle est vérifiée, pour tout point
M il existe un ouvert U contenant M, et une fonction f: U — R tels que (en tout point P de U) on ait

X(P) = gradpf. Nous l'admettrons.
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Exemple: Soit le champ X défini sur le complémentaire de l'origine dans R2, par X = (-# ; xzf_—yz).

y2_x 2

. Donc notre condition nécessaire est

e 0 (=Y \_ 0, X | _
On vérifie aisément que 57 (x2+y2) = 5 (x2+y2) =
vérifiée.
Sur I'ouvert U; = {(x,y) tels que x>0}, X est le gradient de la fonction Arctg (%).
Sur T'ouvert U = {(x,y) tels que y>0}, X est le gradient de 1a fonction —Arctg (;—)
Sur l'ouvert Us = {(x,y) tels que x<0}, X est le gradient de la fonction Arctg (%)

Sur I'ouvert Uy = {(x,y) tels que y<0}, X est le gradient de la fonction —Arctg (%).

Mais il n'existe aucune fonction définie sur le complémentaire de I'origine (c'est & dire définie sur
I'ensemble de définition de X tout entier) et dont le gradient est f. En fait une fonction dont le gradient
est X est nécessairement de la forme M — Constante + Mesure de l'angle (Ox,0M); elle ne peut donc
pas étre définie dans le complémentaire de I'origine, puisque, lorsqu'on fait le tour de I'origine une
mesure de I'angle (Ox,0M) varie de 2x.

o ; . . .y 0X1 0dXp _
Cas particuliers: En dimension 2, notre condm(;n se réc;ult a 3)-(?8 - ax—la =0. ; ; ‘
En dimension 3, nous devrons écrire 33((21 - 83((12 =0, 81(32 - 83((23 =0 et Tfll = %31 =0.

Nous sommes donc amenés a écrire le champ de vecteurs

_0Xp 09X 0X3 09X, 0X1 090X )
Y= —gzl) el + (;;;(% ~oa) 2t G o) €

La nullité de Y est une condition nécessaire et localement suffisante pour que X soit un champ de
gradient.

Mais ce champ Y dépend de la base {e;}. Rappelons d'abord que cette base doit étre orthonor-
mée pour que notre calcul ait un sens. Mais notons que si nous nemglagons {ei} par {—e;} (ce qui change

l'orientation de la base), les X; sont changés en leurs opposés; les % ne sont pas changés, donc Y est
i

changé en son opposé. On démontre que (si 1'on oriente E) et si l'on fait ce calcul dans deux bases
orthonormées directes, on trouve le méme champ Y. Ce champ Y (calculé en base orthonormée directe)
est appel€ le rotationel du champ X. .
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Exercices sur le chapitre 13

& Exercice 1: On considere l'application f de R2 dans R qui 2 (x,y) associe (cos (x+y), sin (x-y)). Elle est de classe C!. Ecrire la
matrice de sa différentielle au point M(x,y). Quels sont les points M tels que dpf soit inversible ?

* Exercice 2: On considere I'application f de R3 dans R2 qui 2 (x,y,z) associe (x2+y2+22, x-y+2z,xy+yz+zx). Elle est de classe

C. Ecrire 1a matrice de sa différentielle au point M(x,y,z).

L Exercice 3: Soit f 'application de C* dans € qui 2 z associe z + %— Montrer que, considérée comme une application de

(IRZ)* dans IR2, elle est différentiable, et calculer d,f.

3 "
*  Exercice 4: Soit f: R2 — R définie par f(x,y) = xTXb pour (x,y) # (0,0), et £(0,0) = 0. Calculer gf; et %. Montrer

que (3K) tel que (V(x,y)) |g§(x,y) |< KVx2+y2 et I%(x,y) | < KV x2+y2 . Montrer que f est de classe C1.

4_42_ 42
**  Exercice 5: Soit f: R2 — R définie par £(x,y) W pour (x,y) # (0,0), et £(0,0) = 0. Est elle continue 2

l'origine? Est elle de classe C1?

Mémes questions pour g définie par g(x,y) = xf(x,y).

* Exercice 6: On considére ]R3 muni de sa norme euclidienne naturelle. On définit f: (]Rs)* — ]R3 par f{M) = "%:-“- .

Montrer que f est de classe C1. Quelle est sa différentielle au point M(x,y,z)?

**  Exercice 7: Soit E l'espace des matrices réelles 3x3. Soit F l'application qui 2 toute matrice associe son déterminant.

Montrer qu'elle est de classe Cl; calculer sa différentielle en Mg, od

abc
Mo=|def
ghi

(On pourra utiliser les développements du déterminant par rapport 2 ses lignes ou 2 ses colonnes).

*4k  Exercice 8: Soit E I'espace des matrices réelles 3x3. Soit @ 1'application de E dans E, qui 2 toute matrice associe son
inverse. Montrer qu'elle est de classe C! (on pourra utiliser les formules qui donnent l'inverse de M au moyen des
déterminants, et tenir compte de 1'exercice 7). Démontrer les formules:

(M+H)'1 = M1 - (M+H)- ITHM-1
M+H)"! = M1 - M-1HM-1 + (M+H)-1HM-1HM-!
On rappelle qu'il existe sur E une norme N telle que (VA et B) N(AB) < 3N(A)N(B). En utilisant le fait que ® est de classe
cl (et en utilisant le théoréme des accroisssements finis), montrer qu'il existe € (>0) tel que
N(H) < ¢ implique N(M+H)"1 -M-1) < %—N(M'l), donc N(M+H) 1) < %N(M‘l)

En déduire une expression simple de la différentielle de ®.
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Exercice 9: Soit f: R3 — R2 de classe C!; on considére l'application g: R2 — R2 définie par

g(w,9) = f(cosw + sing, sinw + cosg, e®-P)
Alors g est aussi de classe CL. Soit M(1,1 ,1), on suppose que dpf a pour matrice dans les bases naturelles de R3 et R2
A= ( ; ) Déterminer la matrice de dpg , ou P=(n/2,m/2).

Exercice 10: Soit E I'espace des matrices nxn, on considére l'application de E dans lui méme qui 2 M associe M2. Montrer
que cette application est différentiable, et calculer sa différentielle en A (Attention: si A n'est pas une matrice scalaire, cette
différentielle n'est pas l'application H — 2MH).

Calculer de méme la différentielle en A de I'application qui 2 toute M associe M5 — 3M4 + M.

Exercice 11: a) Soit f:C — € définie par f(z) = z_3 + 2z. Montrer que z est différentiable, et que sa différentielle au point z
est I'application h — (3z2 + 2)h.

b) On choisit pour norme sur € le module. Trouver un nombre M tel que (Vz de module au plus égal a 2)
(Vhe ) 322+ 2| <M.
En déduire un nombre k tel que (Vz et z' de module au plus égal 2 2) |f(z)f(z)| <k|z-z'|.

Exercice 12: Soit f une fonction de classe C2 de R3 dans R. Calculer, en fonction des dérivées partielles premilres et

seconde de f, 1a dérivée premilre et la dérivée seconde de g(t) = f(cost, sint, t).

233
Exercice 13: La fonction de R2 dans R qui est définie par f(x,y) = x—’}fyj- pour (x,y) # (0,0), et par £(0,0) = 0, est elle de

classe C12

Exercice 14: Soit f: R2 — R de classe C!. Soit g: R2 - R2 définie par g(x,y) = (2x+y,x-3y)
a) Calculer (en fonction des dérivées partielles de f) les dérivées partielles d'ordre 1 et d'ordre 2 de fog au point
(x0,y0)-

: 2 o’2h . 9%n  , 9%h
b) Quelles sont les fonctions h: R4 — R telles que 2 j- 5 == axa -3 W =07

Exercice 15: Soit f: R2 — R de classe C1. Soit g: RZ - R2 définie par g(x,y) = (x+y,x-y)
a) Calculer (en fonction des dérivées partielles de f) les dérivées partielles d'ordre 1 et d'ordre 2 de fo g au point
(x0,y0)-

, 2 92h 82h 92h
b) Quelles sont les fonctions h: R4 — R telles que 8_)27 BXBY 5\72- =07

Exercice 16: On considre l'application G de € dans lui méme qui 2 z associe z> + z + 1. Montrer qu'elle est de classe C1.

Montrer que (Vzg) sa différentielle en zg est une similitude directe de €.

Exercnce 17: Soit U le complémentaire de l'origine dans €. Montrer que U est un ouvert dans €. Soit G: U — U définie par

G(z) == Momrer que G est de classe Cl. Montrer que (Vzg) sa différentielle en zg est une similitude inverse.
Z
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242
-2’

a) Montrer que I'on a ainsi défini une bijection F de I'ouvert U = C ¢ {2} surun ouvert V de € que I'on précisera.

Exercice 18: Pour tout nombre complexe z différent de 2, on pose F(z) =

b) Montrer que F-1 et F sont de classe C1. Calculer la différentielle de F~! au point F(xq,y0). Montrer que c'est

une similitude directe.

Exercice 19: Soit f une apllication de classe C2 de IR2 dans RR. On suppose que

of of 0% 0% B 0% _
53(-(0,0) =1 5?'(0,0) =2 5('2'(0,0) =1 m(0.0) =2 a—YT(O,O) =-1

Soit g: R2— R2 définie par g(x,y) = (sh x cos y,ch x sin y).
a) Calculer les dérivées partielles premieres de fog en (0,0).
b) Calculer les dérivées partielles secondes de fog en (0,0).

Exercice 20: Soit f: R2 —» R?2 définie par f(x,y) = (cos x sin y,sin x cos y).
a) Calculer la différentielle de f au point (x,y).
b) Démontrer que (V A et B dans R2) If(A) - f(B)I < 2IA —BIl . Od Xl désigne la norme euclidienne

naturelle du vecteur X.

Exercice 21: Soit f: R2 — R2 définie par f(x,y) = (x2y + y2 + X, x3y2 + y4 + y). On note IAll l1a norme euclidienne
naturelle du vecteur A.

a) On pose f = Id + @. Calculer d(x,y)9.

b) Montrer que llAll < 1/10 implique que (VX) Ida@(X)ll < 51- .

¢) En déduire que pour IIAlI<1/10 et IBI<1/10,0ona llo(A) — @(B)Il < %IIA —-BIl

d) Montrer que la restriction de f 2 1a boule de centre 'origine et de rayon 1/10, est injective.
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Chapitre 14

Limites sous le signe intégrale

§ 1 : Intégrale de la limite d'une suite de fonctions continues sur [a,b].
Considérons une suite de fonctions fu(t) continues sur [a,b]. Supposons que (V't) la suite

(fu(t))ne N converge vers un certain nombre f(t); c'est @ dire que la suite (fy)ne N converge simplement
b

vers f. Supposons que f soit une fonction intégrable, pouvons nous affirmer que J. f(t) dt est la limite

a
de la suite ( J. fa(t) dt )ne N ?
a
Sous les hypothéses que nous avons faites, il se peut que ce soit faux.
Exemple: Posons fy(t) = —;5- sur [0,1]. Dans ce cas f est la fonction nulle (autrement dit, pour tout t

dans [0,1], Lim fy(t) = 0). Pourtant

n—oo
1

1
OJ. fat) dt= d" n3t3 q’. — du (u=nt)

1 1
Donc la suite (d[ fn(t) dt )ne N est croissante et tend vers (J 1—4_“;; du (¢o‘[ f(t) dt = 0).

Si la suite (fn)ne N converge vers f pour la norme Neo, Lim, j fa(t)dt = j f(t) at.
a a

Pour s'en convaincre, on écrit les inégalités :

b b
| ]| fa0) dt — | £t) dtl < | [ fat)- £(t)| dt € | Noo(fn-f) dt = (b-a) Noeo(fn-f)
aJ- aj aJ. aJ

b

Exercice a: a) On suppose que la suite (f)ne N converge vers f pour la norme Ny; montrer que la suite ( J,fn(t) dne N

b

converge vers J‘ f(r) dt

a
b

b) On suppose que la suite (fy)ne N converge vers f pour la norme Np; en considérant I f(t) — fo(t) dt comme le

a
b

produit scalaire de f — f, et de la constante 1, et en appliquant I'inégalité de Schwarz, montrer que la suite ( J‘ fo(t) dt)ne N

b

converge vers J f(t) dt
a
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§ 2 : Intégrale de la limite d'une suite de fonctions continues sur ]a,b[.

Nous travaillons ici sur un intervalle ouvert Ja,b[; les intégrales considérées sont donc des
intégrales au sens du chapitre 9, c'est & dire des intégrales absolument convergentes en a et en b.
Soit (fu)ne N une suite de fonctions continues et intégables sur Ja,b[. On suppose qu'il existe une

Jonction continue f telle que (Vt € Ja,b[) la suite (fn(t))ne N converge vers f(t). La fonction f est elle
b

intégrable sur Ja,b[ ? Son intégrale est elle la limite de la suite ( J fn(t) dt)ne N ?
a

Sous ces hypothéses il est possible que les réponses a ces deux questions soient négatives;
comme en témoignent les exemples suivants :
Exemple 1: Soit ]a,b[=]—co,+oo[, et soit fy(t) = 1+(r11_—t)2 Alors (V) la suite (fo(t))ne N converge vers 0.

+00 +00

. . : B . 1 _ 1 _ N
Ici la fonction f est donc intégrable, d'intégrale nulle; pourtant -J: T+ nt)? dt = &’: FT du =& (ou

b
l'on a posé t-n = u), donc la suite ( j fn(t) dt)ne N converge mais n'a pas pour limite I'intégrale de f.

n+n2t

Exemple 2: Soit Ja,b[ = ]0,1], et soit f,(t) = e Alors (Vte 10,1]) la suite (fo(t))ne N converge

vers t. La fonction f est donc la fonction t —t qui est intégrable, d' intégrale 1/2; pourtant

1 nn+u3
n+n23 n du 1 1 , )
J T2z & = J TruZ n -~ (Artg n) +3—5-3Log (1+n?) (u=nt)

b
Donc la suite ( f fa(t) d)ne N converge vers é—+ g—

Exemple 3 : Soit Ja,b[ = ]0,1[, et soit fy(t) = (1-2t) Ty—l_(l 21) Alors (V1) la suite (fo(t))ne N converge

Vers t_(l_—tf » qui n'est pas intégrable sur ]0,1[ (car son intégrale ne converge ni en 0 ni en 1). Tandis

que toutes les fonctions f;, sont intégrables (car elles ont une limite finie en 0 et en 1); et de plus (Vn)
1

fn(t) = — fa(1-t), donc OJ’ fn(t) dt = 0; donc la suite (J fa(t) dt)ne N converge vers 0.

Le théoréme de la convergence majorée. Pour pouvoir affirmer que la fonction limite f est intégrable, et
b

que la suite (J.fn(t) dt)he N converge vers ff(t) dt nous devons donc faire des hypotheses
a ) a

supplémentaires. Nous allons démontrer le résultat suivant connu sous le nom de théoréme de la
convergence majorée. Les fonctions fy étant toujours continues et intégrables sur Ja,b[)

St il existe une fonction continue positive g (absolument) intégrable sur ]a,b[ telle que (Vn) et
(V1) Ifu(t)] < g().

Et si pour tout intervalle compact I = [e,f] contenu dans Ja,b[ , la suite (fn/Dne N converge
uniformément vers f|I (c’est a dire si la suite ( o425 (fu(t)(t)))ne N converge vers 0)

Alors la fonction f est intégrable sur ]a,b[ et la suite ( J fn(t) dt)ne N converge vers j fit) dt . ‘
a a
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Démonstration: Puisque sur tout intervalle [o,B] les f, convergent uniformément vers f, on peut affirmer

que f est continue. De plus (V1) la suite (fo(t))ne N converge vers f(t). Donc I'inégalité (Vt) Ifn(t)| <
g(t), nous permet de conclure que (Vt) |f(t)| < g(t). Et ainsi la fonction | £] est majorée par une fonction
positive intégrable, donc f est absolument intégrable.

Pour tout intervalle [o,B] (a<a<B<b), nous pouvons écrire:

P P o o B B b b

o) dt — | fo00) dt] < | J.f(t) dt - an(t) del +| J.f(t) dt — Ifn(t) dt|+|Jf(t) dt—an(t) dt|
Y a a o o

P P o o B B b b

@) de — | £a(® dt] < | _[f(t) del +| Ifn(t) dt]+] J‘f(t) dt — _[f,,(t) dt|+|g‘.f(t) dt|+|ljfn(t) dt|
a a a o o

b b o o B B b b

: f(t) dt — [ fa(t) dt| < Ig(t) dt + J‘ g(t) dt + Jf(t) dt — J. fa(t) dt| +J g(t) dt +J g(t) dt
a a a o o

b

b b o B B
| f(t) dt — | () dtl < 2 gt) dt +2 [J. g(t) dt + | f(t) dt — | fa(t) dtl
Jroa- froals 2 Jwa-

b b
Nous devons montrer que, quel que soit €, pour n suffisamment grand, | J.f(t) dt —jfn(t) dt| est
a a

o b
inférieur a €. Pour cela choisissons d'abord o et B tels que Ig(t) dt< e/8 et LJ‘g(t) dt < ¢/8.
a

L'intervalle I = [o,B] étant ainsi fixé, nous pouvons ensuite trouver un entier N tel que n=N implique
Noc(fnl I-f I) < &/2(B—t) (c'est possible puisque la suite (fnl DneN converge uniformément vers f|I).
Pour n2> N on aura alors:

b b B B
I If(t) dt — Ifn(t) dt] < 2¢e/8 +2e/8 + J.Noo(fn|I—f|I) di<e/2 + Je/Z(B—a) di=¢
a a o o

Ce qui termine la démonstration.

<
: sin =
Exemple 4 : Les fonctions f, définies par fi(t) = _1+—t2£ sont intégrables sur ]—oo,+co[, puisqu'elles sont

continues et que (Vn) et (Vt) |fn(t)| < -I-%t-z- = g(t).

Par ailleurs, quel que soit A (A>0) SUp. A|f,,(t) |< AU A|sin -:;I < SUP A |l| = %

= ; donc la

suite (fn|[-A,A]ne N converge uniformément vers 0. Donc pour tout I fermé bomé (f, l Dne N converge

uniformément vers 0.
+00 . ¢t
sin —
n
1+t2

Nous pouvons en conclure que la suite des intégrales j

—00

dt converge vers 0.

Application du théoréme de la convergence majorée aux intégrales sur [a,b]
Exemple 5: Considérons dans €9([0,m/2], 1a suite définie par fy(t) = sin’t. Elle converge simplement
vers la fonction f qui vaut 0 pour t#n/2, et 1 pour t=n/2. Cette fonction f est intégrable. Elle n'est pas

continue, donc la suite ne peut pas converger uniformément (cf chap.11 §6). Pourtant la suite numérique
/2 /2

(d[ sint dt)ne N converge vers J f(t) dt = 0. Nous l'avons déja démontré en cours d'année (Chap.7

Ex 12). Nous allons voir que ceci résulte du théoréme de la convergence majorée.



52

Nous pouvons considérer toutes ces intégrales comme des intégrales généralisées sur l'intervalle
ouvert ]JO,7/2[. La fonction constante égale 3 1 est une fonction majorante (c'est a dire que (Vt) (Vn)
| sinnt| <1) intégrable sur Ja,b[. Par ailleurs si [o,B] < ]0,m/2][, la suite des sin™(t) converge unifor-
mément vers O sur [o,B] (Puisque, si a<p, NE,(:,"B ](sinnt) = sin™B , est une suite qui converge vers 0).

Donc le théoréme de la convergence majorée, nous dit que I'intégrale de la fonction limite f est la limite
des intégrales.

Trés souvent, lorsqu'une suite de fonctions sur [a,b] converge simplement vers une fonction f
non continue aux extrémités de l'intervalle, la convergence de la suite des intégrales vers | ‘intégrale de f,
résulte ainsi du théoréme de la convergence majorée appliqué a l'intervalle ouvert. Les intégrales sont
alors considérées comme des intégrales généralisées sur cet intervalle ouvert.
La convergence uniforme sur tout compact.

Au chapitre 10 nous n'avons défini la convergence uniforme que pour les fonctions sur un intervalle
fermé borné. En effet si I est un intervalle soit non borné, soit ouvert en [une au moins de ses extrémités, les
fonctions continues sur I ne sont pas toutes bornées, et [a formule Noo (f) = sup | ftv)l na donc aucun sens.

0
Nous aurions pu tourner cette difficulté en nous plagant dans Lespace € 4(LR ) des fonctions continues et

bornées sur I . Nous ne [avons pas fait parceque:
" D'une part de nombreuses suites trés simples de fonctions bornées ne sont pas convergentes pour cette
norme. Dans Lexemple 1 ci-dessus, e /ilépwo/ | f,,(t)' =1 (Vn); et [a suite (fu)ne N ne converge donc pas vers 0

. o . .
pour [a norme uniforme sur € g(]-°,+o R ). Dans (exemple 5 nous avons e féfg " | sinne| = 1, done (a suite

0
(sin™t)ue N ne converge pas vers 0 pour [a norme uniforme sur € s(lom /2[R ).
" Dautre part la convergence pour cette norme n'implique pas [a convergence des intégrales vers

lintégrale de [a l[imite. En effet plagons nous sur |-o,+oof, et considérons les fonctions fn(t) = p%? . Nous

1
avons . _ /fgpwo / | Tl t)| = fu(0) = o donc [a suite (fu)ue N converge vers 0 uniformément sur R tout entier.

+00

Pourtant (¥ n) f fnlt) dt = T, nous donne une suite ne convergeant pas vers 0.
-00

Pour les fonctions sur un intervalle I non borné ou non fermé la "bonne’ notion de convergence est celle
qui est décrite dans le théoréme de le convergence majorée: pour tout intervalle [0.B] la suite (f,,l [0.B])he N
converge uniformément vers ﬂ [ouB]. Lorsqu'il en est ainsi on dit que la suite (fu)ue N converge vers f
‘uniformément sur tout compact’.

Exrcice b: Etudier si les suites de fonctions des exemples 1 a 5 ci-dessus convergent "uniformément sur tout compact”.

§ 3 : Continuité et dérivabilité d'une fonction définie par une intégrale sur [a,b]
Continuité sous le signe intégrale

Considérons une fonction f{t,u) définie sur [a,b] X[c,d], et supposons que (Vue[c,d]) l'intégrale
b b

J f(tu) dt existe. Que pouvons nous dire de la fonction ¢: u — j fltu) de ?
a a

Sous les hypothéses que nous avons faites ¢ peut ne pas étre continue.
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Exemple: Soit f(t,u) = m pouru#0et f(t,0)=0= \11‘% f(t,u). Nous avons pour u#0
1 1 1h
_ _ t _ v _ 1 1
W)= J fHew) gk = 6[ (u2+t2) Logu ole J (1+v2)Logu i 2Togu Log (1+u_2)

(v=t/u)
Et ainsi @(u) tend vers —1 lorsque u tend vers 0, alors que @(0) = 0. Ceci est dfi A la non continuité de
la fonction f en (0,0).

Si la fonction f: [a,b] X[c,d] — R est continue, alors la fonction ¢: [c,d] — R est continue.
Pour nous en convaincre nous considérerons ¢ comme l'application composée:
[c.d] —2— €9(a bl R)—I > R
Ou @ est I'application qui a u asssocie l'application f,: t — f(t,u); et ou J est I'application qui 2 toute
fonction associe son intégrale sur [a,b]. Nous munissons €9([a,b],IR) de la norme uniforme Noo. Nous

savons (§1) que l'application 9 est continue; ceci signifie que, lorsque (gn)ne N converge vers g pour la
b b

norme Neo, alors ( J' gn(t) dt)he N converge vers J. g(t) dt. La continuité de @ résultera donc de la
a a

continuité de .

Pour montrer que @ est continue, nous utiliserons le fait que f: [a,b]X[c,d] = R est uniformé-
ment continue (cf: Chapitre 10 §8); c'est a dire que (en désignant par Il Il une norme sur R2, par exemple
eyl = sup(l x|, yl)):

(Ve>0) @n>0) (V(t,u)) (V(t',v)) (I(t-t' u-v)ll < m) implique | f(tu) - ft'v)| <e

Dans cette formule nous pouvons prendre t = t', nous obtenons alors:

(Ve>0) @En>0) (Vu) (Vv) (V1) (lu-v] = It-tu-v)ll < 1) implique | f(t,u) - ft,v)| <e
Donc: (Ve>0) @Nn>0) (Vu) (Vv) (|u—v| < 1) implique . esPal,)b] | f(t,u) - f(t,v)l <eg
Clest & dire (Ve>0) (3n>0) (Vu) (Vv) (Ju-v| < 1) implique Neo(fy—fy) < &
Ce qui exprime la continuité uniforme de ®.
Exercice b: Comme chaque fois que I'on utilise la continuité uniforme, on peut, dans le cas des fonctions de classe Cl,
avoir un résultat un peu plus précis grace au théoréme des accroissements finis. Supposons donc que f est C1, et que M est
un nombre tel que (V(hk) € R?) (V(tu) € [ablx[cd]) : |dquyhk)| € MVh2+k2.

En utilisant le théoréme des accroissements finis, démontrer que (Vu) (Vv) (Vt) |f(t,u)—f(t,v)|$ Mlu-v| ; en
déduire que (Vu) (Vv) Noo(fy-fy) < M|u-v|. En déduire un nombre K tel que (Vu) (Vv) | pw)—pv)| <K |u-v|.

Dérivation sous le signe intégrale
Si la fonction (t,u) — f{t,u) est de classe C! sur [a,b] X[c,d], alors @: [c,d] — R est de classe

b
Cl, et sa dérivée est donnée par la formule @'(u) = J' % tu) dt
a

Démonstration: Choisissons un u, et démontrons la dérivabilité de ¢ en u. Nous devons, pour tout €
(>0), trouver des conditions permettant d'affirmer que:

b b b
A= J.f(t,u+h) dt - Jf(t,u) dt - J. g{-(t,u)hdt
a a a

est, en valeur absolue, inféfrieur a €|h|. Posons:
o(th) = f(tu+h) — f(tu) — %(t,u) h
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Puisque A = Ja)(t h) dt, I'inégalité¢ |A| <elh| résultera de linégalité (Vt) |w(th)l <r|h|

Puisque la fonction f est de classe C1, sa dérivée partielle 33 est continue (donc uniformément

continue, puisque nous travaillons sur un sous-ensemble compact du plan), il existe donc un nombre o
(>0) tel que (V't) (Vh) (Ih| < &) implique Ig—f(t,u+h) - aa-f«,u)l <

Exercice ¢ : Expliquer pourqum la communté umforme de Dy, sur [a,b]x[c,d] permet d'affirmer qu'il existe a(>0) tel que (V1)
(Vh) (Ih] < o) implique I—(t u+h) — -—(z w)| <

Mais m(t,u+h) - aﬁ(t,u) = E(u)(t,h)), donc, d'apres le théoréme des accroissements finis:

(Il <) implique |o(th)] = |o@h) - 0t,0) < p=hl

Ce qui (implique |Al <elnl et) termine la démonstration.

§ 4 : Continuité et dérivabilité d'une fonction définie par une intégrale sur Ja,b[.

Considérons maintenant un intervalle ]a,b[ (borné ou non) et une fonction f de ]a,b[x[c,d] dans
R. Il ne suffit plus que la fonction f soit continue, pour que ¢ soit continue, il ne suffit plus que f soit
C1, pour que ¢ soit C!. Nous allons étre obligés d'introduire des conditions de majoration (analogues
celle qui a été utilisée au §2). Plus précisément:

Soitf: Ja,b[ x[c,d] — R une fonction continue.

S'il existe une fonction g:Ja,b[ — R* intégrable, telle que (V) (Vu) /f( t,u)/ < g(t), alors,
b

pour tout u, ¢(u) = J f(tu) dt existe (chap.9), et ¢: [c,d] — R est continue.
a

Si de plus la fonction (t,u) — f(t,u) est de classe C! sur Ja,b[x[c,d], et s'il existe une
fonction positive intégrable h:]a,b[ — [0,0[, telle que (V) (Yu) t,u)/ <h(t), alors ¢: [c,d] — R est

de classe C!, et sa dérivée est donnée par la formule Q(u) = J’ %f( tu)dt
a

Démonstration de la continuité: Considérons une suite d'intervalles [otn,Bn] tels que (0p)ne N SOIt
Bn

décroissante et Lim o = a et (Bp)ne N croissante et Lim Bn = b. Et posons @p(u) = J- f(t,u) dt. Sur
Op

l'intervalle [oun,Bn] nous pouvons appliquer les résultats du §3, les fonctions ®n sont donc continues.

Par ailleurs (Vu), pour p>n:

n Bp % Bp
| @p(u) — Pn(w)| <| f f(tu) dt| + | Jf(t,u) dtl < flf(t,u)l dt + flf(t,u)l dt
Op . Bn ap Bn

| pp(u) — n(u) < fg(t) dt + f g(t) dt

ﬁp
j g(t) dt + Jg(t) dt  (Neo = norme uniforme sur [c,d])

®p

IN

Donc Neo(9p — ¢n)




Puisque l'intégrale de g converge en a et en b, quel que soit €>0, il existe des nombres aj et by
aj

tels que J gt)ydt<e et J g(t) dt < &. Puisque les suite (0tn)ne N et (Bn)ne N convergent respective-
a b1

ment vers a et b, il existe N tel que n2N implique o€ Ja,a1] et Pne [by,bl. Il en résulte que sin et p

sont supérieurs a N (et p>n):

Cn Bp aj b
Neo(@p—@n) < | gy dt+ |gt)dt < | gt)di+ | gt)dt < 2
LN LRI L

Nous avons ainsi démontré que la suite (¢n)ne N €St une suite de Cauchy pour la norme uniforme.
Puisque ¥9([c,d],R) muni de la norme uniforme est complet, la suite (¢n)ne N converge uniformément,

vers une fonction continue. Et, puisque (Vu) Lim @n(u) = @(u), cette limite est ¢. Donc ¢ est continue.
a) b

Exercice d: Expliquer pourquoi il existe aj et by tels que J gy dt < e et j gt)ydt<e.
a bl

Démonstration de la dérivabilité: Nous considérerons les mémes fonctions @p; puisque f est C1 - et 2

cause du §3 - elles sont Cl. Nous démontrerons que la suite (¢n)ne N €St convergente pour la norme Veo
sur €1([c,d],R) (ce qui prouvera que sa limite ¢ est C1; voir chapitre 11 §6), et pour cela nous démon-

d
trerons que c'est une suite de Cauchy pour veo. Nous allons commencer par majorer Nw(—d(JZR (Pn) de

fagon tout a fait analogue 2 ce que nous avons fait ci-dessus. Quel que soit u (si p>n):

Op Bp On BP
|%(%9(u)—%(fl—“(u)l = | J g—l-fl-(t,u) dt + f ngl(t’“) de | < | I gé(t,u)dd +| J ?Txfl(t’“)dtl
®p Bn Qp Bn

an Bp an Bp
of of
|%E(u)—%n{u)|s Jlgﬁ(t,u)l dt + J‘|mt,u)|dt < J.h(t)dt+ jh(t) dt
®p Bn ®p Bn

Oln
Donc Nm( %“’2 < J.h(t) dt + fh(t) dt
Op

Et en tenant compte de la majoration faite dans la démonstration de la continuité, nous obtenons
Qn Bp n
Voo(@p —@n) < J' h(t) dt + J. h(t) dt + J. g(t) dt + f g(t) dt
o Bn n

Exercice e: En s'inspirant de ce qui a été fait dans la démonstration sur la continuité, en déduire que (Qp)ne N est une suite

de Cauchy pour la norme Veo. Et conclure.

“+00
Exemple: Posons ¢(u) = J cc;s :t dt . Nous intégrons une fonction C*. Donc pour montrer que ¢ est
-00 +
continue il suffit de remarquer que (Vt) (Vu) |C1° S:t | < i e g(t) (1a fonction g étant clairement

positive et absolument intégrable sur ]-co,+o0[).

a
Pour démontrer que ¢ est de classe Cl, et que a— (u) = a_(p(cos llt) dt, il suffit de remarquer
. du
o —-tsint
que ] u c;)itztﬂ = "ISTIIZ—U | < -1|+t—tl4 = h(t) (qui est évidemment une fonction positive intégrable

sur J-eo,+eof).
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Exercices sur le chapitre 14

1

Exercice 1: On pose u, = J Log (1+t") sint dt. Montrer que la suite (up)pe N converge vers 0.

1

n
Exercice 2: On pose up, = J Log (1+\/5 sint dt. Montrer que la suite (up)ne N €St convergente et calculer sa limite.

: +tn+
Exercice 3: On pose up, =J Log (1 [ ) T Montrer que la suite (up)ne N €st convergente et calculer sa limite.
1
Exercice 4: On pose up =J Log (cos t™) dt. Montrer que la suite (up)ne N €St convergente, et calculer sa limite. ‘

Exercice 5: Peut-on écrired‘. £0F m Z (- l)"of 20 cos mt dt ?

1

Exercice 6: Démontrer que la suite (up)pe N définie par u, = J (1-2)n qdt converge vers 0.

n/2
Exercice 7: On pose u(x) =J Log (x+cos tx) dt.

a) Montrer que u(x) existe pour tout x>0.

b) Montrer que f est de classe C1 pour x>0, et donner une expression de sa dérivée. ’

©o

Exercice 8: Montrer que la fonction définie (pour x>0) par f(x) = OJ‘ et Log (x+t) dt est de classe Cl, et donner une

expression intégrale de sa dérivée.

oo

Exercice 9: Démontrer que la fonction f définie par f(x) = lje"‘ cos (tzx) dt est de classe Cl. Puis montrer que f est de

classe C2, et donner une expression intégrale de sa dérivée seconde.

Exercice 10: Soit la fonction définie pour x>0 par f(x) = (1[ L__g_f%l dt.

Montrer que f est Clet que, pour x#1, f'(x) = 2812 + x(l = Log (1+x).




LS

dek

ek

qek

Ak

b 5 7
. dx
E 1§ i = :
xercice 11: Calculer f(y) I ;:(2- (y>0)
a

b
a) Calculer de deux fagons 1a dérivée de f, en déduire j (-1%’:5-2-).
a

b b

dx dx

b) Calculer d . -

) Calculer de méme J-(1+x2)3 J.(1+x2)4
a a

n

Exercice 12: Soitf: R — IR définie par f(x) =11t— J’ cos (x sin t) dt.

a) Montrer que f est de classe C2.
b) Montrer que f est solution de I'équation différentielle xy" +y'+xy=0.

_])n z20 i s
¢) Montrer que la série entiere ((-%FlnL']z—))nzo a un rayon de convergence infini. Montrer que sa somme est

solution de la méme équation différentielle. Montrer que sa somme est f.

0
Exercice 13: On définit une application f : R2 — R par f(x,y) = j Sll—n_;)%dt. Montrer que f est de classe clet calculer
=y
sa différentielle au point (x,y).
1 1
Exercice 14: Justifier légalité | 9% = Z (-n | B3n+l G,
1+t
n20
; : (G
En déduire la somme de la série (( 3n+2))n2 b *
400
Exercice 15: Soit ¢(x) = J ;s%:jtt- dt . Démontrer que @(x) existe pour tout x#0, et démontrer que ¢ est une fonction
e

continue et dérivable sur R privé de 0.

oo

Cos t

Exercice 16: On pose up, = ‘j _t2n_d‘ . Démontrer que up, existe pour tout n>1. Démontrer que la série (((-1)™up))p>1 est

sommable et exprimer sa somme comme une intégrale.
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©o

cos xt d
l+tz t

% Exercice 17: On définit une fonction u par u(x) = J’

a) Montrer que u est définie et continue sur R tout entier.
oo

b) Montrer que (pour x#0) u(x) = %J (1—3:2-)7 sin xt dt . En déduire que u est dérivable (pour x=0).

¢) Montrer que u'(x) = —2-_ L sin xt dt (on n'oubliera pas de justifier I'existence de cette derniere intégrale).
1+t
a

4 sin2v

b v 2 dv (ol a = 4o 5i x>0, et a = —o si x<0) En déduire que u

d) Montrer que (pour x#0) u(x) — u(0) = —=x

a une dérivée a droite en 0, mais n'est pas dérivable en 0.
(Extrait d'un partiel de 1982)

(. W,
**  Exercice 18: Soit g une fonction continue et bornée sur R. On pose G(x) = J‘ et? g(t—x) dt.

—00

o0

a) Démontrer que G(x) existe quelque soit x. Démontrer que G(x) = J. e~(t-x)? g(t) dt.

—00

b) En déduire que G est de classe C*, et donner une expression de sa dérivée d'ordre n.

n/2
**x  Exercice 19: On pose G(x) = J Log (cos2t +x2 sin2t) dt. Calculer G(1).

Montrer que G est de classe C!; calculer explicitement G'. En déduire G.

**  Exercice 20: On considere dans €9([0,1],R) la série ((fy))ne N définie par fu(t) = ;::2,7 .

a) Montrer que, quel que soit t, la série ((fu()))ne N est sommable. On note F sa somme.
b) Montrer que ((fp))ne N est uniformément sommable sur tout intervalle de la forme [e,1] (>0).
¢) Montrer que F est continue sur ]0,1]. Montrer que pour t = % , la série ((fa(t)))ne N posseéde au moins n
* termes supérieurs 2 21_n; en déduire que F n'est pas continue en 0.
1

d) Soit (pour O<a<l1) I, = J.F(t) dt. Donner une série dont la somme est I,.

a

1

¢€) Montrer que I =J F(t) dt existe, et donner une série de somme I.
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Chapitre 15

Séries de Fourier

La lecture de ce qui suit suppose [a connaissance des notions de produit scalaire, produit Rermitien,
systémes orthonormés,... introduits au chapitre 4; le lecteur est prié de sy reporter.

Dans tout ce chapitre, T est un nombre strictement pbsitif fixé une fois pour toutes, et souvent
égal a 21, On note i?pr(IR,IR) (resp.?%(]R,(IZ)) l'espace des fonctions continues sur IR, admettant T
pour période, a valeurs dans R (resp. dans C).

Choisissons un nombre strictement positif K, nous définirons un produit scalaire sur I'espace
vectoriel YE‘%(]R,IR) en posant: |

T

<f,g>=K d[ f(t) g(t) dt

Nous définirons un produit hermitien sur ?S”g(]R,(E) en posant:
T

(flg) = KOIf(z) g(t) dt

Exercice a: Montrer que 1'on a ainsi défini un produit scalaire et un produit hermitien, la seule difficulté est de montrer que

si (f|f) = 0, alors f est nulle. Pour cela on s'inspirera de 1'exercice b du chapitre 4.

§ 1 : Polynomes trigonométriques.

Dans ce paragraphe T est égal a 2.

On appellera polynomes trigonométriques complexes de degré n, les combinaisons linéaires (a
coefficients complexes) de e=int,e=i(n-1)t _ e=it ] eit _ ei(n-1)t gint_ [ls forment un sous-espace vectoriel
de %z(ﬂ?,df); nous le noterons EZ .

L’espace E'('L. est de dimension 2n+1. Pour s'en convaincre il suffit de montrer que les 2n+1

vecteurs e-inte-in-Dt et 1 et ei(n-Dteint gont indépendants. Pour cela on démontre qu'ils sont

deux a deux orthogonaux.

21 21
g . . 0 si p#
(eipt|eia =K J eiPt e-idt dt = K a[ eib-0t de={ 5, ¥ g

On appelle polynémes trigonométriques a coefficients réels, les fonctions de %70:( R,R) qui,

considérées comme des fonctions a valeurs complexes, sont des polynomes trigonométriques a coeffi-

cients complexes, ils forment un sous-espace E;? de ?270;( R,R). Les fonctions 1, cos t, sin t, cos 2t,

sin 2t,...,cos nt, sin nt forment une base de E‘;g , qui est donc de dimension 2n+1 (tout comme E:. V2
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En effet: Il est clair que 1, cost, sin t, cos 2t, sin 2t,...,cos nt, sin nt sont dans EIR , car cosat et

sin ot s'expriment en fonction de el et e-iot, Ils sont indépendants car I'égalité ‘

n

V) Ap + Z Ak cos kt + py sin kt =0
k=1
n

implique (Vt) Ao + Z -;—(lk —ip) eikt + %(Ak+iuk) ekt =
k=1

D'olt Ag = 0 et (Vk) Ax—iftk = Ag+ipk = O (puisque les ekt forment une base de Elé ); ce qui entraine

bien (Vk) Ax =k =0.

. . n

Il nous reste a démontrer que ces 2n+1 fonctions engendrent E]R‘ Nous ferons une récurrence

; . : y . ¢ R

sur n. C'est clair pour n = 0; supposons que ce soit vrai pour n-1. Soit P un élément de E]R ; il s'écrit
- : « n-1 - it :

P(t) = Q(t) + aeM+ b e Int | ol Q est dans EIR (donc combinaison linéaire de 1,cos t, sin t,...cos (n-

1)t, sin (n-1)t d'apres I'hypothése de récurrence). Démontrons que a eint + b e-int (qui est une fonction

réelle, a et b étant complexes) est combinaison linéaire (2 coefficients réels) de cos nt et sin nt. Nous
avons
aeint+be-int = (a+b) cosnt + (a—b) i sin nt
En faisant t = 0, puis t = 7t/2n, on voit que a+b et (a-b)i sont réels; d'ot le résultat.
En fait {1, cos t, sint, cos 2t, sin 2t,...,cos nt, sin nt} est une base orthogonale de E;Z .De plus

<l,I> = 27K et (Vk>0) <cos kt,cos kt> = <sin kt,sin kt> = nK.
Dans toute la suite on choisit K = 217 ainsi la base {1,N2cos t,\2sin t,..., \2cos nt, \2sin nt}

est orthonormée dans E‘;2 cetf{eint 1. .. eint) orthonormée dans E:;. .

Exercice b: Calculer les produits scalaires deux 2 deux de ces 2n+1 fonctions., et justifier ainsi ces affirmations.

§ 2 : Séries de Fourier.
Soit f dans %’gn( R,C), nous appellerons coefficients de Fourier (complexes) de f les produits ‘

hermitiens oy(f) = (fleikt) (Vke Z). On appelle série de Fourier de f la série de fonctions définie par
uo(t) = op et (Vk>0) uy(t) = oy ekt + oy e-ikt,

Soit f dans ?g”( R,R), nous appellerons coefficients de Fourier (réels) de f les produits scalaires
aolf) = <f1> et (Vk>0) ap(f) = <fN2coskt> et by(f) = <f~N2sin kt>. On appelle série de Fourier de
[ la série de fonctions définie par up(t) = ap et (Vk>0) ux(t) = axN2 cos kt + bg N2 sin kt.

. 1
Exercice c: Soit f une fonction dans 'e‘z’n(m,m), montrer que o = ag, et que, quel que soitk, ag = 7_— (ax+0o_g) et
2

bk = —1—(ak — o). Vérifier que la série de Fourier réelle et la série de Fourier complexe de f coincident.
iv2

Nous noterons f, = Z ug les sommes partielles de la série de Fourier de f. Pour tout n, la
k<n

fonction fy est la projection orthogonale de f sur l'espace E;lz (ou sur EZ. dans le cas complexe). Pour
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s'en convaincre il suffit de remarquer que fy =2 <f,ei> e;, ol {ej} est une base orthonormée de
i

l'espace sur lequel on projette (cf: chap.4 §4).

Variantes: Considérons le cas d'une période T différente de 2. Nous remplacerons les fonctions t—eint
par les fonctions t—e2i™t/T qui sont de période T/n. L'espace Eg 1 Serale sous-espace vectoriel de
%#(IR,(E) engendré par les fonctions t—e2imktT pour —n<k<n. Ces fonctions en forment une base

orthogonale. Ces vecteurs ont tous pour norme lINVKTI ; pour obtenir une base orthonormée nous
prendrons donc les fonctions gj: t — -\/—II(_-Tr-ezi’mt/T . Les produits hermitiens de f et de ces fonctions sont

les coefficients de Fourier (complexes) de f; et les projections de f sur les Eg T sont les sommes

partielles de la série de Fourier de f.
Nous remplacerons t—cos kt et t—sin kt par les fonctions t—cos 2nkt/T et t—sin 2nkt/T.

. , n .
Ces fonctions (pour k<n) engendrent l'espace EIR 1 eten forment une base orthogonale. Pour avoir une
L

1 1
base orthonormée nous les remplacerons par @¢g: t———, et (pour k>0 o cos 2rnkt/T et
u placerons par ¢g (P ) Pk NGV /T

VKT

sin 2rkt/T . Les coefficients de Fourier réels de f sont les produits scalaires de f avec les

1
Tt
Pk T
éléments de cette base orthonormée, et la série de Fourier réelle de f a pour sommes partielles les
projections de f sur les sous-espaces E;_ T Les séries de Fourier réelle et complexe d'une fonction

réelle sont identiques.

Exercice d: Ecrire les détail des constructions esquissées dans ce paragraphe, en faisant les calculs qui ont été omis.

Ainsi 4 toute fonction continue de période T nous avons associé une série. Celle ci est combinaison
linéaire des fonctions périodiques que nous connaissions: les fonctions cos et sin. Ceci n'a dintérét que si nous
pouvons montrer que cette série est sommable de somme f (i.e.: si (a suite (fu)ue N converge vers f). Mais nous
sommes dans un espace de fonctions, il nous faut donc, avant de parler de convergence, dire quelle norme nous
utilisons. A priori nous pouvons choisir une norme arbitraire, mais deux dentre elles sont particuliérement
intéressantes:

La norme associée au produit scalaire (ou hermitien) qui nous a servi & définir la série de
Fourier. Nous [a noterons N.
La norme uniforme Noo définie par Noo (f) = L ( f(t)l )= té‘}l‘f,n A £(t)] ). Aptons que

cette norme existe parceque toute fonction continue périodique sur R est bornée.
Nous allons envisager successivement les problémes de convergence sous ces deux aspects. Et nous
verrons qu'ils se présentent de fagon tout 4 fait différente.

§ 3 : La convergence des séries de Fourier pour la norme quadratique.

La série de Fourier d'une fohction continue f est sommable pour la norme quadratique N> , et sa
somme est f. Autrement dit, au sens de la norme Np, la suite (fy)ne N @ pour limite f. La démonstration
est faite dans le complément 1.

Attention ceci n'implique pas que, pour une valeur to donnée de la variable, la suite (fn(to))ne N
converge vers f(tp) (chap 10 Fig.page 121), nous y reviendrons au §4.
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Les normes quadratiques des termes uy de la série de Fourier sont données par
Na(uo) = |ag| (N2(uo) = log| dans le cas complexe). ‘

Na(ug) = V (ak)2+(by)? (Na(ug) =V lok|2+] o k|2 dans le cas complexe).

La série des carrés de ces normes est sommable de somme [N7(f)]?- Autrement dit

Na(f)? = ZNz(uz)z— (ap)? +Z (ar2+(bg)? = (0p)? +Z log 2+ oy 2.
i=0 k=1

Ce résultat est connu sous le nom de formule de Parseval. Il implique que les suites (ay)ne N, (bn)n>o,
(Cn)ne N et (Q_p)ne N convergent vers 0.

Pour nous en convaincre remarquons que z N2(u;)2 est le carré de la norme de f, (puisque
i=0

fn = 2 uj et que les uj sont deux a deux orthogonaux). Et puisque f, est la projection orthogonale de f
i<n

sur I'espace des polyndmes trigonométriques de degré n, nous avons (f, L (f-f,) donc):

N2(f)? = No(f—f)2 + No(fn)? = No(f-f5)2 +Z Na(uj)?. ‘
i=0
Puisque (fy)ne N converge vers f pour la norme Ny, la suite (N2(f—f;))ne N converge vers 0. D'ou le
résultat annoncé.

Exemple: Soit f la fonction de période 2r définie par (Vte [0,27]) f(t) = t(2n—t). Ses coefficients de
22
k2

). Tous ces calculs sont faciles, le lecteur est invité 2 les

Fourier ré 2n2 2n2 22
ourier réels sont ap ==, et (Vk>0) ag = et bx = 0. Donc uo(t) ==%= (et Na(ug) = —3—) et

(Vk>0) uk(t) = cos kt (et Na(ug) = 2}:/2_
vérifier. La formule de Parseval s'écrit donc

1—85'714= [N2(H)]? =%—c4- +21, 1?"2'

Ce qui nous donne la somme de la série ((k%))kgp

§ 4 : Convergence ponctuelle et convergence uniforme.
Conditions pour la convergence ponctuelle des séries de Fourier.

Une série de Fourier réelle est la somme de deux séries trigonométriques. Nous savons que les
suites (ap)ne N et (bp)n>p convergent vers 0. Si elles sont décroissantes le critére d’Abel nous dit que la
série numérique ((un(t)))ne N est sommable pour t20. Mais rien ne nous permet d'affirmer a priori que sa
somme est f{t).

On peut montrer (et nous admettrons) que si en un point ty la fonction f a une dérivée a droite et
une dérivée a gauche, alors la série numérique ((un(t)))ne N est sommable de somme f{t).

Ainsi dans l'exemple ci-dessus, nous avons pour tout t dans [0,27]

2
(V1) (2n-1) = 2= + Z 3 coskt
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Conditions pour la convergence uniforme des séries de Fourier.
' Soit f de classe C! de période 2, alors sa dérivée f' est aussi périodique de période 2, et ses
coefficients de Fourier (réels) sont donnés par les formules
(Vp21) ap(f’) = +pbp(f)  bu(f’) =—p ap(f)
Exercice e: Démontrer ces formules au moyen d'une intégratidn par parties.

Nous savons que les coefficients de Fourier de f' forment des suites qui convergent vers 0. Il en
résulte que les suites (ap(f))pe N et (bp(f))p>1 sont ®(1/p). En itérant le procédé, nous démontrerons que,
si f est de classe C2, les suites (ap(f))pe N et (bp(f))p=>1 sont ©(1/p2), ce qui implique que la série
(! ap(f)l + lbp(t')l))p21 est sommable. Et puisque, pour tout t, lup(t)l < |ap(t)| + lbp(f)l , Nous pou-
vons affirmer que Neo(up) < |ap(f)| + lbp(f)| . Ainsi lorsque f est de classe C2 la série ((up))pe N est
sommable pour la norme uniforme. On démontre que sa somme est f.

Exercice f: Se reporter au chap.11 (§6), et montrer que si la série de Fourier de f converge uniformément, et a pour somme
g, alors elle converge vers g pour la norme Nj. En déduire que g =f.

On peut démontrer (nous ne le ferons pas) que la seule hypothése que f est de classe CI permet

d'affirmer que sa série de Fourier est uniformément sommable.

§ 5 : Séries de Fourier de quelques fonctions non continues.

Dans ce qui précéde nous nous sommes limités a l'espace %’%(IR,]R) des fonctions continues.
Cette hypothese de continuité est souvent trop restrictive. Nous dirons qu'une fonction périodique f est
“continue avec sauts" si elle est définie et continue sauf en un nombre fini de points pour chaque période,
et si en chacun des points ol elle n'est pas continue, elle est continue a droite et a une limite @ gauche.

Exercice g: Démontrer qu'une telle fonction est bornée.
Nous noterons €1(R,IR) I'espace des fonctions (2 valeurs réelles) "continues avec sauts” qui admettent

21 pour période. La définition du produit scalaire de %’%(IR R) s'étend 2 €1(R,R) (puisque les
fonctions bornées continues avec sauts sont intégrables), et dans €4(R,IR) nous pouvons considérer la
suite (EIR)“G N des espaces de polyndmes mgonométnques

Nous pouvons donc reprendre pour les fonctions f de ?fr(]R,]R) toutes les contructions du §2 ci-

. dessus. Les coefficients de Fourier réels de f seront définis par:

2n
ag(f) = <f.1> = 21?0[ £(t) dt

2n '
a1(f) = <f, V2 cos t> = \/_ f(t) cos t dt b1(f) =<f,\2sin t> = —J f(t) sin t dt
ay(f) = <f\2 cos 2t> =—— | £(t) cos 2t dt bo(f) =<f,N2 sin 2t> = f(t) sin 2t dt
2 \/—
...... N
a(f) = <2 cos kt> = —= | £(t) cos kt dt bi(f) =<f,\V2 sin kt> = f(t) sin kt dt
V2 \f—

La série de Fourier de f est définie par

. ug = ag et pour k=1 uy(t) = axV2 coskt + b2 sinkt
Elle converge pour la norme N» vers la fonction f (donc la formule de Parseval reste vraie). La démon-
stration est dans le complément 1. ‘
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Exemple : Soit f la fonction de période 27 qui est définie par (Vxe [0,2x[) f(x) = x. Elle est "continue

avec sauts"; les sauts étant aux points de la forme 2kn. Ses coefficients de Fourier sont: .
2n
a0=<f,1>=zlz Jtdt =1
2n 2n
an = <f,\/§cosnt>=-1— t cosntdt=0 by = <f,\/'2'sinnt>=—1— t sin nt dt =£
V2 N2 n
Sa série de Fourier est donc ((rt, —2 sin t, ;zz-sin 2t, ..., —TZ sin nt,...)). Elle est sommable au sens de la
2
norme N7, de somme f. La formule de Parseval s'écrit: 7t2 + n%- =(N(f))2= %‘—- .
n21

Nous admettrons que, comme dans le cas des fonctions continues:
* Sien un point ty la fonction f est dérivable, alors la série numérique ((un(tp)))nec N €st
sommable de somme f(tg) (comme dans le cas des fonctions continues)
* Si tg est un point de discontinuité, et si en ce point f a une dérivée a droite et une dérivée

a gauche, alors la série numérique ((un(tp)))ne N est sommable de somme %[ tgt’g L fle) + tl—'—l;’tré— fir)]. ‘

i:kt))lm-

Exercice g: Appliquer ces résultats A 1'exemple ci-dessus; en déduire la somme de la série (¢ 3

§ 6 : Familles de polynomes orthogonaux.

Résumons d'abord les constructions qui nous ont permis de définir les séries de Fourier. Nous
avons un espace de fonctions E muni d'un produit scalaire. Dans cet espace nous avons une suite
(En)ne N de sous-espaces de dimension finie. Cette suite est croissante (i.e. (Vn) E4CEp41). Alors a
toute fonction f nous pouvons associer la suite (fn)ne N formée des projections de f sur les Ey, (ou, ce qui
est équivalent, la série ((un ))ne N définie par ug = fg et (pour n>0) up = f—fr_1).

Il est clair que la suite (N2(f—fn))ne N est décroissante (puisque fy est le point de Ep le plus
proche de f, et puisque f,—1 est dans E; , on a Na(f—f,) < Na(f—f,_1)). C'est une suite décroissante de
nombres positifs, donc elle a une limite £. Puisque f-f; et f; sont orthogonaux

[N2(£)]2 = [Na(fn)]? + [Na(f—£n)]? ¢
donc la suite (No(fp)2)ne N converge vers No(f)2 — £2.
Mais puisque les up sont deux a deux orthogonaux:

[Na(f)]? = Z [N2(u)]?
= N N

Et ainsi la série (((N2(un)2))ne N €St sommable de
somme N7(f)2 — £2. Dans le cas des séries de Fourier, on La distance de f 2 f, est plus
peut montrer que £ est nulle, ce qui nous donne la petite que la distance de fa f
formule de Parseval.

Nous pouvons appliquer ce shéma de construction dans bien d'autres cas. Prenons par exemple
l'espace ¥0([a,b],IR) des fonctions continues sur [a,b]. Nous le munirons d'un produit scalaire par la

formule

b
<f,g> = J(p(t) (1) g(t) dt ‘
a



65

ou ¢ est une fonction continue positive qui s'annule en au plus un nombre fini de points de [a,b] (voir
chap.4, ex 15). ,

Soit E;, le sous-espace formé des polyndmes de degré au plus n. Nous obtenons une suite
croissante de sous-espaces, et nous pouvons répéter notre construction. Pour construire la suite (fn)ne N
nous construirons, par le procédé de Schmidt, une famille orthonomée {Pg, P, ...,Pp,...} telle que
(¥n) {Pg, Py, ...,Pn} soit une base de E;, . Noter que P, est de degré exactement n (il est dans Ep,

donc il est de degré au plus n; et il n'est pas dans Ej_j, donc il est de degré supérieur a n—1). Alors
n

nous aurons up= <f,Pp>P, et fy= Z <f,Pi> Pj-
i=0
Comme dans le cas des séries de Fourier la suite (fy)ne N converge vers f pour la norme N»
(autrement dit £ = 0). En effet pour toute fonction f continue sur [a,b] , et pour tout € (>0) il existe un

b
polynome Q tel que Noo(f—Q) < € [J. o(t) dt]'l/2 (c'est le théoréme de Weierstrass dont une démons-
a

tration se trouve dans le complément 1). Soit n = d°Q, alors (puisque Py, est le point de Ep, le plus proche
b
de f au sens de Np) Na(f-Pp) < Na(f-Q) < [J(p(t) [Neo(f — Q]2 dt] /2 = &. Nous avons ainsi
a

démontré que (Ve) il existe un terme de la suite (décroissante positive) (N2(f—Pp))ne N qui est inférieur a
€; ce qui prouve que cette suite converge vers 0.

Nous avons donc une formule de Parseval, qui s'écrit:

oo ©o

NAO2 = D, No@up)]2 = D, [<£,Pp>]2

n=0 n=0
Ces constructions ont de multiples applications (résolutions d'équations différentielles,
intégration numeérique,...) qu'il serait trop long de développer ici. Notons qu'il y a autant de familles de
polyndmes orthogonaux (sur [a,b]) que de produits scalaires (voir Ex.12 et 13).

Complément 1 : La convergence des séries de Fourier pour la norme N2.

Nous allons démontrer que la série de Fourier d'une fonction f continue avec sauts, est sommable
pour la norme Np, et a pour somme f. Notre démonstration reposera sur le théoréme suivant:
Théoreme de Weierstrass: Quelle que soit g continue sur [a,b], et quel que soit € > 0, il existe un
polynome Q tel que Noo(g — Q) = xgz[x.gb] /g(x) - Q(x)] <€
Préliminaires & la démonstration: Nous nous placerons en fait sur le segment [0,1]. Voici comment on
démontre le cas général a partir du cas des fonctions définies sur [0,1]. Si g: [a,b] — IR, posons

f(t) = g(a+t(b-a)); f est définie sur [0,1]. Si N[‘g’”(f-P) < g, nous poserons Q(x) = P(’f;':—); et nous

aurons Ni’bl(g-Q) <E.

n
Pour approcher f: [0,1] — R, posons Pfl(t) = 2 C Ir’l tP(1-t)n-P f(%). On va montrer que Py
p=0

convient pourvu que n soit grand. Regardons d'abord trois cas particuliers.

1. Sif(t)=1,0naclairement P (t)=1
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n n
2. sif®=tona Piy=) CPoaamp R =) DL 51 gup,
n ; n n ;’ -DItn-pyl .

n-1
v mben (n-1)! At =
d'ol Pn(t) = Z W ta(1-t)na-1t =t

3. Sif()=t%ona Pi(n= 2 CP t(1-ty-p L Z ¢l [ggg B n2(? pl)) ] w-omp

n-1

dot P = Z Siasr -0 + T T B0
p=1

n- n-2
f 1 1
P ()= 2 C%Qt%Lom%QQ+ E = mzﬂﬂ4ﬁﬂ4«Ln=u2+HmLQ
g0

Démonstration: Posons sup  If(t)l = Neo(f). Puisque f est continue sur [0,1], elle est uniformément ‘
te [0,1]
continue; c'est-a-dire que Ve >0, 3o >0 tel que It-t'1 < o entraine If(t)-f(t')l < ;— On a alors :

n n e
£(t)-P (1) = [Z CP (100 £(t) - Z CP (1P £B) = 2 CP w(1-0mP (f(0)-£E))
p=0 p=0 p=0

= D Pl () Y, CP 1y (f)-5)

m%Ka m%ba
d'olt If(t)-Pfl(t)l < 2 gk tp(l-t)n'P§ + Z CP tP(1-)1P 2 Neo(f)
It- %K a It- RI> o
d'ou IF(t)-PE () < Z CP tp(1-tyn- p7 + Z CP tP(1-)1P 2 Noo(f)
It- P-|> o
(t- R)2 (t-By2
d'ot If(t)-P’ (O < -+ 2Noo(f) Z CP tp(1-t)n-p (car ;‘ >1)
- B> o *
2Noo(f) < 2
d'ot HOBAQ! s% + 0: go, CP p(1-tpp(2-2 B+ ‘2—2)
d'ou, d'apres les exemples ci-dessus :
i£t)-P (o)l < &4 2D [2-2txt+(2+ = 1(1-1))]
n 2 o2 i
If(t)-Pfl(t)l Stzl +2Na =(f) 1 =~ 1(1- t)_g 2:;? (car pour te [0,1]: [t(1-t)| < é—).
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Heall) < ;— , donc If(t)—Pf‘(t)l < &. Et ceci quel que soit t,

11 est clair que, pour n assez grand,
2noi2

donc nous avons construit Py tel que Noo(f-Pp) <e.

Convergence de la série de Fourier d'une fonction continue.

Remarquons d'abord que la suite (N2(f- f3))ne N est décroissante et positive (cf. début du §6).
Pour démontrer qu'elle converge vers 0, nous allons donc montrer que (Ve >0) il existe un n tel que
Nj(f — f) < &. Pour cela nous montrerons qu'il existe un n et un élément g de Ey, tels que Na(f-g) <e.
Nous traiterons d'abord le cas des fonctions paires, puis celui des fonctions impaires (ce qui suffit
puisque toute fonction est somme d'une fonction impaire et d'une fonction paire).

Cas ou f est paire: Considérons la fonction F = fe Arccos. Elle est continue sur [-1,1]. Appliquons lui le
théoreme de Weierstrass. Quel que soit €>0, il existe un polyndme P tel quexeSP_}% 1]| F(x) — P(x)| <e.

Pour te [0,rt], F(cos(t)) = f(t) (par définition de F); cette égalité reste vraie sur [—m,0] puisque les deux
fonctions sont paires; elle est ainsi vraie sur une période, donc vraie pour tout t). La fonction Pecos est

un polyndme trigonométrique. Et nous avons:
sup| £(t) ~P(cos )| = S |Fx) -P(x)| <e

Cas ou f est impaire: Le nombre € étant donné, nous appliquerons d'abord le théoréme de Weierstrass, a
la fonction f| [-,x]: [-m,x] — R. Nous obtiendrons un polynéme Q tel que te?I—JI?n] If(t) — Q)| < ef3.

Ce polynéme n'a aucune raison d'étre impair, nous le remplacerons donc par le polynéme Q;
défini par Q(t) = %-[Q(t) — Q(~1)]. Pourtout t nous aurons

£ - Qo] =310 - QI - [f-) - QD1 <5 |£() - QW+ 5 - - Qv s e/3.
Cestadire sup  lf(t)-Qut)| <ef.

Nous poserons alors Qa(t) = Q(t) — %Ql(n), de fagon a obtenir un polyndme nul en O et en 7.

Nous pourrons écrire Qo(t) = sin t Q3(t), oi Q3 est une fonction continue et paire sur [-,x]; et nous

allons appliquer & Q3 ce que nous avons déja démontré pour les fonctions paires. Il existe donc un
polynome P tel que teSH)pn] | Q3(t) — P(cos t)l < /3.

Exercice h: Justifier le fait que Q3 est une fonction continue et paire.

Puisque te?l—JTP,n]' Qi(t) - Qz(t)l < €/3, nous aurons te?gf,n] | £(t) — Qa(v)| < 2¢13.

Puisque la fonction sinus est & valeurs dans [-1,1]
- i = int— i < - <
[eS[l%)Pn] | Qa(t) — P(cos t) sin tl tes[l(l)%)n] | Q3(t) sin t — P(cos t) sin tl < les[l(l)?‘n] | Qs(t) — P(cos t)| < €/3.

D'ol (puisque les fonctions f et (t —P(cos t) sin t) sont impaires et de période 2r)
tSellﬁ | f(t) — P(cos t) sin tl = te?ggm | f(t) — P(cos t) sin tl

Svte?‘_’,ﬁullf“) -Qu| + [eSE.(l)Pn]IQz([) ~P(cost)sint] < e.

Convergence de la série de Fourier d'une fonction continue avec sauts.
Pour simplifier I'écriture nous supposerons que f n'a qu'un seul point de discontinuité, noté to.
Choisissons o (m>0>0), et définissons une fonction f; par
{ si t appartient 2 un des intervalles [to+0+2km,to-0+(2k+1)m] alors f(t) = £(t)
sur chacun des [tg-a+2km,to+0+2kn] f] est affine et coincide avec f aux extrémités



68
Cette fonction est continue, et (si M est

un majorant des valeurs de |f])
to+a :
MNP = [ [0 - noRa
to—o.
to+ou
< J’ 4M2dt =8M2q
t—o

Il en résulte que (Ve>0) pour o assez petit, on a Np(f—f}) < &/2. Mais puisque f; est continue on pourra
trouver un polynéme trigonométrique G tel que Nx(f1—g) < /2, et alors on aura No(f-g) <e.

Complément 2 : L'équation des cordes vibrantes.

Ou comment les séries trigonométriques permettent de comprendre [l fonctionnement d'une corde de
guitare.

Partons dun probléme de mécanique. Une corde est fixée en ses deux extrémités A et B (Nous poserons
AB = &), elle est tendue entre ces deux points. Au repos elle a une position d'équilibre que nous supposerons étre
la ligne droite AB, ce qui signifie que nous faisons abstraction de la pesanteur. Si nous écartons [a corde de cet
équilibre, et si nous [a lachons elle se met & vibrer. Notons que cest exactement [e geste du guitariste; dans un
piano on se sert dun marteau pour écarter [a corde de sa position déquilibre, puis on [a laisse vibrer, le probleme
est donc mathématiquement & peu prés identique; un violoniste frotte [a corde avec un archet, celle ci n'est donc
jamais soumise exactement aux lois que nous allons décrire, le mouvement est continuellement entretenu.
La mise en équation: Choisissons un systtme d'axes orthonormés (A,x,y,z) tel que l'axe Ox soit
confondu avec AB. Décrire le mouvement c'est pour tout point My de la corde (occupant a 1'équilibre la
position (x,0,0)), dire sa position 2 I'instant t. Nous supposerons que cette position est de la forme
(x,y(x,1),2(x,t)), c'est a dire que My reste dans un plan perpendiculaire 2 AB.

Il nous faut donc calculer les fonction y(xt) et z(x,t),
c'est a dire une fonction de R 2(x,t) (définie pour
xa=0<x<xp=4£, et t>0) dans R 2(y,z). Nous suppo-
serons bien entendu que cette fonction est différentiable,
ou plus précisément de classe Ck, avec k assez grand
pour que nous puissions faire les calculs qui suivent.

A

Soit un petit morceau MM' de la corde; on note x
I'abscisse de M et x+dx celle de M, donc la longueur
MM’ est égale & dx. Sa masse est pdx (ou I'on note p la

masse de I'unité de longueur de la corde, celle-ci étant

bien entendu supposée homogene).
Les forces appliquées, a l'instant t, 2 ce morceau de corde sont au nombre de deux, l'une Fyr est
appliquée en M , l'autre Fyy en M. Elles ont méme intensité (c'est la tension de la corde), elles sont

tangentes en M et M' a la corde, et sont "de sens contraire" (c'est a dire que si 'arc MM' était un

. . = = ..
morceau de droite, leur somme serait nulle). Donc Fyy=1 Ty , ot Ty est un vecteur unitaire tangent a
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la courbe x — (x,y(x,t),z(x,t)).Donc (en notant g-)}-’((x,t) et %-)Z(-(x,t) les dérivées partielles de y et z par

‘ rapport 2 x) les coordonnées de Fyy sont:

0 0z
;) t)
P = Tyg=t ( 3xx<x I

1 : : )
d Jz d dZ d dZ .
\ 1+ GEHx02HGax0? A1+ GEx 0?2 A 1+GHx 02+ Gax))
Remplagons dans cette formule x par x+dx, nous aurons F’M . Et il nous faut calculer F_h)/[ + I*:K/[
Nous supposerons que %%(x,t) et %)Z(-(?(,t) sont assez petits pour que 1'on puisse assimiler les

dénominateurs a 1 (ce qui signifie que l'angle de T M et de la droite AB reste petit). Alors les

coordonnées de F_f,l + ﬁ\)/[ sont :
0;r [-3% (x+dx,t) - %%(x,t)] s [;a;% (x+dx,t) - g%(x,t)])

Puisque dx est petit nous les assimilerons au premier terme de leur développement limité (en dx), c'est &
dire a:

d2y 92z
0; t—=x,t) dx; T —=(x,t) dx
. ( = ) ) ) dx)
. ) . 92y 02z , .
Puisque les coordonnées de I'accélération de M sont (0; 5;2-0(’0 : ﬁ(x,t)), I'équation fonda-

mentale de la dynamique s'écrit alors:

d2y a2y 02z 02z

—(Xt) L =T —=x,t) et —{(X,t) L =T —=(X,t)
az O H T ok oz HToa

Les deux fonctions coordonnées y et z sont donc régies par la méme équation aux dérivées partielles;

T .
nous poserons vZ2=— et nous chercherons les fonctions u (de x et de t) telles que:

V)
1 o%u 0%u
(1) = (Xt = =(x,t)
v2 o2 ax2
En n'oubliant pas que les solutions qui nous intéressent doivent vérifier les "conditions initiales"
suivantes:
‘ o) A l'instant t=0, on lache la corde dans une certaine position. Autrement dit (Vx)

u(x,0) = up(x), ot ug est une fonction donnée. De plus a I'instant t=0, la vitesse de tous les points de la

corde est nulle, ce qui s'exprime par (Vx) ?(X,O) =0
t

B) Quelque soit t, u(0,t) = u(L,t) = 0 (ce qui exprime le fait que les deux extrémités de la
corde sont fixes).
En fait seules les valeurs correspondant 2 0 < x < £ et t>0 nous intéressent.

Etude mathématique de 1'équation des cordes vibrantes.

A) Etude des solutions stationnaires: Nous dirons qu'une solution de 1'équation (1) est stationnaire si elle

s'écrit comme un produit u(x,t) = f(x) g(t), Ofl.f et g sont de classe C2.

Exercice i: 1) Considérons 4 fonctions o,f,y,8 définies sur R et non identiquement nulles, on suppose que (Vx)(Vt)

a(x)B(L) = y(x)8(t), montrer qu'il existe un nombre A tel que o = Ay et B = A8. En déduire que, si u(x,t) = f(x) g(t) est une
' solution stationnaire (non nulle), il existe un nombre A tel que (Vx)(V1t) £"(x) = Af(x) et g"(t) = AvZ g(1).
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2) Déterminer les valeurs possibles de f et g si A est nul; démontrer alors que la condition initale B ne peut pas étre
vérifiée (sauf f = 0 donc u = 0). ‘
3) Démontrer de méme que A ne peut pas étre strictement positif.
4) Déterminer les valeurs possibles de f et g si A est strictement négatif. En utilisant la condition initiale B montrer

2
que les seules valeurs possibles de A sont — k2 %— , ol k est un entier (positif). En déduire que les seules solutions

stationnaires sont les fonctions (t,u) — £ sin (];l X) sin (lan v(t-tp)).

B) Démonstration de I'existence d'une solution : Sur l'espace E des fonctions de période 2.4 on met le

produit scalaire:
£

<a,B> = f o(x) B(x) dx
2

Exercice j: Trouver des scalaires kg et k7 tels que les fonctions g¢: x — kg et (Vp=12,.n,.) €p: x — kjp cos 1;7 px et

®p: x — ki sin 7:;-px forment un syst¢me orthonormé dans E.

Nous supposerons que ug est une fonction de classe C2 (définie sur [0,4£]). Nous définissons
une fonction ugp impaire de période 2.4, en posant
{ Si0<x< 2 :upx)=ug(x)
Si-£ <x<0: upx)=-ug(-x)
On pose ap = <ug,pp> (on notera que (Vp) <up,ep> = 0); les ap sont les coefficients de Fourier
de up. Et on considere la série de fonctions ((Up))pe N définie par

Up(x,t) = ap ¢p(x) cos (E} pt)

Exercice k: 1) On suppose que ap= o(l/pz). Démontrer que pour toute valeur de (x,t), 1a série numérique ((Up(x,1)))p>1 est
sommable. On note U(x,t) sa somme.

2) Soit R un rectangle dans le plan des (x,t). On note F I'espace des fonctions continues sur R, et on le munit de Ia
norme uniforme. On note UpIR la restriction de Up 2 R. Majorer la norme de UpIR. Montrer que, si ap = o( 1/p2), 1a série

((UplR))p>1 est uniformément sommable. Qu'en résulte-t-il pour la fonction U 2 .

Exercice I: 1) Soit [a,b] un intervalle de R, on note G I'espace des fonctions de classe clsur [a,b], et on le munit de la
norme Veo(f) = If(a) [+ Noo(f ). On fixe t et on définit des fonctions Vp dans G en posant Vp(x) S Up(x,t). Majorer Voo( V).
Montrer que, si ap = o( 1/p3), 1a série ((Vp))p=1 est sommable pour Ve, €t que U a en chaque point une dérivée partielle par
rapport a x.

2) On suppose que ap = o(l/p3), en s'inspirant de 'exercice k, montrer que la dérivée particlle %I;J- est continue.

Ainsi sous I'hypothése que ap = ®(1/p3), la fonction U a une dérivée partielle en x qui est
continue. Cette dérivée est obtenue en dérivant terme a terme la série qui donne U. On démontrerait de
méme que U a une dérivée partielle en t qui est continue et que 1'on obtient en dérivant la série terme 2
terme. Si ap = ®(1/p#), on démontre de méme que la fonction U est de classe C2, et que

2 2 2 2
T
ax o1 ox ot P>l ot

Puisque les Uj sont des solutions de I'équation, il en résulte immédiatement que U est une solution de
I'équation. On vérifie facilement que (Vt) U(0,t) = U(£,t) = 0, et (Vx) U(x,0) = To(x) et%[tl (x,0) = 0). .

Nous avons donc construit une solution correspondant a la donnée initiale que nous avions fixée.
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Notre hypothése principale est que les coefficients de Fourier de Wiy tendent suffisamment vite

vers 0. Cette hypothese est vérifiée dés que T est de classe C4.
Exercice m: Etablir une relation entre <Ho,¢p> et <ﬁo',sp>. Etablir une relation entre <Iio,ep> et <io’,<pp>. En déduire que

si up est de classe C4, ap = o(1/p%).

Commentaires: Pour étre certain que la solution ainsi construite est physiquement valable, il resterait 4 montrer
que c'est [a seule solution vérifiant les conditions initiales; nous ne le ferons pas. Cette théorie date de [a fin du
18-itme siécle, elle est pour beaucoup dans Cintroduction des séries de Fourier. Elle montre que la vibration est

v
somme dune vibration sinusoidale fondamentale (c'est le premier terme de [a série) de fréquence TR appelée

fréquence fondamentale, et de vibrations sinusoidales (en nombre infini) dont les fréquences sont les multiples de
la fréquence fondamentale; ce sont les harmoniques. Musicalement [a fréquence fondamentale détermine [a
hauteur du son, les harmoniques définissent le timbre. Actuellement on est capable, par des procédés
électroniques, de déterminer les intensités des harmoniques d'un son musical (c'est & dire sa série de Fourier, ou
les coefficients ap ci-dessus). On peut alors reconstituer par addition de sons sinusoidaux, un son ayant méme
série de Fourier (jusqud un certain rang, puisqu'il n'est pas question de traiter expérimentalement des sommes
infinies). Et Loreille reconnait alors le timbre du son initial. Autrement dit [a série de Fourier a été introduite
pour les besoins du calcul, mais en fait c'est elle qu'on entend.

Critique de [a mise en équation:

La mise en équation est parsemée dapproximations diverses: ‘nous supposerons que My reste dans un
plan parallele au plan Oyz', ‘puisque dx est petit nous les assimilerons au premier terme de leur développement
limité’,... L'équation du mouvement est beaucoup plus compliquée que celle que nous avons écrite; nous n'avons
pas tenu compte des déplacements de [a corde dans (a direction de Ox; nous n'avons pas tenu compte des

phénoménes d'élasticité.. . Elle pourrait s'écrire shématiquement

0%u

5722- (th...)

A chaque instant Laccélération du point My dépent de x, de t, et des dérivées partielles de u. Une telle formule

serait évidemment plus difficile & établir, mais surtout elle conduirait 4 une équation aux dérivées partielles que

&( t) = Flt,xul t)a—u( t)a—u( t)
gez T T AL G U

nous ne saurions absolument pas résoudre. La fonction F est une ‘bonne fonction’, c'est & dire une fonction

: ; . 10%u J%u
différentiable; pour obtenir [équation ?-5;; = é—g

cest ce qu'on appelle “linéariser [équation’. On le constate par exemple lorsque dans [a formule donnant [a

, nous Cavons remplacée par sa différentielle pour u = 0;

différence des forces, on ne tient compte que du développement & Lordre 1.

C'est une attitude classique en analyse de remplacer ainsi un probléme que Lon ne sait pas résoudre, par
un probléme voisin (trés souvent obtenu en remplagant une fonction par sa différentielle - c'est la linéarisation -
ou par son développement dordre 2) . Mais peut-on se permettre de remplacer ainsi un probléme par un
probléme voisin ? Deux. attitudes sont possibles.

Cette théorie fut inventée 4 [a fin du XVIII-éme siécle; elle permit de donner une explication aux régles
de Caccord des instruments 4 corde (et aussi des instruments & vent, car [a vibration d'un colonne d'air obéit & [a
méme équation) dont [étude empirique remonte & Cantiquité (Pythagore). Sur le plan de [a compréhension
mécanique du phénomene, Lavancée était telle qu'aucun expérimentateur ne pouvait mettre en doute sa validité.

* Voir aussi le complément du chapitre 20.
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C'est la conformité aux lois préétablies de [harmonie qui servait en quelque sorte de justification ultime. Cest le

type méme de Cexplication physique; elle permet de donner une cohérence d des phénoménes expérimentaux .

connus. Par exemple si deux cordes (de longueurs, de natures, de tensions différentes) donnent [a méme note, et
si on les raccourcit dans les mémes proportions, elles donnent encore [a méme note; si on les raccourcit de moitié
on obtient [octave de [a note initiale; si elles donnaient le méme do, et si on les raccourcit de 1/3, on obtient e
méme sol.

Sur un plan purement mathématique cette approximation est inacceptable. I[ nous faut alors poser le

10%u J%u
probléme suivant: Les équations voisines (en un sens quil nous faudrait préciser) de ;'a—tz- = 5;2— , ont elles

des solutions qui ressemblent & celles que nous venons de trouver. Par exemple est ce qu'elles sont périodiques
en t ? Est ce que [a formule donnant leur période est voisine de celle que nous avons trouvée ?... I[ est bien

entendu totalement exclu de résoudre de tels problémes avec les moyens dont nous disposons.
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Exercices sur le chapitre 15

Exercice 1 : a) Soit f 1a fonction de période 27 qui vaut t2 pour - < t < 7 . Calculer ses coefficients de Fourier.

—1\n
b) Pourquoi la série de Fourier de f converge-t-elle vers 0 au point t = 0? Calculer la somme de (( %1-12)—)),»0 ;

¢) Utiliser le fait que la série de Fourier converge pour la norme Nj, pour calculer la somme de la série (( ;14-)),»0

Exercice 2 : Soit f 1a fonction de période 2r définie par f(t) = |sint| .

a) Calculer ses coefficients de Fourier
1 _])k 1 ~3
e D, = Y )y
Deauier 2 gy 2y gty o 2 G

2n

Exercice 3 : Soit x(t) 2 valeurs réelles, de classe C!, qui admet 27 pour période et telle que U'. x(t) dt = 0. Montrer que

2n 2n
J [x(t)]2 dt < J [x'(l)]2 dt . Pour quelles fonctions x a-t-on égalité ?

Exercice 4 : Soit k un nombre réel, déterminer les fonctions x de classe C2 qui admettent 27 pour période et telles que (V1)

x"(t) + k x(t) = sin 2t. On cherchera d'abord les coefficients de Fourier de x.

Exercice 5 : On désigne par f, la fonction de période 21 qui est égale & t-a en tout point de l'intervalle [a,2m+a].
a) Calculer les coeficients de Fourier de fy. En déduire ceux de f,.

b) Soit (Vn20) o, = _rn et (Vn>0) B = 0. Montrer que ce sont les coefficients de Fourier d'une fonction g qui
n<+l1

est la somme d'une fonction C! et d'une fonction de la forme Afo.

Exercice 6: Soit f la fonction périodique de période 1 telle que sur [0,1] on ait f(x) = x(1—x).

a) Calculer les coefficients de Fourier de f, et les termes u,, de la série de Fourier de f.
t

b) Soit Up(t) = J un(t) dt. Montrer que les U, (n>1) sont les termes de la série de Fourier de la fonction F de

t

période 1 qui sur [0,1] est définie par F(t) =J (f(t) — ug) dr.
. . . . —]1)n 1
¢) En itérant cette intégration terme 2 terme, calculer les sommes des séries (( - )n>1 et ((117-))"21'

d) Au moyen de la formule de Parseval, calculer les sommes des séries (( n-lg)),,21 et ((n—lg-))nzl.

Exercice 7: Soit f la fonction de période 21 qui vaut cos %‘- pour |x| <.

a) Calculer ses coefficients de Fourier, et les termes u, de sa série de Fourier.

b) Que valent les sommes Z un(0), Z up(m) , z up(2m/3) ?
n=0 n=0 =0
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t

¢) Posons Up(t) = J up(t) dt. Montrer que la série ((Up))n>1 est sommable pour la norme Np ? Quelle est sa

somme ?

Exercice 8: Notons a; et b; les coefficients de Fourier de f. Quels sont les coefficients de Fourier de fy: t — f(t+a) ?

Quels sont les coefficients de Fourier de @g: t — f(t/n) (ne N) ?

Exercice 9: a) Soit f la fonction de période 27 qui sur [, %[ est définie par f(t) = €3, Calculer ses coefficients de Fourier
complexes.
b) Calculer les coefficients de Fourier réels de g: t — f(t) + f(-t) et de h: t — f(t) — f(-t)
. ; 1 —1)n
¢) En déduire les sommes des séries ((W»"E N et ((%:g-p)ne N.

Exercice 10: On considere la fonction f de période 2r qui sur [-x, 7] est définie par f(t) = t(nz—{2).

a) Calculer ses coefficients de Fourier.
b) Montrer que sa série de Fourier ((up))ne N converge normalement pour Neo.

¢) Ecrire la formule de Parseval et en déduire la somme de la série (( plT))PZI'

d) Montrer que la série ((u'y))ne N converge normalement pour Neo. Quelle est sa somme ?

—1\n
e) Calculer les sommes des séries ((éf))ﬂ]((%))ﬁl.

Exercice 11: Soit f une fonction de période 2r. On se demande si 1'équation différentielle y" + y = f a une solution de
période 2m.

a) On suppose qu'il existe une telle solution g, calculer les coefficients de Fourier de g" en fonction de ceux de g.
En déduire que les coefficients aj(f) et by(f) sont nécessairement nuls. Dans la suite on admet que f vérifie cette condition
nécessaire.

b) Soit f la fonction paire de période 2r définie par f(t) = t si te [0,m/2] et f(t) = -t si te [%/2,x]. Calculer sa série
de Fourier.

¢) Montrer qu'il existe une seule fonction de période 2r dont la série de Fourier posséde les propriétés souhaitées.
Calculer sa série de Fourier.

d) Montrer que cette fonction est de classe C2, et est une solution du probléme posé.

1

Exercice 12: On note E I'espace des fonctions continues sur [-1,1], muni du produit scalaire <f,g> = J V142 f(t) g(t) dt.

sin ((n+1)Arccos x)
V1-x2

polynomiales de degré n. Calculer Po,Py,...,P5. Les Py sont appelés les polynémes de Tchebichev.

a) Montrer que les fonctions Pp: x — et Qq: x — cos ((n+1)Arccos x)) sont des fonctions

b) Montrer que ces polynémes forment une base orthonormée de E.

1

Exercice 13: On note E I'espace des fonctions continues sur [-1,1], et on le munit du produit scalaire <f,g> = [ f(t) g(t) dt

n
a) On pose Py(1) = %{(x"(l—x)“). Montrer que la famille des polyndmes Py, est orthogonale dans E (pour calculer

<Pp,Pp>, on fera des intégrations par parties). Les Py, sont appelés les polynémes de Legendre.
b) Calculer la norme de P1, P2, P3, P4, P5.
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Chapitre 16

Etude locale des fonctions de classe C>° de R2 dans R.

§ 1 : Qu'est ce qu'une courbe ?

Considérons un plan P muni d'un repére orthonormé (0,7,7 ). La droite paralléle au vecteur K% (1;2)
et passant par M(1;3) peut étre considérée:
* soit comme Lensemble des points M(xy) tels que 2x —y =—1.
* soit comme [image de R par Capplication t — (1 —t; 3 — 2t).
De méme Le cercle de centre C2(1,2) et de rayon 1, peut étre défini :
‘ * soit comme Censemble des points M{x,y) tels que (x—1F + (y-2f = 1.
* soit comme [image de R par Capplication t — (1 + cos t ; 2 + sint).
Les courbes planes peuvent ainsi apparaitre
* soit comme [ensemble des solutions d'une équation f(x,y) = 0, ou f est une fonction (C*°
d'une partie de P dans R . On dira alors que [a courbe est définie de fagon implicite, et f(x,y) = O sera appelée
une équation cartésienne de cette courbe.
* soit de fagon paramétrique, c'est @ dire comme [image d'une fonction C*° (d'une partie) de R
dans [e plan P.
Lobjet du présent chapitre est d'étudier les lignes de niveau des applications de classe C>°, c'est & dire les
sous-ensembles de P définis par des équations du type f(xy) = A, ou f est une application de classe C*°. On
démontrera que ‘dans les bons cas’, ces lignes de niveau sont paramétrables.

Etude des paramétrages d'une courbe réguliére.
. Soit v: 1a,b[ — P une courbe réguliére*; on
notera x(t) et y(t) les coordonnées de 7y(t).
Considérons un point M = ¥(tg), ou le vecteur vitesse £(x)
n'est pas parallele a I'axe des ordonnées; c'est a dire
tel que x'(tp) # 0. Alors, puisque la fonction x' est
continue, il existe un intervalle Jot,B[ contenant tg, sur

lequel x' reste non nulle, donc x strictement

monotone. L'image de ]o,B[ par x est un intervalle
Jo',B'[ , et x définit une bijection de Jo,B[ sur
Jo',B'[ ; nous noterons ¢ la fonction inverse; elle est

aussi de classe C1, puisque x' ne s'annule pas sur ]Jo.,B[. Alors I'arc image de ]o.,B[ par ¥y, peut étre

_)
. d L}
* On dit que la courbe est réguliere si la fonction 7y est de clase cle que le vecteur vitesse (—hx(t) ne s'annule pour

aucune valeur de t. Pour plus de détails voir le chapitre 17.
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Le point y(¢(t)) a pour coordonnées x(¢(t)) =1, et y(¢(t)) = f(1); ainsi cet arc s'écrit y = f(x); il

muni d'un nouveau paramétrage de classe C! : {

apparait comme le graphique de la fonction f=ye¢.
De la méme fagon si en un point M le vecteur vitesse n'est pas parallele a I'axe des abscisses
(c'est a dire si y' n'est pas nulle en ce point), il existe un arc contenant ce point, qui peut s'écrire

x=g(y).

Exercice a : Marquer les arcs de la courbe ci-contre qui peuvent
s'écrire sous la forme y = f(x), et ceux qui peuvent s'écrire sous la
forme x = g(y).

Pourquoi un arc contenant le point A ne peut il étre

représenté sous la forme y = f(x), ol f est une fonction de classe x
cle

Sur [a figure de Cexercice a, il est clair qu'en général une courbe ne peut pas étre représentée globalement
par une équation du type y = f(x), ou x = g(y). De telles représentations n'existent que localement. C'est [a

raison pour laquelle, dans toute [a suite, nous considérerons toujours des petits morceaux de courbes.

§ 2 : Difféomorphismes.
La notion de difféomorphisme
Soit U et V des ouverts de deux espaces vectoriels E et F de dimension finie, et f une bijection de
U sur V; nous dirons que f est un difféomorphisme CI (resp. C*°) de U sur V si:
*d'une part f: U — V est CI (resp. C*°)
*d'autre partf-1: V — U est C! (resp. C*).
On notera qu'il ne suffit pas que f soit C! (resp. C*), pour que f-! le soit. Par exemple en

dimension 1 1'application f: x — x3 est C*>* de U(=R) dans V(=R), alors que f-1: x — %li n'est pas
dérivable en 0.

On notera que s'il existe un difféomorphisme f d'un ouvert (non vide) U de E, sur un ouvert V
de F, alors E et F ont méme dimension, puisque (Vue U) dyf: E— F est une application linéaire
inversible (d'inverse dfy)f-1).

Exercice b: Soit U l'ouvert de R2 formé des points M(p,0) tels que (0<p et -n<6<m). Soit V 'ouvert de R2 formé des
points P(x,y) tels que (y#0 ou x>0). Soit f I'application de U dans V qui & M(p,8) associe P(p cos6,p sin6). Montrer que f
est bijective.

% (14=====) ). Montrer que  est un difféomorphisme C*°.

Vx2+y2

Exercice ¢: Soit U l'ouvert de R3 formé des points M(p,0,2) tels que (0<p et -t<6<7). Soit V l'ouvert de R3 formé des

Montrer que f-1(x,y) = (N x2+y2,2 Arccos (

points P(x,y,z) tels que (y=0 ou x>0).

Soit F 1'application de U dans V qui 2 M(p,0,z) associe P(p cos8,p sin6,z). Montrer que F est bijective. Trouver
des formules donnant F-! (cf Ex.b). Montrer que F est un difféomorphisme C*.
Exercice d: Soit U I'ouvert de R 3 formé des points M(r,0,¢) tels que (0<r,-t<0<x,-w/2<@<n/2). Soit V l'ouvert de R3
formé des points P(x,y,z) tels que (y#0 ou x>0).

Soit f I'application de U dans V qui 2 M(p,0,9) associe P(p cos¢ cos8,p cos@ sinb,p sing). Montrer que f est

bijective. Trouver des formules donnant f-1 (cf. Ex.b). Montrer que f est un difféomorphisme C*.
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Image d'une courbe par un difféomorphisme
Soit f: U — V un difféomorphisme. Soit y: Ja.,B[ — U une courbe de classe C!. Alors
foy: Jo.B[ — V est aussi de classe C1. De plus, pour tout tg, la formule de composition des différen-

. dfe d .
tielles nous donne dy, foy = dy) f o dy, v. Cest a dire —d-tl(to) = Ay (H‘tx(to»‘ Autrement dit le

vecteur vitesse de foy a l'instant to, est I'image par dy(to) f du vecteur vitesse de y 2 l'instant ty. En
particulier (puisque dyrp T estinversible) la courbe foy est réguligre dés que Y est réguliére.

Le langage des coordonnées curvilignes
Si f est un difféomorphisme de U(CRD) sur V(CF), pour repérer un point v de V, on peut se
donner le point u = f-1(v); c'est pourquoi f sera aussi appelé un repérage curviligne dans V. Les
coordonnées de f-1(v) dans la base naturelle de R sont appelées les cooordonnées curvilignes de v
(dans le repérage défini par f).
Expliquons le mot "curviligne":
I'ensemble des points dont toutes les

coordonnées sauf une - par exemple la

premiére - sont égales a celles de

A(ay,...ap), est I'image par f de I'ensemble
des points de U de la forme M(t,az,...ap);
c'est la courbe t —» f(t,az,...ap). Avec les

coordonnées linéaires que I'on utilise habi- Dans un repérage curviligne de l'ouvert
tuellement, la méme démarche aurait donné oy Plan, les lignes y = cste sont des
une droite.

L'emploi de coordonnées curvilignes est fort répandu en physique, en mécanique, en
géométrie,... Les trois systémes de cooordonnées curvilignes les plus employés sont les coordonnées
polaires du plan, les coordonnées cylindriques, et les coordonnées polaires de I'espace (voir les trois

exercices ci-desssus).

Le théoreme d'inversion locale (pour les applications du plan P dans R?).
Soit F une application de classe C! d'un ouvert U du plan P dans R2. Cherchons des conditions
pour qu'il existe une application G de classe C! (d'une partie) de R2 dans P telle que (YMe U)
GoF(M) = M. Cette relation implique que (VM) dGgm)edFMm = Id, donc elle n'est possible que si
(VM) dFpest de rang 2, donc inversible. Inversement on démontre le résultat suivant connu sous le
nom de "théoréme d'inversion locale":
Si dFpq est inversible, il existe:
* un ouvert wde P contenant M et contenu dans U.
* un ouvert Qde R2.
Tels que F | soit un difféomorphisme de @ sur Q. Si F est C* (r = 2,...,00), l'application inverse G
est aussi C". Nous admettrons ce résultat.
Exercice e: Soit F I'application de € (=P) dans C (=R?) qui a z associe z2. Montrer qu'elle est différentiable en tout point
zQ, et que sa différentielle en zo est l'application qui 2 h (e €) associe 2zph. Au point 0 le théoréme ci-dessus ne
s'applique donc pas. Montrer qu'il n'existe aucun disque de centre 0 sur lequel F soit injective. En tout point distinct de 0, le

théoréme s'applique. Autrement dit au voisinage de tout pointde €*, on peut définir une fonction racine carrée qui est C™.




78

En général on ne peut pas prendre pour ® Louvert U tout entier. Ceci parait tout naturel si Lon
remarque que, sur W, F est injective (puisqu'elle est inversible), et que pour vérifier que (a différentielle au point
M soit inversible, il suffit de connaitre les valeurs de f dans un disque (aussi petit qu'on veut) centré en M; il
est bien normal qu'une hypothése qui n'utilise que les valeurs de [a fonction au voisinage de M, ne puisse

impliquer que F soit injective sur U tout entier.

§ 3 :Le théoréme des fonctions implicites pour les fonctions de R2 dans R

Considérons maintenant un plan P muni d'un repére (non nécessairement orthonormé) (0,7,7),
et une application f de classe C! d'un ouvert U de P dans R.

Supposons donné un point M(xp.,ym) de U ol la dérivée partielle % n'est pas nulle. Définis-

sons F: U— R2 par F(x,y) = (x,f(x,y)). Cette application est de classe Cl, et sa différentielle en M a

pour matrice :

1 0
[%«M) %f(M))

Elle est donc inversible, et nous pouvons appliquer le
théoreme d'inversion locale au point M. Ainsi il existe
un ouvert ® contenant M et un ouvert £ contenant
F(M) = (xm,f(M)), tels que F| o soit un difféomor-
phisme de  sur €.

Soit G: Q —  le difféomorphisme inverse.

Etudions les lignes de niveau de f, au voisinage de M; plus précisément notons Yn l'intersection
de et de la ligne de niveau définie par f(x,y) = n. Dire qu'un point P(xp,yp) est dans yn, équivaut a
dire que F(P) = (xp,n); ou encore que F(P) est dans l'intersection 8 de € et de la droite d'ordonnée n.
Puisque F|w et G sont inverses l'une de l'autre, ceci signifie encore que P est dans l'image du morceau
de droite 8, par le difféomorphisme G. Autrement dit y, est la courbe G(3y).

Choisisssons un paramétrage régulier de 3p, par exemple t — (t,n); nous en déduisons un
paramétrage t — G(t,n) de yn. Et puisque G est de classe C! (et méme C si f est C*) le paramétrage
ainsi obtenu est aussi C! (et méme C si f est C*), et régulier. Ainsi, au voisinage de M, les lignes de

niveau de f sont des courbes réguliéres .

Posons G(X,Y) = (a(X,Y),g(X,Y)), on a F(G(X,Y) = (X,Y) = (ou(X,Y),f(o(X,Y),g(X,Y))).
Donc o(X,Y) = X. Il en résulte que le paramétrage t — G(t,n) est de la forme t — (t,g(t,n)); autrement
dit 1a ligne de niveau Y, est, au voisinage de M, le graphe de la fonction t — g(t,n).
Exemple: Soit f: RZ— R définie par f(x,y) = x2 + 4y2. Plagons nous au point M(1;1). La dérivée
partielle g}f;(M) vaut 8; elle n'est pas nulle. Soit F: R2 — R 2 définie par F(x,y) = (x,x2+4y2).

L'application F est inversible au voisinage de M, son inverse est G : (tu) > (1, '\/ Z(u-t2) ). Etla
courbe de niveau de f passant par M (définie par I'équation f(x,y)=f(M)=5) est I'image par G des points
de la forme (t,5); d'o le paramétrage t — (t,~ / Z(S-tz)) de cette ligne de niveau.

Nous avons supposé que gé(M) est non nulle, et nous avons obtenu des paramétrages du type

t — (t,y(1)). Il est clair que si g)fzf(M) est non nulle, nous obtiendrons de fagon analogue un paramétrage
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t — (t,y(r)). 1 est clair que si 3“f(M) est non nulle, nous obtiendrons de fagon analogue un paramétrage
du type t — (x(t),t). Ces paramétrages sont réguliers. Le théordme général des fonctions implicites
s'écrit: Si la différentielle dpf est non nulle (c'est a dire si I'une au moins des deux dérivées partielles de
f en M est non nulle), alors au voisinage de M les lignes de niveau sont des courbes réguliéres.

Que savons nous calculer explicitement ?

Lexemple ci-desssus rend trés mal compte des calculs que Con pourra faire en général. En effet nous
avons pu trouver des formules pour G, ce qui n'est pratiquement jamais le cas. Généralement nous pourrons
affirmer (grace aux théorémes énoncés ci-dessus) que G et le paramétrage existent, mais il nous sera impossible
de les calculer explicitement. Ce seront (selon une vieille terminologie) des “fonctions implicites’.

Exemple: Soit f: R2— R déﬁme par £(x,y) = x3 + 4y3+x2+y. Etudions la ligne de niveau passsant par

M(x0=1;y0=2). La dérivée a—(x y) = 12y2+1, est non nulle en M. Nous pourrons donc trouver un

paramétrage du type t — (t,Y(t)), défini pour t voisin de 1. La fonction y vérifie:

(pour tout t voisin de 1) f(t,y(t)) = f{(M)

c'est a dire: 3+ 4[y()]3 + 2 + Y(t) = 36
Nous savons que y est C*°, et que y(1) = 2 (car le point (1;%(1)) est le point M). Ceci nous permet de
calculer les dérivées successsives de 7. En dérivant la relation ci-dessus, nous obtenons:

(pour tout t voisin de 1) 32+ 12[Y()]2 y'(t) + 2t + y'(t) = 0.

Pour t = 1, ceci nous donne 3+448y'(1)+2+y'(1)=0; soit y'(1) = — 5/49.
Puis nous pouvons dériver une seconde fois:
(pour tout t voisin de 1) 6t + 249(t) [Y' D12+ 12[Y) 12y "®) + 2 +y"(t) = 0

Puisque I'on connait y(1) et y '(1), on en déduit Y "(1); et ainsi de suite.
Exercice f: Continuer le calcul, et déterminer les dérivées de Y jusqu'a l'ordre 4.

Dans les exemples que nous rencontrerons, la fonction f est C*°. Et nous pourrons ainsi calculer les
dérivées successives de Y au point xp (abscisse du point M considéré). Mais c'est tout. Ceci nous permettra de
calculer des développements limités de Y en xp. En théorie on peut ainsi obtenir [a série de Taylor de Y en xp,
mais ce calcul est rarement explicite. Encore faut il se rappeler que cette série peut ne pas converger, et que, si
elle converge, sa somme n'est peut étre pasy. En fait sous des hypothéses un pew plus restrictives (que le fait
que f est C°°; et que nous ne pouvons expliciter faute davoir défini les “séries entieres 4 deux wvariables’) on
démontre que tout se passe bien, c'est & dire que [a série de Taylor de Y converge vers Y (au voisinage de xp). On
remarquera Lanalogie de cette situation avec les calculs de solutions o ¢quations différentielles du chap.12 §6.
Dans les deux cas on accéde & [a fonction par sa série de Taylor, c'est & dire par le calcul formel de ses dérivées.
Variante du calcul: Reprenons l'exemple ci-dessus. Au lieu de rechercher les unes apres les autres les
dérivées de v, nous pouvons rechercher directement un développement limité. Nous savons que 7y est
C®, donc elle a un développement d'ordre 2 (par exemple) y(x) = a + b(x-1) + c(x-1)2 + ®(x-1)2. Od
¥(1) = 2 = a. Portons cette expression dans f. Nous aurons

36 =x3 +4(2 + b(x-1) + c(x-1)2 + 0(x-1)2)3 + x2+ 2 + b(x-1) + c(x-1)2 + o(x-1)2
En regroupant tous les termes qui sont ©(x-1)2, nous obtenons
36 =36 + (5+ 49b)(x-1) + (4 + 24b2 + 49¢)(x-1)2 + ®(x-1)2
Puisque la fonction constante x — 36 n'a qu'un seul développement limité a I'ordre 2 au voisinage de 1,
ceci implique
5+49b=0 et 4+24b2+49c=0
D'ou I'on tire b et ¢ (vérifier que les résultats coincident avec ceux que l'on a trouvés ci-dessus)
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Equation de la tangente

Supposons que 3y soit non nul en M. Nous savons qu'au voisinage de M, la ligne de niveau de

M possaéfde un paraméatrage du type t — (t,y(t)). Nous avons donc (V1) f(t,y(t)) = ym. D'ou par déri-
. o of :
vation -C;;(-(t,y(t))+y (t);)—/(t,y(t)) = 0. Donc g}-i(MHy'(xM)%fl(M) =(. La tangente en M s'écrit donc:
of

y=[- gr—x ] (x-xm) + ym
M)

D’on l'expression classique (x-xMm) gé(M )+ (y-ym) %M )=10
Exercice d: On suppose maintenant que % est nulle en M, mais gf;non nulle. On peut alors paramétrer par t — (x(1),t).

Vérifier que la formule ci-dessus est encore une équation de la tangente en M.

§ 4 : Développements a I'ordre 2.
Soit f une fonction de classe C2 d'un ouvert U de R2dans R. Nous appellerons polynome de
Taylor a l'ordre 2 de f en M(x0,yo), la fonction polynome de degré 2:

(x=xoh,y=y0HK) - Prth) = {x0.30) + h JHx0:90) + K 5090 2 .
B D050+ 1k aget00) + 5 5501030
Exercice g: Vrifier que c'est le seul polynome de degré 2 qui a méme valeur et mémes dérivées partielles d'ordre 1 et 2 que f
au point M.
Le polynéme de Taylor est le développement limité a l'ordre 2, autrement dit la différence
f(xo+h,yo+k) — Phk) s'écrit (RP+k2) e(h.k), onl € est une fonction continue et nulle en (0,0).
Pour nous en convaincre observons d'abord que (d'aprés I'exercice g) cette différence d(h,k) est

une fonction de classe C2 nulle, ainsi que ses dérivées partielles d'ordre 1 et 2, pour h =k = 0. Posons
_ 8(h,k) 212 3
e(h,k) = 7K pour h2+k? # 0, et £(0,0) = 0.
11 s'agit de montrer que € est continue en (0,0), c'est a dire que
(Va>0) (3n>0) tel que (Vh et k) (h2+k2<n) implique |e(h,k)| <o
Soit donc o. positif. Puisque les dérivées partielles d'ordre 2 de 3 sont nulles et continues en

(0,0), il existe M tel que
h2.4k2 <7 implique [S50,0)] < o3 |aa—2§—(o 0)l a3 et |32§(0 0l <o3)
N ox2' T T Toxay T T ox2"’

Considérons alors la fonction t — y(t) = 8(th,tk). Elle est de classe C2 (car composée de & qui est de
classe C2 et de t — (th,tk) qui est C*°), et ses dérivées s'écrivent :

, 29 29
vy't)=h 3;(th,tk) +k a;(th,tk)
928 028 028
" — 2 2
Y (t)=h a—xi(th,tk) + 2hk g)-(-as;(th,tk) +k é-y—Z(th’tk)

Donc si h2+k2 < 1 nous aurons (Vte [0,1]):
ly ] < (b2 + k2 + 2| hk|) o/3.
Soit , puisque |hk| <h? +K2: ly '@ < (h2+k2)o.
Et par conséquent, par application de I'inégalité des acccroissements finis a y' sur l'intervalle
[0.1], on obtient: (Ve [0.1]) |v'(@)-y'®| =ly'@| <t 02+ k) o< (h?+ k2) o. Puis par




81
application de I'inégalité des accroissements finis 2y sur [0,1], on obtient:

[v0) - y)| = Iy < (02 +k2) .

Cette inégalité signifie que |e(hk)| < o, ce que nous devions démontrer.

§ 5 : Recherche des maxima et minima d'une fonction.

Soit f une fonction de classe C2 d'un ouvert U de R2 dans R. Cherchons des conditions
permettant de savoir si f posséde un maximum ou un minimum relatif en M(x0,y0).

Condition nécessaire: Pour que f posséde un maximum ou un minimum en xp, il est nécessaire
que sa différentielle en xg soit nulle.

Pour nous en convaincre, nous allons montrer que si dpf n'est pas nulle, alors f n'a ni
maximum, ni minimum en M. Choisissons un vecteur V tel que dmf(V)20. Posons @(t) = f(M+tV);
¢ est une fonction de classe C2 définie pour t voisin de 0 (car* U est un ouvert), et ¢'(0) =dmf(V) =0
(chap 13, §2). Donc ¢ est strictement monotone au voisinage de 0. Ceci implique que, aussi prés que
l'on veut de 0, on peut trouver (**) des points P = M+tV tels que f(P) > f(M), et aussi des P = M+tV
tels que f(P) < f(M). Donc f n'a ni minimum ni maximum en M.

Exercice h: Préciser les assertions marquées de (*) et de **

Pour que f posséde un maximum ou un minimum en M, il ne suffit pas que dpf soit nulle.

C'est bien connu, méme pour les fonctions de R dans RR; la dérivée a l'origine de la fonction x — x3
est nulle, et pourtant il existe au voisinage de l'origine des x tels que x3>0, et aussi des x tels que x3<0.
Pour les fonctions sur R2, citons (x,y) — x2 - y2 qui, lorsqu'on la restreint 2 I'axe Ox présente un
minimum en passant par l'origine, tandis que si on la restreint 2 Oy elle présente un maximum en 0.

Les points M tels que dyf = 0 sont appelés les points stationnaires de f. Nous allons chercher
une condition suffisante permettant d'affirmer que le point stationnaire M est un maximum (ou un
minimum) de f. Pour cela examinons la partie de degré 2 du développement limité en M, c'est a dire la
fonction:

2 2
(hk) — %— gxzz X0.Y0) + hk iz x0.Y0) + %— gyzz X0,Y0)

C’est un polynéme "homogeéne de degré 2" en h et k (on dit aussi une "forme quadratique” en h et k).

Réduction de Gauss des formes quadratiques sur R2.
Considérons une une forme quadratique en h et k: (h,k) = Q(h,k) = Ah2 + 2Bhk +Ck2

2

Si A#0 nous pouvons écrire: Q(h,k) = A[h + % k]2+(C- BT) k2
2

Si C0 nous pouvons écrire: Q(h,k) = C[k + gh]Z + (A - %) h2

Si A=C=0 (et B#0) nous pouvons écrire:  Q(h,k) = -]23- [(h+k)2 - (h-k)?]

Dans les trois cas nous obtenons une expression de la forme Q(h,k) = A (ah+k)2 + pu(yh+8k)2, dans
laquelle A et L sont deux nombres peut étre nuls, et (h,k) — oh+k et (h,k) — yh+8k deux formes
linéaires indépendantes (il est facile de vérifier que dans les trois cas ad - By # 0).

Quatre éventualités sont alors possibles:

* Si A et 1 sont strictement positifs, Q est le carré d'une norme sur R2 (on dit
alors que Q est définie positive). Considérons en effet l'application de R2 dans R, qui & X(u,v) et
Y(u',v') associe

<X,Y> = A (ou+Bv)(au'+Bv") + p (yu+8v)(yu'+8v')
Elle est clairement bilinéaire et symétrique; (VX) <X,X> = A (ow+Pv)2 % K (Yu+dv)2 > 0 et de plus
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<X, X> = A (cu+Pv)2 + p (yu+dv)2 = 0 implique au+Bv =yu+dv = 0, ce qui entraine u =v =0

(i.e. X = 0) puisque b - By # 0. Nous avons donc défini un produit scalaire, et Q est le carré de la
norme associée a ce produit scalaire.

* Si A et Ju sont strictement négatifs, c’est —Q qui est le carré d’une norme (on dit
alors que Q est définie négative).

* Si A et | sont non nuls mais de signes contraires (on dit alors que Q est définie
mais ni positive ni négative), il existe des droites passant par l'origine sur les quelles Q est nulle , il en
existe sur les quelles Q est positive , il en existe sur les quelles Q est négative.

En effet (en supposant A > 0 et . < 0), sur la droite d'équation
E(uv) = VA (ou+pv) + K V- (qu+dv) =0,
Q est nulle si K = %1, Q est positive si |K| > 1, et Q est négative si K| <1.

% Si I'un (au moins) des deux nombres A et |1 est nul (on dit que Q est dégénérée),
il existe (au moins) une droite passant par l'origine sur laquelle Q est nulle. (Par exemple si A =0, Q est
nulle sur la droite d'équation yu+dv = 0).

Conditions suffisantes pour qu'un point soit un extremum.
Considérons un point stationnaire de f, c'est a dire un point M(x¢,yo) tel que dmf soit nulle. En
ce point le développement de f a l'ordre 2 s'écrit:

f(xo+hxo+k) = f(x0.y0) + -2- —-(Xo yo) + hk 3@-),-()(0 y0) + -2- -—(Xo,yo) + (h2+k2) e(h.k)
Soit f(xo+h,xo+k) = f(x0,y0) + Q(h,k) +(h2+k2) e(h,k)

Nous retrouvons alors les quatre cas précédents:
* Si Q est définie positive, la fonction f a un minimum relatif strict en M.

€'(0,0) =0
En effet définisssons €'(h,k) par: { e'(hk) = h2+k2 e(h.k) si (h,k) # (0,0)

Cette nouvelle fonction est continue et nulle en (0,0), puisque les normes JQ et (h,k) = Vh2+kZ sont
24k2 i -
équivalentes et qu'ainsi le quotient &555 reste compris entre deux nombres positifs A et B(*). Donc:

f(xo+h,xo+k) = f(x0,y0) + Q(h,k) [1+ €'(h k)]

Pour (h,k) # (0,0), Q(h,k) > 0. Pour (h,k) assez voisin de (0,0), €'(h,k) > —1(**), donc le crochet est
positif. Donc pour (h,k) non nul et assez voisin de (0,0), Q(h,k) [1+¢€'(h k)] est strictement positif, et
ainsi f(xo+h,yo+k) > f(x0,y0). Ce qui signifie que M est un minimum relatif strict de f.
Exercice i: Expliquer les assertions (¥) et (*%)

* Si Q est définie négative, Q a un maximum relatif strict en M.
Exercice j: On suppose Q définie négative. Démontrer qu'il existe une fonction @ continue et nulle en (0,0) etlle que
f(xg+h,xo+k) = f(x0,y0) — Q(h,k) [-1+ @(h,k)]. En déduire que f a un maximum relatif strict en M.

* Si Q est définie mais n’est ni positive ni négative, la fonction f n'a ni maximum
ni minimum en M.

En effet: Soit A une droites passant par l'origine et sur la quelle Q est positive (resp. négative).

Soit t — (xo+thg,yo+tko) un paramétrage de la parallele A'a A passant par M. Alors

f(xor+tho,Xo+tko) = f(x0,0) + Q(tho.tko) + t2 (h 2+kg) €(tho,tko)

Soit f(xg+tho,Xo+tko) = £(x0,y0) + 2Q(ho.ko) + t2 (h0+k0) €(thg,tko)
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Ouencore  f(xp+thg,xo+tko) = f(x0,y0) + t2 [Q(hg.ko) + (hg+kg) €(tho,tko)]

Puisque € est continue et nulle en (0,0), pour t assez petit, le crochet est du signe de Q(hg,ko); donc la
restriction de f 3 A' présente un minimum (resp. un maximum) en M.
Exercice k: Expliquer pourquoi pour t assez petit le crochet est du signe de Q(hg,kp).

* Si Q est dégénérée il n'est pas possible de conclure en ne regardant que les
termes de degré 2 du développement; pour conlure il faudrait développer a l'ordre 3,4,...

Par exemple les fonctions f(x,y) = x2+ y4, g(x,y) = x2+ y3, h(x,y) = x2- y4 ont toutes méme
développement a I'ordre 2 a I'origine, avec pour forme quadratique Q(x,y) = x2, qui est dégénérée.
Pourtant elles ont des comportements fort différents; f a un minimum 2 l'origine, tandis que g et h n'en
ont pas; la restriction de h 4 I'axe des y, a méme un maximum en 0.

§ 6 : Les lignes de niveau des polynémes du second degré.
Soit (O, 7,7) un repere orthonormé du plan. Soit un polynome homogene du second degré
P(x,y) = ax2 + 2bxy + cy2
Pour tout nombre n, notons I', 1'ensemble des points M(x,y) tels que P(x,y) = n.
Le calcul qui suit repose sur le fait que la matrice A une ligne et une colonne (x,y)(&?) (;) a

pour unique coefficient P(x,y). Pour étudier I'n nous allons changer de repére. La matrice S = (g 2

est symétrique donc (cf:chap.5 §5) il existe uhe matrice orthogonale H :(a B

v ) et une matrice diagonale

A= ( )(; 3)  telles que S = H-1AH. Alors la matrice (x,y)S (;) s'écrit aussi:

(P(x,y)) = (x,y)H'lvoH(;) = (xy)H!A H(;) S [H(;)]tA [H(;)]
= (ox+By,yx+8y) A ("‘"*By) = Max+By)? + p(yx+dy)2
X+dy )

Supposons que R2 soit muni de son produit scalaire naturel. Alors (puisque H est orthogonale)
X = oax+Py et Y =yx+8y sont les coordonnées du point M(x,y) dans une nouvelle base orthonormée
(T,7). Dans cette base l'expression de la fonction P: R2 — R est (X,Y) - AX2+ nY?2,

Pour dessiner les lignes de niveau nous distinguerons 3 cas (en oubliant le cas A=p=0, c'est &
dire P(x,y)=0 quel que soit (x,y)).

Si A ety sont de méme signe: Alors Iy (AX2+1Y2 = n) est soit vide (si n n'est pas de méme signe que A

et [b), soit une ellipse (si A, et n sont de méme signe), soit réduite a l'origine (si n=0). C'est le cas od P
est définie positive, ou définie négative.
Si A et U sont de signes contraires: Alors I'n est soit une hyperbole (si n#0), soit deux droites sécantes i
l'origine (si n=0). C'est le cas ot P est définie, mais ni positive, ni négative.
Si A est nul et 4 non nul: Alors I'n est soit vide (si un<0), soit une droite (si n=0), soit deux droites
paralleles (si un>0). C'est le cas o P est non définie (mais non nulle).
Exercice I: On considere la forme quadratique Q(h,k) = h2 + 4hk + 5k2.

1) Montrer qu'elle est définie positive.

2) Déterminer un repere orthonormé (O,_I).?), dans lequel Q s'écrit AX2 +uY2.

3) Dans un plan muni d'un repere orthonormé (O,’i’,]’), soit la courbe C d'équation Q(x,y) =4x + 2y + 1.

Trouver une équation de C dans le repere (O,?,?); et préciser le tracé de C en donnant en particulier ses axes de symétrie.
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Exercice m: On considere la forme quadratique Q(h,k) = h2 + 4hk + k2.

1) Montrer qu'elle est définie mais ni positive ni négative.

2) Déterminer un repere orthonormé (O,?,?) dans lequel Q s'écrit AX2 +pY2.

3) Dans un plan muni d'un repere orthonormé (O,T),'j’). soit la courbe C d'équation Q(x,y) = 4x + 6y + 1.
Trouver une équation de C dans le repere (O,?,?); et préciser le tracé de C en donnant ses axes de symétrie et ses

asymptotes.

§ 7 : Les lignes de niveau au voisinage d'un point stationnaire.

Considérons une fonction f : R2 = IR, et un point M(x0,yo) tel que dmf = 0. Nous allons étudier
la forme des lignes de niveau de f au voisinage de M. Nous n'étudierons que le cas ou la forme
quadratique Q(h,k) formée des termes de degré 2 du développement de Taylor est définie; car, si elle est
dégénérée, I'étude des lignes de niveau de f nécessite de développer a l'ordre 3 (ou plus).

Puisque dpmf=0, le polynome de Taylor & l'ordre 2 de fen M(xq,yo) est de la forme

Pe(x-X0,y-Y0) = f(X0.y0) + A(x-X0)2 + 2B(x-X0)(y-y0) + C(y-Y0)2
Puisque nous supposons que la forme quadratique des termes du second degré est définie, les lignes de
niveau de Pr sont:
Soit deux droites sécantes et les hyperboles qui les admettent pour asymptotes.
Soit un point et des ellipses centrées en ce point.

Des lignes de niveau de Py a celles de f.

Si f est de classe C* (si dmf = 0, et si la forme quadratique Py des termes du second degré du
polynéme de Taylor est définie) il existe deux ouverts @ et Q contenant M, et un difféomorphisme F de
 sur £, tels que f o= Py oF (ettel que F(M) = M et dpyF = Id). On posera F-1=G.

On notera que la relation f | = Pf oF implique que M est un minimum (ou un maximum) de f sur
o, si et seulement si M (=F(M)) est un minimum (ou un maximum) de Pg sur Q. Ce qui redonne
immédiatement les résultats du §4.

Les lignes de niveau de f sont donc les transformées par G de celles de Ps (on comparera avec la
situation étudiée dans le théoreme des fonctions implicites). Nous distinguerons alors deux cas:

Premier cas: La forme quadratique est définie mais ni positive, ni négative.

Au voisinage de M, les lignes de niveau de Pf sont:

D'une part deux morceaux de droites sécants, dont les images par G sont deux morceaux de
courbes C*, sécants en M. Ils forment la ligne de niveau de f passant par M, qui est ainsi une courbe ym
possédant un point double en M.

D'autre part des morceaux d'hyperboles, dont les
images par G sont des courbes C*. Ce sont les lignes de
niveau de f qui correspondent aux niveaux différents de f(M).

Nous pouvons déterminer les tangentes en M aux deux
branches de ym. Les vecteurs tangents sont les images par
dmG des vecteurs directeurs des deux droites A et A' définies
par I'équation Pr(x,y) = f(M); et puisque dmG (=(dmF)1) est
I'identité, ce sont ces vecteurs directeurs eux mémes. Donc les
deux branches de yy sont tangentesen M a A et A'.




Second cas: 1a forme quadrati t, soit défini itiv it définie négative. o e
Les lignes de niveau de Ps sont (en oubliant celles qui sont vides):
D'une part le point M dont 1'image par G est le
point M. Ainsi I'équation f(X) = f(M) n'a qu'une solution
dans o c'est le point M.
D'autre part des ellipses concentriques 2 M dont
les images par G sont des courbes qui entourent M. Ce

sont celles qui correspondent aux niveaux supérieurs 2
f(M) si f a un minimum en M, et celles qui correspondent
aux niveaux inférieurs 2 f(M) si f a un maximum en M.
Exemple: Soit f(x,y) = (x2+2y)(x2+y2) + x2 - y2, et soit M(0,0). On vérifie (le lecteur fera les calculs)
que les deux dérivées partielles de f sont nulles en M, et que le polynéme de Taylor A l'ordre 2 en M,
s'écrit (x,y) — x2—y2. La forme quadratique est donc définie, mais ni positive, ni négative. L'équation
P(x,y) = f(M) = 0, définit les deux bissectrices (x=y) et (x+y=0). Donc les deux branches de YM ont
pour tangentes en M, les deux bissectrices.

Exercice n: Soit I la branche qui est tangente 2 la premiere bissectrice, elle posséde un paramétrage du type t — (t,¢(t)).
Quelle est la dérivée de ¢ en 0? Utiliser le fait que (V1) f(t,(t)) = 0, pour calculer les dérivées secondes de @en.

Comment on démontre I'existence de F:o — Q.

Nous ne démontrerons pas complétement ce résultat. Nous allons seulement, sur un exemple,
montrer comment on construit F. Choisissons la fonction de I'exemple ci-dessus:

f(x,y) = (x24+2y)(x2+y2) + x2 - y2
Nous pouvons écrire:
f(x,y) = x2x(14+x24y2) + 2xyx(x) + y2x(~1+2y)

Puis, de fagon assez analogue a ce que nous avons fait dans la réduction de Gauss des formes
quadratiques:

2
- ) X 2 2 _ X
f(x,y) = [x V1+x2+y2 + y ——_1+x7—+y2 1° +y2 [-1+2y ——_1+x2+y2 ]

Nous définirons alors une application (de classe C*) F:RR2— R2, en posant
2
X=x VI4x24y2 4 y e gt Y= '\/1—2 A
" Tt e
[T est clair que f(x,y) = X2~ Y2; ce qui s'écrit aussi ProF = f. La différentielle de F en (0,0) est I'identité
(vérification facile); donc (théoréme d'inversion locale) F définit un difféomorphisme d'un voisinage ®
de (0,0) sur un voisiange Q de F(0,0) = (0,0). Ce qui termine la démonstration.

§ 8 : Les surfaces z = f(x,y).
Soit f une fonction de classe C! d'un ouvert U de R2 dans R. Le graphe de cette fonction est
l'ensemble S des (x,y,z)e UXR tels que z = f(x,y). Un tel sous-ensemble de IR3 est appelé une surface.

Soit M(xp,y0f(x0.y0)) un point de S, nous appellerons plan tangent a S au point M, le graphe de
Vapplication (x,y) — f(xg,y0) + (x-xp) gé(xo,yo) + (y-y0) gg(xo,yo); c'est a dire le graphe du polynéme

de Taylor a l'ordre 1 en m(xp,yp). On le notera Tum(S).
Exercice p: Soitt — I'(H)=(x(t),y(t),z(t)) une courbe réguliere tracée sur S et passant par M pour t = tg. Montrer que la

tangente en M & cette courbe est dans Tp(S).




Intersection de deux surfaces. &6

Considérons deux surfaces S(z=f(x,y)) et E(z=g(x,y)). Posons I" = SNZ, et considérons un
point M de T'. On suppose que les plans tangents Ty(S) et Tm(Z) ne sont pas confondus (puisqu'ils ont
un point commun, ils se coupent donc suivant une droite T). Alors au voisinage de M, I est une courbe
réguliére dont la tangente en M est la droite T.

Pour nous en convaincre nous allons d'abord chercher la projection y de I" sur le plan des (x,y).
C'est I'ensemble des points m(x,y) tels que f(x,y)-g(x,y) = 0.

La différentielle de f-g en (x0,yo) est %on nulle, en effet c'est I'application:
(f-g) o(f-g)
(x-X0,y-y0) = (X-X0) 7;(&(xo,yo) +(y-yo) —3;&<xo,yo)
c'est a dire la différence des deux applications:
of of
(x-X0,y-Y0) = £(X0,¥0) + (x-X0) gx(X0¥0) + (¥-¥0) gy{*0-¥0)

(x-303-Y0) = 8(K030) + (30) SEx0.30) + 5-¥0) FEx0.¥0)

qui sont distinctes puisque les plans tangents sont distincts.

Nous pouvons donc appliquer le théoréme des fonctions implicites a f-g et au point m. Il existe
donc un ouvert ® contenant m, tel que Ny soit un arc régulier.

Soit t— (x(t),y(t)) un paramétrage régulier de cet arc, alors t— (x(t),y(t),f(x(t),y(t))) est un

_?‘
paramétrage de (wXR)NT". Et d—(ﬁ- (t) est non nul, puisque sa projection g (t) sur le pl:an des (x,y) est

non nulle. Pour montrer que la tangente a I" en M est l'intersection des plans tangents, on se reportera a

l'exercice p.

Intersection d'une surface et de son plan tangent
Cherchons l'intersection T de S(z=f(x,y)) et de Tm(S). La projection y de " sur le plan des (x,y)

est 'ensemble des m(x,y) tels que . 3
f f
Gixy) = £0uy) — [0:y0) + (x%0) 55x0.¥0) + (37-¥0) Gyxoy0)] =0
La différentielle de G est nulle, donc le calcul précédent ne s'applique pas. L'étude de y va se faire par
les méthodes du § 7. Le développement de G a I'ordre 2 en m s'écrit:

2 92 2f k2 92f
Gxothoxotk) = o Shx0.y0) + 1 Joge(5030) + 5= $-5(0:0) + (H2+2) )

(on € est continue et nulle en (0,0)). Notons Q la forme quadratique des termes du second degré de ce

développement. Trois cas sont alors possibles:
* Si la forme Q est dégénérée, nous ne pourrons rien dire, il faudrait (supposer que f est C3,...et)

regarder les dévéloppements d'ordre 3,...
* Si Ia forme Q est définie positive ou définie négative, on sait qu'il existe un ouvert @ contenant

m, tel que Ny soit réduit & m. Il en résulte que (wxR)NT est réduit 2 M. Ainsi le point M est isolé
sur . Au voisinage de M I'ensemble I' n'a pas d'autre point que M.
* Si la forme Q est définie mais ni positive, ni négative, on sait qu'il existe un ouvert ® contenant
m, tel que wNy soit formé de deux arcs réguliers se coupant en m.
Sit — (x(t),y(t)) est un paramétrage régulier de I'un d'eux, la courbe de l'espace définie par
t — (x(1),y(1),f(x(t),y(1))) est réguliére (car sa projection est réguliére), et tracée sur S et sur Tm(S).
Ainsi au voisinage de M, T est formé de deux arcs sécants en M; l'intersection de la surface et de son .

plan tangent est une courbe & point double.
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Vocabulaire: Lorsque la forme Q est définie positive ou négative, on dit que la courbure de la surface est

positive en M. Lorsque la forme Q est définie mais ni positive, ni négative, on dit que la courbure de la
surface est négative en M. Lorsque Q est dégénérée, on dit que la courbure de la surface est nulle en M.

Exercice q: Repérer sur la surface d'un vase les points ol la courbure est positive, et ceux od elle est négative.

§ 9 : Recherche des extrema d'une fonction de R3 dans R.

Soit f une application de classe C2 d'un ouvert U de IR3 dans RR. Et soit M un point de U.

Une condition nécessaire pour que f ait un extremum en M, est que la différentielle de f en M

soit nulle.
La démonstration est analogue 2 celle que nous avons faite en dimension 2, résumons la: si dmf est non
nulle, il existe un vecteur X tel que Dxf soit non nulle; et alors le long de la droite passant par M et de
vecteur directeur X, la fonction f est strictement monotone au voisinage de M; ce qui exclut que f puisse
présenter un extremum en M.

Les points M tels que dyf = 0 sont appelés les points stationnaires de [ ce ne sont pas tous des
extrema. Pour savoir si le point stationnaire M est un extremum, nous allons regarder le développement
alordre2defenM.

Nous admettrons qu il s'écm (s1 h= (hx,hy, z))

V) — EM) = 5 [(02)2 S50V + (2.2 = o+ + (P TE o) + 2hxhy;,—3—<M>+

2hyh, W(M) + 2h;hy m(M)] + (hx2+hy2+h;2)e(h)
(ou € est une fonction continue et nulle pour h = 0). Soit f(M+h) = f(M) + Q(h) + N(h)2 g(h). On Q(h)
est une forme quadratique sur IR3, c'est a dire une expression de la forme

Q(hxhy,hz) = Ay hy2 + Ap hy2 +A3 h,2 + 2B1hxhy + 2B3 hyh, + 2B3 h;hy
Réduction des formes quadratiques
Toute forme quadratique Q sur IR3 peut s'écrire
Q(h) =21 [@1(0)]2 + A2 [@2(h)]2 + A3 [@3(h)]2
Ou les A; sont des nombres et les @; des formes linéaires indépendantes.
A1 B; B3

hy
Pour nous en convaincre posons S = ( B1 Az By ) ; on vérifie facilement que (hy,hy,h;) S hy]
B3 By Az h,

est la matrice a une ligne et une colonne dont I'unique coefficient est Q(h). On sait que toute matrice
symétrique est diagonalisable par une matrice orthogonale (chap.5 §5). Il existe donc une matrice
orthogonale H et une matrice diagonale A telles que S = H-1AH = Ht AH. Et alors

h hy h
Q) = (hyhyhy) S (2;) = (hx,hy.h;) H1AH (gy] = (hxhyhy) HAH @)

7A

h
En posant H (h;) = ((g;lggh; (ce qui équivaut & (@;(h),@2(h),@3(h)) = (hx,hy,hz) HY) , on obtient
“ \e3h)
01
QM) = (¢1.92.93) A| @3 | = (A1 [91(0)]2 + A2 [92(h)]2 + A3 [@3(h)]2)
&)

Ou les A; sont les coefficients diagonaux de A. Les @; sont des formes linéaires indépendantes (puisque
H est une matrice inversible).
Cette démonstration nous donne une méthode un peu longue pour trouver une forme réduite
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de Q. Nous emploierons plutdt la méthode de Gauss, que nous allons décrire sur un exemple.
Soit: Qu,v,w) = u2+v2+8w2+2uv+4uw-2vw
Nous allons écrire une forme linéaire dont le carré contient tous les termes en u de Q.
Q(u,v,w) = (u+v+2w)2 + 4w2 — 6vw = (u+v+2w)2 + Q'
Puis nous écrivons une forme linéaire dont le carré contient tous les termes en w de Q'.
QUu,v.W) = (Uhv42w)2+2w- 3v)2 - 242

~ On vérifiera facilement que les 3 formes u+v+w, 2w —%v, v sont indépendantes.

Exercice r: Réduire la forme quadratique Q = 4xy + 2yz + 6zx. On remarquera qu'ici la méthode de Gauss que nous venons
de décrire ne peut s'employer directement (car il n'y a pas de termes en x2, ni en y2, ni en z2). On commencera donc par
employer l'identité (x+y)Z — (x-y)? = 4xy pour "faire apparaitre des carrés.

Il y a ainsi plusieurs méthodes pour réduire un forme quadratique, et chacune d'elles comporte
un certain nombre de choix. I y a donc de nombreuses réductions possibles; mais on démontre que:

Le nombre des coefficients A; positifs, le nombre des A; négatifs et le nombre des A; nuls est
indépendant des choix que I'on a faits. Si les trois A; sont non nuls, on dit que la forme Q est définie.
S'ils sont tous trois positifs, Q est dite définie positive.S'ils sont tous les trois négatifs, Q est dite
définie négative. S'il y a un ou plusieurs A; nuls, on dit que Q est dégénérée.

Exercice s: Déterminer le nombre de carrés positfs et le nombre de carrés négatifs des formes quadratiques suivantes:

x2 + y2 + 72 - 2xy - 2yz - 2zx v24+5w2+6uv+4vw-2wu 2uv-+Huw-2vw

Conditions suffisantes pour qu'un point stationnaire soit un extremum.
Soit Q la forme quadratique des termes de degré 2 du développement de f en M; alors:
* Si Q est définie positive, f a un minimum relatif strict en M.
* Si Q est définie négative, f a un maximum relatif strict en M.
* Si O est définie, mais ni positive, ni négative, M n'est pas un extremum.
* Si Q est dégénérée, il est impossible de conclure en ne regardant que le développement
al'ordre2 de fen M.
Ces résultats sont tout 2 fait analogues A ceux que nous avons vus en dimension 2. Les démon-
strations sont aussi fort semblables. Nous ne les ferons pas.

Complément : Le théoréme des fonctions implicites pour les fonctions de R3 dans R.
Le théoréme d'inversion locale

Soit f une application de classe C! d'un ouvert U de R3 dans IR3. Soit M un point de U tel que
dpmf soit inversible (c’est une application linéaire de R3 dans R3). Alors il existe un ouvert @ de R3 qui
contient M et un ouvert $2de R3, tels que f/  soit un difféomorphisme de @ sur S2.

Nous admettrons cet énoncé, identique 2 celui que nous avons vu en dimension 2. Il permet de
préciser l'allure de I'ensemble des solutions de I'équation f(P) = o, lorsque f est une fonction de classe
C!l, a valeurs dans R.

Le théoréme des fonctions implicites en dimension 3
Soit f: U(CRR3) — R une fonction de classe C!. Soit M un point ou la dérivée partielle a—est

non nulle. Pour étudier 1'équation f(P) = f(M) au voisinage du point M, nous allons utiliser I'application
F:R3 — R3 définie par F(x,y,z) = (x,y,f(x,y,2)). Elle est de classe C; et sa différentielle en M a pour

matrice (dans la base naturelle de R3)
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1 0 0
afo of ) of !
M) ayM) 5zM)

Puisque gg(M) # 0, elle est inversible. Nous pouvons donc appliquer le théoréme d'inversion locale. II

existe un ouvert ® contenant M (et contenu dans U), et un ouvert Q de R3 contenant F(M), tels que
F| soit un difféomorphisme de  sur Q. Notons G:Q — o l'application inverse; elle est de classe C1
(et méme C* si f est C*°). Notons G1,G7,G3 les trois fonctions coordonnées de G. Alors
F(G1(X,Y,Z),G2(X,Y,Z),G3(X,X,Z)) est égal a (X,Y,Z) (car F est l'inverse de G) et aussi 2
(G1(X,Y,2),G2(X,Y,2), f(G1(X,Y,Z),G2(X,Y,Z),G3(X,X,Z)) (d'apres la définition de F); donc
G1(X,Y,Z) = X et Go(X,Y,Z) = Y. Ainsi G(X,Y,Z) = (X,Y,G3(X,Y,Z)).

Pour tout o, notons £ l'ensemble des points P de o tels que f(P) = o; notons P
l'intersection de Q et du plan d'équation z = a.. Alors F(Zo) € Py et G(Py) € Z. Donc F et G sont
des bijections réciproques de X sur P,

A tout (x,y) tel que (x,y,o) soit dans Pg, associons G3(x,y,a) ; nous obtenons une application
¢ d'une partie de IR2, A valeurs dans R, dont le graphe est G(Pgy) c'est & dire Zy.

Ainsi l'hypothése que %{M ) #0 permet de démontrer que dans un ouvert @ contenant M, les

solutions de I'équation f(P) = «, forment une surface qui peut étre définie comme le graphe d'une
application ¢ de classe C! d'une partie de R? dans R. Et @ est C* chaque fois que f est C°.

Si nous avions supposé %M ) # 0 (resp. g)é(M ) #0), nous aurions, de fagon analogue,

montré que les Zq étaient les graphes d'applications (x,z) — ¥(x,z) (resp. (y,z) = @(y,z)). De fagon
générale si dpf n'est pas nulle, au voisinage de M les solutions de f(P) = o (s'il en existe !) forment une
surface. ’

Exercice t: Soit S I'ensemble des points M(x,y,z) tels que x2+2xy2+y222 = 2x +4y+2z. Trouver trois fonctions ¢,¢',¢"
telles que, au voisinage de I'origine, S puisse tére considérée soit comme I'ensemble des points de la forme (x,y,p(x,y)),

soit comme I'ensemble des points de la forme (x,9'(x,2),2), soit comme I'ensemble des points de la forme (9"(y,2),y,2).
La fonction ¢ est une fonction implicite, c’est a dire qu'il nous faut renoncer a la calculer

explicitement (sauf dans quelques cas simples comme a l'exercice t). Nous pourrons seulement
connaitre ses dérivées partielles en dérivant la Jormule (Vxety)f(x,y,p(x,y)) = 0.

L'équation du plan tangent
En dérivant la relation ci-dessus, d'abord par rapport a x, puis par rapport a y, on obtient:

0
g,%x,y,w(x,y)) + %ﬁ(x,m(x,y)) ai,f(x,y) =0

0
FY003) + x.y.p(x) S2ny) =0

Ce qui donne les dérivées partielles premigres de ¢ en (xM,yMm), et 'équation du plan tangent en M:

= aa;(f'(XM,)’M,(P(XM,YM)) = %(XM,)’M,(P(XM,YM))
% = 2xg (x—xM) + (y-ym)
37XMYM,O(XM,YM)) TZEMYMQ(XM,YM))

Ce qui donne la formule classique g)alable quelle que soit la dérivée partielle non nulle en M):
(x=x11) M) + (-30) G40 + (=) ) = 0

Exercice u: Soit S la surface d'équation x243y24222 = 4x +y + 2z + 1.
1) Ecrire I'équation de son plan tangent au point M(1,~1,1).
2) Déterminer les points de S o le plan tangent est parallgle au plan n(x+4y-3z = 0)
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Exercices sur le chapitre 16

Exercice 1: Dans R2 on considere les courbes:
C(x2-2y3=x-2y) et TI(x2+2y>-4y*=x-2y)
Elles passent toutes deux par le point P(1;1). Montrer qu'elles ont méme tangente en ce point. Dessiner cette tangente,

préciser les positions des deux courbes par rapport 2 cette tangente, et les positions relatives des deux courbes.

Exercice 2: Tracer la courbe d'équation x2 — y3 + 3y +2 = 0 . On pourra chercher 2 I'écrire sous la forme x = ¢(y). Préciser
les tangentes aux points d'intersection avec les axes.

Mémes questions pour la courbe x2 + y3 -3y-2=0.

Exercice 3: La courbe I" d'équation x sin Ty +y cOs Tix = —42- passe par le point M(i—; %). Montrer qu'au voisinage de

M c'est une courbe régulire. Quelle est sa tangente en M ?

Exercice 4: Dans un plan muni d'un repére orthonormé (O,‘i’,'j’). on considere les points A(0;-1) et B(0,1). Soit
M(x,y0) un point non situé sur les axes. Par M passe une hyperbole H de foysers A et B, et une ellipse E de foyers A et
B.

a) Donner une équation de H et une équation de E.

b) Montrer que ces deux courbes se coupent orthogonalement en M.

Exercice 5: Dans R2 on considére I'ensemble I" des points M(x,y) tels que:
f(x,y) = (x+y)(x2+y?) - 4xy =0.

a) Montrer qu'au voisinage du point A(1;1), T est une courbe régulitre. Ecrire une équation de la tangente a I'en

b) Montrer g'au voisinage de l'origine, I" est une courbe ayant un point double. Ecrire des équations des tangentes a

l'origine aux deux arcs qui y passent.

¢) Montrer que le systéme d'équations {f(x,y) =0, %f((x,y) =0, z;—;(x,y) =0 } a une seule solution (qui est

l'origine) Qu'en résulte-t-il pour I' ?
d) Soit Dy la droite d'équation y = tx. Montrer qu'elle coupe I en deux points: l'origine et un autre point M; dont

on calculera les coordonnées (en fonction de t). Tracer la courbe I'.

Exercice 6: Dans un plan P, on considére un repere orthonormé (O,T),'j)) , et I'ensemble I défini (dans ce repere) par
1'équation: ‘
fxy) = x(x2 +y2) - (62 -y = 0
a) Le point A(1;0) est sur I". Montrer qu'au voisinage de A, I est une courbe régulidre et donner une équation de la
tangente a I" en A.
b) Montrer que, au voisinage de l'origine, I" est formée de deux arcs. Préciser les tangentes 2 l'origine de ces deux

arcs. Préciser les positions de ces arcs par rapport a leurs tangentes a l'origine.
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Exercice 7: Soit I" I'ensemble des points M(x,y) tels que x121 +x30y31 4 y54 4 x2_ y2 = 0, Montrer qu'au voisinage de
l'origine I" est une courbe a point double. Déterminer les tangentes au point double. Et montrer que le point double est
d'inflexion pour chacune des deux branches.

En est il de méme pour C(x123 +x51y31 4 y18 442 _y2-(y9

Exercice 8: Les deux courbes C(x2+ Xy +3x+y=0) et I'(xy + y2 +x243x+ y = 0) passent par l'origine, ol elles ont
méme tangente. Placer (au voisinage de I'origine) sur une méme figure cette tangente et les deux courbes (en précisant leurs

positions relatives).

Exercice 9: Soit F: R2— R définie par F(x,y) = x3 + y3 + x2y —y.
a) Tracer la "courbe" d'équation -g;(x,y) =0.

b) Tracer la "courbe" d'équation g;-:-(x,y) =0.

¢) Déterminer les points stationnaires de F. Quels sont ceux qui sont des extrema ?

Exercice 10: Soit F: R2 - R définie par F(x,y) = x3 + y3 + 3xy.
a) Tracer la "courbe" d'équation g—f(x,y) =0.

b) Tracer la "courbe" d'équation g—f-(x,y) =0.

¢) Déterminer les points stationnaires de F. Quels sont ceux qui sont des extrema ?

Exercice 11: Soit F: R2 —» R définie par F(x,y) = x3 + xy2 + 2x2y + 2y + x.
a) Tracer la "courbe" d'équation §(x,y) =0.

b) Tracer la "courbe" d'équation %(x,y) =0.

¢) Déterminer les points stationnaires de F. Quels sont ceux qui sont des extrema ?
d) Tracer la courbe 'y d'équation F(x,y) = 0 (on pourra essayer de I'écrire sous la forme y = ((x))

Préciser les tangentes 2 y 2 I'origine, et aux points d'intersection avec les axes.

Exercice 12: On considere I'application F de € dans R qui 2 tout z associe |sin z|. Soit U le complémentaire des points de

la forme kr. Montrer que F est de classe C! sur U. Montrer que F n'a aucun extremum sur U.

Exercice 13: Soit f 'application de € dans R définie par f(z) = | z3 + 3z| _
a) Montrer qu'elle est C* en tout point ol elle est non nulle. Calculer sa différentielle en Z(g=X0+yQ.

b) Quels sont ses points stationnaires ? A-t-elle des extrema ?

Exercice 14: Dans un plan P muni d'un repere orthonormé (O,T),_J"), on donne les deux paraboles d'équations y = x2 et

y=-x2-2x - 1—85- Tracer ces deux courbes.

Soit u — M(u,u?) un paramétrage de la premidre. Soit v — N(v,— v2 — 2y — 1?5-) un paramétrage de la seconde.

Déterminer les extréma de la fonction (u,v) — [dist(M(u),N(v))]2. Montrer qu'il existe un point Py de la premigre et un

point Qg de la seconde tels que, quels que soient P sur la premiere et Q sur la seconde, on ait d(Po,Qp) £ d(P,Q).

Exercice 15: Sur le disque défini dans R2 par x2 + y2 <4, on considere la fonction f définie par
f(x,y) = x2 + 2y2 + 6x + 3.
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Déterminer les points stationnaires de f situés 2 l'intérieur de ce disque. Puis déterminer la plus petite valeur et la

plus grande valeur prises par f sur ce disque.

Exercice 16: On considere la fonction F: R2 — R définie par F(x,y) = x3+y3+ xy2 + x. Montrer qu'ellle n'a aucun
point stationnaire.
Au chapitre 10 §7 on a démontré que, sur le carré C(Ix|+lyl < 1), 1a fonction F est bornée et atteint ses bornes.

Déterminer ces bornes et les points ol elles sont atteintes.

Exercice 17 On considére dans R3 la surface S définie par z = x3+ y3 +x2y +3y=0.
a) Quels sont les points de S ot le plan tangent est parallele au plan ©(5x + 7y —z=0) ?

b) Quels sont les points ol la courbure de S est positive ? négative ? nulle ?

Exercice 18: Dans I'espace muni d'un repere orthonormé (O,T’,’j",?) on considere la surface Z(z=x4+y3+xy+7x). Le point
A(1;-2;-2) est sur X et sur la sphere S de centre 'origine et de rayon 3. Ecrire une fonction g(x,y) telle que, au voisinage de
A, la sphére S s'écrive z = g(x,y). Montrer que, au voisinage de A, SNZ est une courbe régulidre, et déterminer sa tangente

en A.

Exercice 19: On considre la surface S d'équation z = 2x2 4 2xy +x +1.

a) Le point M(1,-1,2) est sur S. Quel est le plan 7 tangent 2 S en M ? Montrer que l'intersection de w et de S est
formée de deux droites (on donnera des vecteurs directeurs de ces droites).

b) Dessiner les projections sur le plan des (x,y) des intersections de S et des plans paralleles a 7 et voisins de 7.

¢) Montrer que, quel que soit le point P(xo,y0,z0) de S, le plan tangent 2 S en P coupe S suivant deux droites.

Exercice 20:
Dans un plan muni d'un repere orthonormé (0.?,'1"), on considere la courbe I" d'équation x2 + 2xy +4x +2y = 0.
Trouver un repeére orthonormé (O,_I),?) dans le quel 1'équation de I' est de 1a forme AX2 +BY? + CX + DY = 0. Trouver

le centre de symétrie et les axes de symétrie de I'. Tracer I'.

Exercice 21: Déterminer les points stationnaires des fonctions suivantes de R3 dans R. Parmi ces points quels sont ceux
qui sont des extréma ?

f(x,y,z) = x3 + 3xy2 + 23+ 3xy

g(xy,z) = X3 + 23+ xyz + x2 -z2

h(X,y,Z) = 2xyz + X2 + yz 3 Z2 .
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Chapitre 17

Etude géométrique des courbes du plan et de I'espace

On désigne par P un plan orienté. Pour la commodité on y choisit une fois pour toutes un
repére orthonormé direct (O,7”,73). De méme on choisit une fois pour toutes un repeére orthonormé

direct (O,7,7”,%®) de l'espace. Les normes considérées sont les normes de la géométrie élémentaire.

§ 1 : Courbes - Points réguliers

On appellera courbe paramétrée toute application de classe C* d'un intervalle I dans P, ou dans
l'espace. L'image I" de ladite application est la courbe, l'application elle-méme est le paramétrage. Deux
telles applications peuvent avoir méme image; autrement dit une courbe peut avoir plusieurs
paramétrages.

—
Nous appellerons point régulier du paramétrage, tout point M(tp) tel que %4- (tp) # 0 (nous

_9 7
noterons -dZAti , plutot que %— le vecteur dérivée premiére).

En un point régulier du paramétrage, une courbe plane présente I'allure suivante:

dM
dt M .
dt2 d;M
dt3
=3 - 5 - o —
Si @- n'est pas colinéaire A 28 Si szM = XM et si Td3M n'est pas colinéaire 2 o
dt P d s " T d dt pas dt

En un point singulier, 1a courbe peut avoir I'une des allures suivantes

¢M

did
=) M = s >
Si gm— #0 dg‘ Si M #0, si d> =A M
di? ’ a2 ’ s a2

P P - 5>
d*M d2M . dM o d2M
et si Il n'est pas colinéaire a =7/ et si o n'est pas colinéaire a a2



M S
dr3 M
dt3
—
@M dt5
dt4
= = = = =
. d2M dM d2M M d‘m dM
Si ==-=0, # 0, i =0, =
T ans St S =0 *0. <4 A d?
- = = =
CdM . dM . dM . dM
et si e n'est pas colinéaire 2 -d—tg- et si ET n'est pas colinéaire a a

§ 2 : Changements de paramétrage

Considérons une courbe I" définie comme I'image de l'intervalle I par I'application t — M(t).
Une application bijective @ (de classe C*) de l'intervalle J dans I, permet de définir un nouveau
paramétrage de la courbe 6 — M(¢(8)).

Notons qu'il est possible qu'un point soit régulier pour le paramétrage initial, et ne le soit plus
pour le nouveau paramétrage. Par exemple la courbe plane (x =sh t,y =ch t) est réguliere en tout point;
mais (x = ch t5, y = sh t5) définit la méme courbe, et a une singularité pour t = 0.

Nous dirons qu'un point est géométriquement régulier s'il existe un paramétrage pour lequel il
est régulier. '
En un point géométriquement régulier, une courbe plane a I'une des allures suivantes.

N >

Des points tels que ceux ci

ne sont réguliers pour aucun paramétrage.

§ 3 : Longueur des courbes
Soit t — M(t) (t €I) une courbe et o et P dans I, on appelle longueur de l'arc M(o)M(B) de

cette courbe le nombre :

B

—
2= | J 1Mol al
¢ M)
Ceci correspond 2 la notion physique de longueur, en effet :
s0it tp=0L<t1<...<ty=B , notons A(to,...,tn) la longueur de la

ligne polygonale M(to)M(t)...M(tp).

M(t,)

M(to)

A(tg,...,tn) = 2 IM(t;. M .
i=1



9
On démontre (Ex a) que (Ve>0) (3n>0) tel que sup|ti-ti1| <n entraine | £(q,p)- Alto,....tn)| <&.
Autrement dit £(q,g) est la limite des longueurs de ces lignes polygonales lorsque les t;-tj.

tendent vers 0.
Notons que 4(a,B) ne dépend que de la courbe et des points M(o)M(B) (mais ne dépend pas du

paramétrage utilisé pour faire le calcul). Ceci résulte du calcul que I'on vient d'esquisser. Pour un chan-
gement de paramétrage du type (&t — M) - (8- M(¢(8))) avec ¢ de classe Cl, ceci résulte

aussi du théoréme de changement de variable dans les intégrales :

B Rl )
M M . dMs0)
[ 1Rl - _1 | 1%l o) c0 - j I g
* PR RN

si @' est positif, si non les deux derni2res intégrales ne sont égales qu'au signe pres.
Exercice a : 1) Soit @ :[a,b] — 4 une application de classe Cl. On pose f(t) = "Tp’(t)" . Montrer que, si @ ne s'annule
-
pas, f est de classe C1. Puis montrer que (V1) : | (;—f(t)l <l %?(t)" (On pourra dériver I'égalité 2 = @2).
2)Soit une courbe t — M(t) (te [a,b]) de classe C2.Puisque toute fonction continue sur un intervalle fermé borné
=2
est majorée , on peut affirmer qu'il existe m tel que (Vte [a,b]) Il %2[%-4(0" < m. Justifier que , quels que soient u et v dans

[a,b], on a les inégalités :

—)
)2
IM@MR) - (v-u) gl}—‘:’(u)ll < ﬂ—‘;"L (formule de Taylor)

—)
2
' Ay - (v-wll %4(11)" I < w (formule de Taylor)

l Loy - IMM®I| < m(v-u)2 (utiliser les deux précédentes)
3) Soittj =a+i bt;—a(i =0,...,n). Soit A, la longueur de la ligne polygonale [M(to)M(t1)...M(t,)]. Démontrer

que [Ap- Lapl < rle(b-a)z. En déduire que, quel que soit £>0, il existe N tel que (n>N) implique | A,- £ abl 2E

§ 4 : Paramétrages intrinséques - Orientations d'une courbe

_.9
Un paramétrage s — M(s) d’une courbe I est dit intrinséque si (Vs) %t-{(s) est de norme 1.

Construction d'un paramétrage intrinséque d'une courbe réguliére
Soit I" une courbe réguliére, et soit t — M(t) (I - I') un paramétrage partout régulier. Posons
t
_)
vo= [ 180l 6,
Lo

_)
L'application y est de classe C* et sa dérivée est toujours strictement positive (parceque J5 ne

s'annule pas). Elle définit donc une bijection de l'intervalle I sur un intervalle J. Soit ¢ la bijection
inverse. Alors le paramétrage s — M(¢(s)) est intrinséque. En effet :

= =
=20 M (46

= =
donc 151 = 19 ™ I Dol = 1
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Exercice b : On considere la courbe (x(t) = cost + cos2t ; y(t) = sint + sint cos t) (te ]-x,x[). Construire un paramétrage

intrinséque de cette courbe. Tracer l'arc correspondant a- [1/2,37/2]; pourquoi ne posséde-t-il pas de paramétrage intrinseque?

Les différents paramétrages intrinséques

Soit s—M(s) une courbe donnée en paramétrage intrinséque. Faisons un changement de
paramétrage du type s = to+cste ; nous en obtenons un nouveau. On démontre qu'il n'y a pas d'autres
paramétrages intrinséques que ceux que l'on obtient ainsi.

11y a donc 2 familles de paramétrages intrinséques. Chacune correspond & un sens de parcours
(ou orientation) de la courbe. Dans la pratique, on travaillera sur des courbes orientées, c'est-a-dire
qu'on éliminera l'une de ces deux familles de paramétrages.

. . ; . .. =
Notation: Soit M(s) un point d'une courbe paramétrée intrinséquement. On note T(s) le

—
am q . ; .
vecteur HE_(S ); on l'appelle le vecteur unitaire tangent @ la courbe au point considéré. Notons que ce

vecteur dépend de l'orientation choisie sur la courbe; l'orientation opposée donnerait le vecteur opposé.

§ 5 : Centre de courbure et plan osculateur.
Centre de courbure.

o

7?\4) est orthogonald T (car 27T . S %= a-(T’ T) = a—(l)-O) il est

Le vecteur ;l (= )

donc soit nul, soit non nul et perpendiculaire a T. SoitMle point de parametre sg:
* Si %E( so) est nul, nous dirons que M est un point de courbure nulle ™) de l'arc considéré.

* Si %SO ) est non nul, nous appellerons centre de courbure de la courbe en M, le point C

défini par

_t' ”Cﬁ‘(so)” 7‘(so)

Ce point C ne dépend pas du sens de parcours, puisque T en dépend, mais que %_’-fs- n'en dépend pas.

_—)
Exercice b: Soit C un cercle de rayon R et de centre O. On choisit un repere orthonormé (O, 7. K)telque T et 7

soient dans le plan du cercle. Montrer que s — (R cos ;— , R sin %,0) est un paramétrage intrinseque de C. Montrer que en

tout point M de C, le centre de courbure est O.

Le plan osculateur
Le plan osculateur en un point M ot la courbure n'est pas nulle, est le plan passant par M et

parallele aux vecteurs T et %_% Clest le plan qui contient la tangente et le centre de courbure. Sila

courbe est plane, c'est le plan de la courbe.

(*) On dit aussi un point méplat.
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Conventions dans le plan.

Dans le plan (orienté) P, on a coutume de noter N (s0) le vecteur unitaire directement perpendi-
. . d
culaire a T‘( 50). On l'appelle le vecteur normal principal en M a la courbe. Puisque le vecteur 33;( s0) est
orthogonal a T)(so), il s’écrit

%_si(so) = p N(so)

Le scalaire p est appelé la courbure de I'arc considéré en M (il est nul si %?(so ) = 0). Et, s'il n'est pas

nul, nous avons MC = Lﬁ(so).
p

Exercice ¢: En voiture, vous prenez un virage, dans quel sens tournez vous le volant si la courbure du virage est positive ?

Négative ?
Conventions dans I'espace.

Si %so ) #0, nous appellerons courbure en M de I'arc considéré le scalaire p=1l %—?( so)ll;

et, si p #0, nous noterons N (so) le vecteur I—%—g:(so); c'est un vecteur unitaire orthogonal a ?( $0), que
p
" e = 1 v
nous appellerons vecteur normal principal en M a la courbe. Nous avons encore MC = - (so0). Les
p

vecteurs T)(so ) et N (s0) forment une base orthonormée du plan osculateur.
Remarquons que dans I'espace la courbure est toujours positive ou nulle; dans le plan elle est

positive si (T’(so), -‘3%(50)) = +§- , et négative si (?(so), %?(so)) =— g— Les deux conventions sont

donc tres différentes, bien que les notations usuelles soient les mémes.

Dans le plan orienté [a convention que nous avons faite a Lavantage de distinguer les courbes ‘qui
tournent & droite’, de celles “qui tournent 3 gaucﬁe'; et ainsi de faire jouer un rle essentiel 3 [a caractéristique
de [a courbe [a plus banale, celle que Con voit immédiatement sur le dessin. Dans lespace, en [abscence dune
orientation du plan osculateur de (a courbe au point M, il est impossible de distinguer les deux vecteurs unitaires

de ce plan qui sont orthogonaux & ?; c'est pourquoi notre convention porte sur le signe de p. D'ailleurs, dans
Lespace on ne peut plus distinguer les courbes qui tournent & droite de celles qui tournent & gauche, cela dépend
de la position de Lobservateur par rapport & [a courbe, ou plutdt par rapport 4 son plan osculateur.

Approximation d'une courbe par sa tangente, par son cercle de courbure.
Notons que le développement limité a I'ordre 2 (en sp) de la fonction s — M(s) s'écrit

2
OM(so+h) = ON(so) + h TG0) + - p(soNo) + o)
Le point m(h) défini par O—)m(h) = O_I\)/I(so) + h T(—s)o) est un point de la tangente en M(sg). La distance
2
m(h)M(so+h) est I th(so)N(_s’o) + o)l , elle est o(h). A fortiori la distance de M(sg+h) & sa

tangente en m(sp) est o(h).
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Si la courbure est nulle au point M(sg), la distance m(h)M(so+h) est ®(h2); et a fortiori la

distance de M(sp+h) a la tangente est o(h?). On dit alors que la tangente est osculatrice en M(sp) a la
courbe .

Autrement dit [a tangente approche beaucoup mieux [a courbe en un point de courbure nulle qu'en un
point de courbure non nulle. Nptons que si (a courbe est plane, un point M(sp) o [a courbure est nulle est en

M
général (c'est-a-dire si 75 (so) existe et est non nulle) un point dinflexion (cf: §1).

On appelle cercle de courbure au point M(sp), le cercle T centré au centre de courbure C(sp),
passant par M(sp) et situé dans le plan osculateur. On démontre que la distance de M(sp+h) au cercle
osculateur (c'est 2 dire inf. mM(sp+h)) est o(h?2).

. - — =) 1 > . -
Exercice d: Vérifier que t = Opu(t) = OM(sg) + m[(l — cos p(so)t) N(sp) + sin p(sp)t T(so)] est un paramétrage
_)
intrinséque du cercle de courbure en M(sq). Ecrire le développement 2 l'ordre 2 de la fonction t — Op(t) pour t = 0.
- -
En déduire que Oju(h) — OM(so+h) = o(h?), et que inf. mM(so+h) =o(h?)

On peut condidérer que [a tangente est en quelque sorte un développement limité a Lordre 1 géomé-

trique de [a courbe. Si la courbure est nulle c'est méme un développement 4 Cordre 2. En un point de courbure
non nulle c'est le cercle de courbure qui joue le role de développement limité géométrique & Lordre 2.

§ 6 : Calcul de la courbure

Le § 5 nous donne un moyen de déterminer p(s) et C(s) quand la courbe est définie en
paramétrage intrinseque. Malheureusement il est le plus souvent impossible de construire un paramétrage
intrinséque explicite d'une courbe donnée. En effet la méthode donnée au § 4 est toute théorique, elle
utilise deux opérations (calcul d'une primitive, et calcul de l'inverse d'une bijection donnée) que 1'on ne
sait pas effectuer explicitement (sauf bien entendu dans quelques cas particuliers). Il est donc nécessaire
de trouver des méthodes permettant de calculer p et C quand on ne dispose pas d'un paramétrage
intrinséque explicite.

Supposons donc donnée une courbe réguliére avec un paramétrage quelconque t—M(t). Nous
savons (§ 4) qu'il existe un paramétrage intrinséque s—M(s) de cette courbe, qui définit 1a méme orien-

tation que le paramétrage initial. Nous avons alors :

dM _ dt dM
ds ~dsdt
= = = =
- dt _ vy CydMyl dMde M
v E=IGT e TeIE FeET
. d2M 2 @M
Puis d—— ( ) -a— ( ) d[2
. M 2 @2
soit e ke [a-( )] -+ ( ) rron
Exemple 1: Soit la courbe plane définie par (x =cos3t; y = sintt) (0 <t <;f-). j
= =,
(LM_{_ = (-3 cos2t sint; 3 sin?t cost) donc "%—" =3 cost sint= %_ts_
En choisissant pour orientation de la courbe, celle qui est définie par le parametre t. ‘

T’: (—cost; sint) donc N_>= (-sint; —cost)



99

@M _dT  dt dT 1 _—
7 S0 - & 0 - Toxte (sint ; cost) donc p= r—tsint

Le centre de courbure au point de parametre t est donné par MC = -3 cost sin t (-sin t, —cos t).
Donc C est le point de coordonnées (cos3t + 3 cost sin?t, sin3t + 3 sin t cos2t).
Exemple 2: Soit la courbe de I'espace définie par (x=sint;y =cost; z=cht).
=3 =
%M[— =(cost; -sint; sh t) donc "%-Mt—" =cht =%f—
En choisissant pour orientation de la courbe, celle qui est définie par le paramétre t, on a

"T)_ —— (cost; -sint; sh t)

cht
@M _ dt dT _dT 1

ds2 ~ ds dt T ds =Ch3t

(-cht sint-shtcost;-chtcost+shtsint; 1)

dT V2 . L
D = T e—— — o - LT .
onc p "H—s " P et N \/§ pr (-cht sint-shtcost;-chtcost+shtsint; 1)
D'ou MC =_2_ch : (cht sint-shtcost;-chtcost+shtsint; 195

Quelques formules dans le plan: Supposons que dans un repere orthonormé direct, les coordonnées de
M(t) soient x(t) et y(t). Alors:
_>

% = (x, y) donc %f—: Vx'24y2 ot T =
d'ot N =

1
(X"
x|2+y|2
1 1 A\l
————— ———— " S x
FERTR -y, x)

. l I' ' H) x (x' " l 'l a?‘
Puis ( (x'2+y'2)3 7 (x'2+y'2)3/2 ) donc WPL (y', -x")
X'

- X

Exercice e : Soit f une fonction de classe C2. Soit T le graphique de f en repere orthonormé. Soit M le point (0,f(0)). On

Et enfin p=

suppose que le développement limité de f A l'origine s'écrit : f()=a+bt+ct2 + o(12).
1) Calculer en fonction de a,b,c les vecteurs -’? et ﬁ de I" en M; calculer la courbure de I" en M.

2) Calculer en fonction de a,b,c les coordonnées du centre de courbure de I' en M.

Quelques formules dans 'espace:
M

ds 1
= (X',y',Z') donc = x'2+y'2+Z'2 et ? = x',y"z')
a d& Vx'24+y'247'2

T apN= dM dm (dt)3 dM dZM

dt2

Donc, puisque p>0 et ITANI =1, p= ( )3 " dM QY_KLI_"

- ‘
' dM d .
On notera qu'en normant le vecteur N a2 on obtient le vecteur B = T AN normal au

plan osculateur (et appelé vecteur binormal & la courbe au point considéré). Les vecteurs T’Ff ,'l?
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forment une base orthonormée directe (appelée repére de Serret-Frenet de la courbe au point considéré).

Ainsi la connaissance de T et B nous redonne N grace a la formule N =FAT. .

§ 7 : Torsion d'une courbe de I'espace.
Considérons un point Mg d'un arc régulier muni d'un paramétrage intrinséque. Supposons
que My ne soit pas un point de courbure nulle.

Les trois vecteurs _'?,ﬁ, B sont des fonctions dérivables de s (si s = M(s) est au moins 3

fois dérivable, ce que nous avons supposé). Le vecteur %Tsi est colinéaire & N ; car
SdB 1d 2= dB _d at
B=5 5 (BE)=0 e T’.as—=a§(?.?)—a§-.'§=o-pﬁ.§’=o.

11 existe donc un scalaire (sg) tel que %so) = 1sp) N (so) ; on l'appelle la torsion ™) de T en M.

Pour calculer Is calculons ses trois coordonnées dans le repére de Serret-Frenet. Ce sont : .
%@—.?:—ﬁ‘—ﬁ-:—p (carf\?.?:cste)
%ﬁs- R =i (car N2 = cste)
RE-RE-e (o B =eso)

Donc d'd?ls— =i— P? - {ﬁ

On retiendra les 3 formules de Serret Frenet
v By o« R 7F

Remarques: 1) Les vecteurs T et B sont multipliés par -1 si I'on change le sens de parcours. Tandis

que N est indépendant du sens de parcours. ‘
2) Des formules de Serret-Frenet on déduit

@AM d dp -
-ds—3=a-s-(pﬁ) =a§ﬁ - pz?- ptB
Ce qui nous donne le développement de Taylor a I'ordre 33
2 3
O_l\)/I(s0+h) = O_K/I(so) + h? + %— pl_\? + %— [%% ﬁ- p2?+ p‘cﬁ] + o(h3)

§ 8 : Projections d'une courbe de I'espace sur un plan.
Considérons une courbe T' (donnée en paramétrage intrins2que), un point Mg de T ol la

courbure n'est pas nulle, et la projection orthogonale & sur un plan P (on notera A la direction de droite
perpendiculaire 2 P). Essayons de déterminer I'allure de la courbe y = (I"), au point mg = (M)

= o .
Cas général: La direction A n'est parallele a aucun des vecteurs Tg, No, Bo du triedre de Serret-Frenet

du point M.

(*) Certains auteurs prennent une convention de signe opposée, et appellent torsion de I en M, le nombre —1.
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Projetons le developpement limité ci-dessus:

Om(so+h) = omHA(TY) + 5 orNY) + B [ n(R)- p2n(T)+ prn(B)] + o)

o) n(’ﬁ)));to donc le point mg est régulier sur Y.

B) Si n(I%) n'est pas colinéaire rc('ﬁ))) (C'est a dire si A,I-\I_()), et ’l_‘()) ne sont pas coplanaires), la
courbure de y en mg est non nulle; et on sait que le sens de la concavité de la courbe est donné par le
second terme de ce développement. La projection du centre de courbure de T n'est pas le centre de
courbure de 7y, mais ces deux points sont du méme coté de la tangente & Y en my.

Y) Si n(ﬁé) est colinéaire a 1t('l_‘())) (c'eSt a dire si A,N—)o, et ’I_’()) sont coplanaires), la courbure de y
en my est nulle. Le point mg est un point d'inflexion de Y, pourvu que la torsion 7 soit non nulle (car

n(B) est alors égal 2 B).

Casou A estparaliéle a By: On obtient le développement & I'ordre 2 suivant:

2
— om (so+h) = o_n_m)o + ﬁo + %—pﬁ()) + o(h2).
T

Donc ’I_‘()) est le vecteur unitaire tangent A y en my, ﬁ:)
est (au signe prés) le vecteur normal de Y. et p est (au
signe preés) la courbure de . En particulier le centre de
courbure de I’ en My, se projette sur le centre de
courbure de y en my.

Casou A est parallele a No: Dans ce cas on obtient le développement de I'ordre 3 suivant :

3
Om(s+h) = omo + 0T + % (2T -peBy) + o(h3)

Donc le point mg est régulier sur Y; etclest
un point d'inflexion chaque fois que T n'est pas nulle.
La courbure de y en mg est nulle.

Casoll A est parallele a Ty:
Dans ce cas on obtient le développement A l'ordre 3
suivant:

2 = 3
orh (sg+h) = omo + 5-oNo + 5= G2 Np-peBp) + s(h?)
Puisque p est non nul, on obtient un point de rebrous-
sement (la tangente de rebroussement étant parallele a

= . :
No). Etsi 1+ 0, ce point de rebroussement est de 1ére
espece.
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Exercices sur le chapitre 17

Exercice 1: Tracer les courbes définies paramétriquement par
1+2 t

T x= E(t—_l-zs- et y= w2 (I) x=cost et
Lt _2(t+2) 12
I x=mhe ¢ Y T T *=iq o

102

—cost—+ sinL
y =Ry 4
3

t+1

Exercice 2: Tracer les courbes suivantes, qui sont définies de fagon polaire (r est le rayon polaire ; 6 est I'angle polaire) On

précisera leurs éventuelles asymptotes et leurs éventuelles tangentes a l'origine.

) r=Vsin20 To)  r=~——

Vcos2 6
(IM3) r=1+cos20 Ty) r=———!-—n—
1+ cos (6 + Z-)
1 1
(Ts) r= pm Tg) r= -
2+cos(0-§-) 1+2sin(9+§ﬁ

Exercice 3 : Trouver le centre de courbure, au point de parametre t, des courbes suivantes :

T1) x=cos2t+2cost et y=sin2t+2sint
(T x=3t-63 et y =312
T3) x= cos2t + Log (sint) et y=sintcost

Exercice 4 : Voici 2 courbes définies en coordonnées polaires
T r=Vcos20

(T2) r=1+sin26

Trouver pour chacune d'elles les coordornées cartésiennes du centre de courbure au point M(6,r(8)).

Tracer la trajectoire du centre de courbure.

Exercice 5: On fait rouler un cercle C derayon a sur une droite D.

@) Soit M un point du cercle ; écrire une définition paramétrique de la trajectoire I' de M. Tracer cette

trajectoire.

B) Quelle est la trajectoire du centre de courbure I"?

Exercice 6:

Mémes questions qu'a I'exercice 5 en faisant rouler C 2 l'intérieur d'un cercle G derayon na(n= 1, 2;3....

Exercice 7: Pour chacune des courbes suivantes, déterminer le triedre de Serret Frenet, la courbure et la torsion au point de

paragtre t.
13 2 3
T x=l-3— y=t Z=t+3— (t20)
(T) x =312 y =483 z=3t4 (t20)
(T'3) x=2abt y= a2Log t z = b2 (a,b réels quelconques)
(Tg) x=et y=¢t z=tN2
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Exercice 8: Soit I une courbe réguliere tracée sur une sphere de rayon R. On suppose que la courbure de I est constante et
égale a p.
- o eS|
a) Etablir les formules OM.T =0 et OM.N = T

- - -
En déduire OMAN = 815 Vp2RZ-1 T (ode=t1)

— - —
b) En utilisant les fomules ci-dessus, calculer aet B telsque OM = N +B B.
_)
¢) Montrer que la torsion est nulle. En déduire que B est constant, puis que la courbe est plane. Quelle est la

nature géométrique de I" ?

Exercice 9: Soit I" une courbe, on suppose que sa courbure n'est jamais nulle, et que sa torsion est constamment nulle.

Montrer que c'est une courbe plane.

Exercice 10: Soit y une courbe plane; on Suppose que sa courbure est constante non nulle. Montrer que c'est un cercle.

—)
Conseil: Il existe une fonction 6 telle que (T étant un vecteur unitaire fixe) (7, T) = 6(s) ; calculer 0'(s).

Exercice 11: Soit I' une courbe régulizre telle que la courbure p et la torsion T soient constantes (et non nulles).

12 1=
a) Montrer que E T - T B =¥ estun vecteur constant.

b) Soit v la projection orthogonale de I sur un plan perpendiculaire 3 K; déterminer Gﬁ](t) en fonction de (ﬁd(t)
etde X . Puis calculer les vecteurs T et T de Y, ainsi que la courbure r de Y.

¢) Montrer que y est un cercle, et I" une hélice circulaire.

Exercuce 12: Soit T une courbe régulidre telle que, en tout point, 1a courbure et la torsion soient égales.
- -
a) Montrer que ®=T-Bestun vecteur constant.
b) Soit y la projection de T sur un plan P perpendiculaire 2 ¥, déterminer Gﬁl(t) en fonction de O—L)'I(t) etde ® .

Puis déterminer la courbure de ¥y en fonction de celle de T.

Exercice 13: On considere la courbe d'équation x2 + 2xy +2y2 +x + y = 13. Elle passe par le point M(2;1). Déterminer sa

tangente en M. Déterminer son centre de courbure en M.

Exercice 14: On considere la courbe d'équation x3 + 2xy2 +y3 - 2x - 2y =0.
a) Elle passe par le point M(1;1). Déterminer sa tangente en M. Déterminer son centre de courbure en M.

b) Elle passe par l'origine. Montrer que l'origine est un centre de symétrie. Quel est sa courbure 2 l'origine ?

Exercice 15: On considere la courbe I" de I'espace définie comme l'intersection du plan P(z = 2x +y + 1) et de la surface
Siz=x3+ y3 +2x — y). Le point M(1;0;3) est sur I". Montrer que c'est un point régulier et donner un vecteur directeur de
la tangente.

Quelle est la courbure de I"en M ? Quel est le centre de courbure ?
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Exercice 16: On considere la courbe I" de l'espace définie comme l'intersection de la surface Z(z = x2+y+2) etdela
surface S(z = x3 + y3 + 2x —y). Le point M(1;0;3) est sur I'.

a) Montrer que c'est un point régulier et donner un vecteur directeur de la tangente.

b) Quelle est la courbure de I" en M ? Quel est le centre de courbure ?

¢) Quelle est la torsionde 'en M ?

Exercice 17: La courbe d'équation x3+x2y+y3+ x2 — y2 = 0 a un point double 2 l'origine.
a) Déterminer les tangentes a 1'origine des deux arcs qui y passent.

b) Déterminer les centres de courbure 2 I'origine de ces deux arcs.

Exercice 18: On considere la courbe d'équation (x2+ y2)2 —-4x=0.
a) Elle passe par le point M(1;1). Déterminer sa tangente en M. Déterminer son centre de courbure en M.

b) Elle passe par l'origine. Quel est son centre de courbure a l'origine ?

Exercice 19: La courbe d'équation (x2+ yz)2 —4xy = 0 a un point double 2 I'origine.
a) Déterminer les tangentes 2 1'origine des deux arcs qui y passent.
b) Montrer que ces deux arcs ont une courbure nulle  l'origine.

¢) La courbe passe par le point M(1;1). Quel est son centre de courbure en ce point ?

Exercice 20: Dans un plan P muni d'un repere orthonormé (0,7,7), on donne une fonction f de classe C2 qui s'annule 2
l'origine. On suppose que dof n'est pas nulle; ainsi I'équation f(x,y) = 0 définit une courbe Y régulidre au voisinage de O.
_)
: o . . dM _ dM
Soit s — Y(s) un paramétrage intrinseque de y au voisinage de O. Montrer que les vecteurs dérivés F et =2
au point O, ne dépendent que des dérivées partielles prer;liéres et second;.s defenO.
On suppose que a%f(-(O) =1, g—§(0) =2, g—xg(O) =1, :-g‘—afy(O) =0et %fz(O) = 1. Déterminer les centre de

courbure de ¥ en O. On peut le faire sans aucun calcul, en commengant par écrire un polyndme de degré 2 qui a méme

développement a 1'ordre 2 que f en O.




105
Chapitre 18

Les intégrales multiples

Les fonctions que nous considérons ici sont 2 valeurs réelles définies sur IR, En fait le cas olin
égale 2 contient déja toutes les difficultés. C'est pourquoi, sauf au §5, nous nous limiterons 2 la
dimension 2. Pour simplifier, les démonstrations ont &té & peu pres toutes oubliées; elles sont difficiles et
ne trouveraient pas place dans un tel cours.

§ 1 : La position du probléme.

Nous considérons les fonctions de R2 dans R qui
* d'une part sont nulles en dehors d'un sous-ensemble borné D de R2 (i.e. pour toute f il

existe M tel que (Ix| 2 M ou |y| > M) implique f(x,y) = 0.
* d'autre part sont bornées (i.e. pour toute f il existe M' tel que (Vx,y) |f(x,y)| <M.
Elles forment un sous-espace vectoriel B de HRZR).
Définir une théorie de l'intégrale sur R2 c'est:
1) Définir un sous-espace vectoriel de B, noté <, et appelé "espace des fonctions
intégrables”.

2) Définir une forme linéaire sur & appelée "intégrale”. On notera J' fix,y)dxdy

l'image de la fonction f par cette forme.
De telle fagon que:
a) Sifetgsontdans Letsif<g(ie.:si (Vx,y) fix,y) < g(x,y)), alors:

[Jr0 ax ay < [[ aex ax oy

b) Quelque soit le rectangle P(a<x<b et csy<d), et quelle que soit la fonction f qui vaut 0
hors de P, et 1 a l'intérieur de P (et n'importe quoi sur la frontiére de P), f est intégrable et

J- fix,y) dx dy= (b-a)(d-c).

On remarquera I'analogie avec i’intégrale des fonctions d'une variable (chap.7 §1).

§ 2 : Les sommes de Riemann.
Soit f dans &. Soit o € ]0,00[. Pour tout couple (i,j) dans 22 considérons le carré
Gij= {(x,y) tels que ia<x<(i+1)o et jo<y<(j+1)o}
Ces carrés forment un pavage ® du plan. Pour tout pavé Cjj, nous pouvons poser :
MCy = spf®) et m(Cy) = inf 0
Ces bornes inférieure et supérieure existent puisque f est bornée. Nous poserons alors

I(o,+,f) =2 M(Cjj) 02 et I(a,—f) = z m(Cj;) o2

Cij Cij
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Notons que ces sommes sont étendues a tous les Cjj; ce sont donc apparemment des sommes infinies.

Mais, puisque f est nulle en dehors d'un ensemble borné, il n'existe qu'un nombre fini des Cjj qui
contiennent des points ot f est non nulle (donc pour les quels M(C;jj) et m(Cj;) peuvent €tre non nuls).
Ce sont donc des sommes d'un nombre fini de termes non nuls, et d'une infinité de z€ros; autrement dit
ce sont des sommes finies. On les appelle les sommes de Riemann associées a f et au pavage.

Soit (x,y) un point, il appartient & un des carrés Cjj ou a un nombre fini d'entre eux (s'il est sur
leur bord). Notons A(x,y) = $Rc;; Mjj et p(xy) = (X,)ilr)lgcij m;j . Nous obtenons ainsi deux
fonctions. Pour tout (x,y), on a A(Xx,y) 2 f(x,y) 2 p(x,y).

Exercice a: Montrer que si (V(x,y)) [f(x,y)| < A, alors (V(x,y)) [Ax,y)| <A et | u(x,y)| < A. Montrer que A et 1 sont

nulles en dehors d'un ensemble borné.
Les fonctions A et i sont combinaisons linéaires de fonctions du type de celles qui interviennent

dans la condition b (cf §1). Elles sont donc intégrables: Et leurs intégrales sont respectivement I(o,+,f)
et I(o,—f). Comme f est comprise entre A et |, si f est intégrable, son intégrale est comprise entre
I(o,+,f) et I(o,—,f).
Dés lors, comme pour les fonctions d'une variable, nous poserons
I(+.f) = infl(o+.f) et I(~.f) = sup (e, f) .
Et nous dirons que f est intégrable au sens de Riemann, si I(+,f) = I(-,f); ce nombre est alors appelé
l'intégrale de f.

C'est, généralisée au cas de la dimension 2, la définition que nous avons donnée au chapitre 7
pour les fonctions d'une variable. On démontre (et nous admettrons) que nous avons ainsi défini une
théorie de l'intégrale, c'est a dire que les fonctions intégrables au sens de Riemann forment un sous-
espace ¥ de 9B, et que l'intégrale est une forme linéaire sur # possédant les propriétés a et b du § 1.

§ 3: Sous-ensembles quarrables du plan, et fonctions intégrables.
Ensembles quarrables.
Soit E un sous-ensemble borné du plan, nous dirons que E est quarrable si sa fonction caracté-
ristique (g est intégrable au sens de Riemann. L'intégrale de cette fonction est alors appelée I'aire de E.
Nous dirons que E est négligeable, s'il est quarrable et d'aire nulle.
Exercice b: Soit E le segment défini par {x=1 et 0<y<1}. Pour tout entier n, calculer I(1/n,—XE) et I(1/n,+,XE). En
déduire que E est négligeable.
Méme question en prenant pour E le segment {x=y et 0<x<1).
Exercice c: On suppose que E est négligeable. Montrer que pour tout partie F de E, I(o,+,xF) < I(o.,+,XE). En déduire que F
est négligeable.
De fagon générale, on démontre que tout arc simple (au sens du chap. 17) qui est borné, est un
ensemble négligeable. Nous I'admettrons.

Frontiére d'un fermé de R2.
Nous appellerons frontiére du fermé D I'ensemble des points (de R2) qui sont a la fois limite
d'une suite de points de U, et limite d'une suite de points du complémentaire de U.
Exercice d: Soit D un carré, montrer que la frontiére de D est la réunion des quatre cotés de ce carré.
Soit D le disque limité par le cercle de centre O et de rayon, quelle est la frontiere de D ?
Soit P un demi-plan, quelle est la frontiere de P ?

Soit D un segment, quelle est la frontiere de D ?
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Domaines simples du plan

Nous appellerons "domaine simple” du plan tout fermé borné dont la frontiére est négligeable.
Les domaines simples que nous rencontrerons auront tous pour frontiére une réunion (finie) d'arcs
simples. Un carré est un domaine simple, un disque également. Un demi-plan n'est pas un domaine
simple car il n'est pas borné.

Nous admettrons que toute fonction bornée f: R2 — IR qui est continue sur un domaine simple
D, et nulle hors de D, est intégrable. Etant donnés un sous-ensemble A du plan qui contient D, et une

fonction f continue sur A, nous noterons J‘Lf(x,y) dx dy lintégrale de la fonction qui est nulle hors de

D, et qui est égale a f sur D

Dans le calcul des intégrales doubles nous utili-
serons souvent le résultat suivant (que nous admettons)
Soit D un domaine simple et f une fonction continue sur
A (DD). Supposons que D soit la réunion de deux
domaines simples Dy et Dy ayant en commun une partie
de leur frontiere. Alors

J:Lf(x,y) dx dy = gf(x,y) dx dy + gf(x,y) dx dy
1 2

§ 4 : Le calcul des intégrales doubles.

Pour calculer une intégrale double nous ne disposons pour l'instant que d'une méthode: en
déterminer un encadrement en calculant I(a,+,f) et I(o,—,f) pour une valeur de o, trés petite (de fagon que
la différence I(o,+,f) — I(at,—,f) soit elle méme petite). Procédé analogue au calcul d'une intégrale simple

par la méthode des trapezes. En voici une autre, connue sous le nom de théoréme de Fubini, qui nous
donnera la valeur exacte de l'intégrale pour peu qu'on puissse effectuer certaines primitivations.
Soit D un domaine simple de E, et soit f une fonction continue sur D, et nulle hors de D.
Pour tout x dans R, considérons la fonction partielle fy: R — R (qui a y associe f(x,y)), et
définissons une application o de R dans R, en posant:
{ o(x) = J.fx(y) dy sify estintégrable
@(x) = 0 sifyn'est pas intégrable

Alors, si @ est intégrable, son intégrale est égale @ J. J;f(x,y) dx dy

Exemple 1: Dans R2 muni de sa structure euclidienne naturelle considérons le rectangle D défini par
(0=x<2 et 0<y<1), et calculons l'intégrale I = -” x2y dx dy.
D

Pour x¢ [0,2] on a fyx = 0. Donc J' fx(y) dy = 0.

1

fx(y) = x2y siye[0,1] J‘ x2
P 2 ;d fx(y) dy = | x2y dy =>-.
our xe [0,2] on a £(y) = 0 si ye [0,1] } onc | fx(y) dy = | x?y dy =>
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Le théoréme de Fubini nous dit que I = ” x2y dx dy = f’SZ-dx - 5.
- D ¢

Exemple 2: Dans R2 le domaine D défini par (x2+y2 <1 et x+y20), et calculons I = ”. xy dx dy .
D

Calculons d'abord l'intégrale J fx(y) dy .Elle est nulle si x>1 et si x < -IN2.

Pour -1/72 <x<1A/2 elle est égale &
1-x2 5 5 y
Ixydy =X [%x——%—] =§- - x3,

-X

Pour 1/4/2<x<1, elle est égale 2

1 -x2
1N2 1
D'aprés le théoréme de Fubini 1= _[ (z-x3)dx + jo dx = 0.
-1N2 N2

Remarque: Dans tout ce qui précéde nous avons calculé d'abord l'intégrale en y, puis l'intégrale en x.
Nous pouvons évidemment échanger les réles de y et de x, et calculer d'abord les intégrales des
fonctions fy: x — f(x,y).

Exercice f: Reprendre le calcul des intégrales des exemples ci dessus en intégrant d'abord en y. Vérifier que I'on trouve bien

les mémes résultats.

§ 5 : Le calcul des intégrales triples
La théorie des intégrales triples, quadruples,... est tout 2 fait analogue a celle des intégrales
doubles. Le théoréme de Fubini s'étend au calcul des intégrales triples, quadruples,... Nous ne donne-
rons pas d'énoncé général, mais simplement un exemple d'utilisation en dimension 3.
Dans R3 muni de son produit scalaire naturel, on note D le domaine défini par (0<x<y, 0<y<z,

0<z<1). Nous allons calculer I= “.J' (xy +z)dx dydz .
D

Pour tout point m(y,z), notons fy, 1a fonction qui a >
x associe xy+z si M(x,y,z) est dans D, et 0 sinon. En
particulier fy, est nulle si m n'est pas dans le domaine plan
V défini par (0<y<z,0<z<1). Pour m appartenant a V, nous

avons:
y

J. fyz(x) dx = J (xy+z) dx = Y;_ +zy

3
Alors I = JJ (ZT + zy) dy dz, et nous calculons =
\%
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3
cette intégrale double comme précédemment. Soit g, la fonction qui & y associe }é— + zy si m(y,z) est

dans V, et 0 sinon. Cette fonction est nulle si z n'appartient pas a [0,1]. Pour z appartenant 2 [0,1],

nous avons:
z

3 3
fgz(y) dy=oj (YQ— +zy)dy=€;+32-

1
D'on I=d|'(%4—+-z;)dz=3}6+é =§3U"

Exercice g : Démontrer que D peut aussi &tre défini par les inégalités (y<z<1,x<y<1,0<x<1). Recalculer cette intégrale en

intégrant d'abord en z, puis en y , enfin en x.

§ 6 : Changements de variables
Le théoréme de changement de variable

Supposons que D et A soient des "domaines simples”, que f soit une fonction de classe C!, telle
que f(A) = D, et qui induit un difféomorphisme de l'intérieur de A sur l'intérieur de D. Nous appellerons
fonction de Jacobi de f la fonction de A dans R définie par (Yue A) J{u) = dét (d,f- R2—R2). Alors
pour toute fonction ¢ continue sur D

”;)(X,Y) dx dy = J‘ J' o(fix.y) lfx,y)l dx dy.
A

Nous admettrons ce résultat.

Exemple: Soit D le domaine de R2 défini par (OSy<<1-x et 0<x), et soit I = J. f ;7’:%2- dx dy .
D

Pour calculer I nous pouvons travailler en coordonnées
polaires. Soit A le domaine de R 2 défini par (0<6<m/2 et \ ¥

0<p< A
cos O +sinB

(p,6) = (p cos6,p sind). La fonction de Jacobi est le déter-
cos ® —p sin 0

). On définit f: A — D par les formules

minant de )
sin® pcos#

] Donc J(p,0) =p > 0. Le

théoréme de changement de variable nous dit alors que:

I= j ppzcc;szg +F;2881i?1269 pdpdo= f p cos6 sind dp do
A

Exercice h: Terminer le calcul de cette intégrale, en intégrant d'abord par rapport a p. Puis calculer I directement sans
changement de variable.

Les trois changements de variable classiques sont les passages en coordonnées polaires. I1 peut
étre utile de connaitre leurs fonctions de Jacobi.

* Coordonnées polaires planes: (p,8) = (p cosB,p sinb) nous donne la fonction de Jacobi
J(p,0) = p.

* Coordonnées cylindriques dans lespace: (p,6,2) — (p cos,p sinb,z) nous donne la fonction
de Jacobi J(p,6,z) = p.

* Coordonnées polaires dans l'espace: ( P.0,9) = (p cosg cosb,p cos@ sin6,p sing) nous donne
la fonction de Jacobi J(p,6,¢) = p? cose.
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Le cas particulier de la dimension 1: Soit a calculer J- ¢(t) dt, ot a<b et ou @ est continue; et soit f une
a

application bijective, croissante et continument dérivable de [a,f] sur [a,b]. Nous avons I'habitude
b B
d'écrire J. ot)dt = J f'(t)e(f(t)) dt . C'est, en dimension 1, le théoréme de changement de variable
a o

exposé ci-dessus (la dérivée f' étant la fonction de Jacobi) avec des hypothéses un peu plus faibles,
puisque nous n'avons pas supposé que f-1 est ce classe Cl. Mais si f est décroissante, nous écrirons

b
encore la formule j o(t)dt = J. f'(v)e(f(t)) dt (o f(ar) = a et f(B) = b, donc a>P); alors que la
a o

fonction de Jacobi est t — |f'(t)|. Clest qu'en dimension 1, nous avons fait des conventions

particuliéres. Si nous calquons en dimension 1 la théorie des intégrales multiples, nous ne définirons pas
b

) b
J‘ ¢(t) dt mais ! ¢(t) dt (cf: chap.7 §1). Et si a<b nous aurons J' o(t) dt = ! o(t) dt .
a [a,b] o a (a,b]
b

Tandis que le symbole J @(t) dt , ot a>b, n'a pas d'équivalent en termes d'intégrales mul-
a

tiples*. C'est, par convention spécifique a la dimension 1, — l(p(t) dt). Et ceci nous donne deux
[a,0]

écritures de la formule de changement de variable (valables que f' soit positif ou négatif):
* Celle qui utilise les conventions d'écriture spécifiques a la dimension 1 qui s'écrit:

b B
[owa= [r@eocw o
a o

* Celle qui utilise les conventions d'écritures des dimensions supérieures qui s'écrit:

! o(t) dt = 1[ | £'(t)| @(f(T)) dr.
[ab] (o.B]

Complément : Convergence a l'infini des intégrales doubles
Etant donnée f: R2 — R (continue) nous allons définir gf(x,y) dx dy; intuitivement, nous
2

allons prendre la limite de JI f(x,y) dx dy lorsque le domaine borné K "croit indéfiniment". Mais il

faut donner un sens précis a cette expression.

Une premiére tentative: Posons I(r) = 1[ f(x,y) dx dy , ot D(r) est le disque de centre l'origine et de
(r)
rayon r. Nous pouvons considérer la limite A (si elle existe!) de I(r) pour r tendant vers l'infini.

* 11 n'est introduit que pour avoir une notation reliant agréablement la théorie de I'intégrale aux primitives.
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Une seconde tentative: Posons J(a) = !J f(x,y) dx dy , ou C(a) est le carré centré 2 I'origine de cotés

a)
paralleles aux axes et de coté 2a. Nous pouvons considérer la limite K (si elle existe!) de J(a) pour a
tendant vers I'infini.
D'autres possibilités: Mais il n'y a aucune raison de choisir des carrés ou des disques. Nous pouvons
choisir un domaine simple quelconque U, contenant l'origine; considérer, pour tout t, 'image U(t) de U
par I'homothétie de centre I'origine et de rapport t, et I'intégrale F(t) de f sur U(t); nous chercherons
alors la limite v de F(t) pour t tendant vers I'infini.

Malheureusement tous ces procédés ne donnent pas (pas toujours!) la méme limite; I'exercice qui

suit donne un exemple ol A existe, mais n'est pas la limite des J(a).
Exercice k: On donne f: R2 — R définie en coordonnées polaires par f(p,0) = li(:)s -

1) Calculer I(r). Montrer que A existe.

2) Dessiner sur une méme figure D(r) et C(r cos /8). Vérifier que sur les parties de D(r) qui ne sont pas dans
C(r cos m/8) la fonction f est positive. Vérifier qu'elle est négative sur les parties de C(r cos 7/8) qui ne sont pas dans D(r).
Qu'en déduire pour J(a) ? y
3) Soit X(r) la partie du disque D(r) qui est extérieure s e

au carré C(r cos m/8), et comprise entre les demi-droites d'angles
polaires 7/16 et —1/16 (hachurée sur la figure).
Montrer qu'il existe A tel que Aire(X(r)) = A 12, /

Montrer que, pour r assez grand, en tout point de X la fonction \

f est supérieure 2 Lcl()jsrnﬁ. En déduire que, pour r grand,

3
J(r cos m/8) > Ar_l:::;_n_/‘t, et que J(a) tend vers l'infini \ /

lorsque a tend vers I'infini. o——

De tels phénomeénes ne peuvent se produire si f est positive; en effet dans ce cas, quel que soitr :
I(r) < J(r) < I(r cos m/4) (car plus le domaine est grand, plus l'intégrale est grande); donc si I a une
limite, J a méme limite. Ainsi dans le plan il n'est pas possible de définir des intégrales convergentes, il
faudra se contenter de définir les intrégrales absolument convergentes™).

Nous dirons que l'intégrale de f: R2 — R est (absolument) convergente a l'infini, si:

(Ve>0) (In>0) (Vr) (V') (r2n et r'>r) implique (0<) )[ 7|' Ifix,y)| dx dy - ﬂ lftxy) dxdy <e
r) (r)

Ceci signifie que la fonction r — IU | f(x,y)| dx dy vérifie le critére de Cauchy. Elle a donc une
(r)

limite (que nous noterons g |f(x,y)| dx dy).
2

Mais ceci entraine aussi que la fonction r —1I(r) = )U flx,y) dx dy vérifie la condition de
(r)

Cauchy, donc elle a une limite a l'infini que nous noterons _”. fix,y) dx dy.
R 2

(*) Si nous n'avons pas rencontré de tels problémes dans R, c'est parceque nous avons une fois pour toutes choisi des
domaines simples particuliers: les intervalles. Tandis qu'ici nous hésitons entre les carrés, les cercles, ...
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En effet (en notant A(r,r') la couronne comprise entre les deux disques):

|I(r')_I(r)|= !J f(x,y) dx dy| < J |f(x,y)|dx dy = 1[! lf(x,y)|dx dy — IU |f(x,y)| dx dy
r,r') r,r') r') (r)

Donc, quel que soit &, si nous choisissons 1 comme ci-dessus, et 1 et r' supérieurs ou €gaux a 1, nous

pourrons affirmer que | 1(r')-1(r)| <e. C'est le critére de Cauchy annoncé.

Et pour obtenir une valeur approchée de J] fix,y) dx dy , il suffit de calculer l'intégrale de f
R 2

sur un domaine assez grand (quelle que soit sa forme!) puisque:

(Ve>0) (In>0) (VA domaine simple) (ASD(1)) implique IJ;[ f(x,y) dx dy — ” f(x,y) dx dy| <e
R 2

En effet choisissons 1) comme ci-dessus. Supposons que A contienne D(n), et consirérons r' tel
que D(1r")DA. Alors

IH f(x,y) dx dy — Z[f(x,y) dxdyl = || | fxy) dx dy |
oy - /]

D) D(r')-A

< J‘J |f(x,y)| dxdy < J |f(x,y)| dxdy <e
D(r')-A RE)

Et puisque cette inégalité est vraie quel que soit 1' assez grand (i.e.: pour D(r')>A), nous pouvons

prendre la limite pour r' tendant vers l'infini, ce qui nous donnera l'inégalité annoncée.

Un critére de convergence:

11 est clair que si |f] < |g|, alors J |f(x,y)| dx dy < J |g(x,y)| dx dy. Il en résulte que

1,r') r,r')
si l'intégrale de g converge, celle de f converge également. Dés lors pour démontrer la convergence des
intégrales doubles 2 l'infini, il nous faut connaitre un certain nombre de cas simples. Nous retiendrons

. 1 St ;
ue l'intégrale de la fonction est convergente 2 I'infini si et seulement si o > 1.
qremics GO .
1 :
Exercice 1: Dés que o est positif, la fonction n'est pas continue en 0, nous ne pourrons donc pas l'intégrer sur le
R x§+y§)°‘

disque de centre l'origine et de rayon r (sauf a évoquer des problémes de convergence a l'origine, ce que nous ne ferons pas).
Calculer son intégrale sur A(r,r'). En déduire que cette intégrale converge 2 l'infini pourvu que o>1, et calculer l'intégrale

sur le complémentaire du disque de rayon r
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Exercices sur le chapitre 18

Exercice 1: CalculerI = J.J‘ e**Y dx dy , od U est défini par (x>0,y>0 et x+y<1).
Exercice 2: Calculer I = J‘J. (x2+y2) dx dy , od U est le triangle A(1;2)B(-2,3)C(2;5).
U
Exercice 3 : CalculerI = J‘J‘ (x2+y2) dx dy , o U est défini par (x2+y2<1 et X+y \/321).
8]

Exercice 4 : Calculer I = ‘U ;ﬁ_%fdx dy , ol U est le triangle A(1;0)B(0,0)C(1;1). On fera le calcul en coordonnées
U

polaires.

Exercice 5 : Calculer I = fj xTx}dex dy, ob U est le cercle de rayon \[5 centré au point W(1,1).
8]

Exercice 6 : Calculer m xyz dx dy dz , od U est le domaine défini par (0<x<1,0<y<1,0<z<1).
8]

Exercice 7 : Calculer I = ‘m (x2+y2) dx dy dz , od U est le domaine défini par (0Sz$x2+y251). On fera le calcul en
U

coordonnées cylindriques, en justifiant le changement de variable.

Exercice 8 : Calculer I = m (x2+y2) dx dy dz, o U est le domaine défini par (x20,y2>0,z20 et x2+y2+22$1). On fera le
U

calcul en coordonnées cylindriques, puis en coordonnées polaires.

Exercice 9 : Calculer I = J. f x2 dx dy , o U est I'ellipse 4x2+y2 < 1. On fera d'abord un changement de variable tranfor-
U

mant I'ellipse en un cercle, puis on fera le calcul en coordonnées polaires.

Exercice 10 : Calculer I = Jf (x2+y2) dx dy , ou U est le domaine défini par (x2+y2+y <.
U

Exercice 11 : Calculer I = m (x2+y2) dx dy dz, o U est la partie de la sphere de centre l'origine et de rayon 1 qui vérifie
U

X+y+z21.



Kk

114
Exercice 12: Calculer I = m x2 dx dy dz, o U est le domaine compris entre la sphre de centre l'origine et de rayon 3, et
U

la sphere de centre €2(1,0,0) et de rayon 1.

Exercice 14: Calculer 1= JI (x2+y2) dx dy od U est le domaine défini par les inégalités x2+y2<1, x2+ y2 —x-y<0 et
U

x2>1/2.

Exercice 15: Calculer 1= J-J. x2 dx dy , ol U est le carré de sommets A(1;3), B(2;5), C(4;4), D(3;2). On pourra faire un
U

changement de variable.

Exercice 16: Soit U un domaine simple, et soit Uy, son image dans 'nomothétie de centre l'origine et de rapport A. Posons

I = J‘[ (x2+y2) dx dy. Calculer Up/U.
A
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Chapitre 19

Réduction des endomorphismes

Dans ce qui suit E est un espace vectoriel (sur R ou C) de dimension n finie ; E est muni
d'une base {ej,...en} dite base naturelle; A est un endomorphisme de E et M est sa matrice dans cette
base. |

Nous supposerons connus les définitions et résultats du chapitre 5.

§ 1: Triangulation des matrices

Dans tout ce paragraphe on suppose que dét(M-Al) est un produit de facteurs du premier degré.
Sile corps de base est €, ce n'est pas une restriction ; si ce corps est R, ceci veut dire que le polynéme
caractéristique n'a pas de racine non réelle.

Sous I'hypothése ci-dessus, il existe une base de E dans laquelle la matrice T de A est
triangulaire (supérieure) (autrement dit les coefficients situés sous la diagonale principale sont nuls).

Il revient au méme de dire qu'il existe P inversible telle que PMP-! =T soit triangulaire.

Démonstration : Nous ferons une récurrence sur la 0
dimension. Supposons le résultat vrai en N
dimension inférieure a n, et soit A en dimension n. N

Soit o une racine du polynéme caractéristique, et %
soit By une base du noyau de Ker (A-ald). N=QMQ' = 0 h

C'est une famille libre de E; complétons la en une
base B de E; la matrice de A dans cette base a la 0 m
forme ci-contre.

~ Puisque Dét (M=AId) = Dét (N-AId) = (0~A)k dét (m-AlId), le polyndme caractéristique de m est produit

de facteurs du 1¢r degré. Et puisque m est de dimension inférieure a n, d'aprés I'hypothése de récur-
rence, il existe p telle que pmp~! =t soit triangulaire. Alors

\\\ 3 thQ-—1 \\\ =
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Nota : Dans la matrice triangulaire T ainsi construite, les coefficients diagonaux sont les valeurs propres

de A, comptées avec leur ordre de multiplicité. Pour s'en persuader il suffit de calculer dét(T-AId).

Exercice a : Trouver A telle que AMA-1 soit triangulaire.

210
M =[_1 0 0) (val. propres: 2,1,1) Mz = (val. propres: 2,2,0,0)

1 22

§ 2 : P.G.C.D. de deux polynomes
Soit deux polynémes A et B, on considere 'ensemble I(A,B) des polynomes de la forme
UA+VB (oi U et V sont des polyndmes). Il est clair que
o)si P et Q sontdans I(AB), P+Q est aussi dans 1(A,B).
B)si P estdans I(AB), (VQ) PQ est aussi dans I(A.B).
On dit que I(A,B) est un idéal de I'anneau des polynomes.

Soit P un élément de I(A,B) — {0} dont le degré soit le plus petit possible. Pour tout Q dans
I(A,B), on peut écrire Q =PZ+R oud°R<d°P (et R= 0 si d° P =0); c'est la division suivant les
puissances décroissantes. Le polynéme R = Q - PZ estdans I(A,B) (acause de o et B) et comme
son degré est plus petit que celui de P, il est nécessairement nul. Donc P divise Q. Ainsi tout
polyndme de I est un multiple de P. Inversement tout multiple de P est dans I. Donc I(A,B) est
l'ensemble des multiples de P.

Le polynéme P est appelé le PGCD * des polynémes A et B.Ildivise A et B (puisque A et
B sont dans 1(A,B)). Tout polynéme S qui divise A et B, divise aussi P (puisque P est de la
forme UA+VB).

12re méthode de calcul du PGCD : Divisons A par B,on a A =BQ;+Rj, et I'ensemble des diviseurs
de A et B, coincide avec I'ensemble des diviseursde B et R;; donc
PGCD(A,B) = PGCD(B,R}).
Exercice b: Donner le détail de la preuve de cette égalité.
Divisons B par Rj,ona B=R;jQ2+R2; et,de méme:
PGCD(B,R1) = PGCD(R1,R2).

Etc.

A chaque étape on a un reste R; de degré strictement inférieur au degré du reste précédent. Au
bout d'un nombre fini d'étapes, le reste est nul. Le dernier reste non nul est le PGCD cherché.

2de méthode de calcul du PGCD : Décomposons A et B enun produit de facteurs du 16 degré.
AX) =T (X-a))™ (a tous distincts)
BX)=T (X-bj)Bj (bj tous distincts)
On cherche les racines communes, et chaque fois que aj =bj on prend le facteur (X—ai)inf(“i'Bj). Le
produit de tous ces facteurs est le PGCD.
Notons que si A et B sont réels, leur PGCD sur C est égal 2 leur PGCD sur R ; par
conséquent, si A et B sont réels, on peut faire le calcul ci-dessus avec toutes les racines, réelles ou
complexesde A et B.Le résultat trouvé est réel. "

* Notons que le PGCD n'est défini qu'au produit par un scalaire pres.
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Vocabulaire : Sile PGCD de A et B est de degré 0, on dit que A et B sont premiers entre eux. Dans
ce cas 1 est dans I(A,B), il existe donc U et V tels que UA+VB =1 (Formule de Bezout).

Exercice c: Trouver (par les deux méthodes ci-dessus) les PGCD

1) de X6+1 et X4-1
2) de X%-1 et X6-1
3) de X7-1 et X5+1.

§ 3 : Le théoréme général de réduction

k k
A tout polynéme P(X) = z piXi, on associe** I'endomorphisme P(A) = z piAi, et la
i=0 i=0

k
matrice P(M) = Z piMi. On définit ainsi des homomorphismes de I'anneau des polynémes dans

i=0
lanneau L (E,E) des endomorphismes d'une part, et dans I'anneau des matrices nxn d'autre part.
Evidemment P(M) est la matrice de P(A) dans la base canonique. On retiendra (c'est en fait la
signification du mot "homomorphisme") que toute identité polynomiale, reste vraie si on remplace X
par A, ou par M. Par exemple (X2+1)(X2-1) = X4-1 implique (VA et VM) (A2+1d)(A2-1d) = A4-Id
et (M2+I)(M2-I)) = (M4-1y).

En particulier quels que soient P et Q, les endomorphismes P(A) et Q(A) commutent.

11 existe (au moins) un polynéme P (#0) tel que P(A) = 0, et PM) = 0.
En effet considérons I'espace E}12 des polyndmes de degré au plus n2. 1l est de dimension n2+1.

L'application A — P(A) (de E 2 dans L(E,E)) est linéaire. Comme &(E,E) est de dimension n2, elle a
un noyau non réduit & {0}; autrement dit il existe P (#0 et de degré au plus n2) tel que P(A) =0.

L’ensemble des polynémes P tels que P(A) = 0, est I'ensemble des multiples d'un polynéme Py
appelé polynéme minimal de A.
Démonstration : Cet ensemble est un idéal (il possede les propriétés o et B); on reprend le raisonnement
du § 2.

Soit P et Q deux polynémes de PGCD m, alors : Ker n(A) = Ker P(A)NKer O(A).
Démonstration: Il existe Z et T tels que P=Zr et Q=Tr donc P(A) = Z(A)om(A) et
Q(A) =T(A)em(A) donc Ker P(A) O Ker n(A) et Ker Q(A) D Ker n(A); ce qui prouve l'inclusion
Ker n(A) C Ker P(A)NKer Q(A).

Réciproquement il existe U et V tels que © = UP+VQ donc n(A) = U(A)eP(A)+V(A)eQ(A),
donc tout vecteur qui est annulé 2 la fois par P(A) et par Q(A), est aussi annulé par m(A); ce qui
démontre I'inclusion Ker m(A) D Ker P(A)NKer Q(A).

Si P et Q sont des polynémes premiers entre eux, Ker(P(A)Q(A)) est somme directe de
Ker P(A) etde Ker Q(A).

** Par convention A0 = Id et MO = I.
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Démonstration: Nous savons déja que Ker P(A) et Ker Q(A) ont pour intersection le noyau de

l'indentité (i.e. de IT1(A) lorsque IT est le polyndme 1), c'est a dire {0}. Il reste & montrer qu'ils engen-
drent Ker (P(A)Q(A)). Soit donc x tel que P(A)Q(A)(x) =0. Puisque 1 s'écrit PU+QV, nous
avons Id = P(A)U(A) + Q(A)V(A), d'ou:
x = P(A)U(A)(x) + Q(A)V(A)(X) = X1+X2

Et Q(A)(x1) = [Q(A)P(A)]U(A)(x) = U(A)Q(A)P(A)](x) = 0 ; donc x; € Ker Q(A)
de méme P(A)(x2) = [P(A)Q(A)]V(A)(x) = V(A)[P(A)Q(A)](x) = 0 ; donc x3 € Ker P(A).

Plus généralement si P, Q, R sont premiers entre eux 2 a 2, alors Ker P(A), Ker Q(A) et
Ker R(A) sont des sous-espaces supplémentaires de Ker (PQR(A)).
Exercice d: 1) Démontrer que si P,Q,R sont premiers entre eux 2 2 2, alors P est premier avec QR (utiliser la formule

de Bezout).
2) En déduire que Ker P(A), Ker Q(A) et Ker R(A) sont supplémentaires dans Ker (PQR(A)) (cf. chap.1 §6).

Conséquence:Soit P un polynome tel que P(A) = 0. Supposons que P soit produit de facteurs ded®l
(sur le corps de base). Alors en regroupant les facteurs égaux,ona :

.....

Les polynémes (X-r; )ai sont premiers deux a deux. Posons Ej= Ker(A-r,-IdE)“i .Alors
1) Les E; forment une décomposition de E en somme directe.
2) A(E;) C E,.

Si le corps de base est IR, il est possible que le polyndme P ne soit pas produit de facteurs réels

de degré 1. Alors on peut écrire (en regroupant les racines complexes conjuguées) :

P=_ 11 , (X-r)® x 117 J,[XZ -(s,-+§,-)x+s,-5,~]/3f
= J=1,..,

Les polynémes (X-r;))® et [X? - (s,-+§j)X+sJ-§j]Bj sont premiers deux a deux.

Posons E; = Ker(A-riIdE)ai et Fj = Ker(Az-(sj'+Ej)A+Sj§deE))/3j.Alors
1) Les Ejet les Fj forment une décomposition de E en somme directe.
2)(Vietj) A(E;) CE;;A(Fj) CFj

Exemple: Si A2-1d =0, E (= Ker (A2 - Id)) = Ker (A — Id)®Ker (A + Id) ; ce que nous avons
démontré en exercice au chapitre 1. Rechercher les exercices du chapitre 1 qui deviennent ainsi des

évidences lorsque 1'on connait ce théoréme de réduction.

§ 4 : Etude des endomorphismes AlE;: E; —-FE;
Posons ¢; = A | E; - riIdEi: E; — E;. Par définition de Ej, il existe n tel que (¢;)"=0.0n dit
que @; est nilpotent. Soit Xx = Ker(gj)k. Les Xk forment une suite croissante:
(0} =Xo € X1 € X3.. € Xp=E;
Si Xp = Xp+1, alors Xpiq = Xp+2. I en résulte que la suite (Xp) est strictement croissante jusqu'a un

certain rang po, et constante 2 partir du rang po. Donc Xp, = Ej. Et po< dim E;.

Exercice e: Démontrer que Ker(pP = Ker((p»i)l’+l implique Ker(gpP*t 1= Ker((pi)P+2.
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Prenons alors une base de E; adaptée 2 la
suite ,
X1j€XpC...C Xpo
C'est-a-dire formée d'une base de X;, completée en
une base de Xj, complétée en une base de X3, etc...
Dans cette base la matrice de ¢; a la forme ci contre.

0 Elle est triangulaire supérieure, et les termes
diagonaux sont nuls. En particulier le polyndme
caractéristique de ¢; s'écrit Adim Ei; et celui de A | E;
est (A-r;)dimE;j

Nous ne démontrerons pas qu'en choisisant bien

S %

O x*
S %
S %

)

cette base cette matrice a la forme ci-contre (o0 chaque *

S %

désigne un 0 ou un 1).

§ 5 : Forme réduite d'un endomorphisme

Supposons qu'on ait trouvé un
polynéme P, tel que P(A) = 0, et qui soit
produit de facteurs de degré 1 (sur le corps

de base). Alors E est somme directe des
E;. Prenons, dans chaque E;, une base

comme au § 4 . La réunion de ces bases,

est une base de E. Dans cette base la
matrice A a la forme ci-contre.

Conséquence: Sur cette derniére matrice nous voyons que les r; sont les valeurs propres, et que (Vi) la
dimension du sous-espace E; est égale a l'ordre de multiplicité de r; comme racine du polynéme
caractéristique.
Le théoréme de Hamilton Cayley: Pour toute matrice M (réelle ou complexe), notons Ppy le polynéme
caractéristique de M. Alors Pp(M) = 0. Nous savions que pour toute M, il existe des polyndmes P tels
que P(M) = 0; mais nous n'avions aucun procédé pratique pour en calculer un; ceci nous en donne un.
Démonstration : On peut toujours considérer M comme la matrice d'un endomorphisme A d'un espace
complexe E. Il suffit alors de démontrer que PA(A) =0.

Considérons un polynéme P tel que P(A) =0 et construisons des espaces E; comme ci-
dessus. Pour montrer que PA(A) est nul, il suffit de montrer que (Vi) Pa(A) | E; =Pa(A] E;) est nul. Or
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PA(A) = TT (A-rj)dim Ej (pour s'en convaincre, on regarde la forme réduite ci-dessus). Donc Pa (A |E;)

est la composée des (A | E; — 1j Idg;)dim Ej. Et puisque (A |E; -1 Idg;)dim Ei est nul, PA(A | E;) est nul.

Récapitulons:

Soit un endomorphisme A, dont le polynéme caractéristique est produit de facteurs de degré 1
dans le corps de base. Ce qui n'est pas une restriction si l'on travaille sur C. Dans le cas réel ceci signifie
que le polyndme caractéristique n'a pas de racine non réelle.

Alors on peut reprendre tout ce qui a été fait ci-dessus, en choisissant pour A le polynome P4.
Ona Pa(X)= H (X-r)% (on les r; deux a deux distincts). Posons E;j = Ker(A-ri Idg)™, alors

i=1,..k
dimE;= o, et E est somme directe des E;.
Notons A l'endomorphisme de E qui (Vi) vaut r;ldg; sur E;. Alors l'endomorphisme
N = A-A, est nilpotent. (En effet, si on l'exprime dans la base construite ci-dessus, sa matrice est
triangulaire et a des O sur la diagonale). Donc A s'écrit A+N, onl A est un endomorphisme
diagonalisable, et N un endomorphisme nilpotent. De plus AN = NA.

Vocabulaire :

« Ker(A —1; Idg) est le sous-espace propre associ€ & la vakeur propre ri.

« Ker(A —1; Idg)™ est appelé le sous-espace spectral associ€ a 1i; il est de dimension ;.

« "Le" plus petit polynéme P tel que P(A)=0 (ie: "le" générateur de 1'idéal des polyndmes qui
s'annulent sur A) est appelé le polyndme minimal de A. Il divise Pa. Il a les mémes racines que Pa,
mais avec des ordres de multiplicité qui peuvent étre plus petits.

Exemple: Soit f: R4 — R4 dont la matrice, dans la base naturelle, s'écrit

0 -1 11
3 4 43
M=l 5 3132
3 55 4

Ses valeurs propres sont 1 (triple) et 0 (simple). Les sous-espaces spectraux de f sont donc Ker f (de
dimension 1, engendré par (0;1;1;0)) et Ker (f-Id)3 (de dimension 3). Pour déterminer ce dernier, on

peut calculer (M—I4)3
0 000
-1-101
(M“I4)3={—1 101
0 000

Ce qui montre que (X,y,z,t) est dans Ker (f-1d)3 si et seulement si x+y = t; ainsi les vecteurs (1;0;0;1),
(0;1;0;1) et (0;0;1;0) engendrent Ker (f-1d)3.

Les vecteurs A1(1;0;0;1), A2(0;1;0;1), A3(0;0;1;0) et A4(0;1;1;0) forment une base de R4. La
matrice de f dans cette base est

1010
(o-140
M=(0—130
000

Elle est formée d'un bloc 3x3 qui correspond a Ker (f-Id)3, et d'un bloc 1x1 (qui est nul et) qui

correspond a la restriction a Ker f.
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Ici le polynome minimal est égal au polynéme caractéristique (car Ker (f-Id)2 # Ker (f-Id)3).

Posons
1000 0010
10100 0-240
M=loo010|* 0_120]
0000 0000
Nous avons ainsi écrit M' comme la somme d'une matrice diagonale et d'une matrice nilpotente, qui

commutent entre elles.

Variante: Nous savons qu'il existe une base de Ker (f-Id)3 dans la quelle le bloc 3x3 est triangulaire.
Nous pouvons modifier notre procédé de recherche de Ker (f-Id)3 pour obtenir une telle base. Nous
chercherons d'abord Ker (f-Id); il est engendré par V1(1,0,0,1). Nous chercherons ensuite Ker (f-1d)2,
qui est 'ensemble des vecteurs X tels que (f-Id)(X) soit dans Ker (f-Id). Nous résoudrons donc
I'équation (f-Id)(X) = oV (o arbiraire). On trouve
X =a(0;2;1;2) + xV (x arbiraire)

Nous prendrons V; et V2(0;2;1;2) comme base de Ker (f-Id)2. Enfin nous chercherons Ker (f-1d)3;
c'est a dire les vecteurs Y tels que (f-Id)(Y) soit dans Ker (f-Id)2. Pour cela nous résoudrons I'équation
(f-1d)(Y) = BV2 + YV (B et y arbitraires). On trouve

Y =B(0:-1;0;-1) + YV +yV; (y arbitraire)
On prendra pour base de Ker (f-1d)3 les vecteurs Vj, V3 et V3(0;-1;0;-1), le bloc 3x3 s'écrit alors

110
(011)
001
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Exercices sur le chapitre 19

e Exercice 1: Trouver de PGCD
a)de X8+ X4+1 etde  X6-1.
b) de x6+x3+1 etde X4-1.
c)de X6 +X4+X2+1 etde X6+ X3+1.

& Exercice 2: Un endomorphisme A de €™ vérifie A3+ A2+ A +1d=0 et A%+2A2+ 1 =0. Montrer que A2 +1d=0.

Montrer qu'il est diagonalisable.

e Exercice 3: Pour chacun des endomorphismes de R™ (ou de C™) dont les matrices sont écrites ci-dessous, trouver
« Les valeurs propres
» Les sous espaces propres
« Les sous espaces spectraux

« Une base dans laquelle leur matrice a une forme réduite.

01 0 3 2 -3 L=
-4 4 0 4 10 -12
(-212) (36—7] L
-1 -4 0 8
3 -1 1 -7 11 -1 2 -1
g <3 4T <1 201 -4-1 .
0 0 4 -8 01 1 1 1 (val propres 1 triple et -1double)
0 0 2 -4 01 2 0 1
00 -3 3 -1
3 -1 1 -1 1 000 ; .
13 1 1 1100 D sl sl S
11 1 1 23 2 0 ( sin o .0 sin 20
11 3 5 11 4 2 sin 200 sin o 0

b Exercice 4: o) On se donne un endomorphisme A de R™ qui vérifie Ad=T et AS=1L
Trouver un générateur de 1'idéal engendré par X4 — 1 et X6 — 1. Peux-t-on affirmer que A est diagonalisable ? (Si la
réponse est non, donner un exemple d'endomorphisme qui vérifie ces relations, et n'est pas diagonalisable).
) Mémes questions avec les relations A%2A241=0 et AS=1
) Mémes questions avec les relations A33A243A =1 et A%-2A241=0.
§) Mémes questions avec les relations A8-2A%44+1=0 et A64+2A341=0.

(8]
— NN

# Exercice 5: On considere I'endomorphisme f : R3 - R3 dont la matrice (dans la base naturelle) est M = (—

- oo
Nao .

NN

a) Déterminer ses valeurs propres puis ses sous-espaces spectraux.

b) Ecrire M comme la somme d'une matrice diagonalisable A et d'une matrice nilpotente N.

¢) Montrer que (Vn) A" = A . Calculer N2 . En déduire M" .
d) On munit I'espace E des matrices 3x3 d'une norme arbitraire. Pour quelles valeurs de A, la série (A™ A™)ne N

est elle sommable ? Pour quelles valeurs de A la série (A" M™)pe N est elle sommable ?
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Exercice 6: Soit M une matrice inversible, montrer qu'il existe un polynéme P tel que M~ = P(M)

121
Calculer un tel polynéme lorsque M=[3 2 1}
412

Exercice 7: Déterminer le polynéme minimal des matrices suivantes:
12131 12

M=

SoOoCo

SOO -
o= NO

0
N=| 0
0
0

SO W
(=3 S0 S

Exercice 8: Ecrire chacune des matrices suivantes comme somme d'une matrice nilpotente et d'une matrice diagonalisable qui

commutent entre elles.

12101 12100
01010 01210
M=| 00222 N={ 00101
00021 00010
00002 00001

Exercice 9: Ecrire chacune des matrices suivantes comme somme d'une matrice nilpotente et d'une matrice diagonalisable qui

-1 -2 -2 2 2 4
M=[1 1 - , N=[-1-1-4
12 4 125

Exercice 10: On dit que deux matrices M et N sont semblables s'il existe une matrice inversible P telle que P-IMP = N.

commutent entre elles.

On sait que si deux matrices sont semblables elles ont le méme polyndme caractéristique.
a) Montrer qu'il existe deux matrices 2x2, qui ont méme polyndme caractéristique et qui ne sont pas semblables.

b) Montrer que si M et N (matrices nxn) ont méme polyndme caractéristique, et si ce polynéme n'a que des racines

simples, alors elles sont semblables.
Exercice 11: Soit M une matrice et Pm son polyndme caractéristique. Soit Q le polyndme caractéristique de M2. Montrer
que si o est racine de Py, alors a2 est racine de Q.

Montrer que si Pp(X) = (X+o)" (X—-a)s P1(X) od P1 ne s'annule ni en o ni en —a, alors o2 est une racine d'ordre

r+s de Q. On pourra commencer par regarder le cas od M est triangulaire.

1 0 1
Exercice 12: Calculer M1990 oy M = ( 0 -1 3 )
0 0 1

Exercice 13: Soit M une matrice nxn. Montrer qu'elle est diagonalisable si et seulement si son polyndme minimal n'a que

des racines simples.

Exercice 14: Montrer que M est diagonalisable si et seulement si Mt est diagonalisable.

Exercice 15: Calculer M1990 , ol M=

SO ==
SO ==
NO LN
(=3 S BTN
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23
. : 21
Exercice 16: Soit M = 11
11

11
11
00
00

a) Ecrire le polyn6me caractéristique de M, et son polyndme minimal Q.
b) Soit E I'espace vectoriel des matrices de la forme P(M) (ol P est un polyndme). Montrer que E a pour

dimension le degré de Q.

Exercice 17: Ecrire chacune des matrices suivantes comme somme d'une matrice nilpotente et d'une matrice diagonalisable

qui commutent entre elles.

-1 21 300
M=| 0 11 N=|-1-1-4
011 1 2 5

Calculer MP et NP (pe Z2)

Exercice 18: Soit M et N deux matrices nxn. Montrer que, si N est inversible, MN et NM ont méme polyndéme

caractéristique. On comparera les polynémes caractéristiques de MN et de NM a déy(M — AN-1),

Exercice 19: Calculer M™ et N® (ne 2) ol

131 =i 2 0
M=(01 4 N=[1 -1
000 1 00
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Chapitre 20

Equations différentielles

Soit F: Jo,f[xU — RP (o0 U est un ouvert de RP), nous lui associerons le probléme suivant:
Trouver tous les couples (]Ja,b[,f) on Jab[ C JouBl eton f est une application dérivable de Ja,b[
dans U, telle que (Yt € Jab[) f(t) = F(t, f(t)).

Ce probléme est appelé une équation différentielle d'ordre 1. Les couples (]a,b/, f) sont appelés
les solutions de cette équation.

Plus précisément, étant donné (to,x0) € ], B[ XU, nous pouvons chercher les solutions
(Ja,b[.f) telles que tg € ]a,b[ et f(to) = xo. Nous dirons alors que nous cherchons les solutions

“correspondant a la donnée initiale ( 10.x0)".

§ 1: Le théoréme d'existence et d'unicité des solutions.
Le théoréme d'existence.
Soit F : Jo,f[xU — RP comme ci-dessus; faisons I'hypothése que F est de classe C!. Alors
pour toute donnée initiale (t9,xp) € Ja.B[xU, il existe une solution ( ]a,bl, f) correspondant a (tp,xp).
Nous ne démontrerons pas ce résultat général; nous allons seulement, sur un exemple, décrire le
principe de la construction de cette solution.
Considérons 1'équation x' = cos (sinx). Choisissons un nombre N dans ]0,1[, nous allons

chercher une solution définie sur l'intervalle I = [-m.,n] et correspondant 2 la donnée initiale (0,xq). La
t

fonction continue ¢ : I-R est solution si et seulement si (Vt) @(t) = xo + J cos(sin ((p(’t))) dt. En

effet si cette relation est vérifiée, ¢ est dérivable (car primitive d'une fonction continue), et sa dérivée en t
est cos(sin ((p(t))). Réciproquement si (V1) ¢'(t) = cos(sin ((p(t))), par primitivation on obtient la
relation annoncée, puisque ¢(0) = XQ.

Une telle solution, s'il en existe, est un élément de I'espace E des fonctions continues de I dans
IR, que nous munirons de la norme de la convergence uniforme. Nous définirons une application T de E

dans lui méme en posant:
t

(VHEE)  T(u)t) = xo + J cos((sin (u(7))) dt

On vérifie facilement que la dérivée de la fonction t — cos (sint) est bornée par 1. Le théoréme
des accroissements finis nous permet donc d'affirmer que (Vtetu)
| cos (sin t) — cos (sin u)| < |t —u]
Il en résulte que (VL et v) et (V1)
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t
I T()(t) - TV)®)| = I(]l' cos(sin (p.(‘c))) dt —J cos(sin (v('t))) dr|

t
I T - TV)©)] = | J cos((sin ((1))) — cos(sin (v(1))) dzl
t
| T(u)(t) - T(v)(®)] < | J |cos(sin (},L(’t))) - cos(sin (v('c)))l d'tl

t t
| T(W)(®) - Tov)()| < laf |u(r) - v(m)l drl <l gf Noo(lt — V) dt| <1 Noo(t - v)

Puisque ceci est vrai pour tout t, nous avons Neo(T(1)—T(Vv)) < 1 Noo(it—V). Puisque M<1, ceci signifie
que T: E — E est contractante pour la norme uniforme.

Dés lors pour résoudre I'équation ¢ = T(¢) qui nous est proposée, nous allons employer la
méthode des approximations successives (cf: chap.11 §7). Nous choisissons ¢q arbitraire dans E, et
nous définissons une suite (Pn)ne N par la relation de récurrence (Vn) @n+1 = T(@n). Soit ((un))ne N la .
série associée (définie par up = @p+1 — @n); on a (Vn21) Neo(un) £ N Noo(un-1), donc elle est norma-
lement sommable (critére de D'Alembert* ). Autrement dit la suite (Qn)ne N converge pour Noo Vers une
limite ¢ (ce qui signifie que la suite (Neo(Q — @n))ne N converge vers 0). Puisque T est contractante on a

Neo( — @n) = Noo(T(¢) — T(¢n)) <N Noo(® — @)
Donc la suite (Noo(T(¢) — T(¢n)))ne N = (Noo(T(Q) — ®n+1))ne N converge aussi vers 0. Puisque les
suites (@n)ne N €t (Pn+1)ne N ont la méme limite ceci entraine que ¢ = T(9), autrement dit que ¢ est
solution du probléme posé.

Le théoréme d'unicité

Nous supposons toujours F de classe C!; si deux solutions (Ju,v[,h) et (]c,d[,g) prennent la
méme valeur en un point t; € Ju,v[N]c,d[, alors f et g coincident sur Ju,v[N]c,d[.

Nous utiliserons le lemme suivant:
Lemme : Si h et g coincident en un point t, il existe un intervalle centré en ty sur lequel elles coincident.

Nous ne démontrerons pas ce lemme. Nous allons cependant observer sur 1'exemple ci-dessus le
principe de sa démonstration.

Supposons que deux solutions h et g de 1'équation x' = cos (sinx) soient définies au voisinage
de 0, et prennent la méme valeur xg en 0. Reprenons les notations de la démonstration précédente. Nous
pouvons choisir 1 assez petit pour que h et g soient définies sur I = [-n,n]. Posons y=g|Iet & =h|IL
Puisque (I,y) et (I,3) sont deux solutions qui prennent la méme valeur xq en 0, nous aurons 7y = T(Y)
et & = T(d). Puisque T est contractante, on en déduira que

Neo(Y = 8) = Noo(T(Y) = T(8))< M Neo(y - 8)
Puisque n<1, ceci implique Noo(y — 8) = 0; c'est a dire y = 8.

Démontrons (2 partir du lemme) que h et g coincident sur Ju',v'[ = Jc,d[N]u,v[. Nous allons
montrer que h et g coincident sur [t;,v'[ (on démontrerait de fagon analogue que h et g coincident sur
Ju',t1]). Notons X l'ensemble des points t tels que f et g coincident sur [ty,t]; il s'agit de montrer
que X = ]t1,v'[. Pour cela on va montrer par 1'absurde que sup X = V',

* On utilise ici le fait que E, muni de la norme uniforme, est complet.
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Si supX =6 <Vv'*, de deux choses I'une, ou bien 6 € X, ou bien 6 ¢ X.

-Si 8 € X, d'apres le lemme, il existe un intervalle 10,0+g[ dans lequel h et g coincident. Donc les
points de 16,8+€[ sont aussi dans X, ce qui est contradictoire avec le fait que 0 = sup X.
-Si 6 ¢ X, considérons une suite (Xp)ne N de points de X qui converge vers 0; pour tout n, on a
donc h(xp) = g(xn) ; et (puisque h et g sont continues) 2 la limite h(6) = g(8). Donc 6 estdans X,
ce qui est contredit I'hnypothése que 6 ¢ X.

C'est donc qu'on ne peut pas avoir sup X < V',

§ 2 : Solutions maximales

L'ensemble des solutions est ordonné: on dit que (Ja,b[,f) est plus grande que (Jc,d[,g) si
la,b[D]c.d[ etsi g estlarestrictionde f A ]c,d[. On dira qu'une solution (]a,b[,f) est maximale si
elle n'est pas prolongeable en une solution définie sur un intervalle plus grand; autrement dit s'il n'existe
pas de solution strictement plus grande au sens de la relation d'ordre que l'on vient de définir
(cf: chap.10b §2)

Quels que soient (tp,xp) il existe une solution maximale et une seule qui correspond a la donnée
initiale (to,xp).

L'unicité résulte du théoréme d'unicité du § 1 ci-dessus. Pour démontrer l'existence considérons
toutes les solutions (]a;,bi].f;) correspondant 2 la donnée initiale (tg,x). Posons Ja,b[ = LIJ Jaj,b;[. Si

t appartient 2 Ja,b[, il appartient A un certain nombre d'intervalles Jaj,bil, et par conséquent il existe
plusieurs des fonctions f; qui sont définies en t. Mais d'apres le théoréme d'unicité du § 1 toutes ces
fonctions prennent la méme valeur en t; cette valeur commune sera notée f(t). Alors (]a,b[,f) est solution
de I'équation différentielle. En effet si te Ja,b[, il existe i tel que te ]a;,b;[, et nous avons fi'(t) = F(t,fj(1));
ce qui s'écrit aussi f'(t) = F(t,f(t) puisque, au voisinage de t, les fonctions f et f; coincident. Cette
solution est maximale puisque toute solution correspondant 2 la valeur initiale (tp,xg) est I'une des
(Jai,bi[,f;), donc est la restriction de f A l'intervalle Jaj,b;i[.
Nous admettrons le résultat suivant: Si F: ]a,b[xIRP — IRP, une solution f: Jo.Bl - U de

I'équation x' = F(t,x) est maximale, si et seulement si -

* d'une part ou bien = a , ou bien f tend vers Uinfini en o.

* d'autre part ou bien B = b , ou bien f tend vers l'infini en B.
Exercice a : Considérons I'équation y' = \/1-_)'2 On a donc F(iy) = \/T;i définie pour -1 <y < 1 (nous sommes
obligés d'éliminer lescas y=1 et y =-1, puisque F doit étre de classe Cl).

T
a) Démontrer que, pour tout o, le couple (Jo — ;_-E- o+ 5{ » t = sin(t-¢) ) est une solution de I'équation.
b) Montrer qu'elle est maximale , c'est 4 dire qu'elle n'est prolongeable ni pour t < @ — ;- ni pour t> @+ 121 .

¢) Montrer qu'on a ainsi toutes les solutions maximales.

§ 3: Exponentielles de matrices.
Soit M = (mjj) une matrice pxp, posons V(M) = Slu)pl mijl. Nous obtenons une norme sur

l'espace des matrices pxp (cf: chap.10).Si M et N sont deux matrices, les coefficients de MN sont,
en valeur absolue inférieurs 2 p v(M)v(N). Donc v(MN) < p VIM)vV(N).

Mn : I .
Considérons la série u = ( ( 717')),,6 N - De l'inégalité ci-dessus, on déduit

*

v' et sup X sont finis ou +oo
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(M“ pli(v(M))m
v _rf’-) s n!
Donc la série u est normalement sommable. Sa somme est appelée l'exponentielle de la matrice M, et
notée exp(M).

Calcul de Exp(M)

Si deux matrices M et N commutent alors exp(M+N) = exp(M)exp(N). Nous ne ferons pas la
démonstration, qui est une adaptation de celle du chap.12 §4. Notons seulement que celle-ci repose sur
I'égalité M N _ (MNP ui n'est autre que la formule du binéme. C'est i

g “ Tr="a q e q ule du me. C'est pourquoi nous avons
1+)=n
besoin de I'hypothése que MN = NM.
En particulier exp(-M) = [exp(M)]-1.
Cas des matrices diagonalisables

g : Mmn A
— <1 N _ sl Atad I .
Si M=AAA"!, ol A estdiagonale, pour tout n nous avons — = A T A-1; d'ou l'on déduit
N N A
n
que (VN) z Mn-,—= A [z HT'] A-1. Et en passant 2 la limite exp(M) = A exp(A) A-1. Ceci nous
n=0 n=0

permet de calculer I'exponentielle d'une matrice diagonalisable, puisque l'exponentielle de la matrice
diagonale de coefficients &; est - c'est 2 peu prés évident - la matrice diagonale de coefficients exp(d;).

Cas des matrices nilpotentes

2 -1
Si Mn =0, la série est nulle a partir du rang n, donc exp(M) = Id+M+ 1\74— + ...+ (I:I__“ﬁr .
Cas général
Au chapitre 19, on a appris 2 écrire toute matrice M sous la forme Mp+N, ol M est diagonali-
sable et N nilpotente, et o MgN = NMj. Il en résulte que exp(M) = exp(Mp)exp(N). Et nous savons
calculer exp(Mp) et exp(N).

Exercice b : Reprendre les matrices M que 1'on a réduites au chapitre 19, et calculer pour chacune delles exp(tM).

§ 4 : Equations différentielles linéaires a coefficients constants.
Equations linéaires homogenes a coefficients constants.

Ce sont les équations de la forme y' = Ay, ou (y est une fonction a valeurs dans IRP, et) A est
une matrice (qui ne dépend pas de t). Nous avons déja étudié ces équations lorsque p = 1 (cf: Chap.3
§3). Leurs solutions peuvent étre calculées explicitement.

Soit yo€ RP et tg e R, alors la fonction t — ¢(t) = exp((t-t9)A).yp est solution de I'équation
homogéne y’ = Ay. C'est la solution maximale (unique) qui prend la valeur yp en to.

En effet: Il est clair que @(tg) = yo, et que ¢ étant définie sur R tout entier, si c'est une solu-
tion elle est maximale. Il nous faut donc montrer que ¢ est dérivable et que (Vt) ¢'(t) = Ag(t).

Lemme: Soit v la norme sur I'espace des matrices déja utilisée au § 3, alors
v(exp(hA) —Id —hA) s% [ep/nlv(a) _plnlv(A) -1] = o(h)
. : hiAl )
Démonstration: Posons 2p, = . —— - Alors:
- iAd - i
v(Z,) < 2 v(h—ﬁ"— = z 'l‘l,;l v(Al)

i=2 i=2
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|hli

< = Pl v(A) (car v(MN) < p V(M) V(N))

n
i=2
n

hli o N LRl
Et 22‘ AL pit veayi sz; L pitva)y = 5 Leplnva —piniv(a) 1]
1= =

Donc (Vn)  v(Z,) < %[eplhlv(M—plhlv(A)-l].

Et puisque la suite (Zy )ne N converge vers exp(hA) —hA —1Id , en passant 2 la limite on obtient
v(exp(hA) —hA —Id) < % [epInlv(A) — pInlv(A) -1].

Ce qui termine la démonstration du lemme, et nous permet de montrer que @ est dérivable. En effet pour
tout t et pour tout h, nous avons:
G(t+h) — (1) ~hAQ(t) = [exp((t+h-to)A) — exp((t-t9)A) — hAexp((t-t9)A)]yo
= [exp(hA) — 1d - hA] [exp((t-to)A)yo].
Notons Neo la norme sur RP définie par Neo(yj,.. »Yp) = Slllp( | yil ). Pour toute matrice B et tout vecteur
Yy, nous avons Neo(By) < v(B) Neo(y) (vérification facile). Donc
Noo(@(t+h) — (t) ~hAG(1) < v(exp(hA)—1d - A) Noo(exp((t-to)A)yo)
sll; [ep!nIvA) — plhlv(A) 1] Neolexp((t-to)A)yo)

Donc Noo(@(t+h) — 9(t) ~hA@(t)) = o(h) Neo(exp((t-to)A)yo) = o(h)
Formule qui prouve qu'au point t, ¢ est dérivable de dérivée Aq(t); ce qui termine la démonstration.

Les équations linéaires non homogenes a coefficients constants. Ce sont les équations du type y'b = Ay +
B(t); o A est une matrice (indépendante de t) et B une fonction continue de t.

La méthode dite "de variation de 1a constante" consiste a chercher les fonctions z: R — RP telles
que la fonction t — exp(tA) z(t) soit une solution de y' = Ay+B(t).

Nous admettrons que la dérivée de t — exp(tA)z(t) est t — A exp(tA) z(t)+exp(tA) z'(t); et
I'équation devient donc (Vt) exp(tA) z'(t) = B(t). Ce qui s'écrit aussi z'(t) = exp(-tA)B(t). Et nous
obtiendrons z par une primitivation.

Calculs pratiques

Ce qui précéde nous donne un calcul des solutions d'une équation linéaire a coefficients
constants, a partir du calcul de l'exponentielle des matrices. Cette méthode est souvent assez longue a
mettre en ceuvre. Dans la pratique il est quelquefois plus simple de ne pas chercher a réduire
complétement la matrice A, mais de se contenter de faire un changement de base qui la rend triangulaire.
On a alors un systéme qui se résout étapes par étapes. Voici deux exemples.
Exercice d: Soit 2 résoudre (;’;) = 01 }2 ) (321 )+ ( 5 )

a) Onpose M = ( % (1) ) . Vérifier que M'l( _01 12 )M est une matrice triangulaire T.

On pose (2) =M-1 (;;) Montrer que I'équation proposée est équivalente 2 ( 2 ) = T( 2 )+B1 oll By estune

fonction de t que 'on précisera.

b) Calculer alors zp puis zj. En déduire y; et yj.

10
Exercice e : On considere dans R3 I'équation y'= Ay ol A= (-1 0 2).
-1-13
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a) Trouver une matrice M telle que M-1AM soit triangulaire.
1
b) En s'inspirant de l'exercice d déterminer les fonctions z = (:2): R - R3 telles que t— Mz(t) soit
z3 :

solution de I'équation proposée. Puis en déduire les solutions de cette derniere.

§ 5 : Les avatars d'une équation différentielle.

On prendra garde qu'une méme équation différentielle peut se présenter sous des formes trés
différentes. Nous ne ferons pas de théorie générale sur les diverses présentations que 1'on peut donner
d'une méme équation. Voici, sur un exemple, quelques unes d'entre elles.

Du second ordre au premier ordre

Considérons I'équation linéaire du second ordre

(1) y'=-2y +2y
(ot la fonction inconnue y est a valeurs dans IR). Nous pouvons la transformer en une équation du
premier ordre dont la fonction inconnue Y est a valeurs dans IR2. Considérons en effet I'équation linéaire
a coefficients constants

@ ()=(52)C) s {320y 2

Si la fonction y est solution de I'équation du second ordre, alors Y = (; ) est solution de I'équation
vectorielle. Réciproquement si Y = (Z) est solution de 1'équation vectorielle, alors y est solution de

'équation du second ordre.

De fagon générale toute équation du second ordre (dont l'inconnue est a valeurs dans RP) peut
ainsi étre transformée en une équation du premier ordre (dont l'inconnue est a valeurs dans R2P). Pour
cela il suffit de prendre pour nouvelle inconnue le couple formé de l'inconnue a valeurs dans RP et de sa
dérivée. En particulier les équations linéaires du second ordre 2 coefficients constants 2 valeurs dans RP
nous donneront des équations linéaires 2 coefficients constants du premier ordre 2 valeurs dans R2P.

C'est pourquoi dans toute étude théorique sur les équations différentielles, on oublie systéma-
tiquement les équations d'ordre 2.

Notons qu'une donnée initiale pour une fonction 2 valeurs dans R2P , est la donnée pour un
certain to d'un vecteur de R2P, c'est a dire de 2p scalaires. Si celle ci provient d'une équation du second
ordre (2 valeurs dans RRP), ces 2p scalaires soht les valeurs en tg de la fonction inconnue a valeurs dans
IRP et de sa dérivée.

Par exemple dans les équations de la mécanique, qui sont du second ordre, une donnée initiale est le
couple formé de la position du mobile, et de sa vitesse @ Linstant ty. Dans ce cas le théoréme dunicité des
solutions signifie que, dans un champ de forces donné (c'est & dire pour une équation donnée), [a position
initiale et [a vitesse initiale déterminent compltement le mouvement. C'est (@ [un des principes de base de [a

mécanique, admis depuis Newton.

Les courbes solutions d'une équation 2 valeurs dans R2.
Les solutions de (Z) = (_% é (Z) sont des fonctions (d'une variable t) A valeurs dans R2.

Toute solution t — (Z((:)) ) définit une courbe paramétrée I" du plan. Soit I'y et I deux de ces courbes

passant au méme point M pour t égal, respectivement, a t; et a to. Puisque 'équation est a coefficients
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i -t1+ . . .
constants la fonction t — I'y(tp-t1+t) = Zg((tt;ttll +tt)) est aussi une solution. Cette solution prend la

valeur M pour t = t1 , donc (théoréme d'unicité des solutions) c'est la solution t — I"y(t). Ainsi les deux
courbes I'y et I sont une seule et méme courbe qui a requ deux paramétrages différents.

Nous avons ainsi démontré que deux courbes solutions ne peuvent avoir un point commun que si
elles sont confondues; par ailleurs (puisqu'a toute donnée initiale correspond une solution) par tout point
du plan passe une courbe solution. Dans le cas présent une des solutions est la courbe "1 définie par :

y(t) =etcost

z(t) =etcost —etsint
Pour tracer I'; on trage d'abord I'arc correspondant a 0<t<2r, puis on trage le reste de la courbe par les
homothéties de rapports €207 (ol ne 2).
Les courbes 'y homothétiques de I'; dans les =2

¥4

homothéties de centre 1'origine et de rapport K sont
aussi des solutions. Et puisque par tout point du plan,
sauf l'origine, passe une unique courbe I'g, nous

avons ainsi obtenu toutes les courbes solutions, sauf

t=0
. . fa
une: celle qui correspond  la solution constante égale H y
a 0, et qui se réduit a I'origine.

C'est une famille de spirales s'enroulant les unes autour des autres.

Variations sur le paramétrage des courbes solutions

Considérons maintenant I'équation (y ) = ( 0 2 ()z/) Il est clair que t — (Z((tt)) ) est une
solution du syst¢me (1), si et seulement si t — (z(2t) est une solution de ce nouveau systéme.
Autrement dit les courbes solutions des deux systémes sont identiques.

Plus généralement si ¢ est une fonction (de classe C1)de R dans R, nous pouvons considérer
I'équation

y '

3) () =0(52)C)
(qui n'est plus a coefficients constants si ¢ n'est pas constante). Alorts si ® est une primitive de @, et si
y(®(1)

(O(1))

et (3) ont mémes courbes solutions, mais elles donnent des paramétrages différents de ces courbes.

t— (Z((tt)) est une solution de 1'équation (1), t —)( )est une solution de (3). Les équations (1)

Si F est une fonction de classe C! de 1R2 dans IR , nous pouvons considérer I'équation:

(3) () =Fy.2 (y)

Sit— (Z((tt)) est solution de 1'équation (2), et G une primitive de la fonction t — F(y(t),z(t)), alors
foy ( y(G(1)

2G(1)) est solution de (3'). Ici encore nous retrouvons les mémes courbes solutions que pour

I'équation (2), mais avec un autre paramétrage.

Retour a une équation de degré 1 a valeurs dans R.
Un cas particulier de (3") particulirement intéressant est celui ou F(y,z) = % (notons qu'ici F

n'est pas définie pour z = 0, nous nous restreignons donc au complémentaire de la droite z = 0 dans le
plan de (y,z)). Dans ce cas 1'équation (3') devient:



y' =1 132

“) { z''=-2 XZ- + 2
Puisque y' = 1, c'est que y = t+h , donc z' = % , par conséquent notre nouvelle équation s'écrit aussi :

. dz _ .,y

(4" &y = -2 2 2
C'est donc une équation d'ordre 1, de la fonction inconnue a valeurs réelles y — z(y). Le graphe d'une
solution de (4') est encore une courbe solution de (2) (ou plutdt un morceau de courbe solution de (2),
puisque nous travaillons dans le complémentaire de la droite z = 0). Comme dans (3) ou (3') nous avons
fait un changement de paramétre sur les courbes solutions; ici nous avons choisi y comme nouveau

parametre (ce qui n'est possible que 12 ou la tangente a ces courbes n'est pas paralléle a Oz, c'est pour-
quoi il a fallu se placer dans le complémentaire de la droite z = 0).

Equations différentielles et champs de vecteurs
Nous pouvons encore modifier 1'aspect de I'équation 2 de la fagon suivante. Considérons
l'application X: R2 — R2 qui a (y,z) associe (z,~2y+2z); une telle application peut étre considérée

comme un champ de vecteurs sur R2. Les solutions de 1'équation (2) sont les fonctions y: t — (z:((tt))

dont le vecteur dérivé en t, est le vecteur du champ au point y(t). Ainsi 1'équation différentielle s'écrit

aussi:

d
5) T = X(1v)
Les courbes solutions sont aussi appelées les courbes intégrales du champ de vecteurs X.
Remplagons le champ M — X(M), par le champ M — F(M)X(M) (ot F est une quelconque
application de classe C! de R2 dans R). C'est une modification analogue a celle qui nous a donné
1'équation (3') ci-dessus; en termes de champs de vecteurs, elle nous donne I'équation:

. d
5 D) = Fiy(0) X()
Les courbes intégrales du champ M — F(M)X(M) sont les mémes que celles du champ
M — X(M) (puisque (3') et (2) ont mémes courbes solutions).

§ 6 : Quelques méthodes de calcul pour les équations non linéaires.
Nous allons donner ici quelques recettes permettant de résoudre certaines équations (a valeurs
dans R) de types bien particuliers.

Equations a variables séparées.
Elles sont de la forme f(x) = g(y) g{-(ou elles peuvent étre ramenées 2 cette forme). Si F et G sont

des primitives de f et g, cette équation s'écrit aussi gg(x) = (—igfx(x). Donc pour toute solution x — y(x)

il existe une constante k telle que F(x) + k = G(y(x)).

Si G est une fonction inversible, ceci nous donne y(x) = G-1(F(x)+k). La solution correspondant
a la donnée initiale (xq,yo) est donnée par k = G(yo) — F(xp). Et puisque, a chaque donnée initiale, nous
savons ainsi faire correspondre une solution, c'est que nous avons toutes les solutions de I'équation. Si
G est seulement localement inversible au voisinage d'un point yq (et pour cela il suffit que G'(yp) # 0,
c'est a dire g(yo) # 0), nous obtiendrons ainsi les solutions dont les valeurs sont voisines de yo.
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Equations d'ordre 2 oii le temps ne figure pas

Elles sont de la forme y" = F(y,y') (ou se raménent 2 ce type). Avant de chercher les solutions
t — y(t), nous chercherons une fonction z telle que (Vt) z(y(1) = y'(1).

En dérivant cette relation nous obtenons: (Vt) g%(y(t)) y'(t) = y"(t). Alors I'équation s'écrit

(V1) (y"(t) =) g—;(y(t)) z(y(1)) = F(y(1),z(y(1)))
Pour calculer z nous sommes ainsi amenés a résoudre (si nous savons le faire !!) I'équation d'ordre 1
(o1 & =y est la variable) 2'(§) z(§) = F(&,z(§))

Pour toute solution & — z(§) de cette nouvelle équation, nous résoudrons ensuite I'équation (2 variables
séparées):
y' =«y)
Nous avons décomposé le probléme posé en deux équations d'ordre 1 successives.
Remarquons que si t — y(t) est une solution de I'équation y" = F(y,y"), alors (quelle que soit la
constante h) t — y(t+h) en est une autre.

Equations du second ordre oi1 la fonction inconnue ne figure que par ses dérivées

Elles sont du type F(t,y',y") = 0. Nous pouvons considérer une telle équation comme une
équation d'ordre 1 dont I'inconnue est la fonction y'. Lorsque nous aurons résolu cette équation, il nous
restera a calculer les primitives de ses solutions.

Equations homogenes
Ce sont les équations du premier ordre (ai% = F(y,x) telles que (VA#0) F(Ay,Ax) = F(y,x). Les

graphes des solutions d'une telle équation sont les courbes solutions de 1'équation 2 valeurs dans R2:

{ y'(t) = F(y(t),x(t))
x'"(t) =1

Soit I'(t — x(t),y(t)) une telle courbe, I'homothétie de centre I'origine et de rapport A, la transforme en
') (t = Ax(t),Ay(1)) (ou, par changement du paramétrage t — lx(%),ly(—i—)), qui est clairement une

autre courbe solution. Ainsi dans R2 privé de l'origine, les courbes solutions sont
* Soit des droites passant par l'origine (chacune d'elles est sa propre transformée dans les
homothéties de centre l'origine).
* Soit des familles de courbes I'y , liées par la relation: (VA,u) Iy est la transformée de
I\ dans Thomothétie de centre I'origine et de rapport p/A.
Pour résoudre effectivement nous chercherons a calculer les fonctions x —s p(x) telles que
X — y(x) = xp(x) soit solution de I'équation. Ce qui nous améne 2 résoudre:
xp'(x) + p(x) = F(p(x),x)
Mais on peut aussi passer en polaires dans d'équation a valeurs dans R 2, c'est a dire chercher deux
fonctions p(t) et w(t) telles que la courbe (x(t) = p(t) cos a(t) , y(t) = p(t) sin w(t)) en soit une courbe
solution. Nous obtenons alors:
p'cos® —p ' sin ® = 1
p'sin® +p w' cos ® = F(p cos w,p sin »)

Ce qui nous donne:



134

{on

Soit encore:

cos o + sin ® F(p cos o, p sin ) = cos o + sin w F(cos w,sin o)
—sin @ + cos o F(p cos o, p sin ) = - sin ® + cos ® F(cos w,sin ®)

dp cos ® + sin ® F(cos w,sin ®)

p —sin w + cos ® F(cos ,sin m)
Ce qui est une équation a variables séparées.

Complément : Linéarisation d'une équation différentielle.

Nous avons appris a résoudre les équations linéaires a coefficients constants; ce sont en fait a peu
prés les seules que I'on sache résoudre explicitement (le § 6 donne quelques autres cas ol la résolution
compléte est possible). Que faire d'une équation du type y' = F(t,y), ou F est de classe C1?

Pour simplifier nous supposerons que F ne dépend pas de t, c'est donc une fonction de la seule
variable y. Ceci nous permettra de la considérer comme un champ de vecteurs sur RP. Abandonnons la
recherche des solutions maximales, pour nous intéresser a l'allure des solutions "au voisinage de
(to,y0)". Nous allons remplacer F par une fonction "voisine", par exemple par un de ses développements
de Taylor.

Au voisinage d'un point ou F ne s'annule pas

Essayons d'abord le développement de Taylor
d'ordre 0. Nous résoudrons donc 1'équation y' = F(yp). //
Interprétée comme un champ de vecteurs, cette nouvelle ==X
équation nous donne un champ constant. Elle a donc pour
courbes intégrales des droites paralléles. Mais il faut

démontrer que, au voisinage de yo, les courbes intégrales
de I'équation initiale "ressemblent" & ces droites paralleles.

On démontre (nous l'admettrons) que, au voisinage de zo, les courbes solutions sont les images
par un difféomorphisme d'une famille de droites paralleles.

Au voisinage d'un point ou F s'annule.

Si F(yg) = 0, il n'est évidemment plus question d'utiliser le développement d'ordre 0; nous
obtiendrions I'équation y' = 0, dont les solutions constantes n'ont rien de commun avec celles de
1'équation donnée. Nous allons remplacer f par son développement d'ordre 1, c'est a dire par sa
différentielle. Nous obtenons l'équation:

y' = dyyF.(y-yo)
Elle est linéaire a coefficients constants; on dit que c'est la linéarisation de l'équation donnée au voisinage
de yo." .

Bien entendu les solutions de notre équation linéaire ne sont pas les solutions de 1'équation
initiale; tout ce qu'on peut espérer c'est que, au voisinage de (to,yo), elles leur ressemblent. L'un des
résultats les plus importants, et les plus faciles & démontrer est le suivant.

* Par exemple, dans tous les cours de mécanique on remplace 1'équation du pendule simple y" + k siny =0, par I'équation

y" +k y = 0. C'est un cas typique de linéarisation, faite directement sur 1'équation de degré 2.
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Le probléme de la stabilité : Puisque f(yp) = 0, la fonction constante t — yg est une solution de

I'équation initiale. On dit que yg est un point d'équilibre de 1'équation. Nous dirons que cette position
d'équilibre est stable s'il existe un ouvert §2 contenant yg tel que si une solution t —» Y(t) passe en un
point de 2 pour t = ty (i.e. si y(tp) € §), alors:

a) Pour t > tg elle reste dans 2

b) y(t) tend vers yp lorsque t tend vers +eo.
Autrement dit si une solution est, 2 l'instatnt to suffisamment proche de la position d'équilibre yy, elle ne
peut ensuite que s'en rapprocher encore plus. Au contraire si yo est un point d'équilibre instable, aussi
pres qu'on veut de yo, on pourra trouver un point y; tel que la solution correspondant a la donnée initiale
(to.y1) s'éloigne de yq pour t>to (et ne tende pas vers yq pour t tendant vers I'infini).

Le point yg est un point d'équilibre de I'équation linéarisée, cherchons d'abord 2 quelle condition

il est stable. Deux raisonnements sont possibles.

Premier raisonnement: Nous savons que la solution qui correspond a la valeur initiale (tg,y;) s'écrit
t = exp((t-tp)dy,F)(y1—yo). Une étude attentive du calcul de exp((t-to)dy,F), montre que les coeffi-

cients de cette matrice sont de la forme Zefi(l"o) Pi(t-tp) (ol les r; sont les valeurs propres de dy,F, et

les P; des polyndmes). Si les parties réelles des r; sont toutes négatives, tous ces coefficients
convergent vers 0, pour t tendant vers l'infini, et 'équilibre est stable. Si certaines des 1 ont des parties
réelles positives ou nulles, certains de ces coefficients ne tendent pas vers 0, pour t tendant ves 1'infini, et
I'€quilibre est instable. Il resterait 2 écrire en détail ce raisonnement basé uniquement sur le calcul des
exponentielles de matrices; nous allons en donner un autre.
Deuxieéme raisonnement : Supposons que toutes les valeurs propres de dy,F (qui sont a priori de
nombres complexes) aient des parties réelles négatives. Dans ce cas on peut démontrer (lemme en fin de
paragraphe) qu'il existe un produit scalaire sur IRP (noté <, >) et un nombre A (A<O0) tels que
(Yu) <dyoF(u),u> < A <u,u>
Soit y une solution de 1'équation y' = dy,F.(y-yo) différente de la solution constante y (c'est 2 dire telle
que (V't) y(t) #yg); nous aurons:
d%(<y(t)—yo,y(t)—yo>) = 2<y'(1),y()-yo> = 2<dy F.(y()-y0),y(t)-yo> < 2A<y(t)-y0,y(t)-yo>

Donc la dérivée du logarithme de <y(t)-yo,y(t)-yo> est au plus égale a 2, il en résulte que

(Vt>t0) Log(<y(t)-yo.y(t)-y0>) — Log(<y(to)-yo,y(to)-yo>) < 2\ (t-tg)
Soit, en notant N la norme associée a ce produit scalaire:

N(y(1)-yo) < N(y(t)-yo) eMt-10)

Et, puisque A < 0, ceci implique que (Vt>tg) N(y(t)-yo) < N(y(to)-yo) , et que N(y(t)-yo) tend vers 0
si ttend vers +oo,
Le théoréme de Liapounov.

Nous allons démontrer que 1'équation y' = F(y) se comporte comme sa linéarisée, c'est a dire
que: si toutes les valeurs propres de dyoF (qui sont a priori des nombres complexes) ont une partie

réelle négative *, alors la position d'équilibre yy de I'équation Y’ = F(y) est stable. Ce résultat est connu

sous le nom de théoréme de Liapounov.
Démonstration : II existe un produit scalaire sur RP (noté <, >) et un nombre A (<0) tel que (Vu)

<dyoF(u),u> <A <u,u> (lemme en fin de paragraphe). Notant toujours N la norme associée 2 ce produit
scalaire, nous pouvons trouver o(>0) tel que

" On remarquera que cette condition implique qu'aucune valeur propre n'est nulle, donc que d yoF est inversible.
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N(v-yo) < o implique N(F(v) — dyF(v-yp)) < -Izl N(v-yp)

(puisque F(yp) = 0, ceci signifie seulement que F est différentiable en yg). Donc N(v-yg) < o implique ‘

<F(v) — dyoF(v-y0)),v-yo> < N(F(v) - dyoF(v-y0)) N(v-yo) < l—%l (N(v-y0))?

D'od <F(v),v—yo> £ <dy,F(v-yo),v-yo> + l%l (N(v-yg))?

Et, puisque (Vu) <dy,F(u),u>< A <u,u>, on en déduit:
N(v-yo) < a implique <F(v),v-yo> < A (N(v-y0))? + l—%—'— (N(v-y0))?

N A
D'ou <F(v).v-y0> < 5 (N(v-y0))?
Nous pouvons alors reprendre la démonstration que nous avons faite dans le cas de 1'équation

linéarisée. Soit t — y(t) une solution telle que N(y(tg)-yo) < @, alors pour t>tg, et tant que N(y(t)-yo)
reste inférieur & o, nous pouvons écrire:

d , A
FiYO-0,y(0)-y0>) = 2<y'(1),y(t)-yo> = 2<F(y(1)),y()-yo> < 2 5 <y(t)-yo,y()-yo>
Donc la dérivée du logarithme de <y(t)-yo,y(t)-yo> est au plus égale a A, il en résulte que ‘
(Vt>tp) Log(<y(t)-y0,y(t)-y0>) — Log(<y(t0)-y0.y(to)-y0>) < A (t-t0)
Soit , en notant N la norme associée a ce produit scalaire:

N(y(t)-yo) < N(y(to)-yo) eMt-102
Et, puisque A < 0, ceci implique que N(y(t)-yo) < N(y(to)-yo). Donc N(y(t)-yo) reste inférieur a o

pour toute valeur de t supérieure atg; et N(y(t)-yo) tend vers 0 sit tend vers +eo.
A notre époque il existe des programmes dordinateurs permettant de calculer avec une précision

raisonnable [a solution correspondant & [a donnée initiale (t;1,y;) de [équation y' = F(y). Les plus simples sont
basés sur le principe suivant .

Nous choisissons 0.>0. Sur [intervalle [ty t;+0.] nous poserons @ (t) = y; + F(y1) (t-t1). C'est une
fonction affine, et si O est petit elle est "voisine d'une solution’ (par exemple au sens de la convergence
uniforme) puisque F(Q (t)) reste voisin de F(y;). Mais il ne faut pas s'écarter trop de t;; c'est pourquoi [orsque
t est entre t;+O0L et t;+2QL, nous poserons @(t) =@ (t;) + F(@(t;+0)) (t-t;-0). Cest aussi une fonction
affine, mais nous avons réactualisé [a dérivée en passant au point t;+0.. Nous changerons aussi [a dérivée en

t1+20, puis en t1+30.,... ‘Et nous obtiendrons une fonction affine par morceaux (qui est donc de classe C! sauf en
un nombre fini de points). On démontre qu'elle est proche de [a solution correspondant & (t1,y1), pourvu que Q.
soit choisi petit, mais surtout que [on reste dans un intervalle [t;,t2] pas trop grand.

Plus cet intervalle sera grand, plus il faudra choisir O. petit, donc plus le nombre de pas du calcul
deviendra grand (et il devient vite inacceptable !). En particulier ce calcul approché ne permet pas de connaitre [le
comportement de [a solution lorsque t tend vers [infini. On comprend mieux [intrérét du théoréme de
Liapounov, qui nous dit avec trés peu de précision, mais avec certitude, ce qui se passe lorsque t devient trés

grand.

Pour terminer la démonstration du théoréme de Liapounov, il nous reste 2 démontrer le:
Lemme: Soit A un endomorphsime de IRP dont toutes les valeurs propres A; ont une partie réelle
négative (on supposera que (Vi) ®R.(A;) < 2k < 0). Alors il existe un produit scalaire sur RP tel que, quel

que soit u, <A(u),u> < k <u,u>.
Cas o A =AId + N (o A=2k est réel négatif, et N nilpotent). Choisissons une base {ey,...,en} dans la
quelle la matrice v de N est triangulaire (avec sur la diagonale les valeurs propres, c'est & dire des z€ros).
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Sinous remplagons le vecteur e; par oe; cette matrice v est modifiée; sa i-me colonne est multipliée

par o, et sai-eme ligne est divisée par o (ce qui ne change pas les coefficients diagonaux). En multipliant

successivement les vecteurs ey,... e, par des scalaires convenables nous pouvons donc fabriquer une
nouvelle base {e',e5...,e5) (ou e = e1) qui donnera & N une matrice v' dont tous les coefficients (non

diagonaux) sont au plus égaux 3 ¢ = 17(%-_'17 Nous choisirons le produit scalaire qui rend cette base

orthormée. Alors pour tout u = Xj€j nous aurons (en notant vij les coefficients de v', et llull 1a
i

norme associée du vecteur u):

<Au,u> = <7\,Z Xj €j ,Z Xjei> + <Z Vij Xj ej,z Xjei>

i i i#j i
<Au,u> = A llull2 + z Vij Xj Xj
1#]
_ . . . , -1 . . .

D'ou, puisque (Vi) |x;| < llull, et puisque V' a seulement &(PQ—)- coefficients (non diagonaux) éventuel-

lement non nuls.

2
l<AU,u>—7L ali2| < Z lVl’jl hall2 < L%._( -1) e llull2 =_IM llull

i#j
Et puisque A est négatif, nous en déduisons <Au,u> 2;— lull2,

Cas ol A a toutes ses valeurs propres réelles: Soit E; les Sous-espaces spectraux de A. Nous construi-
rons (Vi) un produit scalaire sur E; (noté <, >), et un scalaire ki tels que (Vxe E;j) <A(u),u>; < k;
<u,u>; (comme ci-dessus). Il suffira alors de mettre sur E le seul produit scalaire qui rend les E; deux a
deux orthogonaux, et induit sur chacun d'eux le produit <.,.>j.
Exercice f: Montrer qu'il existe un unique produit scalaire <.,.> sur E, pour lequel les E; sont deux a deux orthogonaux, et
qui induit sur chacun d'eux le produit <.,.>;.

Montrer que, pour ce produit scalaire, on a (Vu) <Au,u> < sllgp ki <u,u>.
Cas ou certaines valeurs propres ne sont pas réelles: Considérons RP comme un sous-ensemble de CP.
Soit M la matrice de A dans la base naturelle de RP. Soit Ac T'endomorphisme de CP dont la matrice
dans la base naturelle (de CP) est M: alors, pour tout u dans RP, on a A(u) = Ac(u). Nous pouvons
construire (comme ci-dessus) un produit hermitien dans CP tel que (Vu e CP) R,(Ac(u)|u) <k (u [u).
Larestriction 2 RP de ce produit hermitien est un produit scalaire; et (Vue RP) <A(u),u> < k <u,u>.
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Exercices sur le chapitre 20

Exercice 1: Trouver les solutions des équations différentielles suivantes :

a) y"+3y'+2y = et b) y"-3y'-2y = cht cos t c) y"+2y'+1 = cht

Exercice 2: Trouver les solutions des équations différentielles suivantes :

x 14+y2 1+x2
= b e ‘= —2-
2 y X“+y ) y 14x ° y 1+y
d  yVxZ+yZ=y 9 Y2y =x23y2  Dayly+x-y)2=0

Exercice 3: Trouver les solutions des équations différentielles suivantes :

) (x+yy)? = x2+y? B y-y=xVy 0 y'=yy
d) y"=(@)%y (Le calcul se termine par une quadrature que 1'on ne peut effectuer)
e) y-xy =x2+y2 f) y-ytgx+cos?x=0 g) y'sh2x-2y=2sh3x

Exercice 4: Calculer exp tM, ot M = ( ; % ) (diagonaliser M).

122
Exercice 5: Calculer exp tM, ot M = ( 012 j (écrire M comme la somme d'une matrice diagonalisable, et d'une
001

matrice nilpotente qui commutent entre elles).

Exercice 6: On considére les fonctions o, 3 et y définies par les séries entidres suivantes
} : E : 3p+1 E : 13p+2

a) Montrer que les rayons de convergence de ces séries sont infinis. Calculer les sommes o+3+y, a+jB+j27

et o+j2B+jy. En déduire une expressions des fonctions o, et y en fonction des fonctions exponentielle, cosinus et sinus.
010
b) Calculer exp tM , od M = ( 001 ) (calculer d'abord M3).
100

Exercice 7:
a) Soit A une symétrie (i.e: un endomorphisme tel que A2= Id). Montrer que exp tA = (ch t) Id + (sh t) A.
b) Calculer exp tM ol M = ? :1)' ) . On cherchera d'abord A et . tels que (AM + pld)? = Id.

Exercice 8:

21 -1 e2t 1
Trouver la solution du systeme différentiel (;’) = ( 120 ] (;) + (O ) qui prend la valeur [0) pour t=0.
z 102)\z 0 1

x' = z+et
Exercice 9: Trouver les solutions du systéme différentiel { y' = y+z+cos t
z' = x+sin t

x' = x+z+u+e!

Exercice 10: Résoudre le systeme différentiel y=y Tzl t
z' = x+y+u+e
u' = x+y+z
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Exercice 11: Trouver la solution du syst2me différentiel

I
— 0o O
O = O
OO =
-0 0

[~

qui prend la valeur

1
(1) pour t=0.
0

Exercice 12: On considre 1'équation différentielle y' = 1+y2.
a) Vérifier que t —> tgt en est une solution maximale.

b) Utiliser le fait que la variable t n'apparait pas dans I'équation pour en déduire les autres solutions maximales.
Exercice 13: Soit 'équation différentielle y" - 2y' + y=el
‘= t
a) Montrer qu'elle est équivalente 2 I'équation vectoriellev{ - ; u-v+e

b) Résoudre la premiere équation directement.

¢) Résoudre la seconde équation au moyen des exponentielles de matrices. Comparer les résultats obtenus.

Exercice 14: On considere I'équation différentielle { y= =y2_y ;zz
a) Par un changement de coordonnées dans le plan, 1'écrire sous la forme {Z' ::ZY

b) Dessiner les courbes solutions. Comment faut-il choisir Mo(y0,z0) pour que la solution qui passe par My pour

t=0 tende vers l'infini en +oo.

Exercice 15: On consid2re I'équation différentielle { y= =3;2_)_' ;ZZ
a) Par un changement de coordonnées dans le plan, I'écrire sous la forme {Z' ==ulZY

b) Dessiner les courbes solutions. Comment faut-il choisir Mo(y0,z0) pour que la solution qui passe par Mg pour

t=0 tende vers l'origine en +co,

Exercice 16: Etude de I'équation différenticlle y2=1- y2.
a) On considere 1'équation y' = v l-y2 ( y| < 1). Quelle est sa solution maximale correspondant 2 la donnée
initiale (tg = 0, yo = 0). Utiliser le fait que la variable t n'apparait pas dans 1'équation, pour déterminer toutes les solutions

maximales de cette équation.

L. V3,
2 2

b) Quelles sont les solutions maximales de I'équation y'2 =1-y2 qui prennent la valeur
Exercice 17: On considere I'équation différentielle 4y +y2 = 4xy' (on essayera de la mettre sous la forme y' = F(x,y)).
Montrer que ses solutions sont d'une part la fonction x — x2, d'autre part les fonctions affines dont les graphiques sont les

tangentes 2 la parabole y = x2.

Exercice 18: Soit M une matrice telle que M3 + 3M2 + M = Id.
a) Montrer que (M+Id)3 = 2(M+Id).
b) Calculer exp ((M+I) puis exptM.

Exercice 19: Résoudre I'équation différentielle y" + 3y"+3y'+y=cost (ol y est une fonction inconnue 2 valeurs

réelles). On pourra la ramener  une équation d'ordre 1 2 valeurs vectorielles.
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Chapitre 20b

Outils fondamentaux du raisonnement
Cinquiéme partie: Relations d'équivalence et ensembles quotient.

§ 1 : Partitions et relations d'équivalence.
Une partition (A;)iel d'un ensemble E est une famille de sous-ensembles, tous non vides, de E
deux a deux disjoints et dont la réunion est E. Chaque élément de E appartient donc a un A; et a un seul.
Une partition peut étre finie (par exemple 1'ensemble des nombres pairs, et I'ensemble des
nombres impairs forment une partition finie de Z). Elle peut étre infinie (par exemple les intervalles de la
forme [n,n+1[ (ot ne Z) forment une partition infinie de R).

La partition de E associée a une application ¢:E — F.

Soit ¢:E — F, considérons les sous-ensembles de la forme ¢~1(f), ol f est un élément de F. Si [0)
n'est pas surjective, certains de ces sous-ensembles sont vides; nous les éliminons. II reste les sous-
ensembles ¢~1(f) pour tous les f dans Im ¢; ils forment une partition de E. En effet

a) Ils sont deux a deux disjoints (pour f#f', ¢~1(f) et ¢~(f') sont disjoints puisqu'un élément de
E ne peut avoir pour image 2 la fois f et f').

b) Leur réunion est E (I'élément e de E appartient a o~ (o))

Exemples:

a) Soit ¢:Z — {0,1} l'application qui a tout entier associe le reste de sa division par 2. La parti-
tion associée est formée de ¢—1(0) (c'est a dire de I'ensemble des nombres pairs), et de ¢~1(1) (c'est &
dire de I'ensemble des nombres impairs).

b) Soit 7 la projection du plan P sur sa droite D parallélement 2 la direction A. La partition
associée a m est formée des droites de direction A.

¢) Si @:E — F est injective, la partition associée a ¢ est formée de tous les sous-ensembles 2 un
élément de E.

§ 2 : Partition associée a une relation d'équivalence
Une relation binaire™? (notée par exemple =) sur l'ensemble E est appelée une relation
d'équivalence, si elle vérifie les trois propriétés suivantes:
a) (VxeE) x=x.
B) (Vx€E) (VyeE) x=y implique y=~x.
Y) (VxeE) (Yy€E) (VzeE) (x=y et y=z) implique x~z.
Soit (Aj)ier une partition de E. La relation "x~y == x et y appartiennent au méme A;", est une
relation d'équivalence (c’est clair). Inversement pour toute relation d'équivalence ~ sur E, nous pouvons
faire la construction suivante: A
A tout élément x de E nous associons sa classe %, c'est le sous-ensemble de E formé des
éléments de E qui sont équivalents a x. Si x=~y, la classe de x et la classe de y coincident. En effet d'apres

*) c'est a dire portant sur les couples d'éléments de E.
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Y, tout z équivalent 2 y, est aussi équivalent 2 x (donc € < %); et réciproquement, d'aprés 7y, tout u
équivalent a x est aussi équivalent 3 y (donc & %y). Si la classe de x et celle de y ont un point
commun z, on a z=X et z=y (C'est a dire y=z), donc x~y; et ainsi elles sont confondues. Ainsi les classes
sont des sous-ensembles non vides; deux classes distinctes sont disjointes; et la réunion de toutes les
classes est E (tout élément x de E appartient @ une classe). On a bien défini une partition de E.

Remarque: Soit X I'ensemble des classes d'une relation d'équivalence sur E (X est donc un sous-
ensemble de :(E)). En associant a tout e dans E sa classe, nous obtenons une application y: E — X qui

est surjective.

Exemples: Sur Z définissons la relation

X =Yy => X —Yy est pair
C'est une relation d'équivalence. Elle a deux classes, 'une est formée des nombres pairs, l'autre des
nombres impairs.

Soit P un plan; choisissons un vecteur v parallele a P. Nous pouvons définir une relation par
A =B &= (3)) tel que AB=AV

C'est une relation d'équivalence; ses classes sont les droites paralleles a V.
Exercices sur le chapitre 20b.

Exercice 1: On considere l'ensemble E des bases orthonormées du plan P. Sur E on définit une relation par:
(7.7) =@, V) &= Détp (W, V) est positif
Montrer que I'on a défini une relation d'équivalence, et que cette relation a deux classes. Comment caractériser chacune de ces

deux classes.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel, et soit /# I'ensemble de toutes les normes que 1'on peut définir sur E. On définit une
relation sur & par

N=N' <= (Jaetb (#0)) tels que (Vee E) a N(e) < N'(e) <b N(e).
Montrer que I'on a ainsi défini une relation d'équivalence sur . A quelle condition cette relation a-t-elle une seule classe ?

Connaissez vous un E pour lequel elle a plusieurs classes ?

Exercice 3: Sur 1'ensemble E de toutes les matrices nxn, on définit la relation
M = N == (JA et B inversibles) telle que AM = NB.
Montrer que 'on a ainsi défini une relation d'équivalence sur E. Montrer que deux matrices sont dans la méme classe si et

seulement si elles ont méme rang.

Exercice 4: Sur ?0([0,1],112) on définit la relation
frge==f 172 g

a) Montrer que c'est une relation d'équivalence. Montrer que cette relation a une infinité de classes.

b) Montrer que f = g et f' = g'implique fxf'=~ gxg'. Soit & et B deux classes, choisissons f dans cet g dans 3,
on pose axf3 = "la classe de fxg". Montrer que la notation ax est cohérente, c'est 2 dire que oxf ne dépend que de a et
B.

¢) Montrer que (Va,B et y) (0xB)xy = ax(BxY).
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Exercice 5: Sur I'ensemble E des suites numériques on définit la relation
~ (V) e (up)neN = O(Vn)ne N
@nne N =~ (Vlne N {et (Vadne N = O(upne N

a) Montrer que c'est une relation d'équivalence.
b) Soit o et B deux classes, choisissons (up)pe N dans o et (Vp)ne N dans B, on pose axf3 = "la classe de

(unxVn)ne N". Montrer que la notation axf est cohérente, c'est a dire que axB ne dépend que de ot et .

¢) Montrer que (VB et ) (axB)xy = ax(Bxy).

Exercice 6: Sur I'ensemble E des suites numériques on définit la relation
(Un)ne N = 9(Vn)neN

(Un)neN = (VppeN &= {et (VidneN = 0(Upne N

Montrer que ce n'est pas une relation d'équivalence.

Exercice 7:
a) Sur l'ensemble A des matrices nilpotentes 2x2, on définit 1a relation
M=N = (JA inversible) telle que AM = NA.
Montrer que c'est une relation d'équivalence. Montrer qu'elle a deux classes dont 'une a un seul élément.
b) Sur I'ensemble A3 des matrices nilpotentes 3x3, on définit la relation
M=N <= (3A inversible) telle que AM = NA.

Montrer que c'est une relation d'équivalence. Combien a-t-elle de classes ?

Exercice 8: Soit un ensemble A muni de deux relations d'équivalences notées =1 et ~. On suppose que

(Vxety) x =1y implique x ~ y.
On note U I'ensemble des classes de la realtion ~1. On note V I'ensemble des classes de la relation =,. Notons x1: A - U
(resp. x2: A — V) l'application qui a x associe sa classe pour =1 (resp. sa classe pour ~2) Montrer qu'il existe une unique

application ¢: U — V telle que (Vxe A) x2(x) = @ox1(x).

Exercice 9: Soit {a,b,c,d} un ensemble 2 quatre éléments. Faire la liste de toutes les relations d'équivalence que 1'on peut y
définir.

Exercice 10: Soit A un ensemble qui a 30 éléments. On considere toutes les relations d'équivalence sur A qui ont 3 classes.

Combien en existe-t-il ?

Exercice 11: Soit A un ensemble qui a 30 éléments. On considere toutes les relations d'équivalence sur A dont toutes les

classes ont 10 éléments. Combien en existe-t-il ?
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