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et encore (atb)+c = a+(b+c)

Le lecteur achévera la démonstration.

Exemples : Nous construisons ci-dessous les tables d'addition et de multipli-

cationvde " Z/SZ et  ZL 67 .
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ARITHMETIQUE
Dans llestcalcul's SUET NU@EB\RE modulo n, plutéot que d'utiliser

le systéme de classes 0,1, on pourra remplacer n-l1 par -1,
02 par ~Z .. AlanlOl)JOFl‘J§ QEIQUM/r\TIilnEll}J Z/23Z , (20)% on peut rem-
placer 20 par -3 et il est un peu plus facile de calculer (-3)2 que
202,

Exercicehggrz Montrer que n(n+l) (2n+l) est multiple de 6.

Montrer que si p est un nombre premier > 5, p =1 est mul-

tiple de 24.

Indiquons une solution pour le second exercice : comme pSESt pre—
mier, il n'est pas multiple de 3. Dans Z%Z /3%Z on a p=1Tou? c¢'est-a-
dire p = +IDIPLOMED'ETUDES UNIVERSITAIRES GENERALES
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PARTIE 1 : ARITHMETIQUE

[ - RAPPELS SUR LES NOMBRES ENTIERS

Les entiers naturels sont les nombres 0,1,2,3,... Leur ensemble est

désigné par IN. Les entiers relatifs (ou entiers rationnels) sont les nom-

bres ...-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,... Leur ensemble est désigné par Z . Dans
la suite le mot "entier" signifiera "entier relatif".

On sait que Z est muni d'une addition et d'une multiplication qui
font de cet ensemble un anneau commutatif unitaire et que cet anneau est
ordonné.

I1 existe par ailleurs sur Z une division euclidienne

* Tout d'abord si a et b sont deux entiers naturels et si b est
non nul, la suite 0,b,2b,3b,... tend vers 1'infini. Il existe donc un en-
tier unique q tel que gb < a < (q+l)b. On pose r = a-qb. On a donc
0 <r <b. On voit facilement que les relations a = bgq+r et 0 <r <b
définissent parfaitement le couple (q,r). En effet si 1'on a a = bq'+r'

et si par exemple q' > q (donc r' < r), par différence on trouve

b(q'-q) = r-r'.

Les inégalités vérifiées par r et r' impliquent que

0 <r-r' <b et b qui divise b(q'-q) ne peut diviser r-r' que si

= r'. !

Par suite q = q

+ Cette division s'étend aux &léments de Z . Par exemple si a > 0
et b <0, on pose a = (-q)(-b)+r et ona : 0 <r < -b = |bl. On peut

énoncer la :

Proposition 1 : Sodent a et b deux entiens nelatifs (b *+ 0). 1L existe
un entien nelatif q et un entien naturel n déterminés
de mandiere unique, tels que :

a = qb+n et 0 <n < |bl.

Remarque : De a = gb+r on tire % = q+ % . Comme 0 < «%— <1, q n'est

: v n a : § e .
autre que la partie entiére de 5 (on peut donc faire des divisions eucli-

diennes avec toute calculette pourvue d'une touche '"partie entiére").



Exercice 1 : Montrer que le reste de la division de (a®+(a-1)2%)? par

4a’ est (2a-1)°2.

Rappelons enfin que les propriétés de l'ensemble ordomné I sont &
la base du principe de récurrence:

Soit P une proposition dépendant d'un entier naturel n.

Si P(0) est vraie et si P(n) implique P(n+l), P est vraie pour
tout entier naturel.

Ce principe est parfois utilisé sous la forme suivante :

Si P(0) est vraie et si P(0),P(1),...,P(n) impliquent ¥(n+l), P

est vraie pour tout entier naturel.

Bref apercu d'analyse combinatoire

Comme on le sait, les nombres entiers servent a compter. On va s'en
servir ici pour recenser certaines parties d'ensembles finis.

a - Permutations : Soit E = {xl,xz,...,xn} un ensemble & n é&léments.
Une permutation de E est une application f bijective de E dans K.
C'est-a-dire que f est injective (si X, # xj, f(xi) % f(xj)) et sur-
jective (vi, 3j, f(xj) = x;).

Une permutation de E est donc une maniére d'ordonner les €léments
de E : on choisit le 1%¥ &lément (on a n choix possibles), puis le ZETe
(il reste (n-1) choix), puis le Bege (il reste (n-2) cheix)... Finale-
ment on trouve que le nombre de permutations est nx(n-l)x(n-2)x...x2xli
c'est-a~dire n!.

Le nombre de permutations d'un ensemble 3 n é&léments est n!.
Exercice 2 : Ecrire toutes les permutations de {a,b,c} et de [a,b,c,d}.

b - Arrangements : Soient E = {xl,xz,...,xn} un ensemble 3 n éléments

et k un entier inférieur ou &gal 2 n. On appelle arrangement de k
objets de E 1la donnée d'une suite ordonnée (yl,yz,...,yk) d'éléments
de E. Dire que la suite est ordonnée signifie que 1'on distinque par

exemple (a,b,c) et (a,c,b).



En raisonnant comme ci-dessus on constate que le nombre d'arrange-
ments de k objets de E est égal @ n(n-1)...(n-k+l). Ce nombre est

noté en général AE
k
An = n(n-1)...(n"k+1).

Exercice 3 : Ecrire tous les arrangements de 2 objets parmi {a,b,c,d}.

7 . s n
Si k = n on retrouve la notion précédente : An = n!.

c - Combinaisons : Considérons a nouveau un ensemble E = {xl,...,xn}
et un entier k < n. On appelle combinaison de k objets de E wune partie
de E a k éléments.

Cette fois on n'ordonne plus la partie, c'est-a-dire qu'on ne distin-—
gue pas entre {a,b,c} et {a,c,b}. Cette remarque permet de calculer le
nombre CE de combinaisons de k objets parmi n :

A chaque partie a2 k éléments de E on fait correspondre, en or-
donnant ces €léments de toutes les maniéres possibles, un nombre de k!
suites ordonnées de k é&léments. Le nombre A: d'arrangements est donc

égal a k!XCE d'ol :

k _n(n-1)...(n-k+1)
n k!

C

ce que l'on écrit aussi

k n!

Cn - k! (n-k)!

en multipliant haut et bas par (n-k)!.

Propriétés : a) CE = Cm-k

b) ci = gk ekl

: P k n!
La relation a) est é&vidente avec Cn * Em=oT °

On peut aussi revenir a4 la définition et remarquer qu'a toute partie

-

da k éléments de E est associée (par complémentarité) une partie a n-k

€léments.



b) Soit E = {xl,...,xn}. Le nombre de parties a k éléments de E
est égal au nombre de parties 3 k éEléments qui contiennent % ajouté
au nombre de parties & k @&léments qul ne contiennent pas X

Si une partie 4 k éléments contient X s elle est de la forme

. M

{y],...,yk_l,xn} oil {y""°’yk—l} est une partie de E' = {x, et

=1
n-1°
Si une partie & k @&léments ne contient pas X, elle est une partie

Le nombre de ces parties est donc C

A k @&léments de E'. Le nombre de ces parties est donc Ck En réunis-

n-1’
sant toutes ces remarques on trouve la formule b.

Exercice 4 : Montrer par récurrence sur n que le nombre de parties d'un

-

ensemble E A n éléments (y compris E et 1'ensemble vide) est égal a

2",
1ok

Exercice 5 : Montrer que I Cn = 2" (utiliser 1'exercice précédent).
k=0
" k k

Exercice 6 : Montrer que I (-1) Cn = 0 (traiter d'abord le cas ol n
k=0

est impair).

Exercice 7 : Soit Py le nombre des permutations u d'un ensemble a3 n

]

édléments qui vérifient u(x) # x ¥VX. Montrer que n!

+C:—2p2+l. (pl = 0 n'apparait pas dans la formule).

1
pn+cnpn~i+"'

Rcmargue )

. On convient que 0! = 1. Orn remarcue que Cg = 1, que Cg = ],

k . .
. Cn est un nombre entier. Donc k! divise n(n-1)...(n—k+!).
Comme n est quelconque, cela signifie que le produit de k nombres con-

sécutifs est multiple de k!.

Triangle de Pascal

La formule b) ci-dessus permet de calculer de proche en proche les
Cz : on fait figurer ces nombres dans un tableau triangulaire. Les lignes
correspondent 3 n = 0,1,2,... et les colonnes a3 k = 0,1,2,... Les for-
mules Cg = Cg = 1, permettent de remplir le bord vertical et le bord obli-
que du triangle. Un élément d'une ligne est obtenu en ajoutant 1'élement

qui est au dessus de lui et 1'élément qui est au-dessus et a gauche.



a3 1

i & : ; !

cy |cl c2 13 3 1

IR R I 5 10 10 5
eg ¢ e ¢ ¢ 1 6 15 20 15 6 1

s A Kk
Dans le chapitre sur les polynbGmes on retrouvera les nombres Ln
dans la formule dite du bindme, qui permettra de démontrer certaines pro-

priétés de ces nombres. Le simple examen du triangle de Pascal (donc es-
. 0 k-
sentiellement les formules C = C" = | et Ck - Ck +C l
n n n n-1 n-1l

déja des résultats. A titre d'exercice le lecteur peut montrer :

), nous donne

« Dans chaque ligne horizontale du triangle, la somme des termes est
le double de la somme des termes de 1'horizontale précédente.

. n
« La somme des termes de la ligne n est 2 .

« Un élément du triangle est &gal a4 la somme des termes placés au-

dessus de lui dans la colonne verticale précédente.

IT - DIVISIBILITE, NOMBRES PREMIERS

l.- Définitions

Un entier b non nul divise l'entier a s'il existe un entier c
tel que a = bc. On dit aussi que a est un multiple de b, que b est un
diviseur de a. La relation "b divise a" se notera b|a et sa négation
b [ a: ainsi 24|72 et 3 ) 11.

Les relations suivantes sont vraies pour des entiers a,b,c:

ala, al-a, al0 (a + 0)

Ila

alb et blec = alc (a,b % 0)
alb = ac|bc (c + 0)

alb et aj|c = a|mb+nc (myn € Z).

On remarquera aussi que a|b si et seulement si le reste de la divi-

sion euclidienne de b par a est 0. Une bonne partie de 1'arithmétique



consiste en l'étude de cette relation de divisibilité. Des entiers vont
jouer un role primordial par rapport a cette relation : ce sont les nombres

premiers.

Définition :
Un entier naturel p est dit premier si ses seuls diviseurs positifs

sont 1 et p. Par convention, | n'est pas premier.

Remarque :

La relation alb &tant équivalente & chacune des relations -alb,
al-b, —al-b, les propriétés des entiers relativement a la divisibiiité peu-
vent étre considérées sur IN seulement. D'oll le fait qu'on considére seu-
iement des nombres premiers positifs, cela simplifiera en général les éncn-

cés de résultats.

LLa liste des nombres premiers commence par 2,3,5,7,11,13,17,... Un

nombre entier a tel que {a| % | et l|al non premier est dit composé.
Exercice 8 : Vérifier que tout nombre pair inférieur ou égal a 200 est
somme de 2 nombres premiers. (On conjecture que tout nombre pair est somme

de deux nombres premiers. C'est 1' "hypothése de Goldbach").

Proposieon 1 : Tout entien naturel n, sauf 1, est produit de nombies phe-

miens.

Si n est premier, il n'y a rien 3 démentrer. Sinon soit n non
premier et soit p, son plus petit diviseur différent de 1. p; est pre-

mier sinon
I, ! < L <p, et lel,

mais comme p,|n on a g|n et cela contredit le choix de p,. On a donc
n=pmn,. Si n, estpremier on a fini, sinon soit p, le plus petit di-
viseur différent de 1 de n,. Comme ci-dessus p, est premier, n; = p,n,

et n = p,p,n,. On a clairement n >n, >n, et si on répéte le raisonne-



ment on fait apparaitre une suite n, > n,> n;> n, >... de nombres en-
tiers naturels strictement décroissante. Cette suite est donc finie c'est-

a-dire que pour un indice k, n, est premier et par suite n = p p,...

k

-+P 1y est un produit de nombres premiers.
On verra plus bas que cette décomposition de n en produit de nom-

bres premiers est unique.

Remarque :

Si n est négatif on a un résultat analogue : n = PPy P -

Exercice 9 : Montrer que si a < n? et si a n'est divisible par aucun

des nombres premiers plus petit que n, a est premier.

Proposition 3 : 1€ y a une Anfinité de nombres premdiens.

Soit p un nombre premier. On va montrer qu'il existe un nombre pre-
mier plus grand que p ce qui entrainera le résultat. Soit 2,3,5,...,p
1'ensemble de tous les premiers inférieurs ou égaux a p. Le nombre
n=2.3.5. ... .p+tl n'est divisible par aucun des nombres 2,3,5,...,p.
Comme n admet un diviseur premier, celui-ci est strictement plus grand

que p ce qu'il fallait prouver.

La distribution des nombres premiers est assez réguliére. Ainsi dans
les 5 premiers paquets de 1000 nombres (de 1 a 1000, de 1001 a 2000...)
le nombre d'entiers premiers est respectivement &gal a 168, 135, 127, 120,
119 et dans les 5 derniers paquets de 1000 précédant 10 000 000 on en
trouve 62, 58, 67, 64, 53 : on constate une lente décroissance avec quel-

ques '"'soubresauts'.

I
N
w
O
o

Exercice 10 : DEcomposer en facteurs premiers le nombre 10!

Exercice 11 : Montrer que n?-n+4l1 est premier pour 0 <n < 40 et ne

1'est pas pour n = 41.

Exercice 12 : Quelle est la plus petite valeur de n (entier naturel) telle

que 2.3. ... .n+l n'est pas premier ?



Quelle est la plus petite valeur de p, nombre premier, telle

que 2.3.5. ... p+tl n'est pas premier ?
Quelle est la plus petite valeur de p premier telle que
2P-1 n'est pas premier ?

Comment déterminer qu'un nombre est premier ?

Pour reconnaitre si n est premier, on le divise successivement par
253;5:7 50505

premier. Il faut savoir s'arréter :

Si aucune de ces divisions ne "tombe juste" c¢'est que n est

soient et deux ncmbres pre-

Pra1
q < pk+l

Py

miers successifs ; supposons que avec il est inutile

n = qptr
d'aller plus loin.

Exercice 13 : Justifier cette derniére assertion.

Le procédé ci-dessus indiqué
premiers (ou qu'on les connalt par
est trés grand - on divise n par
les divisions par des nombres dont
s'arrét dés qu'on a écrit n = gm

Exercice 14 :

k est impair, xk+l = (x+l)(xk~l—x
. k
Montrer que si a -!
Montrer que si ak+]

On rappelle que xk-l = (x—l)(xk~

est premier, a = 2

est premier, k

suppose que l'on a une table des nombres

coeur). Si ce n'est pas le cas - si n
2,3,4,5,6,... (en négligeant d'ailleurs
on sait qu'ils sont compos&s) et on

avec q < m.

l+xk-'z+...+x+l) et que, si
k_24'... -x+1).
et k premier.

est une puissance de 2.

Exercice 15 : Montrer qu'il existe des suites d'entiers consécutifs arbitrai-

rement longues ne contenant aucun nombre premier.

. - iéme .
Exercice 16 : Montrer, par récurrence sur n, que le n° - nombre premier est

i -1 . s 3 e
majoré par 2Zn (cette majoration est considérablement trop fcorte).

Le crible d'Eratcesthéne

I1 s'agit d'écrire tous les nombres premiers entre 2 et un certain
entier n. On &crit ces (n-1) nombres, puis on supprime les multiples stricts
de

nombre non supprimé est

2, c'est-a-dire 4,6,8,... et on conserve 2 qui est premier. Le premier

3 qui est premier. On supprime alors les multiples



stricts de 3. Reste 5 qui est premier. On supprime les multiples stricts
de 5 et ainsi de suite : quand on a fait apparaitre p, = 2, P, = 3,

P3 = 95, pi = 7,...,pk et qu'on a suppyémé leurs multiples stricts, le
17 nombre qui reste est Pril? le k+1'°®¢ nombre premier. Dés qu'on est
arrivé a Py > /o le processus est terminé (cf. exercice 9) c'est-a-dire

que tous les nombres restant dans la liste sont premiers.

31
41

NG
‘S‘&“&R@

Dans cet exemple on a pris n = 50. On a fait apparaitre successive-
ment 2,3,5,7 et on a barré leurs multiples. Le 1°T nombre non barré est
11 qui est premier et 11> /50. Les autres nombres non barrés (13,17,...,

43,47) sont premiers.

2.- PGCD. Théoreme fondamental de 1'arithmétique

Proposition 4 : Tout {déak de Z est formé par £'ensemble des multiples
d'un entiern n (que €'on peut choisin positif). On dit que
n engendre 1 ou que n est un générateurn de 1.

Soit en effet I un idéal de Z. Si I = {0}, I est 1'ensemble des
multiples de 0. Sinon soit x # 0 dans I. Si x < O le nombre -x est
positif. Il y a donc des nombres strictement positifs dans 1. Soit n le
plus petit d'entre eux et soit a € I. La division euclidienne de a par
n donne a = nq+r avec O <r <n. Comme n€ I, nq €I donc a-nq € I.
Par suite r € I. Le choix de n et la relation 0 < r <n implique que

r =0 donc a est multiple de n.

Définition : Le plus grand commun diviseur de deux entiers a et b
(PGCD de a et b) non nuls tous les deux, est le plus grand entier posi-

tif qui divise a la fois a et b.



On le note PGCD(a,b) ou encore (a,b) (on trouve parfois la nota-

tion aab).
On définit de la méme maniére le PGCD de plusieurs entiers (a,,a,,
.,ar) : c'est le plus grand entier positif qui divise 2 la fois chacun

des a..
i

Considérons alors 1'ensemble 1 de tous les entiers qui peuvent s'é-
crire ma+tnb (m et n prenant des valeurs entires). Il est immédiat
que cet ensemble est un idéal. Par exemple si x = ma+nb € I et
x'" =m'atn'b € I, x-x' = (m—-m')a+(n-n')b est aussi élément de I. 11 ré-
sulte de la proposition 4 que I est 1'ensemble des multiples d'un entier

naturel d :
e a et b sont éléments de I donc dla et d|b.

« soit ¢ un nombre divisant a et b : c|mat+nb pour tout couple
{myn) d'entiers. Comme d € I il est de la forme d = uat+vb pour un
couple (u,v) d'entiers. Donc c|d. En particulier le PGCD de a et b
divise d. Comme le PGCD est le plus grand diviseur il résulte de ceci

que d = PGCD(a,b). On a donc prouvé :

Proposition 5 : Le PGCD de a et b est Le générateur positif de L'idéal
fonmé parn Les nombres wmatnb  (mon € Z).

Ce qui entraine le ré&sultat suivant :

Théoneme 1 : « S¢ d = PGCDla,b) 4L existe u,v € T 1Lels que

d = ua+vb.

o L'équation ax+by = n admet une solution (x,y) &4 et
sewlement s4L PGCD{a,b) |n.

o Tout diviseun commun a a et b divise PGCD(a,b).
Cela est évident par la proposition 5.

Proposition 6 : PGCD(a,b) = PGCD(a-b,b). S¢ a = bg+rn, PGCD(a,b) = PGCD(x,b).
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é - = ére . :
La 2 = assertion est une conséquence de la | =" (par itération).
ére . L.
Pour la 1 = on applique la proposition 5 : 1'ensemble des nombres
de la forme ma+nb est égal 3 1'ensemble des nombres de la forme

ma-mb+ (n+m)b = m(a-b)+(n+m)b.
Exercice 17 : Déterminer les entiers n tels que PGCD(2n+18,n+3) = 1.

Définition : Deux entiers sont dits premiers entre eux si leur PGCD est

-~

égal a 1.

Ce qui signifie que +1 et -1 sont les seuls entiers qui divisent

a la fois a et b.

Remargue H

"Soient a et b deux nombres premiers" et "soient a et b deux
nombres premiers entre eux' sont deux phases qui se ressemblent beaucoup...
mais qu'il faut distinguer !(Certains auteurs parlent de nombres étrangers

plutdt que de nombres premiers entre eux).

Proposition 7 : PGCD(a,b) = d &4 et seulement 8'il existe deux entiens a'
et b' premiens entre eux tels que a = da' et b = db'.

Si PGCD(a,b) = d, dla et d|b donc a = da' et b = db'.

Si a' et b' n'étaient pas premiers entre eux, ils auraient un di-
viseur commun c¢ et a = dca", b = dcb" impliquerait que dcla et b
ce qui contredit la définition de d. La démonstration de la réciproque

est laissée au lecteur.

Théoneme 2 : (de Bezout)
Deux nombres a et b sont premiens entne eux s4 et seule-
ment 5'4L existe deux entiens u et v tels que wuatub = 1.

La condition nécessaire est le 1% point du théoréme 1. Pour la condi-
tion suffisante il suffit de remarquer que si dla et dlb, dlua+vb donc
d = %l.
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Lemme d'Euclide :

1) S& p est premien et plab alons pla ou plb.
2) S{ albc et PGCDla,b) =1 alons alc.

3) S< PGCD(a,b) =1, 84 aln et bln alons abln.

Prouvons d'abord le point 2 : comme PGCD(a,b) = 1 il existe u et
v tels que autbv =1 (Bezout). En multipliant par ¢ cette relation on
trouve acut+bev = ¢. Comme ajacu et albcv, a divise la somme de ces
nombres donc ajc.

Le point 1 est une conséquence de 2 a cause du :

Lemme 1 : S{ p est premien, 84 a est entlern on a pla ou
PGCD(a,p) = 1.

Cela est clair car PGCD(a,p)lp et comme p est premier,

PGCD(a,p) = | ou p.

Ainsi avec les hypoth@ses du lemme d'Euclide si p ne divise pas a
c'est que PGCD(a,p) = | et par le point 2, p|b.

Pour le 3 : ajn donc n = am. Comme bjam et que PGCD(a,b) =1,

c'est que b|m. Donc m = bk et ainsi n = abk.
Le 2 du lemme d'Euclide peut aussi se démontrer 3 partir du lemme sui-

vant

emme 2 : PGCD(ac,be) = ¢ PGCD(a,b).

$si d = PGCD(a,b) on a a =da' et b = db' avec PGCD(a',b') = 1.
Donc ac = dca' et bc = decb' et par suite PGCD(ac,bc) = de (Proposi-

tion 7).

Exercice 18 : Montrer le point 2 du lemme d'Euclide & partir de ce résultat.

Conollaine : Si p est premier, p divise Cﬁ (nombre de combinaisons de k
dans p) pour 1 <k < p-1.
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Ck _ p(p=1)...(p~k+1)

Car 5 K1

. On sait que k! divise p(p-1)...

..(p~k+l) et k! est premier avec p (car k < p) d'ol le résultat.

L'algorithme d'Euclide

I1 s'agit d'un procédé permettant de déterminer le PGCD de deux nom—
bres.

Soient a et b deux entiers. Supposons a >b > 0. En divisant a
par b on obtient a = q;b+r; avec 0 <r; <b. Si r; # 0 on divise b

par r; : b =gq,r;+r, et 0 <r, <r . Puis, si r, #+ 0 on divise r,

1
par r, et ainsi de suite. On obtient ainsi une suite b,r,,r,,... de nom-

bres positifs, strictement décroissante. Il existe donc un entier n tel

que T ., = 0. Les deux derniéres étapes du processus sont :

ai
]

ann_l+rn (0 < r < rn—l)

-1~ qn+lrn'

Proposition § : Avec Les notations ci-dessus, n, = PGCD(a,b) .

Soit d = PGCD(a,b). On a successivement :
dla, dlb = d|r, = a-q,b
dlb, dlr, =dlr,

et par une récurrence immédiate dlrn.

Par ailleurs comme r = r r Ir et comme r - r +r
n-1 9h+1%n° nI n—-1 n-2 9Ghfn-1"Tn?
rnlrn—2' On remonte ainsi jusqu'aux deux premiéres relations : b

r lr, et r, donc r |b et a=q,btr,, r Ir, et b donc r |a. Ainsi
n'f2 1 n 1 ps L, HEq -

QT +r,,

r la et b donc r_|d. Ceci ajouté a dlr_ montre que r = d.
n n n n

Cet algorithme est aisément programmable sur calculettes, surtout si
l'on remarque que la division euclidienne de a par b consiste en une
succession de soustractions : a-b, a-2b,...,a-gb que 1'on arréte dés que
0 < a-gb < b.

Les résultats qui précédent s'appliquent, en modifiant ce qui doit
1'étre, au PGCD de n entiers. Par exemple si d est le PGCD de - PR

cesa s 1]l existe des entiers UpsUpseee,u tels que d = a]ul+...+anun.



-
Ou encore : 1'Equation a,;x,+...+a x = k admet une solution (x;,...,Xx )
nn n
si et seulement si k est un multiple du PGCD de (al,...,an). Les démons-
trations de ces résultats se font comme ci-dessus, le point de départ &tant
de considérer 1'idéal 1 engendré par (al,...,an) c'est*é—direﬂl'ensemﬁ_M.mggggfg

[ 8
. . ' poyd
ble des ncmbres entiers de la forme aju tazuyte..ta uoquand Uy Uy, ,Uu

parcourent Z . On peut aussi se ramener au cas du PGCD de deux nombres en

utilisant la

Proposition 9 : (Asscclativit? du PGCD)
S{ a,b,ec sont 3 entiens, PGCD(a,b,c) = PGCP(PGCD{a,b),c).

La démonstration est immédiate (on montre que chacun des deux nombres

de cette relation divise 1'autre).

Proposition 10 : Sodent a et b deux entiens natunels premiens entre eux.

L'¢quation axiby = 1 admet une seule solution [x,,y.)
telle que Ix, 1 <b et |y, <a. L'ensemble des solutions
de cette Zquation est donnd pan x = x,thb et y = y,-ka
o kR prend Ztoutes Les valeurns entieres.

Remarquons d‘abord que si x et y sont deux solutions de 1'équation :
ax+by = 1
ax"+by' = 1

on a, par différence a(x-x')+b{(y-y') = 0. Comme a et b sont premiers entre
eux et que alb(y-y‘), on a al(y-y') soit y-y' = ka. Il vient alors
x'-x = kb.

Réciproquement si (x,y) est une solution, (x+kb,y-ka) est aussi so-
lution. Parmi toutes ces solutions il en est une telle que [x+kb|] < b puis-
que dans chaque intervalle entier de longueur b, on peut trouver un nombre
de la forme x+kb. Si x, = x+tkb est choisi pour que |[x;| < b, il est immé-
diat que |yyl < a.

Théonéme gondamental de L'arnithmétique :

La décomposition en facteuns premierns d'un entiern est déginde
de maniere unique (a £'ondre pres des facteuns).



Soit n un entier (que l'on suppose positif) admettant deux décompo-

sitions en facteurs premiers :

. = plpz..-ps = qqu"'qt

Dans chacune de ces décompositions nous regroupons les facteurs égaux

d'ol :

a a ax b1 b2 by

n = pllpz2 ere P T9;,9, .- qQ'.

Comme P; est premier (]l < i < k) et divise n, le lemme d'Euclide

implique que P; doit diviser 1l'un des qj donc, comme qj est premier,
lui étre égal. Ainsi, chaque p; est un qj et de méme chaque By est

un  p,. Par suite k = £ et les deux décompositions de n s'é@crivent :

A&, a5 ag b, b, by
n=pP, «er P PP, cer P -

Supposons a, = b,+c avec c¢ > 0. On trouve :

1

b, ¢ a, ay b, b, by
n = pl pl pz "'pk = pl pz kbR pk
. . by o
et en divisant les deux premiers membres par p, , il vient :
c acg ayx b, bk
P,p, - pk =P, P

p doit donc diviser le membre de droite donc étre &gal a 1'un des P;

(2 <i<k) ce qui est exclus. Donc ¢ =0 d'oi a, = b, et de méme

1 1

)
il

b.1 pour tout i.

Pratique de la décomposition en facteurs premiers

Elle suit la méthode exposée dans la proposition 2. Il s'agit d'abord
de trouver le plus petit diviseur premier de l'entier considéré n. Pour
ceci on divise =n par 2,3,5,... successivement jusqu'a obtenir un reste

nul. On trouve n = p;n, et on recommence le méme processus avec n,.
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Par exemple soit 3 décomposer 630 : 630 est multiple de 2 et 630 = 2.315
315 est multiple de 3 et 315 = 3.105 ; 105 = 3.35 ; 35 = 5.7 et on arrive
ainsi a 630 = 2.3 .5.7.

Dés que les nombres sont assez grands, ce processus est long (et
fastidieux). Il est trés simplifié si 1l'entier initial est décomposé en pro-
duit de facteurs : il n'est par exemple pas trés difficile de trouver la

décomposition en facteurs premiers de 50!.

Notation

Soient n un nombre entier, p un nombre premier. On pose 1 (n) =

p
exposant de p dans la décomposition en facteurs premiers de n si pln,

rp(n) = (0 sinon. r (n)
Alors : n = T P P : c'est-3~-dire que n est le produit
p premier r. (n)
pour tous les p premiers de p P . Le produit est bien entendu fini

puisque les rp(n) sont nuls sauf pour les facteurs premiers de n. L'a-
vantage de cette notation, c'est qu'elle est homogdne pour tous les nombres

entiers.

A titre d'exercice nous montrons le résultat suivant : rp(n!) =

r (n!) = % {J%} oii [x] désigne la partie entiére de x.
P ksl Lp
La somme écrite a droite est finie car pour k assez grand, pk > n
et [J%J = 0 (puisque J% < 1). Ona n! =1.2... n. Parmi les entiers
P p

1,2,...,n il y en a [%] qui sont multiples de p, a savoir p, Zp,.
L

[g}p.

Les entiers entre I et n qui sont multiples de p? sont en nombre

~ - n L .
égal a [—?] .. et ainsi de suite.
P
Ainsi le nombre d'entiers entre | et n qui sont multiples de p sans
" n n . .
1'étre de p? est [—]-f«;] et chacun de ces nombres interviennent avec
LP

1'exposant | dans le terme en p de la décomposition en facteur premiers
de n.
Le nombre d'entiers entre 1 et n qui sont multiples de p? sans 1'étre
n
de p? est [~7
Y
terme en p de la décomposition de n. On a donc, en itérant :

n| . : . . .
] - [—3] et ils interviennent avec 1'exposant 2 dans le
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o (SHAD A DD -
ce qui donne le résultat cherché.

Par exemple pour n = 10 on a a considérer

125354454565 7,8,;9,10.

2,6 et 10 sont multiples de 2 sans 1'étre de 4.
4 est multiple de 22 sans l'étre de 2°.

8 est multiple de 2° sans 1'étre de 2".

Donc r,(10!) = 34243 = 8.

Exercice 19 : Montrer que le nombre de zéros qui terminent 1'écriture de n!
(écrit dans le systéme décimal) est égal a r ¢ (n!)). (remarquer que

r.(n!) <r,(n!) et en déduire que la plus grande puissance de 10 qui divise
n! est égale a4 la plus grande puissance de 5 qui divise n!). Détermi-

ner le nombre de zéros terminant 100!.

3.- Applications du théoréme fondamental

Dans ce paragraphe p désigne toujours un nombre premier.

Diviseurs d'un entier

: : a, ar = i e
Soit n un entier, n =p "... P, sa décomposition en facteurs pre-
. . b s . .
miers. Si d = qll... dg divise n, chaque 9 doit diviser un pj et
: . b br
on voit de suite que d = le ++. P, avec 0 <b, < a;. Réciproquement

tout nombre de cette forme est un diviseur de n.

Y . o a a
Proposition 11 : Les divisewrs de pll pnn sont Les nombres de La gon-

1 " ,
me p, ... p, avee 0<b<a, 1 <4<

/("I

Détermination du PGCD

n
Proposition 12 : PGCD(a,b) = mp P od ny = Minln,la),n, (b))
P
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Cela résulte immédiatement de la proposition 1.
Par exemple le PGCD de 2°%.3%.7.11%.13 et de 2%.3%.11°.13.23

est 23.3%.11%.13.

Nombre de diviseurs d'un entier

. 4, ar o . b, by
Si m=p, ... p. » ses diviseurs sont de la forme Py ee P
avec 0 5-bi < a_ pour 1l <1i<r.

Pour chaque i on a donc le choix emntre ai+l valeurs de b1

(tous les entiers entre 0 et a_, bernes comprises).

o . . Qa a
Proposition 13 : Le nombre de diviseuns de L'eptien n = p ' ... p;“ est

égal a (a,+i)(a2+1)...(an+1).

Somme des diviseurs d'un entier

On désigne par g(n) 1la somme des diviseurs de 1l'entier n.

Lemme : S{ PGCP(a,b) = 1, glab) = gla)s(b).
. a, ar b, bg
Soient a = Py .-+ P et b=gq," ... 95 - Comme a et b sont

premiers entre eux, aucun des P; n'est un q.. Les diviseurs de a sont
a; ay : !
de la forme p ,* ... p.~ avec 0 < al < a, et leur somme est
== S =

a' i

1 r
O(a) & X pl LA p.:.
i 3
Osaisai
lsisr
” . bi bip
De méme (b)) = I q, ... 4,
O<b!<b.
=T1sT
l<ics
al al b! by
et . g(ab) = 5% pll . prr qll e q

] ]
Qsaisai,Ofbjsbj

lsisr »l<jzs

et on se convainc que ce nombre n'est autre que g(a)g(b).

™~




a a Ja1+’ ; a,+1 : ay+l ;
P s _ 1 n - P1 - 0 _ p}z -
Proposition 14 : S€ n=p, ... p, oln) = ST - Ak
a a+l_l
On a d'abord o(pa) = l4p+p2+...4p° = P = .

a ar : =
Comme les nombres pl1 cee P sont premiers entre eux 2 a 2, une

application itérée du lemme ci-dessus donne le résultat.

Remarque :

Cette démonstration est donnée a titre d'exemple. De trés nombreuses
fonctions définies sur IN vérifient un résultat analogue au lemme. Pour
calculer la valeur en un entier n quelconque d'une telle fonction il

. ~ . . . a =
suffira de connaitre sa valeur pour les entlers particuliers p (oi p

est premier).

Exercice 20 :

* Quels sont les nombres a 2 chiffres qui admettent le plus grand nom-
bre de diviseurs ?
* Quel est le plus petit entier positif qui a 4 diviseurs ? 30 divi-

seurs ?

Exercice 21 : Soit k le nombre de diviseurs d'un entier n. Montrer que
si n n'est pas un carré k est pair et que le produit des diviseurs de

nk/2. 2

n est Montrer que si n = m“, le produit des diviseurs de n est

k

m .

Exercice 22 : On appelle nombre parfait un nombre qui est égal a la moitié
de la somme de ses diviseurs. Essayer de trouver des nombres parfaits (on
sait démontrer qu'un nombre pair est parfait si et seulement si il est de
la forme 2p_l(2p—l) ot 2P-1 est un nombre premier. On ne connait aucun

nombre parfait impair).

PPCM, détermination du PPCM

Définition : On appelle PPCM de deux entiers a et b et on note PPCM(a,b)

le plus petit entier positif qui est a la fois multiple de a et de b.
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La proposition 11 nous donne aussitdt

Proposition 15 : PPCM(a,b) = pr avec qp = Max(nn(a),np(b)).
P r ;

Comme la somme Max(rp(a),rp(b))+Min(rp(a),rp(a)) est égale @

rp(a)+rp(b) on a :

Prnoposition 16 : PPCM{a,b)PGCD(a,b) = ab.

Donnons une autre démonstration de ce résultat. Il est clair que

N ab ]
PGCD(a,b) |ab. Posons k = PGCD(a,b)

b _ a ) iy

k = a x PGCD(a.B) - b x BGCD(a,b) donc k est un multiple commun
a4 a et b. Soit ¢ un multiple commun 3 a et b. Considérons
% = &—ggggééihl . On sait qu'il existe (x,y) tel que ax+by = PGCD(a,b),
donc Lolaxli by X8 + L0 4 Comme £ est multiple de s et b, on a

k ab b a
2x Ly : : ’ 1e PPCM de :
5 et >y entiers donc ¢ > k ce qui prouve gque k est ie PPCM de a
et b.

En cours de route on a méme montré que £ est multiple de k donc

Proposition 17 : Le PPCM de a et b divise tout mubiiple commun a a
et b.

On notera le caractére symétrique du PPCM par rapport au PGCD. Ces
deux notions jouant des rdles analogues on peut dire que 1'un des deux est
superflu. Dans la pratique 1'usage du PGCD est plus commode que celui du

PPCM.

Exercice 23 : Soit I 1'idéal des multiples d'un entier a et J 1'idéal
des multiples de b. Montrer que le générateur de INJ est le PPCM de a

et b.

Remarque :

On peut généraliser le PPCM 3 plusieurs nombres (avec une propriété

d'associativité analogue a celle du PGCD). Il faut prendre garde au fait que

»
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la proposition 16 ne se généralise pas. Ainsi

PPCM(10,6,15)PGCD(10,6,15) = 30 # 900

Exercice 24 : Montrer que PPCM(a?,ab,b?) = (PPCM(a,b))? (utiliser
PPCM(a?,ab,b?) = PPCM(a®,ab,ab,b?) et 1'associativité du PPCM).

Exercice 25 : Déterminer x et y tels que x+y-l = PPCM(x,y)

4.~ Sur la répartition des nombres premiers

(Le contenu de ce paragraphe est hors programme).

Soit (p ,p ,...,pn,...) la suite des nombres premiers rangés par
ordre croissant. C'est une partie trés ardue mais trés fascinante des matheé-
matiques que d'avoir des informations sur la répartition de cette suite.

Nous citons ici quelques résultats dans ce sens.

1) Le nS nombre premier P, est a4 peu prés égal a n log n. Plus cor-

rectement : p ~ n log n quand n tend vers 1'infini.

2) Pour un réel positif x, soit W(x) le nombre d'entiers premiers
inférieurs ou égaux a x. W(x) est une fonction a valeurs entiéres. On a

par exemple : W(2) = 1, mW(10) = 4, n(20) = 8, w(20,5) = 8. On a

m(x) ~ 10; " quand x tend vers 1'infini.

C'est le célébre "théoréme des nombres premiers' démontré simultané-
ment et indépendamment par Hadamard et de la Vallée Poussin en 1896.

Sous la forme du résultat 1 (qui est d'ailleurs équivalent a 2), on
voit que les nombres premiers ont tendance a s'écarter de plus en plus les
uns des autres. Mais cela n'est vrai qu'en "moyenne'. Les comportements
ponctuels sont plus irréguliers. On a par exemple conjecturé qu'il existait
une infinité de nombres premiers p tels que p+2 soit lui-méme premier.
Comme exemple de ces '"premiers jumeaux" on a bien silir 3 et 5, 5 et 7, 4l
et 43 et, pour aller plusAloin,l]59l42985x22304 + 1.

Ce n'est 12 qu'une conjecture. On sait toutefois que la suite
Phtel ~ Pn n'est pas croissante alors que la suite (n+l)log(n+l)-n log n

l'est. (Vérifier cette derniére assertion).



3) On peut se poser le probléme de trouver une formule permettant de

construire tous les nombres premiers. (Par exemple p;-pn+3 serait

pn+ 1

une formule-fausse!- donnant a partir de pn). I1 n'existe rien de

Pp+d
tel.

On pourrait étre moins ambitieux et chercher une fonction f telle
que f(n) soit un nombre premier pour tout entier n. On n'en connait pas

(en tout cas construite a4 partir de fonctions élémentaires. Car 1'applica-

tion qui a n associe p, est une telle fonction i!). Par exemple :

. o n 2 5 .
Exercice 26 : Si P(x) = ao+alx+...+anx est un polynome a coefficients
entiers, il existe des entiers n tel que P(n) ne soit pas premier.

(Montrer que P(n)lP(n+P(n)) quel que soit l'entier n.

Exercice 27 : Montrer que x?-x+41 est premier pour 0 < x < 40 et que
x?2=-79x+1601 = (x-40)%+(x~40)+4]1 est premier pour 0 < x <79,

4) Existe-t-il une fonction f simple telle que f(n) soit premier
pour une infinité de n ? La situation ici est moins désespérée.

- Fermat avait conjecturé que 2241 &rait toujours un nombre pre-

)
247 +]

mier. Euler a montré que 641

- y
R n . n <t -
- Mersenne a considéré@ les nombres 2 -1. Si 2 -1 est premier c'est
s ; S b
que n est premiexr (exercice 13, § i). (la réciproque est fausse : 2 -I
n'est pas premier). On ne sait s'il existe une infinité de nombres premiers
1s 2P| . : s il . " 1ative

p tels que solt premier. Mais 1l existe une procédure relativement

simple pour déterminer si 2P-1  est premier. C'est ainsi gque 1'on censtruit

de trés grands nombres premiers. Les plus grands ccnnus 3 ce jour sont :

4
Q44497 _y 486243y 132049 ) 216091

I1 existe quand méme des résultats positifs tel le célébre théoréme
de Dirichlet:

Si a et b sont premiers entre eux, il existe une infinité de nom-
bres premiers de la forme a+kb. Contentons-nous de démontrer un cas trés
particulier de ce théoréme :

11 existe une infinité de nombres premiers de la forme 4n-1 (c'est-a-
dire congrus 3a -1 modulo 4).

Supposons que ces nombres premiers forment un ensemble fini {q,,q,,..
"’qr}' Remarquons que si un nombre premier est différent de 2 il est congru

4 *] modulo 4.
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Considérons n = 4q, q, ... q,-1 ¢ aucun des nombres q; ne divise
n, n est impair. Donc si n = P1Pa Py les Py sont tous de la forme
4m+1  (puisqu'aucun P; n'est un qj). Donc p, =1 (mod 4) d'oll n = 1

(mod 4) ce qui est absurde.

5) Pour en revenir a la distribution des nombres premiers parmi les
nombres entiers, citons 2 résultats :
* Entre n et 2n, il existe un nombre premier.
* Si n est assez grand, il existe un nombre premier entre n’ et
(n+1) 3.
Et on conjecture que :
* Si n est assez grand, il existe un nombre premier entre n? et

(n+1)2.

ITT - CONGRUENCES

l1.- Définitions. L'anneau ZZ /nZ

Définition :

Si n est un entier relatif, si a et b sont deux entiers relatifs
tels que n divise b-a, on dit que b est congru & a modulo n et on
note b = a (mod n). On dit aussi que a est un résidu de b modulo n,
ou un reste de b modulo n. La relation ainsi définie est une congruence

modulo n.

Remarque : Si n|b-a, -n|b-a. On peut donc se limiter & étudier des congruen-

ces modulo des entiers naturels.

Proposition 18 : La nelation de congruence est une nelation d'équivalence
c'est-a-dine que :

a (mod n) = a = b (mod n)

b
a=a (mod n)
b=a (modn) et c=0b (mod n) =c =a (mod n).



L.a classe d'équivalence de a pour cette relation, c'est-a-dire 1'en-
semble des entiers b congrus 2 a modulo n est la classe de congruence
de & mwodulo n.

Comme on le sait, 1'ensemble des classes de congruence forme une par-
tition de Z : tout élément de Z est dans une classe et deux classes

distinctes n'ont aucun nombre en commun.

Proposition 19 : a et b sont congrus entre eux modulo n 84 et seulement

8'.Ls ont meme neste dant La division euclidienne pan n.

Si a = gqn+tr (0 <r<n) ona a-r=gqn donc a = r (mod n) d'ol

le résultat.

Un élément d'une classe de congruence modulo n est un représentant

de cette classe. Une famille d'entiers ay58,,- 058 telle que tout entier

b est congru modulo n 2 1'un des aj et telle que si 1 % j, X, est

non congru a aj et un systéme de représentants de la congruence.

Proposition 20 : Les nombres (0,1,...,n-1) constidtuent un systéme de ne-
présentants de La congruence modulo n.

En effet tout entier est congru a son reste dans la division par n
donc 3 un élément de 1'ensemble (0,!,...,n-1). Deux &léments de cet ensem~
ble na sont pas congrus entre eux : car si 0 < i < j <n-l, j-i ne peut
dtre multiple de n.

(On considére parfois comme systéme de représentants 1'ensemble (1,2,..

iy n))

Proposiiion 21 : SL a =b et a' =b' (mod n), alons :

a+a' = b+b' (mod n),
aa' = bb' (mod n).

{on dit que La congruence est "compatible" avec Les opéra-
tions de Z).

On a : b-a = kn et *b'-a' = k'n pour deux entiers k et k'.
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En faisant la somme de ces relations

(b+b')-(a+a') = (k+k')n donc at+a'

1}

b+b' (mod n)

b(b'-a')+(b-a)a'
(bk'+a'k)n donc aa' bb' (mod n).

Par ailleurs bb'-aa'

It
1l

(Remarquer qu'en faisant a' =b' = -1 dans la 2°2€ relation on trouve que
a=b (mod n) = —a = -b (mod n). On en déduit, avec les hypothéses de la
proposition que a-a' = b-b' (mod n)).

Ces propriétés vont nous permettre de faire des calculs sur 1'ensem—
ble des classes de congruence.

Soit par exemple un nombre premier p différent de 3. Montrons que
8p2+1 n'est pas premier : comme p est premier et p * 3, 3 n'est pas un
diviseur de p. Donc la classe de p modulo 3 est soit la classe de I, soit

1 (mod 3) donc, en &levant au carré :

la classe de 2. Dans le 157 cas, p

p2 = 1 (mod 3). Comme 8 = 2 (mod 3), on arrive a 8p2 = 2 (mod 3) donc
8p2+1 = 3 =0 (mod 3), donc 3|8p2+l. De la méme maniére on traite le cas

p =2 (mod 3). (On peut aussi remarquer que 2 = -1 (mod 3), donc p = 2
(mod 3) @ p = -1 (mod 3) donc p2 = | (mod 3) et c'est le cas précédent).
Exercice 28 : Montrer que si p et 8p°+l sont premiers, alors 8p?-1 est
premier.

On désigne par Z /nZ 1'ensemble des classes de congruence modulo n
(Z /|nZ se 1lit : Z sur ZNZ).

La classe d'un entier a sera notée a. Ainsi 1'ensemble des éléments
de 7Z /nZ est, par exemple : 0,1,...,n-1. Ecrire que a = b (mod n) c'est
écrire que a = b. I1 faut noter que cette derniére relation n'a de sens que
si 1'on sait que les classes sont considérées modulo n. On évitera de 1'uti-
liser sans plus de précision dans les cas ol il faut considérer a la fois les
classes modulo n et modulo m.

Soient maintenant deux classes a et B dans Z /nZ.

I1 existe donc deux éléments a et b de Z tels que o = a et

Posons : O+P = a+b et OB = ab

c'est-a-dire a+b = a+b et ab = ab.
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Proposition 22 : Les formules ci-dessus définissent deux opérations dans

Z /nZ . Muni de ces opérnations, Z /nZ est un anneau
commulatif unitaine.

I1 faut remarquer que la définition de o+ semble dépendre du choix
de a et b. On s'assure d'abord qu'il n'en est rien. Supposons que
a=a' et B=b'. Cela signifie que a et a' sont dans la méme classe,
et de méme pour b et b'.
Donc
1

a' (mod n)

b' (mod n)

]

]

La proposition 21 indique donc que a+b = a'+b' (mod n) et que
ab = a'b' (mod n) ou encore que a+b = a'+b' et ab = a'b'.

Cela signifie que partant de (a',b') au lieu de (a,b) pour repré-
senter o et B on arrive au méme résultat pour la somme et le produit de
ces deux classes.

Il est & la fois simple et fastidieux de s'assurer que Z /nZ est
un anneau. Remarquons d'abord que 0 est &lément neutre pour 1'addition et

1 pour la multiplication :

® |
i
)
x
i
o
x

L'associativité de 1'addition se montre comme suit : on sait que dans

(a+b)+c a+(b+c).

Donc ¢

(a+b)+c a+ (b+c)
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et par définition de la somme de 2 classes, ceci s'écrit encore

(a+b)+c = a+(b+c)

I

a+(b+c)

et encore (a+bh)+c

Le lecteur achévera la démonstration.

Exemples : Nous construisons ci-dessous les tables d'addition et de multipli-

cation de Z /572 et Z]/6Z7Z .

Z /572
+ 0 1 2 3 4 x 0 1 2 3 4
0 0 1 2 3 & 0 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 0 1 0 1 2 3 4
2 2 3 & 0 1 2 0 2 & 13
33 4 0 1 2 30 3 1 4 2
4 4 0 1 2 3 4 0 4 3 2 1
Z /672
+ 0 1 2 3 4 5 x 0 1 2 3 &4 5
6 3 1 2 3 & 3 6 0 0 0 0 0 0
T 1 2 3 4 5 0 T 0 1 2 3 4 3
2 2 3 4 5 0 1 2 0 2 4 0 2 4
33 4 5 0 1 2 303 0 3 0 3
4 4 5 0 1 2 3 4 0 4 2 0 4 2
5 5 0 1 2 3 4 5 0 5 4 3 2 1

Dans les calculs sur les congruences modulo n, plutdt que d'utiliser
le systéme de classes 0,1,...,n-1 on pourra remplacer n-1 par -1,
n-2 par -2 ... . Ainsi pour calculer, dans Z /23Z , (20)% on peut rem-
placer 20 par -3 et il est un peu plus facile de calculer (-3)2 que

204,

Exercice 29 : Montrer que n(n+1)(2n+l1) est multiple de 6.

Montrer que si p est un nombre premier > 5, p?-1 est mul-

tiple de 24.

Indiquons une solution pour le second exercice : comme p est pre-

mier, il n'est pas multiplé de 3. Dans Z /3Z on a p =1 ou 2 c'est-a-

dire p = +#1 donc p2-1 =0, p?-1 est multiple de 3.



Maintenant dans

a-dire p = %]

signifie que p2-1

Z [8Z , comme p est impair, on a

2

ou *3 et alors p° =1 ou

PGCD(3,8) = 1, 24 = 3x8|p?-1.

=5

est multiple de 8. T1 1'est aussi

donc

de 3

p’~1 = 0. Ce qui

e comme

Exercice 30 : Montrer que n®+n?+l1 n'est pas divisible par “. Quels

les entiers n

sivement toutes les valeurs de n dans Z /57Z).

Exercice 31 : Montrer que quel que soit

forment un syst@me de représentants de

y

tels que n“+n3+] est divisible par 5

0y,

Z]/37% .

les

nombres

(On examine

,9 ou 7 ¢

fest-

scnt

succes—

i, n+Z2 et n+l0

trouver p tel que p, p+2 et p+l0 soient treis nombres premiers.

En déduire qu'on ne peut

Exercice 32 : Soient a et b deux nombres premiers entre cux. Montrer

que les restes des diviseurs de

as2a,...5(b=1)a

par

b

sont distincts

2 a2 (c'est-a-dire que a,2a,...,(b-1)a est un systéme de représencan:s

de 72 /bZ).

2.- Le corps Z /pZ

En examinant les tables de multiplication de

que dans Z /5Z , pour tout

faux dans Z /6Z : ainsi les multiples de

2.2 = 4, 3.2 = 0, &.

Proposition 23

.
.

— — -—

N~y

Dans L'anneauw Z /nZl , un éLement
.

et sewlement 84 PGCD{a,n)

a# 0, i1 existe

2

Z /5%

swveadl

= 2, 5.2 = 4, aucun n'est égal &

a

ab =

0.2 =

1.

.

Si PGCD(a,n) = 1, par Bezout on sait qu'il existe

gue autnv = |,

verse de a.

Si 1'on suppose que a est inversible, il existe

ou encore njab-1, c'est-a-dire que ab-! = kn.

Donc au = l-nv et, dans

par Bezout ceci donne PGCD{a,b) = 1.

b

On a donc

on

Livoensible

et v t

Z/nZ, au=1:u est1'

R R
Lel dgue

ab-nk = 1

ab = 1

constate

est

A0

els

in—-

et
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Exergiggnzg : Dans Z /nZ , on a 2 = T+T, 3 = 1+1+1 ... : on dit que 1
engendre le groupe additif 7 /nZ . On voit que 3 engendre le groupe

additif de ZZ /8Z (calculer §+§, 3+3+3 ...). Montrer que a engendre
le groupe additif de Z%Z /nZ si et seulement si a est premier avec n

(remarquer que ata+...+a (k fois) est la classe de ka).

Proposition 24 : S¢ p est premien, Z /pZ est un conps. Récproquement

Z/nZ  est un conps 54 et seuwlement 5¢ n est premien.

Si p est un nombre premier, il est premier avec 1,2,...,p-l. Or
T,E,...,E:T sont les classes non nulles de Z /pZ , la proposition précée-
dente entraine qu'elles sont toutes inversibles donc que Z [pZ est un
corps.

Réciproquement si tout élément non nul de Z /nZ est inversible

c'est que n est premier avec 1,2,...,n-1. Donc n est premier (sinon il

aurait un diviseur m avec | <m < n-1).

Le (petit) théoréme de Fermat

Théoneme 3 : SC p est premien et 54 a n'est pas multipte de P,
ap—l = 1 (mod p).

Lemme : S¢ a et b sont deux entiens premiens entne eux, tes
nombres a,?a,...,(b-1)a fonment un systeme de nephésen-
tants des classes modufo b.

I1 suffit de montrer que les restes de ces nombres dans la division
euclidienne par b sont (& 1'ordre prés) 1,2,...,b-1. Ou encore que ces
restes sont différents de 0 et différents 2 a 2. Si 1'un des restes est
nul, c'est que ka est multiple de b. Comme PGCD(a,b) = 1 c'est que
blk ce qui est impossible puisque |1 < k < b-1.

Par ailleurs pour k % £ soit

ka = gb+r (0 < r < b)
2a = q'b+r' (0 < r' <b).
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Par différence, si r =r' :

(k-2)a = (q-q")b

donc bj(k-2)a et comme PGCD(a,b) =1, b|(k-2) ce qui est impossible
car 1 < |k-¢| < b-1.

On peut alors démontrer le théoréme de Fermat

Soit a un entier non multiple de p, c'est-a-dire que PGCD(a,p) = 1.
Les nombres a,2a,...,(p-l)a forment un syst@me de représentants des clas-
ses modulo p. Donc le produit de ces nombres est congru modulo p au produit
1.2...(p~1) (puisque 1,2,...,p~1 est aussi un systéme de représentants).

a.2a...(p-1)a = 1.2...(p~1) (mod p) ou encore

1]

a2, 1)) = 1.2... (p=1) (mod p) )

Comme p est premier, il est premier avec 1,2,...,(p-1) donc avec
leur produit (@ cause du lemme d'Euclide) et par suite (p-1)! est inver-
sible modulo p. On peut donc simplifier la relation (1) par (p-1)! ce qui

donne ap—l = | (mod p).

Conollaire : Si p est premien, a” = a (mod p) pour tout entien a.
Si a # 0 (mod p) c'est le théoréme de Fermat en multipliant ap—I

et I par a. Si a =0 (mod p) c'est &vident.

Exercice 34 : Soit a un entier non multiple de 7. Déterminer les entiers
X . . . -

% tels que a -1 soit multiple de 7 {(montrer que x est déterminé par

sa clazsse modulo 6).

Déterminer les entiers y tels que y’-! soit multiple de 7.

Exercice 35 : Montrer que 10"+9  est multiple de 7 si et seulement si il

est multiple de 13.

Exercice 36 : Montrer que a’-a (a € IN) est multiple de 42.

13_a,

Trouver un diviseur commun sup@rieur 3 200 aux nombres a
Le théoréme de Fermat a un correspondant dans les anneaux % /nZ .

Nous en donnons une version é&dulcorée.
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Proposcteon 25 : S a est premcen avee n, f excste ko tel que a = |

(mod n) .

Comme les classes a, a®, a’,... sont des éléments de 1'ensemble fini

Z [nZ , elles ne peuvent étre distinctes deux a deux. Il existe donc 1 et s
=1 -s
tels que a = a

. o -8 . . . . =8 L
Comme a est 1nversible, a” est 1lnversible et ainsi a admet a

comme 1lnverse.

=r=—g§_ =g&<g _ = sr=g _ =

S donne a a °= a"a =1 c¢'est-a-dire a = 1

: — -
La relation a = a

et on prend k = r-s.

Exercice 37 : Soit a un entier. Montrer qu'il existe un multiple de a
s'écrivant 999...9000...0. (Ecrire a = ZGSBb avec PGCD(10,b) =1,
montrer qu'il existe k tel que lOk = 1 (mod b)).

Si a est un entier premier avec 30, montrer qu'il existe un multiple
de a qui s'écrit I11...11 (Utiliser le nombre 99...900...0 trouvé ci-

dessus et le diviser de maniére convenable).
Exercice 38 : Trouver les entiers n tels que n'-1 soit multiple de 15.

Theoneme de Wilson : Le nombre p est premien 54 et seulement 84

(p-1)! = -1 (mod p).

L'équation x%-1 = 0 (mod p) n'admet que 2 solutions 1 et p-1

dans Z /pZ . (cf. le paragraphe suivant en cas de doute). Donc les classes

2, 3,...,p~2 de Z /pZ sont groupées 2 par 2 dans le passage de x a
~1

x|

Par suite : 1.2. ... (p-1) = ((2.271H) 3.3 h..H(p=-1) = (p-1) = -1

d'oli le résultat. (I1 existe un premier p pour lequel la relation de la
ligne ci-dessus n'est pas légitime. Quel est ce nombre ?).
La réciproque est facile : si 1.2...(p-1) Z -1 (mod p), tout nombre

plus petit que p est premier avec p (car inversible dans Z /pZ , 1'in-

verse de a @étant -1.2...(a-1)(a+1)..(p-1)) donc p est premier.
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3.~ Solutions d'une congruence

De nombreux problémes se traduisent par des équations du type
f(x,y,2z) = 0 (mod n), f étant souvent un polyndme a coefficients entiers.

Nous donnons ici quelques exemples de telles équations.

a) L'équation a?-10b%? = 2 n'admet pas de solution (a,b).
Si a et b vérifient cette équation, on doit avoir a? = 2 (mod 5)
puisque 10 = 0 (mod 5). Les classes modulo 5 sont 6,T,§,§,Z et leurs

carrés sont 0,1,4,4,1 : aucun de ces carrés n'est 2 d'on le résultat.
= : n - "
b) L'équation apgta,x+...+a x = 0 (mod p)(l) ol p est premier et les

x; sont entiers (et a, £ 0 (mod p)) a au plus n solutions modulo p.

On verra plus loin que c'est 1a un résultat général dans la théorie
des polynOmes sur un corps. On le démontre ici par récurrence sur n.

Si n =1 c'est clair, ajy+ta;x = 0 (mod p) admet 1'unique solution
;=—505:l (a;, £ 0 (mod p) donc ;1 est inversible dans Z /pZ).

Supposons le théoréme vrai pour (n—-1) et considérons 1'équation (1).

Si elle n'a pas de solution, c'est gagné. Sinon, soit u une solution de

Q)]
a0+a1u+...+anun = 0 (mod p). (2)
l."équation (1) est donc équivalente a :
n—( +é + My <o d
a0+a1x+...+anx a +ta,ut... a u ) = (mod p)
5 2_..2 n_ny _
ou encore a al(x—u)+a2(x -u )+...+an(x -u ) = 0 (mod p) (3)
On vérifie facilement que :
k=2 k-2 k-1

X --uk - (x—u)(xk_]+x u+. .. +txu +u )

On peut donc mettre (x-u) en facteur dans 1'équation (3) et on arrive

[

(x—u)(al+blx+...+bkxk+...+b X ) 0 (mod p) (4)
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(on a regroupé les puissances de x de méme exposant), avec des by en-
tiers (qui dépendent de u).

Comme Z /pZ est un corps, le produit de 2 éléments ne peut étre
nul que si 1'un des deux est nul. Donc on a comme solution de (4) :

x-u = 0 (mod p) (et on retrouve que x = u est solution) ou bien

n-1
_IX
n-1 solutions.

a1+blx+..+bn =0 (mod p) qui par hypothése de récurrence a au plus

c¢) Le théoréme chinois

Théoneme 4 : Sodent m et n deux entiens premiens entrne eux et a et

b deux entiens quelconques. 1 existe un entien x ftet

que :
[ x = a (mod m)
1 X = b (mod n).
Soient u et v tels que um+vn = | (Bezout)
Donc vih = | (mod m) et um = 0 (mod m)
vih = 0 (mod n) et um = 1 (mod n).
On a donc :
avn = a (mod m) et bum = 0 (mod m)
avn = 0 (mod n) bum = b (mod n).

En ajoutant ces relations on arrive ainsi a :

avn+bum = a (mod m)

avn+bum = b (mod n),

c'est le résultat cherché avec x = avn+bum.

Remarque : Soient x et y deux solutions de ce systéme.

Par différence :

X~y 0 (mod m)

x-y = 0 (mod n).
Donc m et n divisent x-y et comme PGCD(m,n) = 1, mn](x—y). On en
déduit aisément que si x est une solution du systéme, les autres solutions

sont les nombres x+kmn ol k parcourt Z.
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Généralisation : Si My yee ey sont des entiers deux a deux premiers entre

eux, si a ,...,a  sont des entiers quelconques, il existe x tel que
n

x = a (mod mi) Vi = 1,2,...,n.

On remarque que m. est premier avec mm,...m, m.
1 1-1 1+l

En appliquant le résultat précédent, il existe Yy tel que :

<.
n

y; = 1 (mod mi)
y; = 0 (mod ml...mi_lmi+]...mn)
Ceci pour tout i = l,...,n.

On vérifie alors facilement que x = ajy;*a,y,+t...*a y, convient.

Exemple : Si un train circule tous les 4 jours entre deux villes a partir
du 2 janvier et si un autre train circule tous les 7 jours a partir du

3 janvier, quels sont les jours ol les trains circulent simultanément ?
En numérotant 1,2,3,...,365 (366) les jours de 1'année on est en fait

conduit 3@ résoudre :

x = 2 (mod 4)
x = 3 (mod 7)
En suivant la méthode du théoréme (& partir de 2.4-7 = 1) on trouve

x = 10, 10428, 10+56,...

Remarque : Si m et n ne sont pas premiers entre eux, 1'existence ou non
de solutions dépend de a et b.
Par exemple : { x = 3 (mod 6)
2 (mod 4)

X

1

n'a pas de solutions alors que

{ X 2 (mod 6)
X 2 (mod 4)

1

1k

a des solutions.

Exercice 39 : Montrer que pour tout entier naturel n, on peut trouver n

entiers consécutifs tous divisibles par un cube (autre que *1).



On cherche m+l,m+2,...,mtn et des nombres al,...,a“ tels que

af|m+l, a§|m+2,...

Ou encore m = =1 (mod af)
m = -2 (mod a;)
.:_ a3
m = -n (mod dn).

On est donc dans la situation du théoréme choinois généralisé. 11
: 3 . .
suffit de prendre les a; premiers entre eux deux a deux. Par exemple

a, = 2, a

I , =3, a; =5,... c'est-a-dire la suite des nombres premiers.

d) Un cas du (grand) théoréme de Fermat

Le grand théoréme de Fermat affirme que si n est supérieur ou égal
a 3, on ne peut pas trouver d'entiers x,y,z tels que xn+yn = z". Ce
théoréme, non démontré & ce jour malgré de trés nombreux travaux (et quel-
ques avancées récentes trés importantes) a été résolu pour certaines va-
leurs de n. Nous indiquons seulement

L'équation x’+y® = z® n'admet pas de solution (x,y,z) ol x, y

et z sont des entiers non multiples de 3.

Supposons en effet x’+y? = z°* (1)
On en déduit : x3+y3 = 23 (mod 9) (2)
et aussi : x3+y3 = z? (mod 3) 3)

Par le petit théoréme de Fermat, la relation (3) implique

x+y = z (mod 3)

donc z = x+y+3u. En reportant cette valeur dans 1'équation (1) on trouve :

I

x3+y3 = (x+y+3u)3 (mod 9)
soit x*+y? = x+y?43x2%y+3xy? (mod 9) (4)
(les autres termes sont multiples de 9).

La relation (4) donne :

3x2y+3xy2 = 0 (mod 9)
0 (mod 3)
0 (mod 3).

Comme x+y = z (mod 3), la derniére relation s'écrit : xyz = 0 (mod 3)

ou encore x2y+xy?

n

c'est-a-dire xy (x+y)

donc 3|x ou 3|y ou 3|z. C'est ce qu'il fallait démontrer.
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¢) Caractéres de divisibilité

Soit n un nombre entier. Ecrit en base 10 on a

n = aquq+a _Iqu—1+...+a110+a0 (ot les a, sont des

chiffres c'est—a-dire O <a; < 9).

On a 10 = 1 (mod 9) donc 107 = 1 (mod 9). La classe de n modulo 10

est donc a +a jFeeetag = a +a +...+a Ainsi un nombre est multiple 9

9 q- 0 4 q o
si et seulement si la somme de ses chiffres est multiple de 9.

On a un résultat analogue avec 3.

Exercice 40 : Quelle est la signification de la preuve par 9 d'une multipli-

cation ?

xercice 41 : En remarquant que 10 = -1 (mod 11), indiquer un caractére de

divisibilité par 1l. Comment reconnaitre qu'un nombre est multiple de 99 ?

On a des caractéres de divisibilité par 2,5,4 que le lecteur connait.
On peut assez facilement énoncer des caractéres de divisibilité par : 99
ou 101 (en utilisant 100 = 1 (mod 99) ou 100 = =1 (mod 101)).

Par rapport a un nombre tel que 7, le caractére de divisibilité n'est
pas trés commode mais on peut 1'établir comme suit (les congruences sont

calculées modulo 7).
On a 10 = 3, 102 =2, 10° =6, 10" = 4, 10° = 5, 10° = |

et on retrouve la suite 3,2,... 3 partir de 107.

Donc aq10q+...+al.10+a0 est multiple de 7 si et seulement si

ao+3a1+2a2+6a3+4a4+5a5+ a6+3a7+2a8+6a9+...

est multiple de 7.
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IV = VERS UNE GENERALISATION

11 est d'un grand intérét d'étudier les nombres complexes qui annulent
P n n-1 -
des polyndmes de la forme x +a X +...+a, xta o0, a,;a. 3u55 58 sont
n-1 1 0271 n—1
des nombres entiers.

Avant de considérer le cas oi n = 2, citons d'abord la :

n-1

iy & . P n ~
Proposdition 26 : Soit u verdflant : wHa qu t..ta uta, = 0 oa

@, greeesdy  boRT des entiens. SC we 0, atons uwe Z.

L

r . T : i :
- o0 = est une fonction irréductible et por-

tons cette valeur dans 1'équation :

(r)n (r)n—] r
—1} +a - +...+a, — +a_ = 0.
s n-I\s 1 g 0

, o n
En multipliant par s on trouve :

En effet supposons u =

n n—1 n-1 n
r +a r s+...+a,rs +a.s = 0.
n—l 1 0
n-1 n .. . n
Comme s|an_]r st...+ta s , s divise aussi r .
. ; r L .
Comme PGCD(r,s) = 1 (puisque la fraction S est supposée irréductible)

on a donc s =1 donc u€ Z.

Dans les cas les plus simples on est conduit a étudier des ensembles de
la forme %Z (/d) = {a+b/d, a,b € Z} oli d est un nombre entier que 1'on
suppose "sans facteurs carrés" c'est-a-dire que la décomposition de d en
facteurs premiers est d = PP, --P, avec des Py distincts deux a deux.
On voit facilement que Z (/d) est un anneau. On peut donc y définir une
notion de multiple. Par exemple dans Z (/6), -24+14/6 est multiple de
2+43/6 car (2+3/6) (6-2/6) = -24+14/6.

La notion de multiple ou de diviseur débouche sur une notion de nombre
premier : un nombre est premier s'il n'a que des diviseurs "élémentaires'.
Précisons ce que 1'on entend par 13 : dans Z , 3 admet comme diviseurs :
+3,-3,+1,-1. Ce sont les diviseurs élémentaires de 3.

Le nombre de diviseurs élémentaires d'un entier est donc trés réduit.
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Il n'en est pas toujours de méme dans les anneaux quadratiques, ¢'est-a-dire

les anneaux %4 (/d). Par exemple dans ZS(/E), on a (/f—l)(wﬁ#l) = |,
On peut donc diviser tout élément de % (/2) par (/§+l), puisque cela re-

vient a4 multiplier par (/2-1)
(3+5/2) [ (V2+1) = (3+5/2) (V/2-1)

(V2+1) divise tous les éléments de Z (V2). Mais on a aussi (/E—l)n(/§4l)n
= 1 donc, pour la méme raison .que ci-dessus (/§4I)n divise tous les élé-
ments de Z (V/2). Comme (V2+1) > 1, la suite (/§+l)n est une suite stric-—
tement croissante, ses termes forment une infinité de diviseurs élémentai-
res de n'importe quel élément de Z (V/2). Ainsi (a+bv2) est multiple de
(1+/2D)".

I1 1'est aussi de (a+b/2), de ~-(a+b/2).

Plus généralement : Si x € Z (/2), x est multiple de L(/§+l)n, de
i(/f;l)n, de 1(/§4l)nx, de i(/i;l)nx pour n € IN. On sait montrer qu'il
n'y a pas d'autres diviseurs élémentaires de x.

La situation geénérale est la suivante : si u € Z (/d), on dit que u
est une unité s'il existe u' € Z (/d) tel que uu' = |. (c¢'est-a-dire si
u est inversible dans Z (/d)).Il est alors clair que tout x de % (/d)
est divisible par u quelle que soit 1'unité u ainsi que par ux. Ce
sont ces nombres u et ux qui sonthles divisgurs eélémentaires de x.

On dira alors que x est premier s'il ﬁ'admet que des diviseurs élé-
mentaires.

Remarquons enfin que si a+b/d est une unité de 7% (/d), son inverse
est +(a-b/d) ou -(a-byd)

Soit a'+b'/d 1'inverse de a+b/d. On a donc
(a+by/d) (a'+b'"/d) = 1 ()
ou encore, en effectuant :

[ aa'+bb'd = I
Uab'+ba’ = 0 (2)
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Si maintenant nous multiplions (a-b/d) par (a'-b'/d) on trouve :

(a-b/d) (a'-b'/d) = aa'+bb'd-(ab'+ba')/d

et compte tenu du systéme (2) :

(3)

I
—

(a-b/d) (a'-b'/d)

Multiplions alors (1) par (3) en remarquant que (a+b/d) (a-bv/d) =

a2-db?
(a®-db?) (a'?-db'?) = 1.

Mais c'est le produit de 2 nombres entiers donc a?-db? = t1 c'est-
a-dire que (a+by/d)(a-b/d) = 1. Ainsi a-b/d est, au sign e prés, 1'in-
verse de a+b/d.

Regardons maintenant sur 2 exemples en quoi des anneaux quadratiques

peuvent ressembler ou non a Z .

Exercice 42 : On a utilisé (ou ?) a+b/d =0 =a =0 et b = 0. Justifier

cette implication.

Montrons que 2,3,2+/10, -2+/10 sont des éléments premiers de 7Z (/10) .

Supposons par exemple que :
2+/10 = (a+b/T0) (a'+b'/10).

On tire facilement de ceci par une méthode que 1l'on vient de développer

que :

2-/10 = (a-by/10) (a'-b'/10)
et en multipliant membre a membre ces égalités

-6 = (2+/10) (2-/10) = (a?-10b?)(a'?-10b'?)
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On doit donc avoir

a’-~10b? = 6 (donc a'?-10b'2 = 1)
a?-10b%? = +2 (donc a'2-10b'2 = +3)"
a?-10b? = +3 (donc a'?-10b'2 = +2)

a‘~10b? = £1 (donc a'2-10b'2 = 16).

er éme . - ,éme ,eme
Les | et 4 ‘cas sont 1nterchangeables, de méme le 2 et le 3 .

Or si a?-10b? = +1, c'est que a+b/10 est une unité, on a mis en évidence
un diviseur élémentaire de 2+/10 c'est sans intérét pour montrer que
2+/10 est premier.

Et a®-10b* = +2 est impossible (cf. le paragraphe III 3,a)

Donc 2+/10 est premier (ce n'est pas une unité, sinon son inverse
serait £(2-/10) et (2+/10)(2-/10) = -6.

On a de méme que 2,3 sont premiers (la démonstration, analogue, est
laissée au lecteur).

Or : 6 = 2.3 = (2+/q6)(—2+/76) : on a la deux décompositions en
facteurs premiers de 6 et elles sont distinctes : il faut s'assurer que
2+/10 n'est pas de la forme 2.u ou 3u (u étant une unité) mais c'est
élémentaire (pourquoi ?).

Le théoreme fondamental de 1'arithmétique n'est pas vrai dans Z%Z (/10).
! q s

Exercice 43 : En utilisant 6 = 2.3 = (1+i/5) (1-i/5) ou i = /-1, montrer

que le théoréme fondamental est faux dans 7 (/-5) = Z (i/5).

C'est 1'ensemble des entiers de Gauss c'est-i-dire de tous les nombres

de la forme a+bi avec a,b € Z et i racine de x*+] =0 (le lecteur
peu familier avec les nombres complexes peut remettre a un peu plus tard la
lecture de ce paragraphe). ‘

On a, en utilisant un résultat vu ci-dessus,que a+bi est une unité si
(a+bi) (a~bi) = +1 donc si a?+b? = +1. Comme a,b € Z, ceci n'est possible
que si a =41 et b=0 ou a=0,b=+I|. Les unités de . (1) sont
l,=1,1,=1.

Dans Z (i) le théoréme fondamental de l'arithmétique est vrai. On a

en fait une division euclidienne.
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Proposition 27 : S{ a et b sont deux entiens de Gauss et b+ 0, ct
existe deux entiens de Gauss ¢q et n tels que a = bgtn

et 1| < |bl. (1] est Le modute de n, (e 84 n = utin,
Inl = Ju+n?),

Considérons C'est un nombre complexe. On peut 1'écrire a+if

ol

et il est facile de voir que a,B € Q. Il existe donc deux entiers m et

n tels que Jo-m| < % et |B-n| 5.% (pourquoi ?).

Alors

I& ~(m+in) |2 = | (a*+i)-(m+in)|®

| (a-m)+i (B-n) | ?

(o-m) ?+ (B-n) ?
<1, 1.1y
-4 4 2 :

Si on pose q = m+in et r = a-bq on trouve donc le résultat cherché
puisque |a-bql < |b].

De ceci on tire le théoréme fondamental de 1'arithmétique en suivant
le méme processus que dans Z (la proposition | du chapitre 1 a pour con-
séquence la proposition 4 du paragraphe II.2 dont découle toute la suite. On
notera que 1l'unicité de q et de r n'est pas exigée dans la proposition 27

mais qu'elle n'avait pas servi dans Z pour arriver au théoréme fondamental.
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EXERCICES COMPLEMENTAILRES

) Soit ¢ wun entier supérieur ou égal a 2.

a) Soit n un entier naturel. Montrer qu'il existe un entier naturel
k k+1 . e : ;
k tel que ¢ <n<gq puis qu 11 existe un entier a 0 < a < q—l;

 k k+1 . .
tel que 449 <n<a q . Donner une majoration de n-a, q

b) Montrer par récurrence que tout entier naturel n peut s'écrire
k-1
kT "1

tion est unique : c'est la décomposition de n en base . Les a; sont

k ) :
n = aq +a +...*+a,qta;, (0 < a; < q-1). Montrer que cette décomposi-—

les chiffres de n en base q.

¢) Soit «@(n) le nombre de chiffres en base 2. Soient deux entiers
a et b (b # 0). Montrer qu'il existe q € IN et un entier r € Z tels
que a = bg+tr et ¢(r) < @(b). (Montrer d'abord que si 0 <u<b, ona
soit @(u) < @(b) soit @(b-u) < @(b)). Déterminer q et r pour a = 24

et b =5 et pour a =23, b=25 (le couple (q,r) n'est pas unique) .

d) Montrer que le nombre de chiffres de n en base q est [1ogqn]+l

e

oli log,(l est le logarithme42223 la base ¢ et [x] est la partie en-
tiére de x. Soit A = 4444 . Soit S(x) la somme des chiffres de n en
base 10. On pose S(A) =B, S(B) = C, S(C) = D. Calculer D (considérer la
classe de A modulo 9).

e) On écrit, a la suite 1'un de 1'autre, tous les nombres entiers
(en base 10) : 12345678910111213 ... Combien de chiffres a-t-on écrit
quand on arrive a 636 (inclus). Quel est le 10000 chiffre de la liste ?

Combien de fois a—t-on écrit le chiffre 5 quand on arrive a 646 ? et le

chiffre 0 ?
2) a) Si  (a,b) =1, PGCD(a+b,a-b) =1 ou 2.

b) S§i PGCD(a,b) = 1, PGCD(a’-ab+b?,a+b)|3.
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¢) Si Ppeeb(a,b) = PGCD(x,b) = PGCD(a,y) = 1, PGCD (ax+by,ab) = 1.

d) Si a,b,c sont premiers entre eux deux a deux la condition néces—
saire et suffisante pour que bcx+tacy+abz soit premier avec abc et que

X,y,z soient respectivement premiers a a,b,c.

3) a) Si p premier est la différence entre les carrés de deux nombres,

- p-1 ptl
ces nombres ne peuvent etre que 5 et 5

b) Soit p un entier naturel impair. On calcule a, = p+l?, a, = p+22,

qui est un carré est

2
ag = p+3%,... a = p+(£§l> . Si le premier des ay

p-l
2

ap_] , c'est que p est premier.

2
¢) Un nombre premier ne peut &tre la somme de plusieurs nombres impairs

consécutifs.

d) Vérifier que x"+4y" = (x2-2xy+2y?) (x2+2xy+2y*).
En déduire que : p premier et p = x“+4y" (pour un couple d'entiers
x et vy) n'est possible que si p =5.

4) On définit les entiers a_ et bn par

(1+v2)™ = a_+b /2.
n n

Montrer que a et bn sont premiers entre eux (on pourra s'inté-

resser si (l-/f)n).

nt+k
§ II.1). En déduire que PGCD(Fn,Fm) =1 si m# n.

5) Soit Fn = 22n+l. Montrer que Fn divise F -2 (revoir 1'exercice l4,

Exercices : Indications et résultats

Exercice 1 : Considérer (a?+(a-1)%)2-(2a-1)%.

Exercice 5 : Remarquer que 1'ensemble des parties de E est la réunion des

ensembles de parties 3 k é&léments (0 < k < n).

Exercice 6 : Pour k impair on utilise Cﬁ = Cz—k.
Pour k pair utiliser Ck = Ck +Ck—l
n n-1 n-l1



Ixercice 7 : Pour une permutation u, considérer les x tels que u(x) = x.
51 k est le nombre de ces éléments, u apparait comme une permutation d'un
ensemble de k objets.

kxercice 9 : Si a =rs on a soit r < Ya, soit s < /a.

Exercice 10 : 10! = 2834527

Exercice 12 : 4, 13, 11.

Exercice 13 : Voir 1l'exercice 9.

k—2+...+l) donc a—l]ak—l.

Exercice 14 : ak—l = (a—l)(ak—]+a
Si k = rs, ak—l = a'®-] = (ar)s—l et (ar—l)|ars—l.
On raisonne de maniére analogue pour ak+l en utilisant la

formule xk+l = (x+l)(xk—] .. ).

Exercice 15 : n!+2,n!+3,n!+4,...,n!+n sont tous composés.

Lxercice 17 : On trouve les nombres pairs non multiples de 3 (2n+18 = 2(n+3)+12).

. . . N - . ! a) 'a, R
lixercice 20 : S1 un nombre & 4 diviseurs, i1l est de la forme Py Pyee- P

3, ou bien

avec (a1+l)(a2+l) e (ar+l) = 4 donc ou bien r =1 et a,

r =2 et a, = a, = 1. Donc on trouve p® ou pq. En donnant a p et (¢

les plus petites valeurs possibles on trouve que 6 est le plus petit nombre

avec 4 diviseurs.
Exercice 22 : 6, 28,...

Exercice 25 : Ecrire que x|x+y-1 donc que x|y-1 et de méme y|x-1.

. . ; 2 : r . .
bxercice 28 : p et 8p ™+l ne sont simultanément premiers que si p = 3

(& cause de ce qui précéde) et 8.3%2-]1 = 71 est premier.

Exercices 34,35,36 : Ce sont des applications du théoréme de Fermat. Pour 36

par exemple : a’-a = 0 (mod 7) et a?-1 = 0 (mod 3) donc a®-1 = 0 (mod 3)

et a’-a = 0 (mod 3). De méme a’-a = 0 (mod 2). Donc a’-a est multiple de

1

7,3,2 donc de 42. Le nombre a'*-a est toujours multiple de 2730.
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PARTIE 2 : NOMBRES COMPLEXES

l.— Construction du corps des nombres complexes

On se propose de construire un corps € commutatif, contenant IR

et dans lequel -1 est un carré. Il existe donc dans € wun élément 1 tel

que i%? = -1. Comme € contient x et y pour tout x,y € IR, € doit

contenir iy et x+iy. Si z = x+iy et z' = x'+iy' sont deux éléments

de cette forme, les régles de calcul dans un corps donnent

z+z' = x+x"+i(y+y')

]

zz (x+iy) (x"+iy') = xx'+iyx"+ixy'+i?yy’

xx"-yy'+i(xy'+yx').

! ont aussi la forme X+iY avec X et Y réels.

Ainsi zz' et z+z
Si nous assimilons le nombre x+iy au couple (x,y) nous sommes conduits au

résultat suivant

Théoneme 1 : Sun £'ensemble TR? on définit une addition et une multipli-
cation par Les gornmules

(x,y)+(x",y") = (x+x',y+y')
(x,y). (x',y") = (xx"-yy',xy'+yx').

Ces 2 Lois font de TR? un conps commutatif appelé conps
des nombres complexes et noté (€. La parntie de € formée
parn Les eléments de La forme (x,0) est un Ssous-conps qui
est isomonphe & R. Le cané de £'élément (0,1) est
(-1,0).

La vérification des axiomes de corps est élémentaire. Tout d'abord
1'addition définie dans le théoré@me n'est autre que 1'addition de 1'espace
vectoriel IR?, c'est donc une loi de groupe dont 1'élément neutre est
(0,0). Nous nous limitons é vérifier 1'associativité de la multiplication

et a déterminer 1'inverse d'un élé&ment.
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(x,y)((xl’yl)(xll’yll)) = (X,y)(X'X"—y'y",x'y"f}/'X”)

- (xx'x"—xy'y"—yx'y"—yy'x",xx'y"+xy'x"+yx'x"—yy'y")

(xx'x"—yy'x"—xy'y"—yx'y",xx'y"~yy'y"+xy'x"+yx'x")

i

(Xxl_yyl ,Xy'+yX') (X”,y")

((x,y) (x",y")) (x",y").

",v') est l'inverse

Soit z = (x,y) wun élément non nul. Si t' = (x
de z ona tz'= (1,0) donc xx'=yy' =1 et xy'+x'y = 0. C'est un sys-
téme de 2 équations linéaires 4 2 inconnues dont la solution est :

2! = et , vy o= - Y . (Comme (x,y) * (0,0), x2+y2:#0).

xZ4y? x2+y?

Les autres assertions du théoréme sont de vérifications immédiates.

Conséquences, notations

* On note 1 le nombre complexe (0,1).
* Le nombre complexe (x,0) est identifié au réel x.

»+ La loi de multiplication sur € donne : (0,1)(y,0) = (0,y).

Compte tenu de ce qui précede (0,y) est 1iy.
* Le nombre (x,y) est égal a . (x,0)+(0,y) donc est noté x+iy.

Ainsi : Tout nombre complexe =z s'écrit, de maniére unique, sous la

forme x+iy ol x et y sont réels. C'est la représentation cartésienne

(ou algébrique) de =z. On dit que x est la partie réelle de z et y sa
partie imaginaire et on note x = Re z, y = Im z.
On retrouve donc les résultats énoncés de maniére heuristique au dé-

but de ce paragraphe.

Définition : On appelle conjugué du nombre complexe =z = x+iy le nombre

noté z égal a x-iy. On appelle module de z et on note |z| le nombre

réel /;2+§é4= /;Zt
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On vérifie facilement que :

T = 7
z'z" = Z'2"
,
lzz'| = 1z| |z"| (résulte de |zl = /zz).
Et aussi que :
Re z = % (z+;)
1 = D

Im z = E (z-z ) = 5 (z-2)

(comme i? = -1 on a % = -i).

On a exprimé ci-dessus les parties réelles et imaginaires de 1'inverse

_l .
z d'un nombre complexe z. Avec ces notations on a

Z

2
|z]

1
z

Exercice | : Ecrire sous forme cartésienne les nombres complexes (1-i)",

(3+2i)?, 12, =, H_f?)z . (3+i) "4 (3-i)4, LZHAR)
1+1v2
Exercice 2 : Calculer I+j+j%* ol j = :li%ZE . a,b,c désignant trois nombres
réels, calculer (a+b+c) (a+bj+cj?) (at+bj?+cj).
Exercice 3 : Quels sont les nombres complexes 2z tels que 2z et z = aient
le méme module ? Quels sont les nombres =z tels que z,z et z—1 aient le

méme module ?

Exercice 4 : Déterminer les nombres complexes z tels que 3z%+2]z|?*-1 = 0.

Exercice 5 : S1i a et b sont deux entiers relatifs et n un entier natu-
rel, montrer qu'il existe deux entiers relatifs c¢ et d tels que

(a2+b2)" = c2+d2.
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La structure de corps de, 1'ensemble des,nombres complexes permet d'y |,
calculer comme on le fait dans IR et par exemple de résoudre des systémes
d'équations linéaires par les méthodes usuelles :
Exercice 6 : Résoudre dans € :{ ix-3y = 2-3i

(eiSieziy = 5

1421

4-i

f (2+1i)x+7y
| (-i)x-iy

2.- Représentation géométrique des nombres complexes

Les nombres complexes ont &té construits en munissant le groupe addi-
tif sous—jacent & 1'espace vectoriel IR? d'une structure multiplicative.
Un nombre complexe 2z = x+iy peut ainsi étre assimilé au vecteur de compo-

santes (x,y) dans 1'espace IR?.

\ X Cette assimilation se fait en consi-
M(x+iy)
y dérant IR? muni de sa structure
auclidienne et d'une base orthonor-
i A mée portée par les axes O0X et OY.

Si le point M de coordonnée (x,y)

est associé au complexe 2z = x+iy,

- on dit que M est l'image de =z

et que z est l'affixe de M.
Le premier vecteur de la base ortho-

normée est associé a | et le second

a i.

. e v

Comme conséquences immédiates de

cette représentation signalons :
- Si M est 1'image de z et M' 1'image de z' 1'image de z+z
-+ > >
est N tel que ON = OM+OM'.

- Le module de z n'est.autre que la.longueur .du segment OM. L'iné-

galité du triangle donne :

Proposition 1 : lz+z'| < |zl+lz']|.
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Par ailleurs, si z est différent de 0O et si r est son module
ona z=rz"' ol z' est de module | donc est 1'affixe d'un point du cer-—
cle trigonométrique. Par suite il existe 6 tel que z = r (cos O+i sin 0).
On appelle argument de 2z 1'ensemble des nombres ©+2kn (k € Z) et on
note arg z = 0 (mod 2m). L'un de ces nombres est dans |'intervalle [0,2n[.

C'est la détermination principale de 1'argument et on le note Ary z.

Par exemple :

- Si z est réel positif, Arg z = 0,

« Si 2z est réel négatif, Arg z = m,

* Si z est imaginaire pur (c'est-a-dire de la forme ia avec a € RR),

m : 3n .
Arg z = 5 si a> 0 et Arg z = - si a < 0.
Tout nombre complexe s'@crit z = r (cos O+i sin 6) avec lz| =71

et arg z = 0 (mod 2mw). Cette écriture est la représentation trigonométrique

du nombre complexe z. Elle est parfaitement définie par z (si ce n'est que
® est déterminé modulo 2m).

On a vu que Re(z+z') = Re z + Re z' et Im(z+z') = Im z + Im 2z'.
Par contre Re(zz') et 1Im(zz') sont de formes assez compliquées. Le pro-

duit de z par z' se décrit mieux par la représentation trigonométrique:

Proposition 2 : lzz'l = lzl| 1z'l.

ang(zz') = ang z + ang z' (modulo Zm).

Le premier point a déja été vu. Pour le second soient 2z = r(cos 0+

i sin 8) et z' =r'(cos 06'+i sin 0') (r = lzl, 2' = |z'|, 6 = arg z,
0' = arg z'). Effectuons zz' :
zz' = rr'(cos 6+i sin 6) (cos O'+i sin 6')

rr'[(cos 6 cos 0'-sin B sin O')+i(cos O sin O'+

sin 6 cos 0')]

rr' (cos(6+08")+i sin(6+6')).

On a donc bien arg(z+z') = 6+8' (et on retrouve J|zz'| = rr').
I1 est d'usage de noter e19 (et de lire "exponentielle 16") 1le

nombre complexe cos 6+i sin 6. Le lecteur verra plus tard une justification



analytique de cette notation. La proposition ci-dessus nous donne une justifi-

cation formelle car le résultat : arg zz' = arg z + arg z se traduit par

e i : :
816810 = 81(8+O ) qui est la formule espérée pour la fonction exponentielle.

LLa représentation trigonométrique 'd'un nombre complexe est donc de la forme

re’, Yes mombres complexes de molule 1 sont Tés ‘nombres 1419 pas exemple :
ig im 31 3 2in
e " =1, e =-1, e =-i, e =e = 1.
. - 10 -i6 L
Le conjugué de re est re . En utillisant les formules :
Re z = % (z+z), Im z = % (;—z) pour z = e19 = cos O +i1 sin 6 on arrive a :
Propos tion 3
46 -46 L0, -40
. - +
sin 6 = & 23 et cos 6 = E——;—— (Formules d'Eulen)

S s s ; z
(En 1'abscence d'une définition analytique pour e quand z est com-

plexe, ces formules ne traduisent qu'un changement de notation).

Remarque : Dans les calculs les formules d'Euler interviendront souvent dans
i0
e donc

la situation suivante : soit 2z = +1. On

a
0 . 6
+e E) = 2e Z cos % .

Interprétation géométrique des opérations dans €

Soient a un nombre complexe d'image A, z un nombre complexe d'ima-
P s

ge M.
,e iR e i o g 15 g
Addition : le nombre complexe A
z+a a pour image M' tel
que d&' = oﬁ+dZ, c'est-a- M'
dire que M' est 1'image
- [} - LR v R & v v

de M par la translation
de vecteur OA.

Sur la figure ci-contre le M
nombre z' d'image M' est
‘le produit de z d'image M

par a d'image A.

Y
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Multiplication : Soit I 1'image de 1. Si M' est 1'image de az, on a

]
|z'| = |a|] |z| donc g%— = |a| = g% . Les deux triangles OIA et OMM'

sont donc semblables : le point M' est 1'image de M par la similitude

de rapport |a| et d'angle Arg a.

Conjugaison : Il est clair que 1'image de z est déduite de celle de z

1'image de =z.
On désigne par M" 1'image de z
-1

et par M' 1'image de =z On a
i6 - __ -ib
z=re , z=re et
- -i6
z L i e . Donc 0,M',M" sont
alignés et OM'.OM" = 1. Ainsi M' B

se déduit de M par ¥.0 on
S est la symétrie orthogonale

d'axe 0X et J est l'inversion

de centre 0 de rapport 1.

Exercice 7 : Soient 2z et z' deux complexes de module l. Montrer que

—
EiE—T est réel
l+zz ' :

2 6 : : _
Trouver les nombres complexes z tels que =z et z soient conjugués.

. _ . .\28
Ecrire sous forme cartésienne le nombre complexe (1+i)" .

Dans un autre module de ce cours seront étudiées de maniére plus compléte
les liaisons entre la géométrie euclidienne plane et les nombres complexes.
Nous indiquons ici, 3 titre d'exemples, quelques résultats dans ce sens.

Soient A, B, C trois points du plan et a, b, b leurs affixes. Le
triangle ABC est équilatéral si et seulement si él est 1'image de QE par

. n
une rotation d'angle -+ (ou -

3

). Une rotation d'angle correspond a la

LT
]_-
multiplication par le nombre complexe e > . Donc ABC est équilatéral si et

wid

"
3

LT LT
iz -1
seulement si (a-b) = e 3 (c=b) (ou (a-b) = e (¢=b)). En remarquant que
i 2im
3 3

l-e = —e on arrive a
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Le triangle ABC est &quilatéral si et seulement si j = e 2im
< b Ved . . G5 v %y | 9

PR T . T

-

ol j° est solution de 1'équation a+bz+cz? = 0 (ol j est le nombre e ~ ).

Exercice 8 : Avec les mémes notations, montrer que ABC est équilatéral si

et seulement si a2+b%+c? = ab+bctca (on pourra montrer d'abord que 1'on

peut supposer a = 0). : & L e S s dpy e

5 = . . 1
ABC est équilatéral si et seulement si a5 * + = 0.

Exercice 9 : On construit 3 carrés

sur les cotés d'un triangle et on M
compléte la figure par 2 parallé-
logrammes (voir ci-contre). +G
Montrer que ADE est un triangle . F A

isocéle-rectangle. L

I et G désignant les cen-

tres de 2 carrés et 0 le milieu de H 0

BC, montrer que FOG est isocéle- E
rectangle.

Montrer que la hauteur AH

de ABC est alignée avec la mé-

diane AM de AHI.

N M

Exercice 10 : Montrer que si |z| =1 ona |l+z] > 1 ou | 1+z 2] > 1 (de-
terminer la partie A du cercle unité telle que z € A & |l+z] < 1 et
montrer que si z € A, z2 ¢ A).

. 1
Montrer que si z € € on a |l+z] > 5 ou [1+22 | > 1.

Exercice 11 : Montrer que 3 points du plan sont alignés si et seulement si

leurs affixes vérifient :

3.- Formule de De Moivre. Applications trigonométriques

LLa formule donnée dans la proposition s'étend bien entendu au produit

de n nombres complexes :
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arg(zlz2 - zn) = arg z,+...+arg z, (mod 2m)

qui entraine :

n n
M (cos O6,+i sin O6,) = cos O+i sin, o 6 = ¥ O, .
k k k
k=] k=1
Un cas important de cette formule est celui oll les arguments Sk sont
égaux entre eux :
(cos O+1 sin 6)n = cos nb+i sin nb (Formule de De Moivre)

Applications

n

1) Rappelons la formule du bindme : )" = T CEXkYn_k (voir le para-
k=0

graphe 1.3 de la 3éme partie de ce cours).

En faisant X = cos 6 et Y =i sin 0 dans cette formule et en utili-

sant

i*=1 si k=0 (mod 4)
= i si k =1 (mod 4)
=-1 si k = 2 (mod 4)
= -1 si k = 3 (mod 4),

on trouve :

]

(cos 6+1i sin 9)n (cosne—C;cosn—ze sin26+C;cosn_48 sin“® ...)

+i(C;cosn_16 sin G—C;cosn-36 sin’0+ .i)

(les derniers termes de chaque parenthése s'écrivent quand on connait la
P q

|

classe de n modulo 4. Par exemple si n = | (mod 4), les expressions du

s 5 n-1 . n-1 ..n
second membre se terminent respectivement par Cn cos 6 sin 0 et sin 9).

La formule de De Moivre donne ainsi :

n n-2 . n-4 .
cos nB = cos e-Cgcos ) sln29+C;cos fsin"0+..

sin n@ C;cosn—le sin @ -C;cosn-38 sindg+ ...
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On remarquera que dans 1'expression de cos™p apparaissent des puis-—
sances de cos § et des puissances paires de sin §.

En utilisant sin?g = 1-cos?0® on voit que cos nO = P(cos §) ou P
est un polynome de degré n & coefficients entiers. Quel résultat de méme

nature peut-on énoncer pour sin nf ?

Exercice 12 : Calculer cos 50 en fonction de cos 6 et sin 50 en fonc-
tion de sin 6. £y o it s e AT SOl A S0 o o BT s S o 5 ARG5S

On a aussi, facilement

1 n-1 . e n-3 i 3
sin no ) Cncos fsin O Cncos 6 sindpg+...

cos nf

tg nf = = )
cos 6~Cgcos 0 sin?0+...

ANRRRTEURNY T oy s - e ,un'-n/«v'- LT R, A TP -
et en divisant numérateur et dénominateur par cos 0

1 -3 3
C tg 6-C tg’e+...

tg nb =
(24020-(% 42
1 Cntg 0 Cntg % 0o
2) On peut aussi exprimer’ cos™ et sin"@ & 1'aide des nombres cos k@

et sin k@ (pour 0 < k < n). Pour cela on utilise les formules d'Euler qui

nous donnent

2n cosne

On développe les seconds membres de ces 2 relations en regroupant les

termes équidistants des extrémes

2ncosn6 _ (en16+efnle)+Ca(a(nm24h6;ér(n—2)18) o

(n—4)i6+e—(n—4)i6

2
+ ..
Cn(e hE

ce qui donne finalement (en distinguant.selon. la.parité de n)

2p_Icos2pe = cos 2pe+C1

2 2p

R p-1l 1 .p
cos (2p 2)8+...+C2p cos 20+ 3 CZP

2p 2p+1] - 1 N P .
2 Tcos g m cos(IPT )00 ps 208 (2Pt 1Gyp 08 6

ot e sl Wi KR a2 AT
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Exercice 13 : Calculer de méme sinnﬁ.

n
3) On sait que l+q+...+qn_l = 3 _} (si q # 1)
. . . s i6
En particulier, s1 q = e on a :
. . in6
S = l+e16+...+e1(n-l)e = ET—_:l
ele -1
in6 .0
209 o
En factorisant e au numérateur et e au dénominateur du second
membre, il vient
. 0 . 0
g s im0 158 gin ol
_ ei(n—l)—z- e - e - 2 f_ 3
i —i% sing-
e - e

En séparant parties réelles et imaginaires des deux membres de cette

égalité, on arrive finalement a :

sin n% 0
l+cosfH +...+cos(n-1)0 = 5 cos(n-])j s
sin =
2
; )
sin n 5 5
sing +...+sin(n-1)Q = sin(n—l)i .
sin 5
; . m 3n o1 m om _ 1
Exercice 14 : Montrer que cos 37 * €Os Ty + cos T + cos g7 * cos T 5 -

Calculer cosB +cos 36+...+cos(2n-1)6.

M B

Exercice 15 : Calculer CEsin k6.

(o]

Ckcos kO et
n
o} k

m™MB

k

Exercice 16 : Calculer coske cos k6 (on utilise, comme d'habitude,

M=

. k=1 . . . s
cos kb = Re(elke) et aussi elecose-l = ele(cos 0-e 16) = ielesin 0).
Calculer n A
cos kx sin kx cos kx
———i z ———————— » z ————
k=0 cos X k=0 cos X k=0 sin x
Exercice 17 : Montrer que zcos(ialtaz...ian) = 2"cos a,... cos a, (la

somme est étendue 3 toutes les combinaisons possibles de + et -). Calculer

251n(ialtaz...tan).



e Youd

56

R

_ !
4.~ L'équation du second degré dans € .

Racines carrées d'un nombre complexe

Soit a un nombre complexe non nul de module r et d'Argument o :

a=re On se propose de chercher z € € tel que z? = a. Supposons
z = ueio. On a donc u2eZie = reie soit u? =r et 20 = qa (mod 2m). On a
donc u = /r et 0 = % ou % +m. L'équation 2z? = a a donc deux solu-
tions z, et 1z, ol z, = -z,. g
Proposition 4 @ SL a est un nombre complexe non nul, L'equation z? = a
a deux sobutions z, et -z, avec |z,| = ia] et
Arng z, = %A}Lg a.

Ce résultat peut étre retrouvé en utilisant la représentation carté-

sienne de a et z :

x+iy. La relation z? = a est équivalente au

]

Soit a = s+it et z

systéme (I)

x2-y2 = g
w
2xy = t.

Remarquons que si (x,y) est une solution de (I), (-x,-y) est aussi
solution.

Le systéme (I) est équivalent a (II)

x2-y?2 = g

(I1) < 4x2y?
signe(x), signe y = signe(t).

2

t2

Donc x? et -y? sont solutions de X’-sX- %—» ce qui donne :
1 —
x2 = 5 (s+/s2+t2) et -y2 = % (s=v/s?+t?).

(remarquer que x? >0 et -y? <0 .

On retrouve donc 2 solutions (x,y) et (-x,-y).
Exercice 18 : Montrer que 2z? = a admet une racine et une seule dans le do-
maine {z|Rez > 0} U {z|Rez = 0 et Im z > 0}. Décrire d'autres domaines

du plan complexe dans lesquels z2 = a osséde une racine et une seule.
I P p
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Si a est réel positif, ses racines carrées sont /a et -/a. Si a
est réel négatif, ses racines carrées sont i/-a et -i/~a.
La notation Va n'est utilisée que si a est réel positif. Il n'est
pas possible d'étendre cette notation pour a complexe : il y a d'abord
un probléme d'unicité (quelle est celle des racines que 1'on désignera par
ce symbole ?) : il peut étre réglé en prenant celle des racines se trouvant
par exemple dans le domaine décrit dans 1'exercice précédent. Mais il y a
aussi un probléme de relation fonctionnelle : vab = /a/b ne pourrait étre tou-
jours vraie (pourquoi ?). Cela rend le symbole va non seulement inopérant

mais dangereux .

Exercice 19 : Calculer le module, l'argument, la partie réelle, la partie

imaginaire des racines carrées de i, de =-i et des racines quatriémes de

i et -i.

Equation du second degré

L'équation az“+bztc = 0 (a,b,c € €, a + 0) se raméne a la forme :
ok b\ E}—Aac -0
4\ 2a 4a?
i £ b\* _ b’-4ac
Donc 2z vérifie : Z+ —— = e S
2a La?

Si 1'on désigne par o le nombre b?-4ac et par u et -u les ra-
cines de « on arrive donc a :
~b+u ~b-u

Zy = Da et 22 = 7a .

Ce sont les deux racines de az’+bz+c = 0. Elles sont confondues si

u=0 c'est-a-dire si b? = 4ac.

Exercice 20 : Déterminer z tel que az+bz+c =0 (a,b,c) € C.
|
n+ 5 +z

= soit réel quel que soit 1'en-

tier rationnel n. : 2

Exercice 21 : Déterminer 2z tel que
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-~

. iémes
5.- Racines n= - d'un nombre complexe

: 1
Soit z = re 0 un nombre complexe (z # 0). Cherchons les nombres
n = o . e s

complexes u tels que u =2z ou n désigne un entier supérieur ou égal
\ ia
a l. Posons u = pe .

n ; n
De u =2z ontire p =71 et na =0 (mod 2m). Donc p est la ra-
eme

s ie
cine n =  de r et o peut prendre n valeurs :

0 0,2 0, 2@
n’n n n n
c'est-a-dire o = % + g%l (0 <k <n-1).

Proposition 5 : SL z  est un nombre complexe non nul, (& existe n  nombres

comolexes u tels que u't = z. Ces nombres sont Les nacines

emes o

2
En particulier si z =1 on obtient :

Proposition 6 : 1L existe n nombres complexes u teds que W= 1. Cce
24km

sont Les nombres e (0 <k < n-1).

Exemples : Les racines 2'“™%e 1 sont #1. Les racines 3% de | sont 1
2im _ 2im

e . %—+i 1%? et e 3 ; le premier de ces deux derniers nombres est
usuellement noté j, le second est j2 = j. Les racines 4° de 1 sont *1, #*i.
Les racines rééme%ie 1 vérifient z"-1 = 0. On sait que z'-1 = (z-1)
(zn_l+zn_2+...+z+l). Les racines rééyesde 1 autres que 1 vérifient donc
zn_l+zn—2+...+z+l = 0. De plus si n = 2m est un nombre pair, on a
'zzm—] = (zz—l)(22m~2+zzm—4+...+zz+l) ; z2-1 s'annule en +1, donc les raci-
nes r}émesde I non réelles vérifient zn—2+zn_4+...+z2+l = 0 lorsque n est
pair.
Si u et v sont des racines nléIEeS d'un nombre complexe z on a :
W=z et v' =2z donc (%)n = |. Ainsi % est une racine n' °2¢ de 1

. T ‘5 ; iéme .

c'est-a-dire que u = pv ol p est une racine n” - de |. Réciproquement
. ; iéme . iéme

si v est une racine nn - de 2z et p une racine n” - de 1, pv est

. iéme
une rac ine n - de z. Donc :
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Proposition 7 : SL v est une racine W de z, L'ensemble des nacines
n‘”éme'3 de z est E'gnéembze des pv ol p parcourt £'en-
semble des nacines n**"® de 1.
2in
Posons £ = e o L'ensemble des racines nié@es de 1 est 1'ensemble
g,gz,ga,...,g“ = 1. Donc si v est une racine nié[-l-]e de 1z, les racines

iémes n
n" =" de z sont Ev,E%v,...,E v.

Si M, est 1'image de v dans le plan complexe, les points M, M, ;.
nié@es

"’Mn—l images des racines de 2z sont déduits de M par des
; 2 4 =i :
rotations d'angles 7? 5 7% 5 ey ziﬂﬁ—ll (qui sont les arguments des nom-

bres Ek). Donc 1'ensemble des racines n ' %®® de 2 forme dans le plan com-

plexe un polygone régulier 3 n c8tés, inscrit dans le cercle de rayon p
iémes

ot p= Viz|. En particulier les racines n de | forment les sommets du
polygone régulier 3 n cotés, inscrit dans le cercle unité, 1'un des som-
mets étant le point d'affixe 1.

Exercice 22 : Déterminer les nombres réels 0 tels que (cos kB+i sin kB)

1

" as

k

= 1.

Exercice 23 :
— A quels moments de la journée les 2 aiguilles d'une horloge sont-elles

superposées ? opposées l'une 3 1'autre ? perpendiculaires 1'une 3 1'autre ?

- A quels moments de la journée la permutation des 2 aiguilles d'une
horloge donne une position possible pour ces aiguilles ?
Indication : Pour cet exercice on peut imaginer qu'un cercle de rayon unité
a €té tracé sur le cadran de 1'horloge. La position de chaque aiguille est
donc repérée par un point de ce cercle. Supposons que la position "midi"

corresponde au point d'affixe 1 : si la position de la grande aiguille au
1.2

temps t est 1z, celle de la petite aiguille est z'2. La superposition des
2 aiguilles sera donnée par z = z!'? .,
Exercice 24 : Soient MO’MI""’Mn_l les sommets d'un polygone régulier ins-—

crit dans le cercle unité. Calculer le produit MOMIXMDsz...xMOMn_ (On peut

E

supposer que M = est d'affixe 1. Si Z1sZp5-+052 | sont les affixes de

n-1
Mv“z""’Mn 'nl(l—ti) :
1=
Vérifier que les nombres (l-zi) sont racines du polyndme (l-z)" l+.

on doit évaluer

=1

...+(l-2)+1 et conclure).
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. , : : ’ . 1¢mes .
Exercice 25 : Soit n = 2m un entler palr. Les racines n - de 1'unité
2im 4im
e n n X
différentes de +l1 sont donc e € ,e-- - En remarquant que ces
. A n-2,  n-4 2 .
racines annulent le polynome x +x +...+x%+] = P(x) et en les regroupant

= m 2 km , L
2 a 2, montrer que P(x) = 1 (x°-2x cos 7;-+l). En déduire que

k=1
m— 1 -
.k /m
M sin == ——r
9
k=1 2
_ : . iémes ..
Remarques complémentaires sur les racipes n = de 1'unite
L. . iémes . ;
Soit Un 1'ensemble des racines n - ‘de l'unité. Il est clair que

iémes

si u et v E Un’ uv € Un et u_l € Un' Les racines n de 1 forment

donc un sous-groupe a n éléments du groupe multiplicatif de €. De plus
2im

Y
I
=
=

5 = {g,gz,...,gn_',g“} : Un est cyclique, engendré par £.

n
Soit o € Z /nZ . Désignons par k un élément de #Z tel que la
. S N . : Jo
classe de k modulo n soit égale 4 a. Si a «a on associe § il est
aisé de vérifier que cela définit une application de % /nZ dans Un et

que cette application est un isomorphisme de groupes.

Soit ¢ € Un' Quelle est la condition sur (¢ pour que Un = {C,Cz,.
..,cn-l,én} ?0na ¢-= Ek pour un certain k. Il est facile de voir (en
utilisant si 1'on veut la remarque précédente) que ¢ répond a la question
(c'est-a-dire que ¢ '"engendre" Un) si et seulement si k et n sont
premiers entre eux.

-~

: iémes
On a vu plus haut que les racilnes n -

de 1'unité étaient les som-—

mets d'un polygone régulier & n cOtés. Plus précisément (en conservant

2im
n 2 n-1 _n .
E =@ ), les nombres £,£%,...,§ ,& sont les affixes des sommets
consécutifs Ml’Mz""’Mn = 1 du polygone régulier convexe a n cOtés.
2ikn
Si 1'on choisit un générateur [ = e H , en prenant g,gz,...,gn on ob-

tient les sommets consécutifs d'un polygone étoilé régulier a n cOtés.

Par exemple au polygone M;M,M,...M M, on peut associer 1'étoile a 8 bran-

ches M;M,M;M MM M MM, en prenant comme générateur Fe e6l"/8 (ou,
_ e10in/8

aussi bien §&° qui donne la méme étoile, parcourue dans 1'autre

sens).
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Exercice 26 : Pour les valeurs de n comprises entre 3 et 20 combien y-a-

t'il d'étoiles a n branches ?

Exercices. Résultats et indications

2) 1+j+j% = 0. Le produit proposé est égal a a’+b’+c’.
. -1
3) lz] = |z | ¢ |z| = 1.
2l = 127 =zl ez = - L 11/73‘
5) a2+b? = |a+bi| donc (a%+b2)" = |(a+bi)"|.
7) Utiliser : z€ R & z = z

Ecrire =z sous forme trigonométrique.

Ecrire 1+1 = /E-eln/A.

8) Si u est complexe, le triangle A(a),B(b),C(c) est équilatéral si
et seulement si A'(a-u),B'(b-u),C'(c-u) 1'est. De plus 1'égalité a’+b%+c?
= ab+bc+ca est invariante par la transformation z - z-u. En faisant u = a

on peut donc supposer a = 0 et on utilise le résultat qui précéde.



9) Les affixes des différents points i
de la figure sont indiqués ci-contre.

(On a supposé que A est d'affixe 0).

Pour montrer que ADE est isocéle rec- -ib c(1+i)
tangle, il suffit de remarquer que AE

est 1'image de AD par une rotation b(1+i)

d'angle g donc que c+ib = i (b-ic).

10) A est l'arc du cercle unité conte-

nant -1 et limité par - = +i x%f et c+ib

Sl ’
2 2 ~
11) Ajouter z,z, aux deux membres

b-ic

de la relation et montrer que celle-ci

n'est autre que : (zl—zz)(;3—22) = b+1i(b-c) c+i(b-c)

(z,-2,) (z4-2,).

Re(eTT) (l+e : +e . +...%e A ) qui se calcule

0 n
cos n 7 COs

facilement.

noo n
15) ¥ C cos kB = Re( z C
k=o " k=0

n n :
16) b8 coske cos kf = Re £ (cos 0 ele)k. C'est a nouveau la somme d'une pro-
k=1 k=1

n+l .
. . k cos sin n
gression géométrique. On trouve par exemple ¥cos 9 cos kg = 6 0

sin 6

17) Pour la somme des cosinus on fait une récurrence sur n (en la consi-
dérant comme partie réelle d'une somme d'exponentielle). La somme des sinus

est nulle : @ chaque terme de la forme sin u correspond un terme sin(-u).

18) Les nombres z tels que Arg z = 0 ont une racine carrée et une seule
+

dans IR . Ceux tels que 0 < Arg z < m (resp. w < Arg z < 2n) ont une ra-

cine et une seule dans 0 < Arg z < 3 (resp. 3n < Arg z < 2m).

2 2
e : . g m
Enfin si Arg z = m, z a une racine carrée (et une seule) d'argument 7 -
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Des domaines possédant la méme propriété sont obtenus en prenant un

demi-plan ouvert quelconque dont le bord contient O auxquel on adjoint
une des demi-droites d'origine 0 constituant le bord.
n
: .n(n+l
n 1ek§]k L—%Z_~l 6
22) M (cos kB+i sin kB) = e = e .
k=1
23) La permutation des aiguilles donne une position possible si z'"’
(c'est-a-dire z!'"" = z).
n n-1
24) Comme z -1 = (z-1)(z +...+1), les nombres =z ,...,z | sont ra-
n-—-
. n- .
cines de z +...+z+]1 = 0 donc les nombres (l—zi) sonl racines de

(l—z)n—l+...+(l—z)+l = 0. Le produit des racines de ce polynome est égal

au terme constant soit n. Donc M¢M;x...xMM = n.
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PARTIE 3 : POLYNOMES, FONCTIONS POLYNOMIALES

Dans toute cette partie, K désigne un corps commutatif. Le lecteur

peut supposer que K = @, IR ou €.

[ - INTRODUCTION

l.- Fonctions polynomiales sur IR

Si a ,a EFL sont des nombres réels, la fonction de IR dans IR
n-1 n k i
X +...+ta;xta; = ¥ a x est une fonction po-

17"
. . n
qul a x associe a x +a

n n-1

lynomiale. On dit qu'elle est de degré n si a 4 0. Les nombres a 5 @iy o s

i s . r 5
LN sont les coefficients de cette fonction. Le terme a x est un mono-

me.
On sait ajouter et multiplier entre elles de telles fonctions
o _ n
Soient f(x) = anx +t...ta
g(x) = b x +.. +b,
et supposons n > T.
Les fonctions f+g et fg sont définies par :
(f+g) (x) = £(x)+g(x)
et fg(x) = f(x)g(x).
Ce qui donne :
n r+l r
(f+g) (x) = a x +...+ar+lx +(ar+br)x +...+(al+bl)x+(a0+b0).
Remarquons que 1'on peut supposer g(x) = bnxn+...+b0 (en posant
= = = = e [P .
bn bn—l o0 br+] 0) ce qui permet d'écrire

n
(f+g) (x) = k)=:o(ar+br)xr.
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La valeur en x du produit fg est définie par

n r
fg(x) = ( X akxk)< z b2x2>

k=0 =0

Pour calculer ce produit on doit multiplier entre eux tous les mondmes

k ~ 2 : 2 k 9
a,x avec tous les monOmes be ce qul donne des mondmes a, x be =

& P
akbzx . On regroupe ensuite les termes de cette forme pour lesquels k+g

est le méme et on trouve :

n+r " .
fg(x) = % c X avec c¢_ = >3 akng 5

s$=0 k+l=s

la notation T signifiant que 1l'on fait la somme de toutes les quantités
k+2=s
correspondant @ k et & vérifiant k+% = s. On peut aussi &crire
¢, = z akbs—k (puisque £ = s-k), la somme étant étendue a tous les indices
k

k pour lesquels elle a un sens : il faut O <k<mn, 0 <s-k <r.

On remarque que la somme et le produit de f et g sont déterminés
par les coefficients de f et g.

D'autre part la fonction f détermine ses coefficients : c'est-a-dire
que si f(x) = anxn+...+alx+a0 et f(x) = brxr+...+blx+b0, ona n=r1 et

- - = L s
ag ™ bgy a, = bl,...,an = bn. Si 1'on suppose par exemple r <n on a :

lim £ (x) = a et lim f(x)
n n n

X X X—=o X

= 0 selon que 1l'on prend 1'une ou 1'autre des

écritures de f et cela n'est pas possible (si 1'on a supposé a * 0). 11

faut donc r = n et bn =a . On étudie ensuite le comportement 4 1'infini

de f(x)—anxn pour montrer que a | = bn—l ... . (Cela signifie que les
fonctions x - x" forment une famille libre dans 1'espace vectoriel des

fonctions de IR dans 1IR).

2.- Fonctions polynomiales et polyndmes

I1 y a donc correspondance biunivoque entre les fonctions polynomiales
réelles et leurs coefficients. Cela cesse d'étre vrai sur des corps autres

que IR. Par exemple sur Z /pZ on peut définir des fonctions polynomiales
par des formules du type ;X - anxn+an_lxn_l+...+a0 (ai € Z/pZ). On a

vu plus haut que pour tout x € Z /pZ , xP = x. Donc les deux fonctions po-

lynomiales de Z /pZ définies par x¥ et x respectivement sont égales.
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Pour des raisons diverses on souhaite distinguer dans certaines situations

les expressions x? et x. On est donc conduit a définie

- D'une part les fonctions polynomiales & coefficients dans un corps K.

- D'autre part des expressions formelles nommées polyndomes : un poly-
nome est une suite (ao,al,...,an) de coefficients qui sont éléments d'un
corps K. Somme et produit de deux polynameé sont définis a 1'aide des coef-
ficients par des formules analogues a celles que 1'on a données ci-dessus
pour les fonctions polynomiales. On note usuellement le polyndme (0,1)
par X et il est aisé de voir que tout polyndme peut s'écrire ag+a,X+...
..+anXn : on retrouve la notation usuelle mais ici X n'est pas une "varia-

ble'" mais un polyndme particulier. On dit que X est une "indéterminée'.

On remarquera que tout polyndéme P = a0+alx+...+anx définit sans am-—

biguité une fonction polynomiale P définie par la formule :
X - a +a X+...t+a X" = ?(x)
gta x+...+a_ -

(Bien entendu une telle fonction peut &tre définie par plusieurs polyndmes
si le corps est par exemple Z /pZ).
. Si P est un polynéme a coefficients dans K, si a € K 1'élément

F(a) du corps K est appelé valeur prise par le polyndme P au point a .

On n'hésitera pas a noter cette valeur par P(a).

Dans ce qui suit un grand nombre de résultats sont énoncés pour des
polyndmes a coefficients dans K : ils sont bien entendu vrais pour de tels
polyndémes. Mais comme nous n'avons pas défini les polynomes, le lecteur
peut se limiter aux polyndmes & coefficients dans @, IR ou € (ou en gé-
néral dans tout corps contenant Q) et considérer que 'polyndme" est un

abus de langage pour "fonctions polynomiales'.

Exercice 1 : Montrer que toute fonction polynomiale a coefficients dans €

ou @ définit parfaitement ses coefficients.

Remarque : Une autre fagon d'exprimer qu'une fonction polynomiale définit
ses coefficients est de remarquer :
~ D'abord que 1'ensemble des fonctions polynomia]es est un espace vec-
toriel sur le corps de définition.
- Et ensuite que les fonctions [ Ky 2* 5 sont.une base de cet espa-

ce vectoriel.
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Cette remarque est valable d'ailleurs pour un corps quelconque K &

condition de remplacer "fonction polynomiale" par "polynome".

Proposition 1 : S& K est un conps commutatif £'ensemble des polyndmes
a coegpicients dans K est un anneau commutatdf unitaiqe
note K[X].

(Dans tout ce qui suit nous distinguerons, de maniére un peu naive
A o n ) .
les polyndmes en les désignant par ao+alx+...+anX des fonctions polyno-
: A n _ ; -
miales désignées par a0+a1x+...+anx ). La démonstration de la proposition
est simple et fastidieuse si 1'on raisonne en terme de polyndmes. Si on
se limite aux fonctions polynomiales sur IR par exemple elle est par
contre a peu prés évidente. Ainsi 1'associativité de la multiplication

n'est autre que la formule

vx, (PQ)R(x) = PQ(x)R(x) = P(x)Q(x)R(x)

P(x) (QR) (x) = P(QR) (x),

qui utilise la définition du produit de 2 fonctions et 1'associativité de

la multiplication dans IR.

Exercice 2 : La multiplication des polyndmes étant définie a 1'aide de leurs

coefficients, montrer qu'elle est associative.

—
=]

(Remarquer que le produit (PQ)R des 3 polyndmes P(x) = % aka,
r s k=0

Q(x) = % bQXQ, R(x) = X cme a comme coefficient du terme de degré t
9=0 m=0

la somme de tous les produits (akbg)cm pour tcus les triplets (k,g,m)

tels que (k+g)+m = t).

Les €léments inversibles dans 1'anneau K[X] sont les constantes

non nulles.

Le degré d'un polyndme

On appelle degré du polyndme aan+an_]Xn—]+...+a1X+a0 le plus grand
des indices k tels que a, * 0. On le note d°(P).
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On a clairement

d®(PQ) = d°(P)+d°Q

d®(P+Q) < Max(d®(P),d®(Q)).

I1 y a égalité dans cette formule si d°(P) # d°Q.

(Mais d°((X*+X)+(-X*+2)) = 1).

Les constantes non nulles, c'est—-a-dire les polyndmes P(X) = ag,
a, #+ 0, sont les polyndémes de degré 0. On convient que le degré du polyndme
0 est =-o. Ce qui permet a la formule d°(PQ) = d°(P)+d°(Q) d'étre tou-

jours vraie.

Exercice 3 : On appelle valuation du polyndme aan+...a1X+a0 le plus petit
des indices k tel que ay # 0. On la note w(P) (et on convient que

w(0) = +o). Déterminer w(PQ) et w(P+Q).

Si P(X) = aan+an_1Xn_l+...+a0 est un polyndme de degré n (c'est-

a-dire si a  est non nul) on dit parfois que a est le coefficient do-

minant de P. Si a = l, on dit que P est un polyndme unitaire. On a

n 4n-1 _n-l a, A .
P(X) = a, X'+ S X T, ot 5 donc tout polyndome P est le produit
1

d'un polyndme unitaire par une constante.

Exercice 4 : a) Combien y-a-t-il d'applications de Z /pZ dans lui-méme ?

b) Montrer que toute application polynomiale de 7/pZ dans lui-
p-2
x5 T+

méme peut se mettre sous la forme f(x) = ap_lxp—1+a

+a (ai € Z/pZ).

p-2

c) Montrer que toute application de Z /pZ dans lui-méme est

polynomiale.

3.- La formule du bindme

On se propose d'écrire le polyndme P(X) = (1+X)™  sous la forme
ao+alX+...+aan. Or P(X) est le produit de n facteurs tous égaux a
(1+X). Le terme général du produit est obtenu en prenant un terme dans le
18T facteur, un terme dans le Zéme,..., un terme dans le n' ™ ot en multi-

pliant ces n termes entre eux. Comme chacun de ces termes vaut soit 1,
n—k k
X

soit X, leur produit sera de la forme | pour un k compris entre

0 et n.
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k . 2
Or le terme X  se rencontrera chaque fois que 1'on a choisi X
dans k facteurs, quelconques par ailleurs, et | dans les autres. Donc le
. . k :
nombre de fois ol on rencontre X n'est autre que le nombre de parties

- P - o r k N
a8 k éléments d'un ensemble 3 n é&léments c'est-a-dire Cn' D'on

Proposition 2 (Formule du binome)

n
(1e)" = 5 cRxk,
h=o "

On a, de maniére analogue

n
(asb)® = = Cﬁan—kbk

k=0

et, en remplagant b par -b dans la formule ci-dessus

k Ck n-k, 6 k

n
(a-b)" = T (-1) ACRE O

k=0
Les deux derniéres formules sont valables pour a et b dans un

corps commutatif quelconque (et méme un anneau commutatif).

Exercice 5 : Montrer la formule du bindme par récurrence sur n.
o k
C'est a cause de cette formule que les nombres Cn sont souvent appe-

1és coefficients du bindme ou coefficients binomiaux.

Comme cas particulier de ces formules on a les résultats classiques

(a+b)? = a%+2ab+b?

(atb)® = a®+3ab%+3a’b+b’.

La formule du bindme permet d'établir de nombreuses formules avec

les CE. Nous en donnons quelques exemples.

a) En faisant X = | dans la formule du bindme
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b) En faisant X = -1

n

0= x (-Dfc
) k=0
c) En dérivant f(x) = (l+x)n on trouve :
n
f'(x) = n(l+x)n I Tk Ckxk l,
n
k=1
et en faisant x =1 :
n
mFla Tk cﬁ.
k=1
On peut aussi faire x = -1 dans f'(x) ou intégrer f(x) et faire
dans la formule obtenue x =1 ou x = -1
toLk
Exercice 6 : Calculer bX kZCn.
k=0
n 1 I D" n
Exercice 7 : En intégrant (l+x) , calculer 1- = 0t B2, 4 c .
e 2 "'n 3 "n n+l n
. . .. m+k m k
Exercice 8 : En utilisant (l+x) = (1+x) (1+x) , montrer que
P Q4 _ o0
% Ck Cm Ck+m'
p*tq=n
Exercice 9 : Montrer que pour tout k et tout n (k < n)
k k k k+1
Ck+Ck+]+. . .+Cn = Cn+] .
En déduire la valeur de 142+...+n, 1.2+2.3+...+(n-1)n, 1.2.3+2.3.4+.
..+(n-2) (n-1)n.
d) Calcul des sommes Sk = lk+2k+...+nk.
On a : (1+x)? = 1+2x+x2.
En écrivant cette relation pour x = 1,2,...,n et en ajoutant :
n n
¥ (1+k)2'= ¥ (1+2k+k?)
k=1 k=1
n n n
= ¥ 142 ¥ k + ¥ k%,
k=1 k=1 k=1




En posant I+k = £, la somme de gauche est

n n+l n
T (1+k)2 = 3 2% = 3 L%-1+(n+D) .
k=1 L=2 2=1
Par suite on trouve
n
(n+1)%-1 = X 1428, = n+2S,
k=1
et finalement on retrouve la formule S, = Eiﬂ%ll

Pour calculer 82 , on va utiliser S, et la formule donnant

Par un processus analogue, on trouve :

n
(1+k)° = n+35,+35,+ ¥ k2,
1 k=1

"Mz

k

ou encore :
(I+n)* = n+3S,+38,+1.
On aurait de méme
(1+n)" = n+4S,+6S,+4S,+1.

Les quantités Sk se calculent donc de proche en proche.

Exercice 10 : Calculer S,,5;,5, en fonction de n.

Exercice 11 : Soient a et r deux entiers. On pose a, = a, a,

..,a_ = a+nr.
n

2%, . s¥al,
n

Calculer a +a,+...+a a’+a
074 n’> o

71

(1+k) 3.

= a+Tr, .-
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II - PROPRIETES ARITHMETIQUES DE KI[X]

l.- Division euclidienne dans KI[X]

A beaucoup de points de vue, la structure de 1'anneau des polyndmes
a coefficients dans un corps évoque celle des nombres entiers. Le point
essentiel a cet égard est la possibilité de définir une division euclidienne

dans K[X].

Théoneme 1 : Sodient A et B deux polynomes a coefpicients dans K
avec B # 0. 1L existe un coupfe (Q,R) de polynomes a coef-
ficients dans K, déginis de maniene unique, tels que
A = BQ+R et d°R < d°B ou R = 0.
On dit que Q est Le quotient et R Le neste dans La divi-
sdion euclidienne de A par B.
n

Posons A = anX +...%a,

B=»> Xm+...+b0 et supposons bm # 0.

m
d°B = 0, on pose Q = a B

. ]
Si d°A oPo

et R = 0.

(dans ce cas b, = bm’ By = an)

[

Si d°A < d°B, on pose Q=0 et R = A. Cela est vrai en particulier
si d°A =0 et d°B # 0.

On peut donc, si d°A = 0 trouver Qet R répondant a4 la question. On
va démontrer le théoréme en faisant une récurrence sur le degré de A. On a
le résultat si d°A = 0 et supposons que le résultat est vrai si le degré
de A est strictement plus petit que n. Considérons alors A et B comme

ci-dessus. On peut supposer d°B < d°A sinon on a le résultat. Comme

b % 0, considérons le polyndme B' = a b-an—m B =a Xn+a'Xn_l+...+ag
m n m n n
(les valeurs des coefficients aé_l,...,as sont sans intérét ici).
Alors
-B' = Rea =1, +a)-(a XM+a' X" le...4a?
A-B (anX n_]X . ao) (an an_lX e ao)
n-1

n-2 "
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Par hypothése de récurrence on a :

A-B' = BQ'+R' pour Q',R' € K[X] et d°R' < d°B.

En portant dans cette derniére relation la valeur de B on trouve

1

_ b n-—m ] v
A = (anbm X +Q')B+R'.

= & -1_n-m
On a donc montré le résultat pour A avec Q = anbm X +

I1 nous reste @ montrer 1'unité du couple (Q,R).

Supposons donc que

>
I

= BQ,+R, (d°R, < d°B ol R, = 0)

>
1

= BQ,+R, (d°R, < d°B ol R, = 0).
Par différence on trouve : B(Q,-Q,) = R,-R,. Donc d°B+d°(Q,-Q,) =
d°(R,-R,). Comme d®(R,-R,) < Min(d°R,,d°R,) < d°B, on arrive a une contra-

diction sauf si Q,-Q, = 0 et R,-R, = 0.

Pratique de la division

Pour diviser un polyndme A par un polyndme B, on suit fidélement la
méthode utilisée dans la démonstration du théoréme : on construit d'abord
B' = anb;lxn—mB puis on recommence en remplagant A par A-B' ... . Il
sera plus simple de montrer cela sur un exemple : supposons A = 2X°+X"+
2X*+3X%+X+4 et B = 2X’+X%+1. On dispose les polyndmes comme on le fait
dans la division des nombres entiers. On s'arréte lorsque le dernier reste

(le dernier polyndme de la forme A-B') est de degré strictement plus petit

que celui de B.

2X P+X 42X 343X 2+X+4 2X3+X2%+1
-(2X5+x" +X2) X2%+1
2X342X2+X+4

-(2X3+X%2 +1)
X2+X+3

Q' et R =R".
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Exercice 14 : Calculer P(a) pour P = 2X"+5X2-10X+1 et

74

On a ici a. =a. 2% bm = b, = 2. Le polyndme anb;lxn-mB est donc
X%?B = 2X°+X"+X?. On a placé ce polyndme en dessous de A et on a fait la
soustraction. Le polyndme A-B' est 2X3+2X%+X+4 et pour ce nouveau po-
lyndme a, = 2 et en multipliant B par 1, puis en faisant la différence
apparait X?+X+3 dont le degré est 2 < 3 = d°B. Le quotient de A par B
est donc X?+1, le reste est X2?+X+3. Si on est un peu familier avec ces
calculs, on ne porte pas le polyndme B' en dessous de A mais on fait

directement le calcul de A-B'.

Exercice 12 : Déterminer le quotient et le reste dans la division de

3X°+X*-6X2+5X-1 par 2X°’-X+1, 5X%-2X%+X2%+7X-3 par X+2, de 2X"+5X2-10X+l
par 2X?-5X+5.

Exercice 13 :

a) Montrer que le reste de la division d'un polynéme P par X-a

est P(a) et que le reste dans la division de (Xp)q par (Xp-a) est al.

b) Soit k wun entier naturel. Posons k = qp+tr (0 < r < p). Montrer

que le reste de la division de Xk par (xP-a) est a%9%x" et en déduire

le reste de la division d'un polynéme P par le polyndme xP-a.

5+1/15
o= ———

(cf. exercice 13. Trouver le lien entre a et 2X?-5X+5).

Exercice 15 : Quel est le reste de la division de x"-1 par X"-1 7

Exercice 16 : Les restes de la division d'un polyndéme P par (X-1), (X-2),

(X-3) sont respectivement a,b,c. Quel est le reste de la division de P

par (X-1)(X-2)(X-3) ?

2.- L'arithmétique de K[X]

Comme dans tout anneau,on peut définir la notion de multiple dans
K[X] : le polynoéme A est multiple du polyndme B s'il existe un polyndme
C tel que A = BC. On dit‘aussi que B est un diviseur de A, que B di-

vise A. On notera 13 encore : B|A.



Remarque 1 : Si le polyndme A divise B et si B divise A on a

B =AC et A = BD donc A = ACD et par suite CD = |. Le polyndme C
est donc inversible dans K[X], C est une constante non nulle (et de méme
pour D). Donc B = aA avec a € K. Si on choisit a égal a 1'inversebdu
coefficient dominant de A, on voit que B est unitaire et qu'il est le
seul polynGme unitaire multiple de A. De méme que dans 7% on avait, du
point de vue des propriétés multiplicatives, un caractére d'unicité en se
limitant aux entiers naturels, dans K[X], ce sont les polyndmes unitaires
qui nous permettront d'établir certaines propriétés d'unicité.

D'autre part K[X] est pourvu d'une division euclidienne. Si on se
reporte au chapitre II de la partie "Arithmétique'" de ce cours on constate
que la division euclidienne est @ la base de toute la théorie qui y est
développée. On va donc pouvoir, sans efforts, calquer dans K[X] les ré-
sultats obtenus dans Z .

Le role des entiers premiers sera tenu par les polyndémes irréductibles.

Remarquons que si P est un polyndme, si x € K (a % 0), P est divisible

par a et par aP : ce sont les diviseurs "triviaux" de P.

Définition : Un polynSme P est dit irréductible s'il n'a pas d'autres divi-
seurs que les diviseurs triviaux. Ou encore : les seuls diviseurs de P sont

des polynbmes de degré égal a celui de P ou de degré O.

On remarquera que tout polyndme de degré | est irréductible.

Remarque 2 : La notion de polyndOme irréductible dépend du corps dans lequel
il est &tudié. Ainsi X?-2 est un polyndme de @Q[X] et de 1IR[X]. Dans
Q[X] il est irréductible, dans IR[X] il est réductible (X%-2 =

(X-/2) (X+/2)).

Proposition 3 : Tout {déal 1 de K[X] est fonmé par £'ensemble des mul-
Liples d'un polynome unitaire P, déterminé de manidrne uni-

que : on dit que P engendre 1 ou que P est un généra-
teurn de 1.
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Si I = {0}, I est l'ensemble des multiples de O.

Sinon, il existe dans I des polyndmes de degré positif.

Soit P 1le polyndme de plus petit degré dans I. On peut supposer
P unitaire (quitte a le multiplier par une constante).

Soit A un élément de I. La division euclidienne de A par P
donne A = PQ+R avec R =0 ol d°R < d°P. Comme I est un idéal, PQ € I,
A-PQ € I et donc, compte tenu du choix de P, ona R =0 : A est un mul-

tiple de P.

Remarque 3 : Cette démonstration est & comparer a celle de la proposition 4
d'"Arithmétique". Elle lui est en tout point analogue sauf qu'on y remplace
une propriété telle que 0 < r < n par d°R < d°P. Sous réserve de ce chan-
gement la plupart des démonstrations de la partie Arithmétique vont s'appli-

quer ici : on se dispensera donc de les réécrire.

Définition : On appelle plus grand commun diviseur de deux polyndmes A et
B et on note PGCD(A,B) le polyndme unitaire divisant A et B et qui

est de degré maximum parmi tous les polyndmes divisant A et B.

(8i 1'on supprime le qualificatif "unitaire", on obtient un PGCD de A et

B).

Proposition 4 : Le PGCD de A et B est Le génerateur unitaine de L'idéal
engendne par A et B, c'est-a-dirne de tous Les polynimes
de K[X] de La forme UA+VUB, ol U et V parcourent

K[X].

Théoneme 2 : S¢ D = PGCD(A,B), 4L existe U,V € K[X] tels que
D = UA+VUB. Tout diviseurn commun a A et B divise
PGCD (A, B) .

Proposition 5 : PGCD(A,B) = PGCD(A-B,B). S{ A = BQ+R, PGCD(A,B) = PGCD(B,R).

On ne peut plus ici comme dans la proposition 6 d'Arithmétique dire
que la deuxiéme assertion résulte de la premiére par itération. Mais il

est clair que si D|A et B, alors D|B et R et réciproquement.
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Définition : Deux polyndmes A et B sont dit premiers entre eux si leur
PGCD est é€gal a | : seules les constantes non nulles divisent simultanément

A et B.
On a encore le théoréme de Bezout

Iﬁﬁonémemjr(de Bezouwt)

Deux pokynomes A et B de KI[X] sont premiens entrne cux
5C et sewlement s4 € existe U et V€ K[X] tels que
UA+VB = |,

Lemme d'Euclide pourn les polynomes

SC P est un polynome (unléductible, s{ PIBC atons P|B
ou PIC.

SC A divise BC et 54 A est premien avec B, atons A
d(vise C.

St AlP, BIP et PGCD(A,B) = 1, alons AB|P.

Algorithme d'Euclide

Pour les polyndmes comme pour les nombres entiers, la méthode pratique
pour déterminer le PGCD de A et B est 1'algorithme d'Euclide
On Ecrit : A = Q,B+R, (Ry =0 ou d°R; < d°B). Si R, %+ 0
B = Q,R;+R; (R, =0 ou d°R, < d°R;)

1]

et ainsi de suite. On obtient des restes R LR,,R, ... dont les degrés for-

ment une suite strictement décroissante. Il existe donc un entier n tel

que Rn+l = 0. Les deux dernidres &tapes du processus sont
= +
Rn—2 Qan—l Rn
Rn—l - Qn+IRn
et PGCD(A,B) = Rn : ce qui se démontre comme pour les nombres entiers.

Exemple : Déterminer le PGCD de A = X'-X’+4X%-X+3 et de B = X3+2X+3.
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X-1 X+1
X' =X +4X%-X+3 X®  +2X+3 X?-X+3
S(X" #2xP43X) | - (X°-X%+3X
~X342X2-4X+3 X% -X+3
- (=X’ -2X-3) - (X2-X+3)
2X%-2X+6 0

La disposition des calculs (8criture du quotient au dessus du diviseur)
facilite la tache.
On a ici : Q, = X-1, R} = 2X%-2X+6.

On notera que dans la division de B par R on a remplacé R, par

1.9

X?-X+3 qui est S% : du point de vue de la divisibilité il n'y a aucun in-
convénient d remplacer un polyndme par son produit par une constante. Le
changement opéré ici - qui revient a remplacer R, par un polyndme uni-
taire - facilite les calculs en évitant les coefficients fractionnaires.
R, étant ainsi modifié on a Q, = X+l et R, = 0. Donc R est le PGCD

2 1

de A et B
PGCD (A,B) = X?-X+3.

FExercice 17 : Déterminer le PGCD de Xo+X4+2X3-2X+3 et X"+3X3+7X%2+8X+6.
" X"+X*-3X2-4X-1 et X*+X%-X-1.

E§ercice 18 : Montrer que X’+1 et X?+1 sont premiers entre eux.
Déterminer U et V tels que UX3+1)+V(X%2+1) = 1.

Mémes questions pour X’-X-1 et X°+I.

Exercice 19 : Déterminer le PGCD de (Xn—l) et (Xm—l). (cf. exercice 15
oli on a montré que le reste de la division de x"-1 par X"-1 était

x"-1 ofi r est le reste de la division de n par m).

Remarque : Si A et B sont deux éléments de K[X], si L est un corps
contenant K, la division euclidienne de A par B donne un quotient Q
et un reste R qui sont dans K[X] donc la condition d'unicité du théo-
réme | implique que Q et R sont le quotient et le reste de la division

de A par B dans L[X]. Donc quotient et reste d'une division eucli-
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dienne ne dépendent pas du corps dans lequel on se place. En particulier
le PGCD de deux polyndmes A et B de K[X] est le méme que si on consi-
dére A et B dans L[X] (& cause de l'algorithme d'Kuclide).

On remarquera par contre que la division de X%+| par 2X-1 a comme
quotient L4 + % et comme reste & » qui ne sont pas des polyndémes 3 coef-

2 4
ficients dans % .

Exercice 20 : Trouver un polyndme P € Q[X] tel que (P+l) soit multiple
de (X--l)2 et (P-1) soit multiple de X’ (suivre une démarche analogue

a celle de la démonstration du théoréme chinois).

L'analogie entre K[X] et #Z développée dans ce paragraphe se pour-

suit jusqu'a 1'équivalent du théoréme fondamental :

Théoneme 4 : Tout polynome a coefgicients dans K[X] s'éenit, de maniene
unique, sous La forme
A = uP,P,...
lPZ P)l
olt u € K et Pl,PZ,...,P,l sont des polynomes wndtaines
wueductibles de  K[X].

Pour la partie unicité du théoréme, la démonstration est la méme que
dans 72 grace a l'emploi du lemme d'Euclide.

Pour 1l'existence, on considére - si A n'est pas irréductible - le
polyndme P, non constant, de plus petit degré, qui divise A. Alors P,
est irréductible (sinon il admet un diviseur non trivial qui diviserait A).
Donc A = P|B, et,si B, est non irréductible,soit P, le polyndme de
plus petit degré qui divise B;. P, est irréductible et A = P1P,B,. La
suite B,,B,,... est formée des polyndmes dont les degrés décroissent

strictement donc il existe k tel que B est irréductible.

k
Exercice 21 : Un polyndme de 1IR[X] est divisible par X’+X+! si et seu-
Llement si il est divisible (dans €[X]) par (X=j) et (X-i%)
in
3

En déduire quels sont les entiers m tels que (X+l)m—Xm-l est di-
visible par X?+X+1.
Exercice 22 : Décomposer en facteurs irréductibles sur IR le polyndme

X8+X“+1. (Remarquer que XO®+X“+] = (X"+1)2-x"...).
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I1I - RACINES D'UN POLYNOME

Définition : Un élément o de K est appelé racine de P € K[X] si

P(a) = 0.

On dit aussi que o est un zéro de P.

Theonéme 5 : a est une rnacine de P a4 et seulement sL Le polynome
(X-a) divise Le polynome P.

La division euclidienne de P par X-a donne
P = (X-a)Q+R

oi R =0 ou bien de degré 0 : R est donc une constante. Si 1'on considére
la valeur en o de la relation ci-dessus on trouve que R = P(a). Donc
P(a) = 0 si et seulement si R est nul, donc si et seulement si (X-&)

divise P.
Théoneme 6 : Un polynome de deghé n admet au plus n racines distinctes.

Soient en effet Oy 50y e e O des racines distinctes d'un polyndme P
de degré n.

On a : P = (¥a,;)Q;

Comme P(a,) =0, que a,~a; *# 0, Q,(a,) = 0. Donc Q, = (X-a,)Q,
et par suite : P = (X—al)(X—az)QZ.

En itérant ce procédé on trouve
P = (X-a,) (X-a,) ... (X—am)Qm

ce qui implique que d°P > m.

Corollaire : S{ P € K[X] est de degnée «ingérniewr ou égal a n et a

au moins n+l  nacines, P = 0.

Remarque : Une conséquence du théoréme est de justifier 1'identification
entre polynomes et fonctions polynomiales si K est un corps infini : car
si P et Q sont deux polyndmes et si P = Q, cela signifie que P-Q a

une infinité de racines (a savoir les éléments de K) donc P-Q = O.
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La démonstration du théor8me précédent donne aussi le résultat suivant

Proposition 6 : Si Le polynome P admet Apypene, a0 COMME HACLNRS

fax + a; L L * f), A0 est multiple de (X-a,)...

(X—mm).

On notera que cette proposition résulte aussi du lemme d'Euclide pour

les polyndmes car si o # 0, (X—ai) et (X~aj) sont premiers entre eux.
J

n

Exercice 23 : Quelies sont les racines de Xp—l-l dans Z /vpZz [X] 72

[2

En déduire une autre démonstration du théorédme de Wilson (Arithméti-

que, III,2).

Multiplicité d'une racine

Définition : On appelle multiplicité de la racine « du polyndme P 1'an-

+1]

. . . r i s o
tirer r tel que (X-q) divise P et (X—(x)r ne divise pas P,

Proposition 7 : Scdent Opslyyenes O des nacines distinetes d'un pefynome
& i

P de degré n. La somme des multiplicités de ces racines

est Anferieure ou égale & n. Plus précisément, Le poliyndme
S n %8 . P

P est divisible pan  (X-u,) ...(X—am) Mool on, desdgne

La multiplicit?s de o

1

P_.

E r
En eflet, par définition (X-q,) ! divise P. Donc P = (X-a,) 5

On sait que P s'annule en a, et comme o, * o, P (¢;) = C donc
(X-ag) divise P

Supposons que nous ayons montré que (_X--cx;,)k divise P, pour un
entier k < r,. On a donc :

(X—az)&ZQ1

o)
]

I‘1 k
(X-a;) (X-a,) P,.

o
i

et

; J o k .
Cemme k < r,, en simplifiant par (X-a,) ces deux relations con

trouve :
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1

r,-k r . o
(X-a,) Q, = (X~a;) P, : le polyndme (X-a,) divise

le membre de gauche, o, est différent de a; donc (X-a,) divise P,
k+1 - = Y
ou encore (X—az) divise Px' Par une récurrence immédiate, on a le

résultat.

r r

. m
Remarque : On peut aussi conclure en remarquant que (X-a,) 1,... (X—am)
sont des diviseurs de P premiers entre eux deux a deux : leur produit

doit donc diviser P.

Remarque : Si un polyndme de degré 2 ou 3 est réductible il admet nécessai-
rement une racine : un polyndme de degré 2 ne peut étre décomposé qu'en
produit de 2 polyndmes de degré 1, un polynoéme de degré 3 peut étre décom-
posé en produit de 3 polyndmes de degré 1 ou d'un polyndme de degré 1 par
un polyndme de degré 2. Par suite un polyndme de degré 2 ou 3 est irréduc-
tible si et seulement s'il n'admets pas de racines. Le résultat est faux
dés que le degré du polyndme est supérieur ou égal & 4 : (X%+1)(X2+X+1)

est réductible sur IR et n'admet pas de racines.

Relations entre coefficients et racines

Si P est un polyndme de degré 2 dont les racines sont o et B

on a :
aX?+bX+c = a(X-a) (X-B)

et en effectuant le membre de droite on trouve
g-= -(a+B) et % = op.

De méme si P est de degré 3 ayant 3 racines a,B,Y :

aX3+bX%+cX+d = a(X-a) (X-B) (X-Y).

En effectuant

d
= —(a+B+Y), % = af+av+By, 7 = —aBy.

® o



Ces formules se généralisent alsément :

. n n-1 i .
= a X +: feantaXba, = ~a,)...(X~a ), on a :
Sa P anX +dn_1X + 1, X+a, an(x o) (X ¢t ) on a

{
|
i
I

= +a,+. ..+
(o, +a, )

n
.,.2
2 = b . O -
n I<i<j<n ]
a
n-k o (_1)k 5 o .
n 1<i,<...<i <n Y k
a
[f] n
— = (-1) LT PRRRI
0n

En particulier la connaissance des n racines d'un polyndme unitaire
de degré n détermine les coefficients de ce polyndme. La réciproque est
fausse, en tout cas si 1'on veut des formules de nature algébrique.

Les seconds membres des relations entre coefficients et racines sont
"symétriques" par rapport aux racines (c'est-a-dire que si l'on permute les
ai les quantités Eai’zaiaj ... ne changent pas. En fait oo sait montrer
que toute relation symétrique par rapport aux racines d'un polyndme peut
s'exprimer a 1'aide de ces quantités.

. . .
Par exemple si Ay sQpee O sont les racines de X +an_ X N - W

2
2. 2 2y o w N .
(al+a2r...+an) (a +o,+. . 4o ) 2(alazialaa+...run_lan)
Posons 0; = a1+a2+...+an, g, = Z. aiaj,...,On = 0102...an.
1<1<j<n
n
Alors T al = 0?-262 = a’ -2a .
. i n-1 n-2
i=1
o, 3
Exercice 24 : Montrer que Z a; = 0,-30,0,+30;.
i=1 oo
Calculer de méme I Q.
i=1

Exercice 25 : Soient o, ,x,,0, les racines de X3+p X+q.

En remarquant que a; = ~p&;-q, montrer que 1'on peut écrire :
k _ S _

a; = aa§+bai+c (a,b,c dépendant de k). Déduire de ce résultat et des for-

e . 7 .
mules précédentes 1'expression de ai+az+az en fonction de p et q.
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IV - CAS DES POLYNOMES SUR IR OU C

En ce qui concerne les polyndmes a coefficients dans €, le résultat

de base est le théoréme suivant (que nous ne démontrerons pas).

Théoneme 7 : (d'Alembent-Gauss) (Théoneme fondamental de £'atlgebne)

Tout polynome de degné n a coefgicients complexes admet
n nacines dans € (comptées avec Leuwr multiplicite).
C'est-a-dine encone :

Tout polynome de C[X] se décompose en produit de poly-
nomes de degné 1.

Ou encore :

Les seuls polynomes Lunéductibles de C[X] sont Les poly-
nomes de degné 1.

. n A = e
Soit P = anX +...+a X+a, un polyndme a coefficients complexes et
désignons par o une racine de P. Le polyndme P peut donc s'écrire :

n—-1

P = (X—a)(bn_lx +...+b0)

Si on désigne par P 1le polyndme ann+...+51X+50 on a (par appli-

cation immédiate des formules zz' = z-z' et z+z' = z+z')

- - - n_l -
P = (X—a)(bn_lx +...4bg).

Donc si & est une racine de P, o est une racine de P.
En particulier si P € IR[X ] le raisonnement ci-dessus s'applique

3 toute racine complexe o de P. Mais dans ce cas P =P donc :

Proposition 8§ : Si o est une racine complexe de mubtiplicite n d'un

polyndme P & coefficients néels, o est nacine de P
avee La multiplicite n.
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Le complément sur la multiplicité se déduit de 1'écriture de P sous

n-r

r
la forme (X-q) (cn*rx +...+c0).

Ce résultat joint au théoréme de d'Alembert Gauss donne

Théoneme §

ve

Tout pclynome de IR[X] se décompose en produit de poly-
nomes de degré 1 et de polynomes de degré 2 dont Le discrd-
minant est négatif.

Ou encone :

Les polynomes (néductibles de IR[X] sont Les polynomes
de degné 1 et Les polynomes de degré 27 a discrniminant né-
gatig.

Soit P wun polyndme de degré n & coefficients réels. Le théor&me

de d'Alembert-Gauss entraine que P peut s'écrire
P = a(X—al)(X—az)...(X-an)

ol o,

g2+ +»0  sont des nombres complexes. La proposition 8 entraine

ts . o o
qu'll existe «r avec “1’“2”“’ar € IR et ar+],a ...,an sont com

r+2’

lexes non réels et vérifiant : = = =q .
P o‘r+l 0‘r+2’°‘r+3 n-1 0‘n

Donc

P = a(X-ap)...(X-a )Xo, )E-a_ ). Ko _)Ea_).

r+1

Or (X—ak)(X*a = X*~(2 Re (xk)X+I0(k|2 est un polynome de de-

»
gré 2, a coefficients réels, admettant deux racines non réelles donc 3

discriminant négatif ce qui prouve le résultat.

Remarque : Ces racines non réelles d'un polyndme & coefficients réels sont
groupées 2 par 2, elles sont donc en nombre pair. Ce qui impose qu'un po-
lynéme de IR[X] de degré impair admet au moins une racine réelle. Cela
est clair pour des raisons analytiques car un tel polyndme varie de -

& +o (si on suppose son coefficient dominant positif) et passe donc par
la valeur 0. Ce résultat egt d'ailleurs indispensable pour prouver le théo-

réme de d'Alembert-Gauss.
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L. “ 21
Exercice 26 : On considere le polyndbme P = (X+l)n—e AL P C[X] (n en-

tier naturel, a réel). Montrer que les racines de P sont

.k
1(7? *a) m
2ie sin(— +a) = x (0 < k < n-1).
n k - —
Calculer de deux maniéres différentes XgeX o oo .xn_I et en de-
e kT sin n a
duire que I sin(— +a) = — .
) n Sn—1
k=0 2

Polynomes a coefficients dans @

Une démarche analogue a celle du théoréme 8 peut étre effectuée pour
les polynomes de @Q[X] : on commence par décomposer ces polyndmes en fac-
teurs de degré | sur € puls on regroupe (si possible), certains des fac-
teurs pour obtenir une décomposition sur . Ce procédé est surtout utilisé
pour démontrer qu'un polyndme est irréductible sur @ et ne peut de toute
maniére fonctionner que si 1'on connalt les racines complexes du polyndme

ce qui n'est pas le cas le plus usuel.

Exemple | : P = 1+X+X?+X’+X" est irréductible sur Q. On a X°-1 = (X-1)P
donc les racines de P sont les racines Seme de 1'unité différentes de 1.
Aucune de ces racines n'est réelle dans P est irréductible sur @ ou
est produit de deux polyndmes de degré 2 de Q[X]. Si 1'on est dans ce cas
2im 8im
5

) = X*-2 cos CL|

1'un de ces polyndmes ne peut étre que (X-e > ) (X-e 5

2m Z % s
et cos = n'est pas dans Q@ (ce que le lecteur pourra vérifier).

Exemple 2 : Pour tout entier n il existe un polyndme de degré n irré-

ductible sur Q[X], par exemple le polyndme x"-2,
2im
Soient o = 3FE et u=e"
Les racines complexes de P sont ua,uza,...,una. Donc dans €[X],
P = (X~ua)(X—u2a)...(X—una). Si P se décompose en facteurs irréductibles
dans Q[X], il admet un facteur R de degré k < n qui est nécessairement

i i
de la forme (X-u ‘a)...(X-u k(x). Le terme constant de ce polyndOme est de

la forme urak. Ce nombre doit étre dans @, donc dans IR ce qui impli-
que r = 0 . Il reste donc- que ak € Q c'est-a-dire Zk/n = %— (o1 %

désigne une fraction irréductible). Par suite bn2k =a” : a est donc un




nombre pair, a = 2a' et il vient b"2

b doit aussi étre pair ce qui contredit le fait que
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k n_,n ) )
=2 a'", Comme k < n, on voit que

a i :
5 est irréductible.

Le polynome x"-2 est donc irréductible sur Q.

Exercices - Indications et résultats

4)

10)

11)

12)

14)

15)

18)

19)
21)

22)

23)

24)

25)

Le nombre d'applications de Z /pZ dans lui-méme est pp qul est

aussi le nombre d'applications polynomiales A cause de b) (qui ré-
sulte du théor8me de Fermat).

_n(n+1)(2n+1)
2 6

_nf@m+)?
3 - 4 - Sl’

s S

Méthode analogue 3 celle qui a permis de calculer les sommes Sk'

. 3 oo ] 3 R R |
Quotlents et restes sont : 5 X+ bl X + 7 et 17X+ —Z»X R
; 2 ‘ ;
SX'-10X°+18X4-35X+77 et -157, X%+ 3 xr 2 er 2 x- =

a est une racine de 2X?-5X+5. En divisant P par ce dernier poly~-

. 121 -309+35i/15

ndéme on trouve un reste R 5 X~ ] et P(a) = R(a) = —g -
Le reste est X -1 ofi r est le reste de la division de n par m.

A . 1 ! 5
Les polynomes U et V sont respectivement E-(X+l) et g(~XZ~X+l),

—X84X"-X3+X+1 et - X"-X2+X.

PGCD(X"-1,X%1) = x%-1 o2 d = PGCD(m,n).

m = *l (mod 6).

XX+ = (X2-X3+1) (X2+XV/3+1) (X2-X+1) (X2+X+1).

Xp_l—l = (X—T)(X—f)...(X-E:T) et le terme constant de ce polynome
est (p-1)! (si p impair).
n
wo_ o4, 2 2_
_Zlai = 0, 40102+40301+202 4o, .
1=

Ton?an? = 9.2
Qo+ 7p“q.
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PARTIE 4 : FRACTIONS RATIONNELLES

1.— Définition
Si P et Q désignent deux fonctions polynomiales de IR dans 1R
et A 1'ensemble des zéros de Q, on peut définir la fonction rationnelle
P(x)
f(x) =
I

IR et a valeurs dans 1IR.

c'est une fonction définie sur le complémentaire de A dans

Si f = g et g = % désignent deux fonctions de cette forme, A
étant 1'ensemble des zéros de Q et B 1'ensemble des zéros de S, on dé-
finit de maniére naturelle les fonctions rationnelles f+g et fg. Ce sont
deux fonctions définies sur le complémentaire de AUB dans 1R par les

formules

(£rg) (x) = ZEBAQRORM)

_ POR()
(8 = qGs Gy

Les raisons invoquées dans la partie précédente et qui justifiaient
de distinguer les fonctions polynomiales des polyndmes sont encore vraies
ici. Une nouvelle raison vient s'ajouter aux autres : si 1'on veut considé-
rer 1'ensemble des fonctions rationnelles on aboutit 3 un phénoméne que

R. Godement dans son 'Cours d'Algébre" avait déja épinglé

"On thouve, dans un manuel d'Algebre destiné aux éLeves des Lycles
et Colleges, La phrase sulvante : "Sous résenve de ne pas donnen
aux varcables des valeuwrns qui annulent Le numérateun ou Le dénomd-
nateun, L'ensemble des gractions rationnelles mund des Lois d'ad-
dition et de multiplication présente une structune de conps".

Que pensez-vous de cet enonce ? "

C'est-a-dire que si 1'on veut considérer 1'ensemble des fractions
rationnelles (en particulier toutes les fractions rationnelles de la for-
me ;é;») on doit enlever tous les zéros des dénominateurs, c'est-a-dire
tous les nombres réels.
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Si 1'on se place sur un corps fini le phénoméne s'aggrave : ainsi

_-] —— n'est nulle part définie sur % /37 .
(x-2) (x—-1)x

On est donc conduit 3 considérer des fractions rationnelles : une

fraction rationnelle a coefficients dans un corps K est le quotient de
deux polyndmes. On munit cet ensemble d'une addition et d'une multiplica-

tion par les formules :

P R _ PS+QR
Qs RS
P R_PR
Q S5 Qs °

On doit faire un effort supplémentaire pour dégager correctement

cette notion : si A est un polyndéme, on confond la fraction rationnelle

P . AP . s .
6 et la fraction ——= (en terme de fonctions rationnelles, si 1'on se pla-

AQ

ce sur 1l'ensemble des x qui ne sont pas zéros du polyndme AQ, les deux

: : P P _ : ;
fractions rationnelles q et %6 sont égales. Ce qui les distingue c'est
que le domaine de définition de q est en général plus grand que celui
de A_P.)
AQ 7

L'identification de 14

et -— se fait via une relation d'équiva-

AQ

si et seulement si PS = QR) de la méme ma-

Pl o]

lence (E équivalent a

Q

. " 3 6
nieére que les fractions T et 1§
d'équivalence dans 1'ensemble des fractions, cette classe étant un nombre

n| =

sont deux représentants d'une classe

rationnel. Nous n'insisterons pas sur la construction correcte de 1'ensem—

ble des fractions rationnelles : le probléme est essentiellement de montrer

que si f et g sont deux fractions, représentées par % et % , la
somme f+g étant la classe de PSagR , cette définition de 1'addition ne
dépend pas des représentants g— et g— choisis pour f et g. Et ce

méme bien siir pour le produit fg.

. P : . .
S1 = est une fraction rationnelle, si A|P et AlQ posons

Q 1
P = AP' et Q = AQ'. On a alors g = gT». On dit qu'on a simplifié 1la
fraction rationnelle £ .

Q '

En particulier si A = PGCD(P,Q), la fraction rationnelle gT a
laquelle on aboutit ne peut plus &tre simplifiée. On dit que c'est une

. ; .. . s T . P
fraction rationnelle irréductible. Deux &critures irréductibles de -—

Q

ne different que par multiplication d'une constante.
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Théoneme 1 : L'ensemble des gractions nationnelles a coefglcients dans
un conps K est un corps noté K(X).

Le lecteur est invité a vérifier tout seul ce théoréme.

2.- Poles - Eléments simples

e .. L. P p . . = . . <
Définition : Soit f = — wune fraction rationnelle irréductible a coeffi-

Q

cients dans K. On appelle pole de f (dans K) les zéros du polyndme Q.
Si a est un pole de f on dit qu'il est de multiplicité r si a est

un zéro de multiplicité r de Q.

« Les pdles sont relatifs a l'écriture irréductible de f.
X-1

[ [] N
T ieg) Y Aduet que le pole 2.

Ainsi

* Les pOles sont relatifs au corps considérés. Ainsi n'a pas

de péles sur IR et a +*i comme pdles sur (.

i P i . SO .
Soit f = Q une fraction rationnelle irréductible. On peut supposer
que Q est unitaire (sinon on multiplie numérateur et dénominateur de f
par une constante convenable). La décomposition en facteurs irréductibles

o a
1 _ —_ P . :
de Q est Q, ...er. La décomposition en éléments simples de f consiste

a écrire f comme somme d'un polyndme et de fractions rationnelles de la
R P . <
forme B (les éléments simples) ol | < Bi
i b
G
Cela est toujours possible, et de maniére unique.

< .

o o
i et d'R<d Qi'

Par exemple :

X2+1 -1 L 2%2 2 )
(X2-X+1)2(X-1)2 (X2-X+1)2  X?-X+1 xX-1)?  x-1

Ce résultat est surtout important en analyse et plus précisément

pour 1'étude des problémes suivants :

1) Calcul des dérivées successives d'une fraction rationnelle.
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2) Développement en série enti@re d'une fraction rationnelle. Et surtout
3) Recherche des primitives d'une fraction rationmelle.

C'est donc lorsque K = IR (c'est-a-dire que les Qi sont de de-
gré 1 ou 2) et éventuellement K = € (c'est-a-dire que les Qi sont de
degré 1) que la décomposition en éléments simples est utile.

Nous allons nous contenter d'indiquer les grandes lignes de la démons-
tration du théoréme, nous réservant au paragraphe suivant d'insister sur les

méthodes pratiques de décomposition en éléments simples.

Théorneme 2 : Soit § = g une graction rationnelle (nnéductible dans
K(X). -
& O Y 5
Supposons Q0 = 0, "’Qh ot Les Q( sont dstonets 2 a

7 ot udductibles. Alons 4 s'écndt de maniene unique
comme somme d'un polynome A de K[X] et d'une graction

a; p.

7 : X -~ de ¢ Ame Z( éﬁ
nationnefle LS. ot Les S, sont de ta gorme I o

L=1 7~ ' J=t =

Les Bj étant des polynomes de K{X] tets que
d°B. < d°0..
4 {

En particulier

Si K = C, les Qi sont de degré 1 donc les Bj sont des nombres com-

plexes.

Si K

IR, les Qi sont de degré 1 (et alors les Bj sont des nom-—
bres réels) ou de degré 2 (et alors les B. sont des polyndmes a coeffi-

cients réels de degré inférieur ou &gal a 1).

Avec les notations du théoréme, A est la partie entiére de la frac-

-
tion f et les Si sont les parties polaires de f relatives alors Qil.

La démonstration du théoréme se fait en 3 étapes.

a) Toute fraction rationnelle peut s'écrire d'une fagon et d'une

+ Ol

p R -
seule sous la forme 6v= A Q oi A est un polyndme et d°R<d°Q
Cela est clair, A n'est autre que le quotient dans la division eu-

clidienne de P par Q.
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b) Toute fraction rationnelle g telle que d°P < d°Q et telle que
Q = Rle"'Rk est le produit de k polynOGmes premiers entre eux
deux a deux peut s'écrire d'une maniére et d'une seule sous la forme
n p.
P= 3 '§l avec d"P.1 < d"R.1 : Par une récurrence immédiate on peut
i=1 i
supposer que k = 2. Donc % = RPR . Par Bezout on sait qu'il existe
182

deux polynémes U, et U, tels que U,R,+U,R, = l. Donc

»  P(U,R#UR,)  PU,  PU,

_—_—= = +

Q R R, R, R,

i ~ i . PU, PU,
En appliquant le résultat a) ci-dessus a R tTg- oma:
1 2
PU] P1 PU2 P2
- ° ° -
T A + ﬁ? (d P, <d R,) et - A+ R
1 2 2
Py Py

p
= g s
bone Q 1 72 R R2

Les conditions sur les degrés impliquent que A +A, est la partie en-

tiére de % donc que A;+A, = 0 (puisque d°P < d°Q).

c) Toute fraction rationnelle —— avee d°P < d4°Q® peut s'écrire d'une
Qa [0 BJ

maniére et d'une seule sous la forme ¥ — ol Bj est un polynd-
j=1 @

me tel que d°Bj < d°Q : En divisant P par Q il vient P = QU,+B_

avec d°Ba < d°q.

U . i 5
Pome = —de +-9 8§ 4°0 < d°Q on a fini, sinon on pose
o a-1 o 1
Q Q Q
o o P U BO(- 1 Ba
Up = QU+B__, (d Bo-1 < d"Q) et =" a2t o1t g etonon
Q Q Q 8]

itére le procédé.

Ainsi on a le résultat cherché en appliquant a une fraction ration-—
p p : 5 = éme _ .
nelle = chacune des 3 étapes qui précédent (dans la 2 étape, si

Q
a3

o ok
= 1 -
Q Q1 ...Qk on prend Ri Q.1

).

Nous laissons au lecteur le soin de se convaincre de 1'unicité de

la décomposition.
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3.- Pratique de la décomposition en &léments simples sur € et IR

Commengons par indiquer la plus mauvaise méthode, celle des coeffi-

cients indéterminés.

Exemple 1 : Décomposer en éléments simples sur IR la fraction

1

= f(x).
(x%2-2x cos a+1) (x2-2x cos B+1)
Le théoréeme général nous indique :
£(x) = ax+b 4 cx+d

x?-2x cos a+l x2-2x cos B+l

En chassant les dénominateurs, on trouve :
1 = (ax+b) (x%2-2x cosP+1)+ (cx+d) (x?-2x cosa+1)
et les quatres nombres a,b,c,d sont déterminés par les relations :
atc = 0
b+d-2a cosfB-2c cosB= 0
atc—2B cosB-2d cos a= 0
b+d = 1

Le systéme est simple & résoudre et on trouve :

f(x) =

1 ( -x+2cos O N x—-2cos B >
2 (cosO-cosB) \ x2-2x coso+1 x2-2x cosB+l /°

En général cette méthode aboutit a des calculs assez compliqués.

Pour cette méthode comme pour les suivantes des simplifications
peuvent parfois étre apportées en utilisant certaines propriétés de la
fonction rationnelle f. Par exemple si f = B est une fonction paire,

Q

si A est sa partie entiére, on a :

f£(x) = A(x)+g(x) = f£(-x) = A(-x)+g(-x).
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Donc A et g sont paires. Si o est un pole de f d'ordre r,
-o« est aussi un pdle d'ordre r. Si on fait la somme des parties polaires

relatives a o et -—-a on arrive a

r a b
Pt ),
k=1 M(x-a) (x+a)
Cette quantité est invariante par la substitution de x a -x ce
. k

qui donne bk = (-1) a -

De la méme maniére et avec les mémes notations, si f est impaire,
on doit avoir b, = (—l)k_lak.

k
Si f est a coefficients réels et qu'on la décompose sur €, au

pole o est associé le pdle a etyavec les notations analogues, bk = gk'

2
. 5 : : X +2
Exercice | : Décomposer sur IR la fraction rationnelle .
x"+1
(Remarquer que cette fraction est paire et utiliser x"+1 = (x%+1)2-2x?).

Recherche de la partie entiére

Cela se fait simplement en divisant le numérateur par le dénomina-

teur comme il résulte du théoréme 2.

Avant d'aborder la pratique de la décomposition, nous établissons un
résultat qui nous sera utile chaque fois que 1'on aura a déterminer la par-

tie polaire d'une fraction rationnelle relative a un pdle (c'est-a-dire a

un dénominateur de la forme (X-a)?2).

Proposition (Divisdon des polynomes selon Les puissances crodssantes)

Sodent n un entien naturel, A et B deux polynomes
de K[X]. On suppose B(0) + 0. 1€ existe un couple Q,R
et un seul de polynomes de K[X] tels que A = BQ+X"”R
avec Q=0 ou d°0Q < n.

On dit que L'on a divisé Le polynome A pan Le polynome
B suivant Les pulssances croissantes de X. Q est Le

quotient a L'ondre n et X"”R Le neste a L'ondne n.
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Remarque : Dans la division euclidienne de A par B on cherchait un poly-
nome Q tel que le degré de A-BQ soit aussi petit que possible. Dans la
division selon les puissances croissantes on cherche & rendre la valuation
de A-BQ supérieure 3 un nombre n donné a l'avance. (Rappelons que la
valuation du polyndme P(X) = aan+...+a1X+ao, notée w(P), est le plus pe-

tit des indices k tels que a % 0 - cf 38me Partie, exercice 3). Notons

k
aussi que la division euclidienne est parfois appelée division selon les

puissances décroissantes.

n+l

Si A=0 ousi w(A) >n, on pose A = x R et le couple (Q,R)
: P q
avec Q =0 répond a la question. Posons A = Y aka et B= 3 kak.
k=0 k=0
Par hypothése on a b # 0. Nous démontrons le résultat par récurrence sur
n.
4y A-BQ,

Pour n = 0, on prend Q, = E; et R, = X . Le couple (Q,,R,)

répond a la question avec n = 0. Supposons que nous ayons trouvé Q et

n
Rn tels que :

A = BQn+Xn+an et d°Q_ < n.

En appliquant le résultat pour n = 0 au polyndme Rn on a :
R = OB+XS et en reportant dans 1'égalité précédente :

A = BQn+aXn+lB+Xn+2S.

n+1 ;
On prend alors Qn+l = Qn+aX et Rn+l =S et on a ui? solution.
L'unicité de la solution est claire : si ona A = BQ+Xn R = BQ'+

R', par différence on trouve B(Q-Q')+Xn+1(R-R') = 0. Comme B(0) % O,

+
xP 1
~ n+l . n+1l o :

le polyndome X est premier avec B donc X divise Q-Q4. Mais

d°Q et d°Q' sont majorés par n donc Q = Q' et par suite R = R'.
Pratiquement la disposition d'un calcul de division suivant les puis-

sances croissantes suit le raisonnement ci-dessus. Il est d'ailleurs analo-

gue a un calcul de division euclidienne, sauf que les polyndmes sont or-—

donnés selon les puissances croissantes :
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142X D & 1+X+2X2
~(1+X+2X?) 1+X-3X%?2
X-2X? +Xx3
-(X+X2 +2X3)
-3x2 -x3
-(-3x2%-3x3-6X")
2x3+6X"

On a ici calculé le quotient et le reste i 1'ordre 2 de 1+2X+X°
par 1+X+2X2.
Dans la décomposition en éléments simples sur IR on a deux types

de parties polaires : les unes sont relatives a des dénominateurs de la

-~

r _ . r
forme (x-a) , les autres 3 des dénominateurs de la forme (x2+ax+b) ol

x?+ax+b est irréductible. Les premi&res sont somme de fractions

k
(x-a)
qui sont les éléments simples de premiére espéce. Les autres donnent nais-—

sance aux éléments simples de seconde espéce qui sont de la forme
cx+d

(x2+ax+b)k
sont donc de premiére espéce).

Sur € on conserve cette terminologie (tous les éléments

Détermination des éléments simples de premiére espéce

Soit f = L une fraction rationnelle appartenant 3 C€(X) ou IR (X).

Q
Désignons par a un pdle d'ordre r de f et posons Q(x) = (x—a)rS(x).
En posant y = x-a on a P(x) = P(y+a) = R(y) et S(x) = S(y+ta) = T(y).
La fraction rationnelle initiale s'écrit g(y) = __RG) . En divisant R
y T(y)
par T suivant les puissances croissantes d l1'ordre r-1 on a :
r—2 r—1 r
R(y) = (br+br_1y+...+b2y +b1y )T(y)+y U(y).
R(y) _ Pr b, u)
Donc : gly) = _;_Z__.= <ttt 5 T
y T(y) y ¥ ¥

La substitution de x-a & y donnera la partie polaire de f par

rapport a (x-a)

Remarque : Lorsqu'on détermine le quotient & 1l'ordre r-1 de la division
de R par T, seuls les termes de degré plus petit que r-1 de T inter-

viennent : on fait donc une &conomie d'écriture en négligeant les autres
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(qui bien entendu sont utiles pour calculer le reste).

Exemple 2 : Décomposer sur € la fraction rationnelle —d .

(x2+x+1)2
La partie entiére est 0. Les racines du dénominateur sont
. 1 iv3 n . . . .
] =-5+— et j. La partie polaire relative a j est de la forme
a b

+
==?  (x-i)

En posant y = x-j la fraction rationnelle devient :

1 1 1

(x2ex+]1)% . (x-1)2(x-3)2  y2(j-j+y)?

Avec les notations précédentes on a : R =1 et T = (j—j)2+2y(j-j)+y2

et compte tenu de la remarque on doit diviser 1 par -3+2yi,/3 & l'ordre 1.
Le quotient est - %-- 2 iy/3. Donc la partie polaire relative a j est
1 2i/3° ’ . =

. D'autre part j et j sont conjugués donc les coeffi-
3(x=7)% 9(x~})
cients correspondants des éléments simples le seront aussi. Par suite :

1 1 2i/3 1 2i/3

_— = - +
(x2+x+1) 2 3(x-1)2  9(x-j)  3(x-1)2  9(x-})

Calcul direct de br

Avec les notations ci-dessus on a :

P(x) __ P(x) b Lo b
= = . g(x)
Q) (x-a) "s (x) (x-a)" (x-a)

oi a n'est pas un pdle de g. En multipliant par (x—a)r les deux membres

de cette égalité et en faisant x = a, on trouve :

T
br = EEZ; ou encore b _ = lim iﬁ:ﬁ%zgéil

X—>a
(la deuxiéme forme est supérieure 3 la premiére en ce sens que la connais-
sance de S est superflue).

En particulier sur IR si a est un pdle simple on a :

b o= 1ip' D} . P(a)

x>a Q@ Q') ’
(x-a)

Q' étant le polyndme dérivé de Q,
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On pourra utiliser cette formule sur € (le polyndme dérivé de akxk+.

.ota étant bien entendu k akxk—l+...+232x+al) : cela sera justifié
plus tard.
. _ . x " +x+1
Exercice 2 : Décomposer sur IR la fraction ——m— .
x(x-1) (x-2)
n
. _ . + R .
Exercice 3 : Décomposer sur IR 1la fraction o i (utiliser la parité).
(x*~1)
Exercice 4 : Décomposer sur IR la fraction -H—l——— .
x (1-x)

Détermination des éléments simples de seconde espéce

Si la fraction rationnelle n'admet que deux pdles complexes conjugués

on procéde comme dans la partie c¢) de la démonstration du théoréme 2.

Exemple 3 :
5,22
Ainsi, soit a décomposer 2x°+3x7°-1 _ P(x) )
(Pxt1) 0 Qx)

On divise P(x) par x%+x+1 (division euclidienne) :

P(x) = (x%+x+1) (2x3-2x%+5)+(-5x-6).
3_0.2
Donc : P(x) _ 2x°-2x°+5 _ 5x+6 )
Q(x)  (x%+x+1)%  (x%+x+1)°3

2

Puis on divise 2x°-2x?+5 par x%+x+l :

2x3-2%x%+45 = (x%+x+1) (2x-4)+2x+9.

B P(x) _ 2x-4 2x+9 5x+6
D'ou : = + - -

Q(x) x2+x+1 (x%+x+1)2 (x%+x+1) 3

Si on n'est pas dans ce cas, on détermine les &léments simples de

proche en proche comme dans 1'exemple ci-dessous.

Exemple 4 :

2
Soit a décomposer P(x) . L

Q(x)  (x-1)2(x2-x+1)?2

indique qu'il existe a,b tels que :

. Le résultat général nous
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P(x) _ ax+b _ R(x)
Q(x) (x2-x+1)2 (x=1) 2 (x?-x+1)

ou encore :
x2+1-(ax+b) (x-1)% = R(x) (x%-x+1).

Dans cette relation on remplace x successivement par o et «,

racines de x’-x+]1 (en remarquant que o’ = o-1) ce qui donne

(a+b+1)o-a

(a+b+l)a-a

Comme a et b sont réels cela donne a =0 et b = -1.

On en déduit que R(x) = 2 (en portant ces valeurs de a et b

dans L. = ). Donc :
Q(x) (x%+x+1) 2
P(x) _ =1 2

+
Q(x)  (x%-x+1)%  (x-1)2(x%*-x+1)

On détermine alors ¢ et d tels que :

2 __cx+d _ S (x)

(x—l)z(xz—x+l) x2-x+1 (x=1)2

Par la méme méthode, on trouve c¢ =2, d = -2 et on en déduit
S(x) = -2x+4. Donc
P(x) _ -1 2x-2 -2x+4
= + +

Q(x)  (x*-x+1)?  (xP-x+l)  (x-1)2
Et finalement (en posant -2x+4 = -2(x-1)+2) :

Blx) _ =l . 2x~2 . 2 _ 2

Q(x) (x2-x+1)2 (x%2-x+1) (x-1)%2  x-1

. . r . .
On peut aussi remarquer que si (x2%+ax+b) est un facteur irréducti-

ble du dénominateur, si q et o sont les racines complexes de x2+ax+b,

la partie polaire de la fraction rationnelle relative a (x2+ax+b)r (dans

une décomposition sur IR) et la somme des parties polaires relatives a
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r =or = _ < ~
(x-a) et (x-a) (dans une décomposition sur €). D'ol : on décompose

£ dans @€(X) puis on regroupe les parties polaires associées a des péles

Q

conjugués.
Exemple 5 :
Décomposer sur IR la fraction ;
x’-1
Les racines complexes non réelles du dénominateur sont «,,0,,0; et
2imk
leur conjugués avec o =e i
Sur € on a :
3 /b b,
A + X ( e + E_ ).
x'-1 x—1 k=1 x-oy X0
Les numérateurs sont donnés par les formules bk = 7&— (c'est-a-
di P(a) k
ire (D) et les formules analogues.
D'ol :
3, o
l = l + % z < = + E_)
x'-1 7(x-1) k=1 ‘x-q x=0

En regroupant les termes conjugués on arrive a :

2km _
I 1 2 3 X cos —5— 1
- LG 7k

x7-1 7(x-1) 7 k=1 x2-2x cos =0 +]

7

Exercice 5 : DEcomposer en éléments simples sur € 1la fraction

- 2x"+1 o .
f(x) = . Indications : on salt que
(x=1) 3 (x2+1)
a a a
f(x) = ’ + 2 + L b # =
x-1)*  (x-1)%? x-1 x-i x+i

On remarque que c¢ = b. En multipliant les 2 membres de 1'égalité par
X et en faisant tendre x vers l'infini, on a 2 = a +b+b. On calcule en-

suite a,; et b comme indiqué plus haut.
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Exercice 6 : Décomposer sur € la fonction —%:T
S X
. _ x2+1
Exercice 7 : Décomposer sur IR.
x(x-1)"(x2-2)2
Exercice 8 : Décomposer ] sur IR.
(x+1) 3 (x2+x+1)2
Exercice 9 : Décomposer : sur IR.
(x2-1) (x2+1)?
Exercices : Résultats
1 x2+2 _ 1 (x+2/2— -x+2/2 )
x"+1 2/2 \x2+x/2+1 x2-x,/2+1
i
2) _—X+_)£L. = x+3+ ._l - 3 ¥ 19
x(x-1) (x-2) 2x x—1 2(x-2)
n
3) x '+ _ 1 N 1 , 3 B 1 N 1 _ 3
(x2-1)7  4(x-1)°  8(x-1)2  8(x-1) 4(x+1)3® 8(x+1)2  8(x+l)
4) = 1 . + ol + Ll P L
x (1-x) 1-x X X" X
3 3 11 : 7=
5) 23 T 58 4, T 7, 8 = A b = - B (l+1); ¢ b
imogem
L ! 3 by
6) Avec Oy e (k = 0,1,2,3) on = 7 avec
N _ X=oL
Oy x"+1 k=0 k
by =" %
b b b b c
7) La fraction s'éerit 2 + * & 2 S Ly z
X (x-1)* (x-1)3 (x-1)2 x—1 (x-/2)2
¢ d, d,
+ + +
x—/2 (x+/2)2 x+/2
1 3
avec a =7, b, =2,b;=8,b, =29, b, =91, c, =g (24+17/2),
B 1 \ 3 1
¢, = - g (365+258/2), d, = 7z (24-17/2), d, = - g (365-258/2).
(d, et d, sont déduits de ¢, et c, en remplagant 2 par =-/2).

1
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1 1 2 1 1 x+2
8) . = + + - _
(x+1) % (x2+x+1) 2 (x+1)°? (x+2)?  x+1 (x%+x+1)2  x2+x+]
. 8 R
(x*-1) (x%+1) x=1  x+l  (x?+1)%  x2+1

(on peut écrire a priori que les numérateurs des éléments simples de seconde

espéce sont des constantes a cause de la parité de la fraction rationnelle).
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APPENDICE : PETIT VOCABULAIRE ALGEBRIQUE

Groupes

- Un groupe G est un ensemble muni d'une opération (notée souvent comme

une multiplication) vérifiant :

e VX,y,2 € G, (xy)z = x(yz) (Associativité)
« Je € G, VX € G, xe = ex = x (e est 1'élément neutre de G)

- Vx € G, dy € G, xy = yx

e (y est l'élément symétrique
de x. On le note en général x_l. Si 1'opé-
ration de G est notée additivement le sy-
métrique de x est noté -x et dans ce cas
on note 0 1'élément neutre).

 De plus si Vx,y € G, xy = yx, G est dit commutatif ou

abélien.

- Quelques exemples : Z muni de 1'addition, @ muni de 1'addition, IR-{0}

. muni de la multiplication, les nombres complexes de module | munis de la
multiplication, les matrices carrées inversibles d'ordre n i coefficients
réels, 1'ensemble des bijections d'un ensemble sur lui-méme (et en parti-
culier les permutations d'un ensemble fini) avec la composition des appli-

cations. Les deux derniers exemples sont des groupes non abéliens.

- Un sous-groupe H d'un groupe G est une partie non vide de G telle que
1'opération de G restreinte @ H fait de H wun groupe : c'est-a-dire

que X,y € H ona xy € H et x-l € H.

Anneaux

- Un anneau A est un ensemble muni de 2 opérations notées usuellement +

et x telles que

« A muni de + est un groupe abélien (on note 0 son élément neutre).

° VX,y,z : x(yz) = (xy)z (Associativité)
x(y+z) = xy+xz (Distributivité de la multiplication par

rapport a l'addition).
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« Trés souvent il existe un élément neutre pour la multiplication.
I1 est usuellement noté | et vérifie donc : Vx, Ix = x|l = x. On

dit dans ce cas que A est un anneau unitaire.

Si de plus la multiplicité de A est commutative (Vx,y, Xy = yx)

on dit que A est commutatif.

= Exemples : Z , IR[X], les endomorphismes d'un espace vectoriel. Ces

anneaux sont unitaires, le dernier est non commutatif.

- Un sous—anneau B de A est une partie de A telle que la restriction
a B des opérations de A fait de B un anneau. Notons que A peut
étre unitaire sans que B le soit : ainsi 1'ensemble des entiers pairs

est un sous—anneau non unitaire de Z .

- Un idéal I de A est une partie de A qui est un sous-groupe pour

1'addition et qui vérifie :
vx € I, vy € A, xy € I.

(En particulier si y € I, xy € I donc I est un sous—anneau).

Corps

- Un corps K est un anneau unitaire dans lequel tout élément différent
de 0 est inversible pour la multiplication. (c'est-a-dire que si x # 0,

: s - S a -1 -
il existe x : vérifiant xx =X lx =1).

- Exemples : <IR, C(X), Z /pZ avec p premier.

«Désignons par 1,i,j,k wune base de 1l'espace vectoriel IR .
On définit les produits 2 3 2 des éléments de cette base par :
12 =1, 1i =il =i, 1j = j1 = j, 1k = kl = k, i%? = j2 =
k? = -1, ij = k, jk = i, ki = j.

Tout élément de IR" s'éerit al+pi+yj+s6k (o,B,Y,8 € IR).
On prolonge la multiplication définie sur la base (1,1i,j,k)
a IR' tout entier en utilisant associativité et distribu-

tivité (de méme que 1'on a procédé pour construire C).
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Ainsi ji = (ki)i = ki? = k(-1) et d'autre part k(l)+
k(-1) = k(l-1) = 0 donc k(-1) = -k et finalement ji = -k.
On obtient ainsi un corps H, non commutatif, appelé corps

des quaternions.

Morphismes

Si E et F sont deux ensembles munis d'une méme structure algébrique
(deux groupes sur deux anneaux ...), un morphisme f de E dans F est
une application qui "conserve'" la structure : par exemple si E et F sont
des groupes, f vérifie f(xy) = f(x)f(y) Vx,y € E. Si E et F sont des
anneaux f veérifie f(xy) = f(x)f(y) et f(xty) = f(x)+f(y).

On vérifie facilement que si E et F sont des groupes dont les élé-

ments neutres sont e, et e, et si f est un morphisme, f(e;) = e; et
-1 -1 . . -

f(x ') = (f(x)) . (Par contre si E et F sont des anneaux unitaires a

éléments unités lE et lF il n'est pas nécessaire que f(lE) - lF).

Un morphisme est aussi appelé homomorphisme. Si f est un morphisme

et est bijective, c'est un isomorphisme. Si E = F, si f est un morphisme

on dit que c'est un endomorphisme et si f est bijective, c'est un automor-

phisme.

Relations

Rappelons qu'une relation R sur un ensemble E est une relation

d'équivalence si elle vérifie :

* xRx Vx € E (Réflexivité)
° xRy = yRx Vx,y € E (Symétrie)
* xRy et yRz = xRz Vx,y,z € E (Transitivité).

Une relation d'ordre vérifie :

* xRx
* xRy et yRx = x =y (antisymétrie)

* xRy et yRz = xRz.
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