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\ b 2
Introduction et résultats S /

1. La loi uniforme sur Q = [0, 1].

On part de la mesure d’un intervalle, définie comme sa longueur. On DI'étend a
I’ensemble A = A0, 1] des réunions finies [disjointes] d’intervalles de [0,1]. Il possede
les propriétés suivantes qui en font un clan ou algebre.

(A1) il est stable par réunion finie (et contient la partie vide).
(A2) il est stable par passage au complémentaire.

Il en résulte qu’il est stable par intersection finie (et contient partie pleine).

La mesure p(A) est la somme des longueurs des intervalles deux a deux disjoints
composant A. Elle prend des valeurs > 0 et vérifie:

(a) w(AUB) = u(A)+ u(B) si A, B sont disjoints.
De plus u(2) = 1, ce qu’on exigera d'une mesure de probabilités.

Cependant, pour la théorie des probabilités, on exige de se placer sur une tribu
ou o-algébre, ce qui revient a remplacer (A1) par
(B1) elle est stable par réunion de suite (d’ou aussi par intersection).
Pour la mesure u, on exige la o-additivité, ce qui revient & remplacer (a) par
(o) w(JAn) = u(Ay) siles A, sont deux a deux disjoints.
On peut aussi imposer (a) et la condition de limite monotone
(m) w(JAn) (ou u(N An)) = lim p(A,) si la suite A, est croissante (ou décroissante),
dans laquelle il suffit encore de considérer une suite décroissante d’intersection vide.
Le probleme est de prolonger u, avec la o-additivité, & la tribu B engendrée par
A, plus petite tribu ou encore intersection des tribus contenant .A. C’est aussi la tribu

engendrée par les intervalles ]—c0,a]. Elle est appelée tribu borélienne. On aura
alors défini la loi uniforme sur [0,1].

En fait on définira d’abord I'intégrale des fonctions, et on prolongera 4 & un tribu
plus large, celle des parties A dont la fonction indicatrice 14 sera intégrable au sens
de Lebesgue; on posera

u(A) = / 1a

ou 14 est la fonction indicatrice de A, qui vaut 1 sur A et 0 ailleurs.

D’autre part on oublie [0,1] et on se place sur R, perdant provisoirement le lien
avec les probabilités. La mesure p peut prendre la valeur +o0.

2. Parties négligeables.

Dans la théorie de Lebesgue on considere des parties sur lesquelles les fonctions peu-
vent ne pas étre définies, dites négligeables parce que modifier les valeurs de f sur
une telle partie n’affecte ni I'intégrabilité ni 'intégrale de f.

Une propriété sera dite vraie presque partout (en abrégé pp) si elle est vraie
en dehors d’un ensemble négligeable.

Définition. Une partie de R est négligeable si, étant donné € > 0, on peut l'inclure
dans la réunion d’une suite (I,,) d’intervalles [ouverts, disjoints] vérifiant 3 u(I») < .
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On vérifie qu'un point est négligeable et il apparaitra qu’intervalle non nul ne
'est pas pour la mesure considérée. De facon générale une réunion dénombrable de
parties négligeables 1’est aussi.

Proposition. Si A, est une suite décroissante de parties de A de mesure finie
d’intersection négligeable, alors u(A,) tend vers 0.

3. Fonctions intégrables.

Dans la suite toutes les intégrales sont prises sur R. Une fonction f définie sur une
partie convenable A sera étendue & R en la prolongeant par 0 hors de A.

Les fonctions considérées sont supposées & valeurs réelles. Cependant, pour une
fonction > 0, on admet la valeur 400 en certains points.

On part de I’espace vectoriel £ des combinaisons linéaires finies
F=Yia
i

de fonctions indicatrices d’intervalles de longueur finie. Pour une telle fonction on

définit par
JERDIEIZD

son intégrale. Ainsi I'intégrale est-elle une fonction linéaire sur £ positive dans le sens
que [ f >0 pour f > 0.

De méme qu’on cherchait & prolonger u d’une algébre vers une tribu, de méme
cherche-t-on & prolonger I'intégrale de 1'espace £ & un espace plus grand, qui vérifiera
une propriété de stabilité par limite monotone, I'intégrale passant & ce genre de limite.

On pourrait noter que I'intégrale de Riemann n’a pas cette vertu, encore qu’un
exemple parfaitement convaincant n’est pas aisé & donner.

Pour réaliser le prolongement on définit un espace vectoriel L, dont les éléments
sont des classes de fonctions définies presque partout et presque partout égales.
Les fonctions d’une telle classe sont les fonctions intégrables au sens de Lebesgue.

Si f est intégrable, alors |f| 'est aussi. De plus ||f||; = [|f| définit un norme
sur L. De plus un ensemble est négligeable si et seulement s’il est de mesure nulle.

Deux propriétés pratiques importantes permettront de travailler avec les fonctions
intégrables.

D’une part une fonction continue sur un intervalle I est intégrable si et seulement
si elle admet une intégrale absolument convergente en chaque extrémité de I qui n’est
pas dans 1I.

D’autre part si g est intégrable positive et si |f| < g alors f est intégrable.
En toute rigueur il faut exiger de f qu’elle soit mesurable, mais on verra que cette
condition est toujours réalisée en pratique.

Enfin si f est > 0, alors on peut toujours utiliser le symbole J f. On lui donne la
valeur +oo si f n’est pas intégrable. Ainsi une autre fagon de dire que f est intégrable
est [|f] < +oo.



4. Les théorémes fondamentaux.

Théoréme de la convergence monotone. Soit f, une suite croissante (resp.
décroissante) de fonctions intégrables; pour que lim f, soit intégrable il faut et suffit
que f fn soit majorée (resp. minorée) et dans ces conditions

/limfnzlim/fn.

Remarque. Pour une suite croissante (f,) de fonctions (mesurables) positives,
intégrables ou non, le passage a la limite sous intégrale est toujours valide.

Théoréme de la convergence dominée. Soit f,, une suite de fonctions intégrables
[ou simplement mesurables]; si

(i) elle converge simplement pp vers une fonction f,

(ii) il existe g positive intégrable avec |f,| < g pp pour tout n,

alors f est intégrable et
/ f=lim / s -

Théoréme d’intégration des séries. Soit u, une série de fonctions intégrables [ou
simplement mesurables] telle que la série Y [ |un| converge; alors

(i) la série u,(x) converge pour presque tout z,

(ii) sa somme pp définie est intégrable et

[Tuw=% [un.

Remarque. Pour des fonctions positives 'interversion est toujours valide.

Théoréme de continuité sous ’intégrale. Soient M un espace métrique, f une
application de M x R dans R et zp un point de M si
(i) pour tout z dans M la fonction qui & ¢ associe f(z,t) est intégrable,
(ii) pour presque tout t la fonction qui & z associe f(z,t) est continue au point zo,
(iii) il existe une fonction positive intégrable g avec |f(x,t)| < g(t) pp en t pour tout
x dans M;

alors la fonction F' définie par F'(z) = / f(z,t)dt est continue au point zo.
Théoréeme de dérivation sous l’intégrale. Soient I est un intervalle et f une
application de I x R dans R; si

(i) pour tout z dans I la fonction qui & t associe f(z,t) est intégrable,
(ii) pour presque tout ¢ la fonction qui & z associe f(z,t) est dérivable sur I,

o}
(iii) il existe une fonction positive intégrable g avec |—a; f(z,t)| < g(t) pp en t pour
tout « dans I[;

alors la fonction F' définie par F(z) = / f(z,t)dt est dérivable sur I et

F(z) = / %(m,t) dt .

N.B. Continuité et dérivabilité se vérifient au voisinage d’un point ou sur tout seg-
ment.



Convergence mixte

L’énoncé qui suit concerne une propriété de convergence mixte qui a été introduite
par Iannis Varouchas. Elle permet de retrouver les convergences monotone et dominée,
ainsi que la convergence des séries. Inversement on ’établirait aisément & partir des
théoremes de convergence monotone et dominée.

Proposition. On considére une fonction f, deux suites (f,) et (g,) de fonctions
intégrables et une constante M. On suppose
(i) fn — f simplement presque partout.
(ii) |fn| < gn pour tout n.
(iii) gn < gny1 pour tout n.
(iv) [gn < M.
Alors f est intégrable et [ f, — [ f.

Le théoreme de la convergence monotone en résulte, pour une suite (f,) crois-
sante, si 'on pose par exemple g, = |fo| + | fnl.

Le théoréme de la convergence dominée en résulte aussi, si I'on pose g, = ¢ tout
simplement.

Quant au théoreme d’intégration des séries, il suffit de poser

n

n
fn:z:up ) gn:Z|upl
p=0

p=0

et de remarquer d’abord que la limite g de la suite croissante g, est intégrable donc
presque partout finie. Alors la série (u,(z)) est presque partout absolument conver-
gente.

Maintenant le théoreme de continuité sous l'intégrale s’obtient en considérant
une suite qui converge vers zg.

Par ailleurs le théoreme de dérivation sous l'intégrale résulte de I’inégalité

f(z+ht) - f(z,t)
h

< g(¢)

des accroissement finis.

Pour z fixé, on considere la fonction ¢(h,t) égale au quotient d’accroissement si
h # 0eta %ﬁ(az,t) si h = 0. Il suffit d’appliquer & cette fonction le théoréme de
continuité sous l'intégrale.

Revenons pour finir sur les ensembles négligeables. Si N est négligeable, on a
J 1n = 0; cela fait partie du théoréme de convergence dominée, mais il était clair a
priori qu’on ne pouvait avoir que u(N) < € pour tout € > 0.

Inversement si A est intégrable et f 14 = 0, alors la fonction co.1 4 est intégrable
par convergence monotone, donc presque partout finie; par suite A est négligeable.

Si N est négligeable on a donc [ 00.1y = 0; on retrouve le fait que changer une
fonction sur un ensemble négligeable ne change pas son intégrale.



Mesurabilité*

1. Mesurabilité au sens de Lebesgue.

Pour rendre plus opérationnelle la propriété d’intégrabilité, on introduit la
Définition. une fonction réelle f définie pp sera mesurable (au sens de Lebesgue)
si pour tout NV entier > 1, la fonction

fy = min(1_n Ny, N/|f]).f
est intégrable.

Une fonction f est ainsi mesurable s'il existe une suite ¢, de £ qui converge
presque partout vers f.

Pour une fonction f positive, on a fy = min(N A=n,n), f) et la suite fi est
croissante. Si f est mesurable, d’aprés le théoréme de la convergence monotone
- ou bien f est intégrable,
- ou bien [ f, — +o0,
et, dans ce dernier cas, on a convenu de prendre [ f = +oo.
Attention! Ceci ne vaut que pour une fonction positive. C’est I’analogue de la
somme d’une série a termes positifs divergente.

Pour une fonction réelle (ou complexe), on a la
Proposition. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(i) f est intégrable.
/ |[fl < 400

(i) f est mesurable et
La mesurabilité possede des propriétés de stabilité remarquables, au point qu’il

est impossible de fabriquer une fonction non mesurable avec les opérations relevant
de I'algebre ou de I'analyse, et que pour le faire on doive utiliser un procédé dépassant
'axiome habituel de récurrence, qui est 1’axiome du choix non dénombrable. En effet
(i) une fonction pp égale & une fonction mesurable est mesurable.

(ii) la mesurabilité est stable par limite de suite.
(iii) elle est stable par somme ou produit dénombrable.
(iv) Tinverse d’une fonction mesurable pp non nulle est mesurable.

(v) la composée g o f de f mesurable par g continue est mesurable.

Par conséquent on pourra souvent se passer de vérifier la mesurabilité.

2. Mesure des ensembles, tribu de Lebesgue.

Une partie A de R est dite intégrable si sa fonction indicatrice 14 Iest et on pose
alors

mes(A) :/1A :

Une partie A est dite mesurable si sa fonction indicatrice I’est; autrement dit si pour
tout entier NV la partie AN [—N, N] est intégrable.
Si A est mesurable et non intégrable, on pose mes(A) = +oo; noter que 14 > 0.
L’ensemble £ des parties mesurables au sens de Lebesgue de R s’appelle la tribu
de Lebesgue. Elle contient les intervalles, et par conséquent la tribu borélienne.



De fagon générale, si X et X’ sont respectivement munis de tribus 7 et 77, i.e.
sont deux espaces mesurables, une application f de X dans X’ est dite mesurable
si pour toute partie mesurable B de X’ I'image réciproque A = f~1(B), ensemble des
z de X tels que f(z) soit dans B, est mesurable dans X.

Proposition. Les fonctions mesurables au sens de Lebesgue sont ausi les fonctions
mesurables de (R, £) dans (R, B).

On aura noté le caracteére disymétrique entre le départ et 'arrivée. Compte-
tenu de la définition de la tribu borélienne, une fonction est donc mesurable au sens
de Lebesgue si et seulement si pout tout a réel I'ensemble {f < a} des z tels que
f(z) < a, image réciproque de l'intervalle |—o00, a], est mesurable.

D’abord si f est mesurable au sens de Lebesgue, elle ’est de (R, £) dans (R, B);

noter que la fonction indicatrice de 'ensemble {f > 0} est lim,, o ﬁ%;—

Pour la réciproque, on commence par les fonctions étagées, a savoir mesurables et
ne prenant qu’un nombre fini de valeurs. On passe a une fonction mesurable positive
f en Pécrivant comme une limite croissante d’une suite de fonctions étagées, a savoir

47‘
Z b 1{f2k2-n} .
k=1

Ensuite on écrit une fonction mesurable réelle f comme différence f*— f~ de fonctions
mesurables positives, ou fT(z) = max(0, f(z)) et f~ = (—f)T.

De fagon générale, a partir d’une tribu 7 et d’une mesure p sur 7, on définit une
nouvelle tribu, appelée tribu complétée pour u, dont les éléments sont les parties
qui coincident avec une partie de 7 en dehors d’une partie de 7 de mesure nulle. On
peut évidemment prolonger p a cette nouvelle tribu.

Précisément la tribu de Lebesgue s’obtient en complétant la tribu borélienne pour
la mesure de Lebesgue.

3. De la mesure des ensembles a 1’intégrale.

Ici la mesure des ensembles supposée construite, ce qui n’est pas encore le cas.
D’abord si f est étagée positive, prenant des valeurs 0 < a3 < as < -+ < an

en plus de 0, on pose
/f = Zaimes(Ai) .
i=1

On vérifie 'additivité en étendant la définition a une partition Ag, Aq,..., A, pour
laquelle f est constante sur les A; si 7 > 1 et nulle sur Ag.

On passe au cas d’'une fonction mesurable positive f par limite croissante,
I’additivité passant alors a la limite.

Une fonction mesurable positive f telle que [ f < +oo est dite intégrable.

Une fonction mesurable a valeurs réelles [ est dite intégrablesi f* et f~ le
sont, ou encore si |f| = f* + f~ Pest. Si, plus généralement, f est différence de deux
fonctions intégrables positives f1, fa2, on définit son intégrale par

[t=[rn-[r.

En considérant les composantes, on étend aussitot 'intégrale au cas des fonctions
a valeurs complexes ou a valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie.



Construction de ’intégrale

Toutes les fonctions sont supposées réelles. On part de ’espace vectoriel £ déja
considéré; les fonctions de cet espace seront notées avec des lettres grecques. On
s’inspire de la propriété de convergence mixte.

Définition. la fonction f est dite intégrable s’il existe des suites ¢, et ¥, et une
constante M telles que

¢n — f simplement presque partout,

|¢n| < 9 pour tout n,

Yn < Y41 pour tout n,

[ ¥n < M pour tout n.

On exprimera les trois derniéres propriétés en disant que la suite ¢,, vérifie une condi-
tion de domination mixte. Noter que si f est & valeurs dans [0, +00], elle sera presque
partout finie; étant donné e > 0, considérer I’ensemble A,, des points ot 9, > M/e.

Sous ces hypotheéses on montre d’abord que la suite double

[ 16m=n

tend vers 0 quand m,n tendent vers I'infini.

Avant d’indiquer comment démontrer ce fait, notons que I’on en déduit que la
suite [ ¢, vérifie le critere de Cauchy, donc converge. De plus la limite ne dépend
pas du choix des suites, comme on le voit en intercalant les suites choisies.
Définition. L’intégrale [ f est la limite commune & toutes les suites [ ¢,.
Remarque. On a [ |¢, — f| — 0; se donner € > 0 et considerer la suite |¢pn1p — dn]
en 'indice p. '

Venons-en a la démonstration. Raisonnant par I’absurde on obtient € > 0 et des
suites myp, 1, tendant vers linfini telles que &, = |fim, — fn,| vérifie [& >¢€ Or

la suite &, converge simplement presque partout vers 0,

0< gp <np = zwmax( Mo,y Mp, N, Np)?

Mp < Np+1,

[mp <2M.

On s’est ainsi ramené a la situation de départ avec f = 0 et [ ¢, > €. Pour apporter
la contradiction, on s’appuie sur le résultat suivant.

Lemme de Varouchas. Etant donnés une suite ¢, vérifiant une condition de
majoration mixte et € > 0, on peut trouver une suite décroissante 6, vérifiant
lim 6, < limsup ¢, et [0, > [ ¢, — .

Dans le cas qui nous intéresse, on ajoute 6, > 0 et on note alors que 6, — 0
presque partout. En jouant sur € > 0, on conserve f 0, > e.

Soient @ > 0 tel que 2a.u({0g > 0}) < e et A, = {6, > a}. La suite décroissante
A, a une intersection négligeable alors que 2sup 6y.u(Ay,) > €. Clest absurde.

Pour démontrer le lemme, on pose ¥, , = max(¢n, ..., dnyp) et on choisit p, tel
que Yn = P p, Vérifie
/% = sup/zpn,p — €272
P
Ensuite on prend 6,, = min(vy,...,%,). Les vérifications sont faciles.



Suite de la construction™

Du lemme de Varouchas on déduit encore le résultat suivant, dans lequel £* (resp.
£,) désigne 'ensemble des fonctions intégrables qui sont des limites de suites crois-
santes (resp. décroissantes) de £ dont les intégrales sont majorées (resp. minorées).

Propriété d’encadrement. Soient f une fonction intégrable et ¢ > 0. On peut
trouver des fonctions g et h de £* et &, telles que h < f < g presque partout et
f9—[h<e

On pourrait lever le presque partout; par exemple on peut construire une fonction
positive k de £* valant +oo sur une partie négigeable donnée et vérifiant [k < e.

Théoréme de convergence mixte vers 0. Soit f,, une suite de fonctions intégrables
> 0 qui vérifie une condition de domination mixte et qui converge vers 0 simplement
presque partout. Alors [ f, — 0.

Soit € > 0. On considere g, dans &, telle que 0 < gn, < frnet [ fn— [gn < €/3.
En appliquant le lemme de Varouchas dans &, on remplace g, par une suite hy,
décroissante simplement presque partout vers 0 telle que [ h, > [ gn —€/3.

On écrit chaque h,, comme la limite décroissante d’une suite (¢, ), de £. On se
ramene au cas ol la suite double est aussi décroissante en n en remplacant ¢, ;, par
min(@o,p, - - -, Pnp). Cela fait, la suite ¢, décroit simplement presque partout vers

0 et alors [ ¢ n — 0. Enfin [ frn < [ énn + 2¢/3.

A partir de 13 on peut montrer le théoréme de convergence mixte. On commence
par établir que

[1fm= a0

quand m, n tendent vers I'infini, en raisonnant comme on I’a déja fait et en se ramenant
au théoréme de convergence mixte vers 0.

On termine en s’appuyant sur un dernier énoncé.

Théoréeme de complétion. Etant donnée une suite f, de fonctions intégrables
vérifiant f | fm— fu| — 0 quand m, n tendent vers 'infini, on peut trouver une fonction
intégrable f telle que [ |f, — f| — 0 quand n tend vers I'infini.

11 suffit d’établir la propriété pour une suite extraite. On peut donc se ramener
au cas ol [ |fnt1 — fu| < 27", Soit alors ¢, dans & telle que J1fn—¢nl <27™. On
a donc [ |pnt1 — gn| < 277F2

Il est facile de voir que la suite ¢, vérifie une condition de domination mixte.
On fait appel aux sommes partielles de la série up+1 = |pnt1 — @n| (01 ¢_1 =0). La
somme de cette série est finie presque partout. Par suite la suite ¢,, est-elle presque
partout convergente.

Enfin [ |fn — f| € [|fn — &nl + [ |¢n — f| tend vers 0 quand n tend vers I'infini.

Pour terminer la démonstration du théoreme de convergenée mixte, on considere
gn dans £* telle que |¢n — fn| < gn et [gn < 27+l Alors la fonction Y g,, de £*
est presque partout finie, de sorte que ¢, converge vers f presque partout.




Méthodes élémentaires

En I’absence de la théorie de Lebesgue, on se limite & 1'étude des intégrales dites
convergentes. Si f est une fonction continue sur un intervalle I et si a est une borne
de I qui n’est pas déja dans I, on définit la convergence en a de I'intégrale de f en
considérant un point de I qui tend vers a.

On va prendre I’exemple de I = [0, +o0o[ pour exposer la méthode. La convergence
de 'intégrale est celle de
X
| s
0

L’intégrale de Lebesgue absorbe le cas des intégrales absolument convergentes .
En revanche les intégrales semi-convergentes le restent.

quand X tend vers l'infini.

La continuité ou la dérivation sous l'intégrale d’une intégrale a parametre comme

+o00
/ f(z,t)dt
0

se démontre, dans le cas des intégrales convergentes, en deux temps.
1) D’abord on montre la propriété cherchée pour les intégrales sur des segments

N
IN(m):./() f(z, t)dt

ol N est un nombre entier fixé, en invoquant la continuité par rapport au couple
(z,t) pour la continuité et en y ajoutant celle de 0 f /dx pour la dérivation.

2) Ensuite on laisse N tendre vers linfini, ce qui nous ramene & une limite de
suite. On invoque la convergence uniforme de Iy pour la continuité et on y ajoute
celle de Iy pour la dérivation.

L’obtention de la convergence uniforme peut étre directe ou passer par le critére
de Cauchy si la convergence simple n’a pas été établie. Dans les deux cas, la connais-
sance d'une condition de domination est utile. On écrira

! flz,t)dt — - f(z,t)dt| < o |f(z,t)|dt < o g(t)dt
0 0 N

N

ou N

’/OM f(m,t)dt_./ON f(x,t)dt‘§/:|f(a:,t)|dt§/ g(t)dt

M

ot M < N, et on se servira du fait que les membres de droite tendent vers 0
indépendamment de N.

On adapte le raisonnement dans le cas d’autres bornes, ce qui amene a considérer
—N ou 1/N par exemple. On peut bien sir traiter deux bornes a la fois.

Dans le cas d’un intégrale 3 paramétre semi-convergente, on a deux possibilités.

Ou bien on se raméne A une intégrale absolument convergente par une intégration
par parties bien choisie et on dispose alors de la théorie de Lebesgue.

Ou bien on adopte directement une méthode élémentaire. Il arrive que cela soit
plus simple.



Mesure de Stieltjes*

Donnons-nous une fonction croissante F' sur R. Pour tout intervalle I , ON pose
pu(I) =F(b+0)~ F(a£0)

en prenant la limite & gauche —0 ou & droite +0 en a (resp. b) suivant que 'extrémité
est incluse (resp. exclue) ou I'inverse. On définit ainsi la mesure de Stieltjes dF de
fonction de répartition F. La mesure de Lebesgue correspond au cas ol F(t) =t
noter qu’elle peut prendre la valeur +oo.

On va maintenant des exemples oll F posséde des limites & Dinfini qui sont 0
en —oo et 1 en +o0o. De cette facon on obtiendra des lois de probabilités. Cette
restriction n’a rien d’essentiel.

1) Si F est ’échelon Y, = lia,4+00[ €0 a, alors dY, est la masse de Dirac d, en ce
point. Elle vérifie

/ £(@)ba(z) = £(a) .

Plus généralement, si (a;) est une suite de points de la droite et si ();) est une série
a termes positifs de somme 1, posant

Fity=) X\

z;<t

on obtient une mesure discrete dF, pour laquelle
[ 10ar© =Y nso
2) Si ¢ est une fonction positive et d’intégrable 1, posant

F(z) = /_ " eyt

on obtient la mesure de densité ¢ pour laquelle
[ tare = [ rwscoa

3) On peut aussi définir ce qu’on appelle une mesure singuliere, portée par un
ensemble de mesure nulle, comme ’ensemble triadique de Cantor K , et qui ne charge
aucun point.

Si (Kn) est la suite de parties fermées introduites dans la définition de K, on
définit une suite (F},) de fonctions continues croissantes nulles sur ] =00, 0] et égales &
1 sur [1,4o00[. Cette suite convergera uniformément vers une fonction F qui définira
la mesure cherchée.

On prend Fy(z) = z sur [0,1]. On définit F,, pour 7 > 1 en remplacant sur
chaque intervalle de K,_; N K¢, la fonction F,_; par sa valeur au milieu, puis en
raccordant de facon affine dans les intervalles de K,_1 restants. Ainsi F,, est la
fonction de répartition de la loi uniforme sur K,,.
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Extension a plusieurs variables

On définit I'intégrale de Lebesgue dans R?, ou plus généralement R™, de la méme
facon que dans R en remplacant les intervalles par des rectangles, ou en général des
produits d’intervalles. Donnons tout de le théoréme principal de ce chapitre.
Théoréme de Fubini. Soit f une fonction intégrable sur R?; alors

(i) pour presque tout y la fonction qui & z associe f(z,y) est intégrable,
(i) la fonction pp définie qui & y associe [ f(z,y)dz est intégrable

(iii) et
/ / f@wsdy = [ ( [ s )da)ay
[ (] @ ay)ds

Cet énoncé connait une variante pour une fonction (mesurable) positive, sachant que
son intégrale peut toujours étre définie si I'on accepte la valeur +00. On énonce

qui est encore

par conséquent.

Théoréme. Soit f une fonction (mesurable) positive sur R?; alors
(i) pour presque tout y la fonction qui & = associe f(z,y) est mesurable,
(ii) la fonction pp définie qui & y associe [ f(z,y)dz est mesurable

(iii) et
[ [ 1@ty = [ ([ 1@ as)ay = [ ([ t@yan)s

en acceptant la valeur +o0.

En pratique on commence par vérifier que f f || < 4+o00; pour cela toutes les manip-
ulations sont licites; ensuite seulement on faire les manipulations voulues sur f f £

La propriété de permutation des intégrations est facile pour une fonction élémen-
taire; par linéarité on se ramene a ’établir pour la fonction indicatrice d'un rectangle.

Pour passer au théoréme de Fubini général, on utilise la définition qui a été
donnée d’une fonction intégrable f et on se sert du fait qu’on peut toujours choisir la
suite ¥, de facon que 13 ot g = lim1),, est finie, la valeur de f est définie et c’est la
limite de la suite ¢,; on utilise une fonction de £* infinie sur la partie négligeable qui
pose probleme. On écrit alors

+00 > //g(m,y)dmdy = liTIln//zpn(m,y)da:dy = 1111111/</ wn(w,y)dm)dy
= [ (im [ wn@vydz)ay = [([1mentenie)ds= [( [ oteiz)ay

par convergence monotone. Alors f g(z,y)dx < 400 pour presque tout y et, si y est
fixé, alors g(z,y) < +oc pour presque tout . On écrit un enchainement analogue
pour f et ¢, en s’appuyant maintenant sur la convergence dominée.
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Mesure produit*

On se place dans le cas de mesures positives bornées pour éviter quelques diffi-
cultés techniques, avec & lesprit 'exemple des probabilités.

Etant donnés deux espaces X muni de la tribu 7 et Y muni de la tribu &/ on
définit sur le produit la tribu produit 7 ® U comme celle engendrée par la classe S
constituée des ensembles

AxB

ol A parcourt 7 et B parcourt U. Elle est stable par intersection finie et (A x B)¢
est réunion disjointe des produits A° x Y et A x B€; c’est un semi-clan.

Soient maintenant 4 et v des mesures positives bornées sur (X,7) et (Y,U)
respectivement. On commence par définir la mesure produit 1 ® v sur S comme
une mesure bornée en posant

(u®v)(A x B) = u(A)v(B)

pour A dans 7 et B dans U.
On l'étend alors (de fagon unique & la tribu) engendrée. On s’intéresse a la
propriété

*) JU t@vau)ane) = J([ f@vav)auc)

a savoir & la validité des deux membres (la mesurabilité des fonctions intétéres) et &
Iégalité entre eux.

La propriété est vraie pour f = 1¢ ot C est dans S, chaque membre valant
(1®v)(C). Par linéarité de I'intégrale, elle s’étend au clan A engendré, constitué des
réunions finies [disjointes] de parties de S, d’olt (1 ® v)(C) pour C dans le clan.

Désignons par M la classe des parties C de la tribu produit pour lesquelles la
propriété est vérifiée pour 1¢. On voit que M est stable par réunion croissante
de suite en invoquant pour y et v le théoréme de la convergence monotone. De
méme M est stable par intersection décroissante de suite. On résume ces deux
propriétés en disant que c’est une classe monotone.

Or on montre que la plus petite classe monotone M contenant un clan A est la
tribu engendrée, en considérant la sous-classe des parties C' dont le complémentaire
est dans M, ou telles que C N D soit dans M d’abord pour D dans A puis pour D
dans M. Ainsi a-t-on la propriété dans la tribu et y définit-on la mesure ©R .

Maintenant chacun des termes de (*) est encore J [ fu® v pour f mesurable
positive (ou intégrable réelle) comme on le voit en écrivant f comme limite croissante
d’une suite de fonctions étagées (ou différence de deux fonctions positives).

On obtient ainsi un théoréme de Fubini pour £ réelle intégrable que nous n’expliciteronsjj
pas pour ne pas embrouiller. En travaillant avec la tribu incompléte 7 ® U on gagne
la mesurabilité des traces; par exemple B ® B est la tribu borélienne B2 du plan. En
revanche £ ® L est strictement incluse dans la tribu de Lebesgue £2 du plan et on
perd l'invariance par transformation linéaire.

On remarque pour finir que, dans le cas de mesures bornées, la masse totale du
produit est le produit des masses totales; en particulier le produit de deux mesures
de probabilités en est est encore une.
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Changement de variables

Enoncons le

Théoréme. Soient U et V des parties ouvertes de R™ et ¢ un C!-difféomorphisme de
U sur V; pour que f soit intégrable sur V il faut et il suffit que f o ¢ soit intégrable
sur U et si c’est le cas

/f@@=/fWﬂMWWMM
\% U

en notation condensée ou 'intégrale représente une intégrale multiple, dx représente
dzi ---dz, et méme chose pour dy.

On notera surtout la valeur absolue placée autour du déterminant jacobien detdg,
contrairement a l'usage en dimension 1. En effet f[a b] est pour l'intégrale d’une

fonction et f: est pour celle d’une forme différentielle!
Enfin pour une fonction positive (en toute rigueur mesurable) on effectue tous
les changements de variable sans avoir & justifier de 'intégrabilité.

En fait on peut déduire I’égalité cherchée d’une inégalité valable dans un cadre
un peu plus large.

Lemme. Soit U une partie ouverte de R™ et ¢ une application de classe C! de U
dans R"™; pour une fonction (mesurable) positive f sur R™ on a

f@@s/fwmmmem.
o(U) U

La démonstration du théoréeme de changement de variable est, comme pour le
théoreme de Fubini, presque automatique dés qu’on connait le résultat pour les fonc-
tions élémentaires. Dans ce cas on peut commencer par étudier le cas ol ¢ est une
transformation affine et en déduire le cas général par comparaison.

On notera en effet que la valeur absolue du déterminant représente un volume.
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Mesure image*

On va parler maintenant de qui se cache derriere le théoréme du changement de
variables, a savoir la notion de mesure image .

Si X est muni d’une tribu 7 si ¢ est une application mesurable de X dans Y
muni d’une tribu & pour toute mesure positive p sur (X,7), on définit une mesure
positive v sur (Y,U) dite mesure image en posant

pour toute partie mesurable B de Y. Alors

/ o(v)dv(y) = / 9(#(2))dp(z)
Y X

chaque membre ayant un sens dés que 'autre en a un, notamment pour toute fonction
g mesurable positive.

Ainsi apparait-il, dans le cas d'un C! difféomorphisme ¢ de U sur V, que la
mesure de Lebesgue sur V' est la mesure image de la mesure borélienne de densité
| det d¢| sur U.

Pour revenir au cas général on notera que si p est bornée alors v ’est aussi
et les deux mesures ont méme masse totale; en particulier I'image d’une mesure de
probabilités en est aussi une.

La notion de mesure image joue un réle important en théorie des probabilités,
mais aussi en Analyse. On verra que le produit de convolution n’est autre que 'image
du produit tensoriel par ’addition.
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Espaces LP

1. Inégalités de convexité.

1 1
Soient p tel que 1 < p < oo et si p > 1 soit ¢ défini par 54—5 = 1 'exposant conjugué
de p. On montre d’abord le

Théoreme (Holder).
/fg< /fp 1/P/ l/q

pour p > 1 et f, g (mesurables) positives.
De cette propriété on tire le
Théoréme (Minkowski).

([voms < ([ MY e ([ o)

pour p > 1 et f, g (mesurables) positives.

2. Normes L?, complétion.

On prend p > 1 comme précédemment. On définit ’espace LP exactement comme
L' en plagant |¢,|P < 9, dans la condition de domination; la différence est qu’on
n’étend plus I'intégrale mais la norme || ||,. On vérifie que

110 = ([ 1)

et que 'espace LP est composé des classes de fonctions f pp définies mesurables telles
que le membre de droite ci-dessus soit fini. En pratique c’est cette caractérisation
qu’on retient.

Le fait qu'il s’agisse bien d’une norme résulte, mises a part quelques vérifications
évidentes, de 'inégalité de Minkowski d’une part et de ce que

Ifllp=0
implique f(z) = 0 pp ce qui signifie que la classe f est nulle d’autre part; comme on
le voit la considération de classes est bien nécessaire ici pour parler d’espace normé.

On parle pour les (classes de) fonctions de LP de (classes de) fonctions de puis-
sance p-ieme sommable.

L’intérét de ces espaces est qu’ils sont complets; c’est le théoréeme de complétion
précédemment établi.

En particulier 'espace L? est un espace de Hilbert pour le produit hermitien

- / fg
ce qui constitue le théoreme de Riesz-Fischer et ouvre la porte a toute l’analyse

moderne.

Par ailleurs ’espace £ est dense dans tous les LP. Il en est de méme de I'espace
des fonctions continues a support compact.

Remarque. Noter qu’une suite qui converge dans LP admet une sous-suite qui
converge simplement presque partout. On ne peut pas faire mieux.
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Espace L™ *

On définit I'espace L comme celui des classes de fonctions f presque partout
définies et essentiellement bornées, muni de la norme || f||o, qui est la borne supérieure
essentielle de |f].

Un fonction f est dite essentiellement bornée si elle vérifie | f| < M pp et la borne
supérieure essentielle de g est le plus petit nombre M possible; il existe car si M,
décroit vers M et g < M, pp pour tout n alors '’ensemble des z pour lesquels g>M,
réunion des ensembles pour lesquels g > M,,, est négligeable.

On peut démontrer que L™ est complet. Cependant il n’existe pas dans L de
suite dense; de fait cet espace est moins utilisé que les espaces L? pour p fini.
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Espaces hilbertiens

1. Propriétés générales. Considérons un espace préhilbertien réel [ou complexe]
H. On démontre élémentairement les propriétés qui suivent. Pour les démontrer, on
peut se ramener au cas réel, en notant que la partie réelle d'un produit hermitien est
un produit scalaire sur l’espace réel sous-jacent.

Théoréme (Cauchy-Schwarz).

[z, y)| < llllllyll

ce qui implique notamment la continuité du produit scalaire [ou hermitien].
De plus, dans un espace séparé, il y a égalité si et seulement si z et y sont liés.
Théoreme (Minkowski).
lz +yll < llzll + llyll

ce qui permet de montrer que || || est une semi-norme.
De plus, dans un espace séparé, il y a égalité si et seulement si z et y sont liés
avec des coefficients [réels| positifs.

Théoréme (de la médiane).

.T+y 2 y—x 2
lall? + ) = 2| 52" + M

ou
Iz +yl* + llz = ylI* = 2(ll2]* + llylI*)

laquelle caractérise les normes qui dérivent d’un produit scalaire.

Définition. Un espace hilbertien est un espace préhilbertien séparé complet.
C’est le cas notamment de I’espace L2, appelé espace de Hilbert.

2. Orthogonalité. On se place dans un espace préhilbertien H et on pose les
définitions suivantes.

Deux vecteurs z, y sont dits orthogonaux si (z,y) = 0.

L’orthogonal d’une partie A de H, est ’ensemble, noté A+, des vecteurs ortho-
gonaux a tous les vecteurs de A; c’est un sous-espace vectoriel (fermé) de H.

Une famille (e;) est dite orthogonale si I’on a

(61‘,, Ej) =0
pour tous ¢ # j; elle est dite orthonormale si de plus ||e;|| = 1 pour tout 3.

Désormais, et donc pour toute la suite, H est supposé hilbertien.

Une base hilbertienne de H est une famille orthonormale qui engendre un
sous-espace vectoriel dense.
Attention! En dimension infinie, une base hilbertienne n’est pas une base algébrique.
D’autre part on doit pas parler de base hilbertienne dans un espace non complet.

On dispose d’un procédé pour construire de telles bases.
Proposition (procédé d’orthonormalisation de Schmidt). Soit (a,) une suite
libre (finie ou infinie); il existe une suite orthonormée (e, ) vérifiant, pour tout n, la
propriété:

les vecteurs ey, ..., e, engendrent le méme sous-espace que ag, ..., ay.
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Corollaire. Tout espace hilbertien séparable (i.e. possédant une suite dense) possede
une base hilbertienne.

Exemple: dans ’espace de Hilbert L2(R), les fonctions e"x2x”, avec n entier > 0,
engendrent un sous-espace dense; le procédé de Schmidt construit la base des fonctions
d’Hermite.

L’intérét des bases hilbertiennes réside dans I’énoncé qui suit, et qui aurait pu
servir de définition. Pour alléger le discours, on ne précise pas ’ensemble d’indices;
ce peut-étre I’ensemble {1,...,n} en dimension finie, comme N ou Z en dimension
infinie. Dans le premier cas les sommations sont algébriques, dans le second on somme
une série (de 0 & 0o) et dans le troisiéme on en somme deux (pour sommer de —oo &
oc). On adapte 12 & la situation.

Théoréme. Soit H un espace hilbertien séparable et (e,) une base hilbertienne de
H. Si « est dans [2, la famille (ane,,) est sommable dans H, et sa somme

E Qn€n
n

définit un isomorphisme d’espaces hilbertiens de /2 sur H.
L’isomorphisme inverse est celui qui & = associe la suite (e, ).
On a en particulier la formule

Izl =D I{en, 2)I?

de Bessel-Parseval.

3. Projection. On a le
Théoréme (de projection). Soit C' une partie convexe fermée non vide de
I’espace hilbertien H.

a) Pour tout z dans H, il existe un unique point y = pc(x) de C tel que

— ol = inf ||z —
e -yl = inf 1z 2l

appelé projection de = sur C.
b) Ce point est encore caractérisé par le fait que

Rz ~y,z—y) <0
pour tout z dans C.
¢) Si C est un sous-espace vectoriel (fermé) L, la projection y est caractérisée par
(z—-y,2)=0
pour tout z dans L; la projection py, est alors linéaire.

Corollaire. Si L est un sous-espace vectoriel fermé de ’espace hilbertien H, alors H
est somme directe orthogonale (ou somme hilbertienne) de L et de L+, et L+t = L.

4. Dualité *. Désignons par H* l'espace hilbertien H lui-méme [’espace conjugué
défini par la multiplication (), z) — Az et le produit scalaire (z,y) — (z,y) = (y,z)].
Le produit scalaire de H définit une forme bilinéaire sur H* x H qui met ces espaces
en dualité.

Théoréme (de représentation de Riesz). La dualité ainsi définie identifie H*

au dual de H. En particulier toute forme linéaire continue sur H est définie par le
produit scalaire avec un vecteur de H.
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Convolution

1. Convolution sur le tore. Si f et g sont des fonctions mesurables sur T on définit
pp leur produit de convolution f * g lorsqu'’il existe comme une fonction mesurable
sur T par

1 1 1
/ / F(2)9(y)d(z + y)dzdy = / (f * 9)(D)B()dt
0 0 0

pour toute fonction ¢ d’un espace qui pourra étre C(T) ou C*°(T).

Cas L!: si f et g sont dans L(T) on définit pp leur produit de convolution
comme une fonction de L!(T), la relation de définition s’étendant aux fonctions ¢
mesurables bornées; précisément f(z)g(t — z) est intégrable sur (0,1) pour presque
tout ¢ et

1
(F+9)t)= [ F@halt-a)ds
donne le résultat cherché. De plus fxg=g* f et
If * gl < [Ifllallgllx -

* Cas L' % L? si f est dans L!(T) et g dans L%(T) on définit de méme pp
leur produit de convolution comme une fonction de L?(T), avec extension de la
relation de définition & ¢ dans L?(T) et

1 *gll2 < Ifll1llgll2 -

* Cas L' « L*™: si f est dans L!(T) et g dans L*°(T) on définit partout leur
produit de convolution comme une fonction de C(T) avec

I * glloe < [Ifll1llglloo -

* Cas L2 x L?: si f et g sont dans L?(T) on définit partout leur produit de
convolution comme une fonction de C(T) avec

If * glleo < I £ll2llgll2 -

2. Unité approchée sur le tore. Une suite ¢, de fonctions de L*(T) est une unité
approchée si:

1) ¢n 20

2) fol ¢n =1

3)Si0<a<1/2o0nalim, f;_a ¢n(z)dz = 0.
Dans ce cas

a) si f est dans C(T) alors f * ¢, tend vers f uniformément,

b) si f est dans L!(T) alors f * ¢, tends vers f dans cet espace.

* ¢) si f est dans L?(T) alors f * ¢, tends vers f dans cet espace.

3. Convolution sur la droite. Si f et g sont mesurables sur R on définit leur
produit de convolution f * g lorsqu’il existe comme une fonction mesurable sur R par

/ / £(2)9(0)d(x + y)dzdy = / (f * 9) (D)B(t)dt

pout toute fonction ¢ d’un espace qui pourra étre Pespace K des fonctions continues &
support compact ou I’espace S qui sera introduit dans un chapitre ultérieur ou encore
l’espace D des fonctions C*° a support compact.
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Cas L': si f et g sont intégrables on définit pp leur produit de convolution f*g
comme une fonction intégrable, la relation de définition s’étendant aux fonctions ¢
mesurables bornées; précisément f(z)g(t — z) est intégrable pour presque tout ¢ et

(F*9)®) = [ f@)g(t - )iz
donne le résultat cherché. De plus fxg =g x* f et
I *glly < [Ifllllgll -

* Cas L' x L?: si f est intégrable et g de carré intégrable on définit de méme
pp leur produit de convolution comme une fonction de carré intégrable, avec
extension de la relation de définition & ¢ dans L? et

If *glla < [Ifll1llgll2 -

* Cas L' x L°°: si f est intégrable et g mesurable bornée on définit partout
leur produit de convolution comme une fonction continue bornée avec

I1F * glleo < 11 fll1llglloo -

* Cas L%x L?: si f et g sont de carré intégrable on définit partout leur produit
de convolution comme une fonction continue bornée avec

If * glleo < [1Fll21lgll2 -

4. Unité approchée sur la droite. Une suite ¢, de fonctions intégrables est une
unité approchée dans L! si:

1) ¢n >0

f ¢n =1

3) Pour tout o > 0 on a lim,_, le>a én(z)dz = 0.

Dans ce cas
a) si f est continue et tend vers 0 & I'infini alors f % ¢,, tend vers f uniformément,

b) si f est intégrable alors f * ¢, tends vers f dans L®.
c) si f est de carré intégrable alors f * ¢,, tends vers f dans L2.

*

5. Convolution sur la demi-droite. Cas L. _: si f et g sont localement
intégrables sur [0,00) on définit pp leur produit de convolution f x g comme une
fonction localement intégrable sur [0, cc) par

fxg(t) /f g(t —z)d

6. Convolution de mesures * . Plagons pour simplifier dans le cas de la droite. La
formule de définition du produit de convolution peut, dans le cas de deux fonctions
f, g de L', s’interpréter comme suit: la mesure de densité f * g est I'image par
Papplication (z,y) + = + y du produit des mesures de densité f et g.

Cette remarque permet l’extension aux mesures: si 4 et v sont deux mesures
bornées sur R, positives ou non, on peut prendre la mesure produit x® v sur R2 puis
I'image de cette mesure par 'application de R? dans R qui & (z, y) associe x +y. La
mesure positive sur R ainsi définie est par définition le produit de convolution u * v.

Contrairement & ce qui se passe dans L', il y a une unité pour le produit de
convolution des mesures, & savoir la mesure atomique en 0.

De plus fxg =g f.
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Séries de Fourier

1. Fonctions L? sur le tore. Soit L?(T) I'espace vectoriel des (classes modulo ’égalité
pp des) fonctions a valeurs complexes périodiques de période 1, mesurables, de carré
intégrable sur (0, 1). Cet espace est muni du produit hermitien

1
(1,9) = | Tdatat
0
et de la norme associée, appelée norme de la convergence en moyenne quadratique,

Ifll2 = V/{f, f) -

C’est un espace de Hilbert.

2. Fonctions de base. Dans l’espace L?(T), les fonctions e, définies par e, (t) = e?™"t
constituent lorsque n parcourt Z un systéme orthonormal; autrement dit

(en, €p) = Onp
pour tous entiers relatifs n, p, avec la notation de Kronecker.
Alors pour tout entier relatif n en posant

14
calf) = {en, F) = /0 F(t)e=2mint gt

m

on définit le n®™€ coefficient de Fourier de I

Si J est une partie finie de Z, la projection orthogonale d’une fonction f de L?(T)
sur le sous-espace vectoriel (nécessairement fermé) engendré par les e,, avec n dans J est

Uy = Z<enaf> €n
neJ
puisqu’il apparait que I’élément u; ainsi défini vérifie (ep, us) = (ep, f) pour p dans J et
donc que f — uy est orthogonal au sous-espace mentionné. Par Pythagore il vient encore

lusli = 1£13 = IIf —usli3 < IF13

d’ol, en prenant la borne supérieure sur J, 'inégalité, dite de Bessel

5™ ew, HI2 < 1512

nez
c’est-a-dire

c 2 ! 2
S lealf)P? < / O

nez
en explicitant.

3. Approximation par des polynémes trigonométriques. Le point crucial de la
théorie est le fait que tout élément de L'(T) puisse étre approché par une combinaison
linéaire (finie bien entendu) des e, de la forme ), . ;cnen; c’est ce que 'on appelle un
polyndome trigonométrique.

En utilisant une unité aprochée faite de polynémes trigonométriques, on commence
par approcher uniformément les fonctions continues 1-périodiques; ensuite on utilise la
densité des premieres dans L*(T).
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4. Convergence en moyenne quadratique. Soient f une fonction de L?(T) et
€ > 0. On vient de voir qu'il existe un polyndéme trigonométrique g = Zn€ jCnén tel que
|f = gll2 < e Sialors N est tel que J C [~N, NJ], pour tous p, ¢ > N, sachant que la
distance de f au sous-espace vectoriel engendré par les e, avec —q < n < p est majorée
par €, il vient par définition de la projection orthogonale

P
1F = D" cal(flenllz <€

n=-—q

d’ott il résulte que
P

li - 0 n =0
o dm [l n;qc (Henll2

ou encore en explicitant

1 p
lim / FO = Y eal()emnt P =0
0

p—00,g—00
n=-—q

relation qui exprime la convergence en moyenne quadratique de la série de Fourier
vers f. De plus par continuité de la norme on a

oo

> Icn(f)|2=|lf||§=f0 £ (t)|2dt

n=—oo

ce qui constitue 1’égalité de Parseval .
En particulier une fonction de L?(T) dont tous les coefficients de Fourier sont nuls
est nulle.

5. Convergence normale. Soit f une fonction continue, ainsi que de classe C! par
morceaux, et 1-périodique; par intégration par parties il vient

. 1
/ f/(t)e—%-intdt = 27rinw/ f(t)e-—27rintdt
0 0
puisque par continuité et périodicité les termes tout intégrés disparaissent. Ainsi

en(f') = 2mincn(f) -
On tire de Cauchy-Schwarz et de I'inégalité de Bessel
1 1 1/2 1/2
D leald =3 sl <Y (553) 2 (Ieal)P) " < ClIFIE <0
2mn 2mén
n#0 n#0 n>0 n#0
Dans ce cas la série de Fourier de f est normalement convergente .

Soit g la somme de cette série. Clairement ¢, (f) = c,(g) pour tout n entier relatif
de sorte que f = g. Ainsi f est partout la somme de sa série de Fourier.

6. Convolution. Enfin si f et g sont dans L!(T) on a

Cn(.f * g) == cn(f)cn(g)

comme il résulte de la formule définissant le produit de convolution sur le tore appliquée
a la fonction test particuliére e,, avec n entier relatif.
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Transformée de Fourier dans L!

1. Définition L'. L’espace L' = L!(R) est muni de la norme | f|l; = [~ | f()|dz.
Par analogie avec les séries de Fourier, mais en remplagant la sommation discréte par
une sommation continue, pour une fonction g dans L!, c’est-a-dire intégrable , on
pose

oo
f@ = [ emegeie
—00

définissant une fonction f = Fg appelée transformée de Fourier inverse de g pour

des raisons qui apparaitront plus loin. Symétriquement pour une fonction f dans L?,
c’est-a-dire intégrable, on pose

g(6) = / f(z)e € da

définissant une fonction g = Ff appelée transformée de Fourier directe de f.

On vérifie aussitot que || F f|loo < ||f|l1. De plus la transformée de Fourier d’une
fonction intégrable est continue par continuité sous le signe intégrale. Enfin elle tend
vers 0 a l’infini: c’est le théoréme de Riemann-Lebesgue.

2. Exemples. Si on définit pour a > 0 des fonctions ¢, et J)a par
1 a
)= ——-—

ba(2) 7 a? + z?

et
éa(&) — e~ 2mal¢]
on peut vérifier par un calcul élémentaire que F¢, = Fda = ba et c'est un exercice
de montrer que F¢, = Fpg = ¢q.
Si, toujours pour a > 0 on pose

et . )
Ya(£) = e
on vérifie en exercice que Fip, = Fihg = 1/3,1 et inversement.

Dans ces deux exemples les transformations F et F sont inverses I'une de 1'autre.

3. Dérivation. Soit f une fonction continue et de classe C! par morceaux telle que
f et f’ soient intégrables; alors

Ff(€) = 2miFf(§)
comme on le voit en intégrant par parties, I’hypothese de continuité permettant de
supprimer les termes tout intégrés aux points de discontinuité de f’, et I'intégrabilité
de f’ assurant l’existence pour f d’une limite en —oo et +o00, lesquelles sont nulles
puisque f est intégrable.

Si maintenant f et zf sont intégrables alors F f est de classe C! et

(Ff)(§) = F(-2mizf)

comme il résulte du théoreme de dérivation sous le signe intégrale.
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4. Espace S de Schwartz. On note S ’espace des fonctions C* dont toutes les
dérivées décroissent plus vite & 'infini que les 1/|z|P avec p entier quelconque.

Clairement S est stable par dérivation et puisque
D™(z¢) = zD"¢p + nD" ¢

il 'est aussi par multiplication par un polynéme. Surtout comme

! 7 F (D" (2rie)" )

EPD FoH(E) = 2mi)p

la transformation de Fourier laisse S stable.

5. Transposition. Si f, g sont des fonctions intégrables alors

(Ff,9) = (f, Fg)

/ " Fr@e(e)de = / " T Fe(a)da

ce qui s’écrit en remplagant g par g et conjuguant tout

dans le sens que

/ " Fr©)g(e)de = / " {@)Fa@)de

et se prouve aussitot par Fubini.

La relation précédente qu’on peut aussi écrire

(Ff,8)=(f,F¢)

ou ¢ parcourt I’ensemble des fonctions de S, caractérise la transformation de
Fourier dans L' & partir de la seule transformation de Fourier dans S. C’est cette
relation qui servira de définition de la transformation de Fourier dans toute la suite
(et méme au-deld).

La méme démarche s’applique & la transformée de Fourier inverse avec
(Ff, )= (f,Fo) .

Si P'on regarde de pres, il suffit pour connaitre une fonction (c’est-a-dire pp) de
connaitre son intégrale sur les translatées d’une suite formant une unité approchée.
Or de telles suites sont fournies & partir des exemples cités en 2 et sur ces exemples F
et F étaient inverses 'une de l’autre; cela reste alors vrai sur une fonction ¢ translatée
des précédentes. Ainsi si f est intégrable et g est sa transformée de Fourier directe

(f,0) = (f,FF¢) = (9, F o)

ce qui signifie que f est la transformée de Fourier inverse de g. Cette propriété est
retenue comme le principe de réciprocité. La réciprocité est vraie dans tous les
cas; cependant la transformation de Fourier peut ne pas étre définie par une intégrale.
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Transformation de Fourier: I’énergie *

1. Extension L?. L’espace L? = L?(R) est muni du produit hermitien (f,g) =
[ f(z)g(z)dz et de la norme ||f||; = (fj:: |£(x)|?dz)*/2. Les transformations F et

F sont des endomorphismes de S & la fois inverses et adjoints 'un de I'autre et donc
des isométries pour la norme L?; en explicitant

(Fo, Fyp) = (¢, FF) = (6, %)

pour F et de méme pour F.

Maintenant on peut prolonger F et F & I’espace L? en des isométries réciproques
et adjointes, vérifiant donc encore la relation fondatrice

(Ff0) = (f, Fo)
pour 7 dans S.

2. Retour sur la dérivation. Soit f une fonction continue et de classe C! par
morceaux telle que f¢ et f'¢ soient intégrables pour toute fonction ¢ de S. On a

/ 7'(@)é(z)dz = — / f(@)¢/ (z)da

en intégrant par parties et examinant soigneusement les termes tout intégrés.

La connaissance du second membre pour toute fonction ¢ de S caractérise f’;
cependant le second membre n’a pas besoin de la dérivée f’ pour étre défini. Par
exemple la fonction g sera dite dérivée de f au sens des distributions si on a

/ Z o(2)9 / f()8

pour toute fonction ¢ de S. Si alors f posséde une transformée de Fourier il est facile
de voir que sa dérivée au sens des distributions f’ en possede aussi une, qui vérifie

Ff' = 2mitFf

comme dans le cas étudié auparavant.

Voici maintenant un exemple qui sort du cadre des fonctions. Définissons une
fonction Y, dite échelon unité ou fonction de Heaviside par

Y(m):{(l) siz >0

sinon
et constatons que —(Y,¢’) = fo ¢'(z)dz = ¢(0) ne peut pas s’écrire sous la forme
= o f(@)9(z)dz avec f localement intégrable. Sion veut dériver Y, il faut considérer

que sa dérivée n’est pas une fonction: c¢’est 'impulsion unité, masse ou mesure de

Dirac notée 4 et définie par
(6, ) = ¢(0)

pour ¢ dans S. On définit de méme la masse d, au point a, par (64, ¢) = ¢(a).
Remarquant que F¢(0) = [ ¢(z)dz, il vient

Fo=1

tout simplement.
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3. Convolution. Si f et g sont des fonctions convolables et si par exemple f est
dans L! alors
F(f*xg)=FfFg
comme on le voit avec une fonction auxiliaire ¢.
Pour prendre aussi un exemple en dehors des fonctions, on peut vérifier facilement

qued* f = fetdg*f=fa.

4. Fonctions périodiques. Soit f une fonction 1-périodique de classe C'. Par
réciprocité et translation on voit que F(e?"""?) = §,,, de sorte qu’il est permis de

penser que
o0

Ff= ) cnbn
n=—oo

ce que l'on vérifie effectivement avec une fonction ¢ de S. 1l est facile de vérifier que
cette formule se conserve par dérivation, ce qui permet de I’étendre & une fonction f
moins réguliere, que I’on écrira, apres addition d’une constante convenable, comme
dérivée d’une fonction plus réguliere.

En particulier, si on dérive la fonction 1-périodique définie sur (0,1) par f(z) =
—x, on obtient la fonction constante —1 corrigée par le terme impulsionnel

Ploy= " by

n=—oo

appelé Peigne et la méthode précédente aboutit & la formule F(P(z)) = P(¢), qui

s’écrit encore - -
Y bn)= Y Fo(n)

n=—00 n=-—oo
sur une fonction ¢ de S, relation connue sous le nom de formule sommatoire de
Poisson .

5. Troncature du spectre. Si f est dans L! ou L? on peut multiplier Ff par
1{_4,4) pour A > 0 ce qui revient & convoler f avec ffA e iTdy = m(fr—zAx)

vérifie que pour f de classe C! par morceaux on a
A &5 ) B
lim [ e rpEd = Jim [ (- a)TEE) g - JED H )

A—o0 = A

et on

en commencant par se ramener au cas ou f est a support dans un intervalle autour
de z, puis en traitant la discontinuité éventuelle sur un exemple.

6. Cas des mesures. Pour une mesure positive bornée y sur la droite définie par sa
fonction de répartition F, toute fonction bornée est intégrable de sorte que 'on peut
poser

Fu(€) = / e 2" dp(z)
pour définir la transformée de Fourier Fu comme une fonction partout définie avec
(@) < [ 1du(z)

ce qui majore || Fyl|o par la masse totale de p. Cette relation est compatible avec le
relation fondatrice de la transformation de Fourier.
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Exercices sur les mesures

Mesure des ensembles

1-1. Soit f une fonction intégrable positive. Montrer que pour tout € > 0 il existe
n > 0 tel que pour toute partie mesurable A telle que mes(4) < 7 on ait [ i E e
On pourra commencer par montrer qu’il existe N tel que si Ey est I’ensemble des
points ou |f| dépasse N alors [ f < €/2.

Tribus

1-2. Soit f 'application de R dans R définie par f(z) = z2.

a) On considére la tribu 7 sur R engendrée par I'unique partie [0,1]. Décrire
cette tribu. Sachant que 'image directe d’une tribu est constituée des parties B dont
'image réciproque f~1(B) est dans la tribu de départ et que I’image réciproque d’une
tribu est constituée des images réciproques f~1(A) de parties A de la tribu d’arrivée,
déterminer f(T), f~H(T), f~1(f(T)) et f(f~H(T)).

b) Si on met sur R & larrivée la tribu S de toutes les parties quelle est I'image
réciproque f~*(S8)? Quelles sont ici les applications mesurables?

Mesure de dénombrement
1-3. Soient I un intervalle et (u,)n>0 une série de fonctions continues sur I. On
suppose qu’il existe une série (a,)n>0 telle que

|un(t)| < an pour tout n

et ) an < 0o.

Montrer en considérant la mesure de dénombrement sur N que la série (u,) a pour
somme une fonction continue sur I.

1-4. Soient I un intervalle et (un)n>0 une série de fonctions dérivables sur /. On
suppose qu’il existe des séries (an)n>0, (bn)n>0 telles que

|un(t)] < an, |ug(t)] < bn pour tout n

et Y an <00, Y by < 0.

Montrer en considérant la mesure de dénombrement sur N que la série (u,) a pour
somme une fonction dérivable sur I.

1-5. On considere la série (un)n>1 de fonctions sur [0, 1] définie par
n

un(z) = (-1)’1‘% .

a) Montrer que la série converge en tout point de [0,1] et que sa somme est
continue; on utilisera la série (v, ),>1 définie par
V() = Ugn-1() — ugn(2) .
b) En déduire
(-1~
log2 = Z —

n
n>1

Produit infini

1-6. Montrer que si (C;);>1 est une suite croissante de parties cylindriques de {0, 1}N
dont la réunion est-elle méme cylindrique alors la suite est stationnaire: tous les Cj
sont égaux a partir d’un certain rang.
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1-7. On se place dans la situation du jeu de pile ou face, modélisé par Q = {0, 1}N
avec p = 5 Soit (Xy,)n>1 la suite de variables aléatoires, i.e. de fonctions mesurables
(le vérifier), définie sur Q par

1 siw, =0
X”(w)_{—l 8l wp =1

et soit (Sp)n>0 définie par Sy = 0 et pour n > 1
Sn:X1+"'+Xn

a partir de la précédente. On définit enfin 7(w) comme le plus petit entier n > 0 tel
que S, (w) = 0 §'il en existe et comme +oco sinon.

a) Montrer que 7 est une application mesurable de Q dans N U {+o0}, ce dernier
étant muni de la tribu de toutes les parties.

b) Expliquer pourquoi la mesure d’un cylindre A décrit dans {0,1}" est donnée
par

P(A) = 1 card(A4) .

c¢) Expliquer pourquoi la mesure de I'ensemble des w tels que 7(w) est finie est
donnée par

P({r < +o0}) = Z 52N ——~card(An)

n>1

ol Ay est pour n > 1 'ensemble des w de {0, 1}V tels que

Sl(w) = | ,SQN_I(w) #0 et SQN(U)) =0

d) A chaque w dans {0,1}" on associe le chemin polygonal qui joint les points
(n, Sy (w)) pour n =0,1,...,N. Combien y a-t-il de chemins allant de 0 & (2N, 0)?
De (1,1) & (2N —1,1)?

e) A tout chemln 7 du dernier type et touchant ’axe horizontal pour la premiere
fois au temps n on associe le chemin obtenu par symétrie sur [1,n]. Montrer que ces
chemins sont en nombre égal aux chemins joignant (1,—1) & (2N — 1,1).

f) En déduire que la mesure de 'ensemble des w tels que 7(w) = 2N est

1
P{r=2N})= = x2 X (CﬁNl 1) C2(N 1))

Calculer
2 ( — _l_CéVN
2N _
A1 2 2N -1

en partant de la série entiere de /1 + z.
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Exercices sur I'intégrale de Lebesgue

2-1. Indiquer parmi les fonctions qui suivent celles qui sont intégrables:

1 1 1 1 1
1 1 s | i —1 -1 — 1
o1 e Flon Elen TElie)  Zloee  ZeElne)
1, 1 1
Vi—zz UM (Tt a?)logla]  w(1+ (loglal)?)
sin sinz 1—cosz e 1%l — cosz

z+/T N z2 &

2-2. Montrer (d’une part de fagon élémentaire pour a = 0 et b = 7/2 et de Pautre
dans le cas général en utilisant les théorémes fondamentaux) que pour a, b réels tels

quea <bona
b

lim cos"tdt=0.

o
n o0 a

2-3. De quelles fagons peut-on justifier la limite quand n — oo de l'intégrale
n
U
j/ (1—-=)"dt.
0 n

logt) 5 LT

2-4. Montrer que

2 3"
0 1 +t 7>0 (2n + 1)
2-5. Pour z > 0 on pose
(S8 e—-:ct2
= dt .
f@).ﬂ t2+1

a) Etablir la continuité de f.
b) Montrer que f est dérivable pour z > 0 et que

1 o2 2
fl(z)— f(z) = ———= e " du .
@~ @) =—— |
c¢) En étudiant la limite de f en +00 en déduire la valeur de

o0
/ e_”2 dt .
0

2-6. Peut-on passer a la limite sous le signe intégrale dans
1
/ nt"dt ?
0
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2-7. Indiquer parmi les fonctions suivantes celles qui sont intégrables:

¢ 2

sinz | sin x|

X

2-8. Montrer (d’une part de fagon élémentaire et de l'autre a I’aide des théoreémes
généraux) que
, Looat
lim —_—=
n—oo o 1 —nlogt

2-9. Pour n entier naturel on pose

m/2
dpy = / sin®"(t) dt .
0

a) Montrer que lim, o I, = 0.

b) Calculer I,,.

¢) En déduire que C, < 22",

d) Donner un équivalent de I, lorsque n — oc.
e) Etablir les inégalités

2 2
—tf t —-n —t2 3 n
<14+ — t >(1—-—

pour t quelconque dans la premiere et |t| < 4/n dans la seconde, puis retrouver la
valeur de
g 2
/ e tdt .
0

2-10. Pour n entier > 0 on pose

sin(2nt)
t

/2 /2
Iy = / sin(2nt)cotg(t) dt et J, = / dt
0 0

a) A-t-on I, = w/2 pour tout n?
© sint
b) Est-ce I, tend vers o dt quand n — o0o?
0
c) Est-ce que I,, — J,, tend vers 0?

d) Donner la valeur de
/ > sint
—dt .
0 t

2-11. On rappelle que la fonction d’Euler est définie pour z > 0 par

I'(z) =/ e 't tdt
0

Montrer que I' est dérivable sur ]0, co).
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Exercices sur 'intégrale de Lebesgue (suite)

3-1. Soit f une fonction intégrable sur R. Donner la limite, quand n — oo, des
intégrales

/:Of(t)dt, /l/n f(t) dt, /_1 t"f(t) dt , /°° e £(t) dt .

—-1/n 1 —00
3-2. Soit a > 0. Que vaut la limite de
@ 14"
0o Vi+tn
quand n — oo?
3-3. On rappelle que la constante d’Euler est définie par
1 1
C=1lim(l+=+--+——logn).
n-—o00 2 n

a) Montrer que

n

t\n oo
1 —_—— = —t
lim (1 n) logt dt /o e "logtdt .

n—00 0

1
b) Calculer la valeur de / t" log(1 — t) dt pour n entier.
0

o0
c¢) En déduire que C = —/ e tlogt dt.
0

3-4. Pour a, b > 0 comment peut-on justifier
00 1 -1

—-1)" t*
y / gt

atnb  Jo 1+t
n=0

Le théoréme sur les séries peut-il directement s’appliquer? Peut-on s’y ramener en
groupant par deux les termes?

Calculer
QI S
4 7 10
et
1 1+1—l+
5 9 13

3-5. Soit z > 0. Montrer (soit en dérivant deux fois soit en développant en série) que
/oo ot sin(t2.’1:t) &t — ﬁ/w =t gt
0 0

pour tout z > 0 et donner la limite pour z — oo. Etudier directement la limite quand
z — oo du premier membre; on posera u = zt et € = 1/2% puis sur (7/2,00) on
integrera par parties
2 e2iu 2(—6’11, 1 7;)e~—6142—+—2'i'u,

u 2u(—eu + 1)
pour appliquer le théoréme de continuité sous l'intégrale.

e—eu
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3-6. Pour quelles valeurs entieres de n la fonction

1

0= 5T

est-elle intégrable sur [1,00)? Que vaut la limite quand n — oo de

/1 Tt de?

Donner un équivalent de cette intégrale.

3-7. Montrer que

[o-a-5)%-[a-brs

a pour limite quand n — oo la constante d’Euler C. En déduire que

14 -t o —t
C=/ s dt—-/ £ at

0 t 1t

dt

&S / 1+t )7'

3-8. Calculer (soit en dérivant soit en développant en série) 'intégrale

puis que

/ et cos(wt) dt
0

pour w réel.
3-9. Justifier la démarche suivante: de

1 - —nt ' 1 n—1
— = te"™ dt = [ log(——)(1—t)" !dt

n2

pour n entier > 0 on tire

1 1 1~ - 1
1 S —_— = 1
+22+ +n2 /0 ; ogl_ dt
1 tk—l
-_-/ (- @-y") at
0 k>1
B (1 (k—1)! )
- k2
e k k(n+1)---(n+k)
soit
1 1 2 1/2 2
L s s +—2:7r—— / = /3
2 n 6 (+1)(n+2) (m+1)(n+2)(n+3)

Quel peut étre I'intérét de cette formule?
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Exercices sur ’intégrale de Lebesgue (fin)

4-1. Pour z > 0 on pose

f(z) =/ e_":t—s-lll—lE dt
0 t

avec une intégrale dont on précisera le sens.
a) Montrer que f est continue sur [0, c0).
b) Montrer que f est dérivable sur |0, 00) et calculer f'.
¢) En déduire la valeur de
[
0 t

4-2. Justifier les étapes du calcul suivant

—1
1 1 1 1 1
=1—§(1+'2-)+§(1+'2‘+§)—
™ 1 2
=15 ~ 5(0g2)

4-3. Pour a > 0 et b réel comment peut-on justifier
°° bt b
/ Sn;l( ) dt = Z CEy i
0 b? + na

4-4. Comment justifier pour = > 0 I’égalité

* sin(tz) , 7 e

Exprimer 'intégrale pour z réel quelconque.

4-5. Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] de dérivée f’ bornée. Montrer que

o) = 0)+/ f'(t) dt

en commengcant par prendre z < 1 et en écrivant
1

') = tim n(ft+-) - £@) -
n—oo n

4-6. La dérivée

est-elle intégrable sur (0,1)7?
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4-7. Montrer que pour z > 0 on a

/°° g dt_/°° sin(t — z) it
o 1+t J, t

et en déduire I’équivalence au voisinage de +oo avec la somme

S (-ayraank

n>0

4-8. Pour z réel tel que —1 < z < 1 on pose

/2 cost dt

T) = et L) = .
1@ /o V1 — 22sin?t 9(@) o V1—2x2cos?t

a) Montrer que f (et g) sont développables en série entidre au voisinage de 0;
donner I'expression de ces développements.

b) Montrer que f — g a pour limite & gauche en 1 la valeur log 2.

¢) Donner un équivalent de f(z) & gauche de 1.

4-9. Si p est un entier naturel a-t-on

1
tPlogt n+1
il - _l'n—l_“?

/0(1+t)2 7;( A ey
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