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Préparation a P’agrégation interne 2001 /2002
Analyse

Pour 'année en cours, la préparation sera principalement orientée vers 1’écrit.
Cependant, pour I’ Analyse et de la méme fagon qu’en 2000/2001, la rentrée de septem-
bre commencera par 19 semaines autour d’autant de thémes eux-mémes articulés au-
tour d’autant de legons d’oral. La liste suit avec un calendrier de passage actualisé et

des notes inchangées. Les six semaines supplémentaires seront entiérement consacrées
a loral.

Cela étant, on limitera le temps accordé aux lecons, en donnant plus d’importance
aux questions, lesquelles seront d’ailleurs associées aux petits exercices pour 1’écrit.

Pour gagner un peu de temps, le plan et le développement, chacun présentés sur
une page, seront photocopiés et distribués en début de séance, de fagon centrer le
travail sur les points & éclaircir.

Par ailleurs, chaque semaine on choisira aussi un titre dans la seconde liste de
'oral, et chacun devra préparer un ou plusieurs exercices de son choix correspondant
a ce titre.

Ainsi sera constituée la premiére moitié de chaque séance. En gros on aura
accordé une petite heure & la lecon et une demi-heure & quelques exercices résolus.

Toutes les deux semaines environ, on disposera d’une nouvelle feuille d’exercices,
dont la fonction ne sera pas de constituer une base pour la seconde épreuve de 1’oral
mais de préparer directement 1’écrit. Lesdits exercices pourront donc n’avoir aucun
intérét en temps que tels, et seront seulement une base d’entrainement.

L’un des exercices de chaque feuille sera & préparer chez soi et a rendre, en
respectant un temps de 1h30, rédaction comprise, correspondant en gros au quart
d’une épreuve écrite.

L’ensemble du travail, en direct, sur les exercices et éventuellement d’un retour
rapide sur ’exercice & rendre occupera la seconde moitié de la séance.

Enfin, on organisera en Analyse, certains samedis et au cours d’une période
bloquée pendant les congés de la Toussaint, des séances de 3 heures de préparation a
’écrit avec assistance.

On s’attachera, autant qu’il est possible, & dégager une méthodologie & ’occasion
des exercices d’entrainement: analyse et appropriation de ’énoncé, appel et esquisse
d’une stratégie, critique du travail partiel réalisé ... jusqu’a la rédaction finale.

Envoyer propositions et commentaires &
ferrier@iecn.u-nancy.fr




Topologie des espaces normés (mercredi 12 septembre 2001)
Exposé: espaces vectoriels normés de dimension fine .

Exemples. En dimension finie, les espaces R, C ainsi que R™, C" avec les normes
max(l:z:1| Zn] = [|2]loo,
|z + -+ [a:nl = llzll;,
i+ + 22 = ||z)|o,
qui sont év1demment équivalentes: ||zloo < |Iz]l2 < ||Z]l1 < n|Z|o00-
En dimension infinie, 'espace C([a, b]) des fonctions continues sur le segment [a, b],

avec
la norme uniforme sup,c(q 4 |f(t)| = || fllco,

la norme de la convergence en moyenne [, ’ |f(@)ldt = || fll1,

la norme de la convergence en moyenne quadratique ( f |7 (t) |2dt)1/ L I fll2,
lesquelles ne sont pas équivalentes, ce qui donne trois espaces normés.
Retenir I'inégalité de Cauchy-Schwarz

| / fo| < I fll2llgll

d’olt || f|l1 £ v/b— a||f||2 en prenant g = 1, alors que || fl2 < vb — al| f||oo directement.

Métrique et topologie. Un espace normé est muni de la distance

d(z,y) = [l -yl

qui en fait un espace métrique. On peut restreindre la distance & une partie d’un espace
normé, une boule par exemple, pour en faire encore un espace métrique.

Parler d’espace métrique permet de raisonner sans se soucier d’un espace plus grand
qui le contiendrait. C’est trés important: si I'on se place dans un espace métrique, rien
n’existe en dehors.

Définitions. Dans un espace métrique M, la boule ouverte B(a,r) de centre a et de
rayon r est définie par d(a,z) < r et la boule fermée B’(a,r) de centre a et de rayon r
est définie par d(a,z) <.

Une partie U de M est ouverte si pour tout point a de U(!), il existe une boule
B(a,r) avec r > 0 incluse dans U(?) .

Une partie F' de M est fermée si son complémentaire F'° est ouvert; cela revient &
dire que toute suite (z,) de F qui converge vers z(!) a sa limite = dans F(?).

Une partie V' de M est un voisinage de a s’il existe une boule B(a,r) avec 7 > 0
incluse dans V.

Caractérisation de la continuité. Une application f : M — M’ est continue si et

seulement si elle vérifie I’'une des propriétés équivalentes:

(i) L’image réciproque d’une partie ouverte (!) est ouverte (?).

(ii) L’image réciproque d'une partie fermée (1) est fermée (2).

(iii) L’image d’une suite qui converge vers z (}) converge vers f(z) (?).

(iv) Pour tout a dans M (1) et tout voisinage V de f(a) (}), il existe un voisinage U de
a (%) tel que f(U) C V.

(v) Pour tout a dans M (1) et tout € > 0 (1), il existe n > 0 (?) tel que d(a,z) < 7
implique d(f(a), f(z)) < e.

(}) & se donner; (?) & chercher ou & vérifier.




Compacité (mercredi 19 septembre 2001)
Exposé: Parties compactes de R, fonctions continues . ..

Définition. Un espace métrique M est dit compact s’il posséde I'une des propriétés
équivalents suivantes:
(i) (Borel-Lebesgue) De toute famille (U;) de parties ouvertes telle que M = |J, U; (),
on peut extraire une sous-famille U;,,...,U;, (?) telleque M =U;, U...UU;,.
(ii) (Bolzano-Weierstral) De toute suite (z,) (}) (de M) on peut extraire une suite
convergente (%) (dans M).

C’est la propriété de Bolzano-Weierstral qu’on utilise le plus souvent. Celle de Borel-
Lebesgue rédigée comme plus haut suppose que ’on travaille avec des parties ouvertes
de M, et non pas celles d’un espace plus grand.

Théoréme de caractérisation. Dans R", les parties compactes sont exactement les
parties fermées bornées.

Enoncés fondamentaux. Ce sont les

Théoréme de la borne supérieure. Si K est un espace métrique compact et si
f: K — R est continue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

Théoréme de Heine ou de I'uniforme continuité. Si K est un espace métrique
compact, M un espace métrique et f : K — M continue, alors f est uniformément
continue.

Encore bon a savoir.

o Une partie compacte est fermée dans n’importe quoi.

o L’'image d’un espace métrique compact par une application continue est com-
pacte.

o Un produit fini (infini aussi c’est hors programme) d’espaces métriques compacts est
compact.

o Une partie fermée d’un espace compact est compacte.

Pour démontrer la compacité, on pourra
o s’appuyer sur le théoréeme de caractérisation,
o ou les propriétés bonnes a savoir,
o ou chercher & montrer la propriété de Bolzano-Weierstral. Se donner une suite (z,,)
et essayer de trouver une sous-suite convergente.

Pour utiliser la compacité, on peut passer par les énoncés fondamentaux.

Sinon commencer par attendre le bon moment! Ne pas se donner de suite ou de
famille de parties ouvertes. Attendre que le raisonnement (direct ou par ’absurde) améne
a considérer une suite et embrayer avec la propriété de Bolzano-WeierstraS8.



Connexité (mercredi 26 septembre 2001)
Exposé: parties connexes de R: fonctions continues ...

Définition. Un espace métrique M est dit connexe s’il vérifie une des propriétés
équivalentes suivantes.
(i) Il n’existe pas de partition de M en deux parties ouvertes non vides.
(ii) Il n’existe pas de partition de M en deux parties fermées non vides.
(iii) Il n’existe pas de partie ouverte et fermée de M autre que () et M.

L’idée est qu’un espace connexe est d’un seul tenant; il ne peut pas étre coupé en
deux parties séparées 'une de ’autre.

Attention! Lorsque M est un sous-espace d’un autre espace, il s’agit de parties
ouvertes et fermées de M; ce sont les traces sur M de parties ouvertes ou fermées du
grand espace. on évite cet écueil avec (i) lorsque M est un sous-espace ouvert ou avec
(7) lorsque c’est un sous-espace fermé.

Enoncés fondamentaux. Ce sont les
Théoréme. Un intervalle de la droite est connexe.

De fait les intervalles sont exactement les parties connexes de R: si I n’est pas un
intervalle, il existe a tel que I = (I N]—o00,a[) U (I N]a,+o0[) ou chacun des termes de
la réunion est non vide.

Théoréme des valeurs intermédiaires. Une fonction continue sur un intervalle qui
prend des valeurs a = f(a) et b = f(3) prend entre a et [ toutes les valeurs comprises
entre a et b.

On peut prendre ici les inégalités au sens large.

Le théoreme des valeurs intermédiaires montre qu’'un intervalle est connexe: si on
pouvait écrire I comme réunion de deux parties U, V disjointes non vides et ouvertes
(dans I), la fonction valant 0 sur U et 1 sur V serait continue sans posséder la propriété
des valeurs intermédiaires.

Inversement, sachant qu’un intervalle [a,b] est connexe, on en déduit le théoréme
des valeurs intermédiaires, grace a la propriété facile qui suit.

Proposition. L’image d’un espace connexe par une application continue est connexe.

Pour montrer la connexité, on évite la définition qui est négative, et on utilise si
possible la propriété suivante (de connexité par arcs):

une condition suffisante de connexité est que I’on puisse joindre deux points a, b quel-
conques de M par un arc continu de M, image d’un intervalle [, 8] par une application
continue de v : [a, ] — M telle que y(a) = a et y(B) = b.

Pour utiliser la connexité, on peut utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires qui
vaut aussi pour une application définie sur un espace connexe.

On peut aussi utiliser la propriété (iii), mais dite sous forme positive: si A est une
partie non vide, ouverte et fermée (dans M) alors A = M.



Continuité, continuité uniforme (mercredi 3 octobre 2001)
Exposé: Fonctions numériques définies sur un intervalle: continuité ...

La continuité uniforme d’une application f: M — M’ se définit comme suit:
Pour tout € > 0 (1) il existe n > 0 (?) tel que d(z,y) < n implique d(f(z), f(y)) < .

Pour la montrer on ne se donne plus un point, mais seulement € > 0.

Une fonction continue n’est pas toujours uniformément continue. C’est le cas lorsque
I’espace de départ est compact, par le théoréme de Heine.

Pour montrer la continuité on a plusieurs options.
o La continuité est souvent automatique: la fonction s’obtient en combinant des fonc-
tions continues; attention seulement aux dénominateurs.
o En une variable et en un point, on peut calculer une limite par développement limité.
o Dans un exercice théorique, on peut recourir a la définition.

La notion de limite recoupe largement celle de continuité. Si M, M’ sont des espaces
métriques, si A est une partie de M et a un point adhérent & A (i.e. limite d’une suite de
points de A), une application f : A — M’ est dite admettre | comme limite quand
z tend vers a en restant dans A si

pour tout voisinage V de [ il existe un voisinage U de a tel que f(ANU) C V.

Si a est dans A, la propriété exprime le fait que [ = f(a) et la continuité en a.

Si a est adhérent & A sans étre dans A, la propriété exprime qu’on obtient une
application continue en a en donnant & f la valeur [ en ce point.

Noter qu’on toujours unicité de la limite.

Attention! Ne jamais débuter la démonstration d’une limite par quelque chose du genre
lim f(z)=---
L—deee

mais simplement par

fa)="-

et, le moment venu, dire: lorsque £ — - - -, on obtient & la limite - - - Apres cela seulement,
on peut résumer le résultat avec le symbole lim.

En deux variables, ou plusieurs, pour montrer la continuité ou une limite en (a, b), on
ne peut se contenter de continuité ou de limite séparées: il ne suffit pas de faire x — a
pour y = b fixé et y — b pour z = a fixé!

On retiendra que ’on doit laisser z — a et y — b “indépendamment”. En pratique,
on se donnera € > 0 et on cherchera n > 0 tel que les conditions d(a,z) < n et d(b,y) <7
(on peut prendre le méme 7) impliquent . ..

On rappelle enfin les notations de Landau. Si f est une fonction & valeurs complexes
ou vectorielles et si g est une fonction a valeurs positive sur a, en un point a adhérent a
A on écrit

f=o0(g9) si f =hgouh(z) > 0 quand z — a,

f=0(g) si f=hg ol h est bornée au voisinage de a.

Retenir qu’un o(g) est un O(g) (& ne pas lire de droite & gauche!) et qu’un 0(g1)O(g2)
est un 0(9192)~



Complétion, point fixe et méthode de Newton (mercredi 10 octobre 2001)
Exposé: théoréeme du point fixe ...

Définition. Une suite (z,) d’un espace métrique est dite de Cauchy si pour tout € > 0
il existe un rang N tel que

pour tous n > N et p > 0.
Un espace métrique M est dit complet si toute suite de Cauchy (de M) est conver-
gente (dans M).

Théoréme du point fixe. Soit M un espace métrique complet non vide et f une
application de M dans lui-méme pour laquelle il existe une constante positive k < 1
telle que

d(f(2), f(y)) < kd(z,v)

pour tous z, y dans M (on dit que f est contractante).
Dans ces conditions, il existe un unique point a tel que f(a) = a (dit point fixe).
De plus, si a est un point quelconque de M et on définit par récurrence une suite (z,,)
par o = a et Tn41 = f(x,), alors (z,) converge vers le point fixe a; plus précisément

le
T kd(a, 1)

majore l'erreur commise en s’arrétant au rang n.

d(a,z,) <

Théoréme (méthode de Newton). Soit f une fonction réelle de classe C? définie sur
I’intervalle fermé I. On suppose que

If"(@)<C
pour tout z dans I; on pose
0@) = o o A@=I@/F@] | 5=26C et plz) = d@,I)

1 1
et on suppose en un point zo de I que f' # 0 et que § < 3 mln(ﬁ,p) *).
Dans ce cas, on peut définir par récurrence une (z,) de I partant de zo et vérifiant

f(zn)

T+l = Tn — f,(mn)

et cette suite converge vers un point £ de I tel que f(£§) = 0. On montre en effet
que ’hypotheése (*) se transmet de proche en proche. On posera o, = a(z,)... pour
simplifier.

De plus
oP~1

|z — &l < %—n‘:‘rﬂo

contrdle la convergence de z,, vers £. Enfin il y a unicité dans l'intervalle [zo — 7, o + 7]
ou r = min(1/apC, po).

Les hypotheses signifient que I’'on part d’un point zg tel que f'(zo) # 0 et que f(zo)
est suffisamment petit. On a |z, — & = O(u2") , ce qui, pour po < 1, montre que la
méthode est d’ordre 2. L’énoncé est optimal: considérer 2/2 sur [0, 2zo).

Pour cela adapter le probléeme de Calcul différentiel sur la méthode de Newton:
remplacer “convexe” ou “boule” par “intervalle”, || || par | | et les différentielles par des
dérivées.



Séries entiéres (mercredi 17 octobre 2001)
Exposé: séries entieres . ..

Lemme d’Abel. Si |a,23] est borné, alors la série de terme général a, 2™ converge en
un point z tel que |z| < |20/, et normalement sur un disque |2| < A avec 0 < A < [20].

Rayon de convergence. Il est défini comme 1'unique nombre R de [0, +00] tel que

- si |z| < R, la série converge absolument,

- si |z| > R, son terme général n'est pas borné.
On peut aussi le définir comme la borne supérieure des r > 0 tels que Yoo o lan]r™ < +o0
ou sup,, |a,|r™ < +o00.

Le disque de convergence esr le disque ouvert de centre 0 et de rayon R . La série

y converge absolument. Elle converge normalement dans tout disque de rayon strictement
plus petit.

Exemples.
La série z"/n! a un rayon de convergence infini,
la série n!z™ a un rayon de convergence nul,
la série z™ a pour rayon de convergence 1, et ne converge en aucun point du bord,
la série 2™ /n a pour rayon de convergence 1, et converge au bord sauf en 1,
la série 2™ /n? a pour rayon de convergence 1, et converge en tout point du bord.

Dérivabilité de la somme. La série dérivée (n + 1)an4+12™ a le méme rayon de con-
vergence R que la série a,2". La somme de la série initiale est dérivable sur |—R, R] et
admet pour dérivée la somme de la série dérivée.

La démonstration de la seconde propriété repose sur le théoreme de dérivation terme
a terme. En effet

- la série converge en 0,

et 1a série dérivée converge uniformément sur tout segment [— A4, Alavec0 < A< R.

Le dernier point résulte du lemme d’Abel appliqué 3 la série dérivée dont on sait
que son rayon de convergence est R. Sinon on prend B tel que A< B < Ret on écrit

fine n (Ayn-1 A n-1
Inanz" | < |an|B n(—é)n < Mn(E)

ce qui montre la converge normale.

Théoreme d’Abel. Si la série converge en zo au bord, elle est continue sur le rayon
fermé, voire sur un secteur angulaire “non tangentiel”.



Exponentielle (mercredi 24 octobre 2001)
Exposé: définition de ’exponentielle complexe ...

n
Définition. La série entiére de terme général — a un rayon de convergence infini: elle
n!

converge pour 2z quelconque. Sa somme

o0
=y 2
e” = s
n!

n=0
définit la fonction exponentielle, notée aussi exp z.

Propriété fondamentale. On a
/ ’
ez+z = ez ez

et en particulier e*e™* = 1 et e* # 0. Ainsi la fonction exponentielle définit un homo-
morphisme du groupe addidif C dans le groupe multiplicatif C*.

En particulier |e'¥|? = e'¥e~% = 1 pour y réel et

e:z:-{»—zy — e:c ezy
ou e® représente le module.

Dérivée. La fonction qui a = associe e** est dérivable sur R et vérifie

(eax)l e aez
pour a complexe fixé.

Trigonométrie. On définit les fonctions trigonométriques cosinus et sinus comme les
partie réelle et imaginaire de la fonction e**. Ainsi

e" T = e%(cosy + isiny) .

On vérifie aussitot la relatin cos? z 4+ sin? z = 1, les relations d’addition cos(a +b) =
... et les formules de dérivation (sinz)’ = cosz ...

Nombre 7. On définit 7/2 comme le plus petit x > 0 tel que cosz = 0.

La premiére étape consiste & montrer que cosz s’annule. Pour cela on dispose de
deux maniéres (au moins), sachant que cos0 = 1 et appliquant le théoréme des valeurs
intermédiaires.

Soit on écrit cos2 < 1—22/2+24/24 = -1+ 16/24 < 0.

Soit on raisonne par 'absurde: si cosz > 0 pour = > 0 alors sin z croit sur [0, +o0],
d’ot sinz — a > 0 quand £ — +00, et cosz — —o0.

Montrer que cos z ne s’annule qu’une fois entre 0 et 2 est possible. Il est cependant
plus élégant de noter que la borne inférieure des £ > 0 tels cosz = 0 est atteinte parce
que leur ensemble est fermé par continuité de la fonction cosinus.

De cos(7/2) = 0 et sin(w/2) = 1 (puisque sinz croit tant que cosz > 0) on passe &
l'intervalle {7 /2, 7] par cos(z +m/2) = ... puis & [r/2n] par cos(z + ) = - - - et on tombe
sur la périodicité.

En conclusion, 'homomorphisme du groupe additif R dans le groupe multiplicatif U
des nombres complexes de module 1 qui & z associe e* est surjectif et a pour noyau le
sous-groupe 274

Meéme chose pour I’homomorphisme du groupe additif C dans le groupe multiplicatif
C* qui a z associe e*.



Séries de Fourier: propriétés (mercredi 7 novembre 2001)
Exposé: séries de Fourier

Problématique. On se donne un nombre T' > 0 et pose w = 2r/T. 11 s’agit de
décomposer une fonction T-périodique f, i.e. une fonction f définie sur R telle que
f(z +T) = f(x) pour tout z, sous la forme d’une série (ou plutdt de deux)

f(.’l?) = Z Cneinwm )

n=—oo

i 2 6 a+T _; 5 A
Si la série converge normalement, on a ¢, = % fa e~"™wtf(¢)dt en intervertissant
intégration et sommation, pour o réel quelconque.

Coefficients de Fourier. On définit, pour n entier relatif, le coefficient de Fourier ¢, (f)
d’une fonction T-périodique continue par morceaux par

a+T )
enlf) = / & £ (1)dt

ol a est réel quelconque; en pratique on choisit souvent & = 0 ou a = —T/2 suivant la
facon dont on a défini f; faire un dessin sommaire dans tous les cas.

On pose a,(f) = * f:+T cos(nwt) f(t)dt et ba(f) = F f:+T sin(nwt) f(t)dt, pour
n > 0 et pour n > 0. On passe facilement des ¢, aux an et b, et inversement. Les
derniers sont liés & une décomposition f(z) = 9 + Y o_; an cos(nwt) + bn sin(nwt).

Dans tous les cas il s’agit de savoir si la série converge et représente f.

Convergence en moyenne quadratique. On met sur I'espace vectoriel C,,, des fonc-
tions continues par morceaux T-périodiques le produit hermitien

at+T
ro)=7 [ Toata

et on y considére le systéme orthonormé des ey, ol en(z) = ei™T et ou n varie dans Z.
Alors ¢, (f) = (en, f) et Z":_p cnén est la projection orthogonale de f sur le sous-espace
engendré par €_p,...,€q.

On démontre que les polynomes trigonométriques, définis comme des combinaisons
linéaires des e, permettent d’approcher toute fonction de C,, pour la norme Iflle =
(£, f) de la convergence en moyenne quadratique sur une période.

De 14 résulte la convergence en moyenne quadratique de la série vers f, au sens que

a+T q
p,}zlgloo 'f Z Easa

« n=-—p

2
dt =0

avec, au passage, le fait que les ¢, caractérisent f et I'égalité de Bessel-Parseval

oo

a+T
Y el =g [ Ir@.

n=-—oo

Dérivation, convergence normale. Si f est & la fois continue et continiiment dérivable

|12
par morceaux, alors ¢, (f') = inwen (f). De plus |cn(f)] < zn;‘ﬁ + IC"({ )" et la série de
Fourier de f est normalement convergente, de somme f.

Convergence ponctuelle, théoréme de Dirichlet. Si f est continiment dérivable
par morceaux, sa série de Fourier converge uniformément, avec f pour somme, sur tout
segment sans point de discontinuité; les sommes symétriques convergent vers ﬂiﬁfg—ﬂz——l
en un point x de saut.



Séries de Fourier: applications (mercredi 14 novembre 2001)
Exposé: exemples d’emploi de séries entiéres ou trigonométriques . ..

Retour sur la dérivation. Etant donné le rdle central des hypotheses, il convient de
savoir justifier I'intégration

1 at+T I a+T .

en(f) = = / et (t)dt = —= / —tnwe ™" f(t)dt = inwen (f)
T [s3 T o

par parties. On décompose l'intervalle de période en intervalles sur lesquels f est con-

tiniment dérivable. Les termes tout intégrés intermédiaires s’annulent si f est supposée

continue, et les termes extrémes par périodicité, si le raccordement est lui aussi continu.

Retour sur les discontinuités. Considérons une fonction f continiiment dérivable par
morceaux 27-périodique, discontinue seulement aux points 2k7; on pose ¢n, = enl )

La fonction g définie par g(z) = (1 — cosz) f(z) est continue; sa série de Fourier est
normalement convergente. On obtient Zq__p cn(g)e’™® par projection orthogonale de

(1 £24e72) 5% cne™ sur le sous-espace €_g, ..., €p. Cela donne

n=-—00 n€

c— Cy Coge1 _; Cot1 <
l—COS:E § : Ccne m:t q z( q— 1)z+_2£ez(p+1)m_ e P;' eiPT

Comme ¢, — 0 par Bessel-Parseval, chacun des quatre termes correcteurs de droite
converge uniformément vers zéro. La suite double (1 — cosx) Z__p cne'™® converge
donc uniformément lorsque p,q — oo. En divisant, on obtient encore la convergence

uniforme sur tout segment ol 1 — cosz est minoré, du type [¢,2m — €] ol 0 < e < .

Sommation de séries. Si la série u, représente la valeur en un point a de la série
de Fourier de la fonction périodique f, sa somme sera f(a), & condition que la série
représente bien f en ce point. Si I'on invoque le théoréme de Dirichlet il convient de
vérifier que f est bien continue au point en question; faire attention aux raccordements;
rien ne remplace un dessin.

Si la série un est la série |c,(f)|? des carrés des modules d’une fonction périodique
f, la formule de Bessel-Parseval sera utilisée.

Solutions périodiques d’équation différentielles. La période T est donnée ici. La
méthode de résolution procéde en deux temps.

D’abord on suppose le probléme résolu, se donnant une solution T-périodique f.
Pour une équation du second ordre avec second membre continu cela implique que f est
de classe C2. On prend les coefficients de Fourier des deux membres en appliquant le
théoreme de dérivation. On en déduit c,(f). De cette fagon on a établi 'unicité.

Ensuite on montre que ’on peut sommer la série de Fourier obtenue et que la somme
est bien solution de I’équation donnée. Pour cela on appliquera le nombre de fois qu'il
faut le théoréme de dérivation terme & terme des séries, en vérifiant chaque la convergence
normale des séries dérivées.

Parallélement, on peut chercher & attaquer directement le probleme, ce qui donnera
lieu par identification & une relation intéressante.

On cherche parmi les solutions générales celles qui sont sont T-périodiques. Pour une
équation du second ordre, ces solutions dépendent de deux parametres. Pour obtenir une
solution f soit T-périodique on demandera par exemple f(0) = f(T) et f'(0) = f'(T); le
raccordement de f” sera automatiquement réalisé par I’équation.



Suites et séries de fonctions: convergence, continuité (mercredi 21 nov. 2001)
Exposé: suites de fonctions: divers modes ...

On considere un intervalle I et une suite (f,) ou une série (u,) de fonctions définies
sur I.

Convergence simple. On dit que la suite (f,) converge simplement vers une fonction
f sur I si pour tout point z de I la suite (f,(z)) converge vers f(z).

De méme on dit que la série (u,) converge simplement (resp. simplement absolu-
ment) sur I si pour tout point z de I la série (u,(z)) converge (resp. converge absolu-
ment).

Malheureusement la convergence simple d’une suite ou d’une série de fonctions ne
fournit pas d’information sur les propriétés de la limite.

L’exemple de la suite (z™) sur [0, 1] montre que les u, peuvent étre continues sans
que leur limite le soit.

L’exemple de la suite (nz™) sur [0, 1[ montre que l'intégrale de la limite n’est pas
toujours la limite des intégrables, sachant que I’'une ou l’autre peut ne pas exister.

Convergence uniforme. On dit que la suite (f,) converge uniformément vers f sur
I si, étant donné € > 0, on peut trouver N tel que n > N implique |f,(z) — f(z)| < €
pour tout point z de I.

On peut aussi dire que la suite de terme général

Il fn = fllo = sup |fn(z) — f(IL‘)|
zel

tend vers 0.
On peut encore dire qu'il existe une suite (e,) positive et tendant vers 0 telle que

|fn(z) — f(2)| < €n

pour tout point = de I.

Si les f,, sont continues sur I et si la suite (f,) converge uniformément vers f sur I,
alors f est continue.

Puisque la continuité est une propriété locale, on notera que la convergence uniforme
sur tout segment de I suffit. On se sert souvent de I’énoncé sous cette forme.

De plus, lorsque I est un segment [a, b], la suite [ : f(t)dt converge vers f: f(t)dt.

Convergence normale. Pour les séries, la convergence uniforme est celle de la suite
des sommes partielles. La propriété qui suit est plus forte mais plus pratique.

On dit que la série (u,) converge normalement sur I signifie que la série de terme
général

lunlloo = sup |un(z)|
zel

est convergente.

On peut aussi dire qu’il existe une série (a,) positive convergente telle que

|fn(z) — f(2)] < an

pour tout point = de I.
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Suites et séries de fonctions: dérivation (mercredi 28 novembre 2001)
Exposé: dérivation de la somme ...

On considére un intervalle I et une suite (f,) de fonctions dérivables sur I.

Théoréme de dérivation terme a terme. Si
- la suite (f,) converge simplement vers une fonction f sur I,
- la suite (f}) converge uniformément vers une fonction g sur I,
alors f est dérivable sur I et f' = g.
Remarques.
1) L’existence d’une limite simple f a lieu dés que la suite converge en un point, grace
A la seconde hypothese, laquelle montre alors que la suite (f,) converge uniformément
sur tout intervalle borné inclus dans I. En pratique c’est de peu d’intérét.
2) Puisque la dérivation est une opération locale, la seconce hypothese peut étre
remplacée par la convergence uniforme sur tout segment de I. On se sert souvent de
I’énoncé sous cette forme.

Application aux séries. Considérons une série (u,) de fonctions dérivables sur I. Si
- la série (u,) converge simplement sur I,
- la série (ul,) converge normalement sur I,

alors la somme Y u,, est dérivable et (3" un) =) us,.

Les remarques précédentes s’appliquent.
11 faut savoir démontrer le théoréme de dérivation dans le cas de fonctions de classe
C!. On écrit .
Falo) = ful@) = [ faltha
a
et on passe a la limite uniforme sur [a, b]. Il vient
T

f(@) - f(a) = / o(t)dt

a

ce qui montrer que f est dérivable et que f' = g.
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Intégrale sur un segment (mercredi 5 décembre 2001)
Exposé: Définition de I'intégrale sur un intervalle compact ...

Soit S = [a, b] un segment, c’est-a-dire un intervalle compact. On définit 'intégrale
[s f(t)dt d’une fonction continue f sur [a,b] comme la valeur commune

max | g = min / h
9<f Js f<h Jg
ol g et h sont des fonctions en escalier sur I.

Si I’on se donne une suite @ = ¢cro < cp1 < - S Cpyi £ 00 S Cnji, = b de
subdivisions de [a, b], dont le pas p, = maxi<i<i,(Cni — Cn,i—1) tend vers 0, et si, pour
1 < i < iy, on choisit un point t, ; de [cn,i-1, cn,i), lintégrale est encore la limite quand
n — oo des sommes de Riemann

in
) (€ns — eni=1)f(tnsi) -
1=1
L’énonce s’aplique notamment pour ¢, ; = a + i-b;—“ et ip, =n.
Si f est continue, alors [ f(t)dt est dérivable et admet f'(z) pour dérivée en z.

On étend l'intégrale au cas d’une fonction continue par morceaux sur I, par subdi-
vision de l'intervalle.

Théoreéme de continuité sous I’intégrale. Soient [a, b] un segment et X un intervalle.
Si f est une fonction continue sur [a, b] x X, alors

b
F(z) = / £(t,z)dt

définit une fonction F' continue sur X.

Noter qu’on suppose f continue du couple (t,z) et non séparément continue.
Théoréme de dérivation sous I’intégrale. On reprend les notations ci-dessus, avec
X =]a, . Si

- la fonction f est continue sur [a,b] X X,

- elle admet une dérivée partielle 8f/dz continue sur [a,b] X X,
alors F' est dérivable sur X et

" pb
F’(;:;):/ %(t,x)dt.
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Intégrale absolument convergente (mercredi 12 décembre 2001)

Exposé: Intégrales dépendant d’un parametre.
Exercices: Dsi4, Dsi5, Dsi6, Dsi7

Soit I un intervalle non compact et f une fonction définie sur I que nous supposerons
continue. On pourrait étendre la suite au cas de fonctions continues par morceaux sur
tout segment, mais I'utilité pratique en est faible.

On dit que f est intégrable sur I si son intégrale converge absolument en toute
extrémité de I qui n’est pas dans I. Cela comprend toujours les extrémités infinies.
Par exemple, si I =)0, +o00], cela signifie que

L= /0 1 (8))t

a une limite finie quand £ — +00, ou encore que les I, sont majorées.
Pour I = ]0, 1], on considérera la convergence des intégrales fyl |f(t)|dt quand y — 0

par valeurs > 0; pour I = ]0, +-00[, on considérera la convergence des intégrales [ | f(t)|dt
quand & — +oo et [*|f(t)|dt quand y — O par valeurs > 0.

En pratique, on pourra utiliser des majorations ou des équivalents pour |f(t)],
ainsi que la regle de Riemann:

[T dt/t* converge si o > 1 et [ dt/t* converge si a < 1.

On rameéne a 0 le cas d’une extrémité a finie non nulle par le changement de variable
t=a+u.

Théoréme de la convergence monotone. Si la suite croissante (resp. décroissante)
(fr) de fonctions continues intégrables converge simplement sur I vers la fonction con-
tinue f et si

les [ fn(t)dt sont majorées (resp. minorées),
alors f est intégrable sur I et [} fn(t)dt — [ f(t)dt.

Théoréme de la convergence dominée. Si la suite (f,) de fonctions continues
intégrables converge simplement sur I vers la fonction continue f et si

|Fn(t)] < g(t) pour tout n et ¢t dans I,
ol1 g est continue intégrable sur I, alors f est intégrable sur I et [, fn(t)dt — [ f(t)dt.

Théoréme de continuité sous I’intégrale. On reprend les notations déja utilisées.
Si f est continue sur I x X, et si

|f(t,z)| < g(t) pour tout z dans X et tout ¢ dans I,
ol g est continue intégrable sur I, alors F est continue sur /.

Théoréme de dérivation sous ’intégrale. On conserve les mémes notations. Si
- la fonction f est continue sur I x X, intégrable en ¢t pour tout z,
- elle admet une dérivée partielle df/0z continue sur I x X,

- vérifiant |§£(t,x)| < g(t) pour tout z et tout ¢,
ol g est continue intégrable sur I, alors F' est dérivable sur I et F'(z) = [, %;E(t, z)dt.

Attention! Dans les trois derniers énoncés, il convient de vérifier que g(t) ne dépend
que t, et non pas de n ou de z.

13



Intégrale semi-convergente (mercredi 19 décembre 2001)
Exposé: Intégrale impropre ...
On considére un intervalle I non compact; et on se place en une extrémité de I qui
n’est pas dans I.
Si l'intégrale de f y est convergente sans étre absolument convergente on parle

d’intégrale semi-convergente.
Dans un tel cas, il n’est pas question de parler de fonction intégrable pour f!

+oo s
t
[t

En pratique on retiendra qu’on n’a plus droit aux équivalents, et qu’on ramene
souvent & une intégrale absolument convergente par intégration par parties. Ainsi

T sint —cost|”® T cost
/ in & = co _/ —2—dt
p t t i—n o t

L’exemple de

est emblématique.

ou l'intégrale de droite est absolument convergente. Ici a > 0; pour choisir a = 0,
remplacer — cost par 1 — cost.

Pour la continuité ou la dérivation sous le signe intégrale, ou bien on se ramene au
cas absolument convergent, ou bien on consideére d’abord des intégrales définies telles que

N
Fn(z) = / £(t, z)dt

dans le cas ou I = [0,+o00|, et on applique ensuite les théorémes sur les limites de
fonctions, ce qui revient a majorer

@) - F@I=| [ e

par suite tendant vers 0 indépendante de z.
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Fonctions convexes (mercredi 9 janvier 2002)
Exposé: fonctions convexes ...

Définition. Soit I un intervalle. La fonction f : I — R est dite convexe si

F((L=Nz+xy) < Q= N)f(z)+Af(y)

pour tous z, y dans I et 0 < A < 1.
On peut imposer z <y et 0 < A < 1.

Interprétation géométrique. Dire que f est convexe revient & dire que sur chaque
[z,y] la courbe entierement sous la corde; faire un dessin.

Exemples
- de fonction convexe non continue sur [0,1): f(0) =1 et f(z) =0 pour z > 0.
- de fonction convexe continue non dérivable sur R: |z|.
- de fonction convexe dérivable non deux fois dérivable sur R: |z|3/2,

Théoréme 1. La fonction f est convexe ssi pour tout zo, la pente

f(z) — f(zo)

Tr — T

est une fonction croissante de x (sur I privé de zo).

Proposition. On suppose I ouvert. Si f: I — R est convexe alors f est continue et
dérivable a droite. De plus

fy) - f@) f

@) < fa() < TE=E2 < ) < i)

pour z < y dans I.

Théoréme 2. La fonction f est supposée dérivable; alors f est convexe ssi f! est
croissante.

Théoreme 2bis. La fonction f est supposée continue et dérivable a droite (resp.
gauche); alors f est convexe ssi f; (resp. f;) est croissante.

Théoréme 3. La fonction f est supposée 2 fois dérivable; alors f est convexe ssi f">0.

Remarque. Pour dériver, il vaut mieux supposer I ouvert pour éviter les difficultés;
sinon, en une extrémité, la dérivabilité peut se limiter & une dérivabilité & gauche ou a
droite, et la dérivabilité & gauche ou & droite a rien du tout.

Inégalités de convexité.
- linégalité arithmético-géométrique

a1+ +an

- Z(al...an)l/n

- I'inégalité de Holder
aby + -+ + apbp < (a8 + -+ aB)VP(bI + - -+ b7)H/1
- I'inégalité de Minkowski

(a1 +b1)? 4+ (an +50)P) /P < (@ +- -+ aB)VP o (B + - + 1)1/7
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Accroissements finis (mercredi 16 janvier 2002)
Exposé: Fonctions & valeurs dans R ou R" ...

Dérivée. Soit f une fonction définie sur un intervalle I et zy. La dérivée en z de f est
la limite, si elle existe, du quotient

f(zo +h) — f(xo)
h

quand z tend vers xg en restant dans I.
Dire que f est dérivable en z( et y admet | pour dérivée signifie encore que

f(zo + h) = f(z0) + lh + o(|h)

quand h — O.
Si z est une extrémité on définit de cette fagon une dérivée a droite ou & gauche.

Théoréme de Rolle. Si f : [a,b] — R est continue, dérivable dans ]a, b[ et si f(a) = f(b)
alors il existe ¢ dans ]a, b[ tel que f'(c) = 0.
Accroissements finis.

Il y a la formule, valable exclusivement pour des fonctions a valeurs dans R: si
f i [a,b] = R est continue, et dérivable dans ]a, b|, alors on a

f(b) = f(a) = (b—a)f'(c)
pour (au moins) un ¢ dans ]a, b[.
Si f est dérivable sur I et a, b des points de I (sans supposer a < b), on peut
remplacer ¢ par a + (b — a) pour un 0 tel que 0 < 6 < 1.
Il y a inégalité, qui s’exprime pour f & valeurs dans R avec des | |, et pour f &
valeurs dans R™ avec des || ||: ..., et si ||f(z)|| £ M pour a < z < b, alors

I1£'(6) = f'(a)ll < M (b~ a)

dans le cas de R".

Il y a aussi ’inégalité généralisée sous les mémes conditions et hypotheses pour
f scalaire ou vectorielle et g scalaire: ..., et si || f'(z)|| < ¢'(x) pour a < z < b, alors

1£'(6) = £'(a)ll < g(b) — g(a) -

Enfin, pour f continiiment dérivable sur [a, b], la formule

b
F(b) - f(a) = / F(t)dt

est liée aux accroissements finis, et valable pour R et R".

L’erreur 3 éviter est d’appliquer la formule avec f'(c) en dimension > 1, notamment
pour des fonctions complexes. Penser & f(z) = e® sur [0,27]; on a € = 2™ = 1 et
pourtant la dérivée ie**, qui reste de module 1 ne s’annule pas!

La premiere formule se déduit du théoréme de Rolle. Pour démontrer la derniére
formule, on remplace b par z et on dérive chaque membre pour constater 1'égalité des
dérivées. Il faut savoir qu'une fonction de dérivée nulle sur un intervalle est constante,
ce qui résulte de la premiére formule, appliquée & chaque composante pour une fonction
vectorielle. Enfin les inégalités se déduisent de la formule intégrale pour une fonction
contintiment dérivable. On écrit || f(b) — f(a)|| < [||f/(¢)||dt sachant que la majoration
de la norme d’une intégrale s’établit en approchant par des fonctions en escalier.

16



Formule de Taylor (mercredi 23 janvier 2002)
Exposé: différentes formules de Taylor ...

On considere une fonction f définie sur un intervalle I et des points a, b de I. La
formule de Taylor s’écrit

_— . / . nf(n)(a’)
£0) = f@) + (b= a)f (@) + -+ + (b - " L2 + R,

sous des hypotheses convenables et avec un reste R, & préciser suivant les cas.

Formule classique. Pour f & valeurs réelles exclusivement, de classe C™ sur [a,b] et
possédant une dérivée (n + 1)-eéme sur ]a,b[, on a

(b _ a)n+l

CESEANCE

R, =

Formule de Taylor-Lagrange. Pour f & valeurs dans R ou R", les mémes hypotheses
et ||f"+V|| < M, ona
(b _ a)n+1

Formule avec reste intégral. Pour f & valeurs dans R ou R", de classe C"*! sur
[a, b], on a

b
o (b"'t)n (n+1)
Rn—/a — ) (t)dt .

Formule de Taylor-Young. Pour f & valeurs dans R ou R", définie au voisinage de
a, possédant au voisinage de ce point des dérivées jusqu’a 'ordre n — 1 et en ce point
une dérivée d’ordre n, on a f(z) =--- avec

Rp = o(|z — al™)
quand z — «.

Remarques. Noter que pour n = 1 la formule de Taylor-Young n’est que la définition
de la dérivée. Noter que la formule de Taylor-Lagrange se déduit de la formule classique
si f est & valeurs dans R, et de la formule avec reste intégral si f est de classe C**1.

Pour f de classe C" au voisinage de a, on peut déduire la formule de Taylor-Young
de celle avec reste intégral au rang n — 1, écrivant

o - T n—1
R, E=0"" ) (z—a)" / (z—1) (n) (n)
~] = t)dt = ————— b nci SN 7 dt
1 / CEE AN Tt Ve -
d’ot, pour € > 0 donné et z suffisamment proche de a, la majoration

T (p— n—1 —a)"
IIRnIISe/ (T_ilf)!—dtze(i——).

n!

Conditions d’extremum local. Pour f de classe C? au voisinage de a, une condition
nécessaire de maximum (resp. minimum) local est:

f'(a) =0, f"(a) <0 (resp. f"(a) > 0),
et une condition suffisante est:

f'(a) =0, f"(a) <0 (resp. f"(a) > 0).
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Différentiabilité en dimension 2 (mercredi 30 janvier 2002)
Exposé: formule de Taylor-Young ..

Définition de la différentielle. Soient U une partie ouverte de R?, a un point de
Uet f: U — R" On dit que f est différentiable en a et admet I’application linéaire
l:R? - R"™ comme différentielle en ce point si

fla+h) = f(a) +1(h) + o(||A])

quand h — 0.
Par o(]|h]|) on entend que pour tout € > 0, il existe > 0 tel que ||h|| < n implique

1f(a+ h) = f(a) = U(R)]| < €|lAll.

Il y a unicité de la différentielle au point a; on la note note df (a) ou f’(a). On écrit
souvent df (a).h ou f’(a).h pour I(h).

Si on remplace R? par R, on retrouve la dérivabilité, et [(h) = hf’(a) ou f'(a) est
la dérivée.
Dérivées partielles. Soit a = (a;,az). Les dérivées partlellesa—[—(a ), b—;}( ) sont les
dérivées, si elles existent, des fonctions partielles f(z1,az2) en a; et f (a1,z2) en as.

Si f est différentiable en a, alors f admet des dérivées partielles en ce point et

df(a).(ha, hg) = %(a)hl + 5‘9:;2((;)112

caractérise la différentielle. Noter qu'il suffit d’écrire (hy, h2) = (h1,0) + (0,h2). On a
8f/6m1 = df(l,O) et 8f/8m2 = df(O, 1).

Théoréme de composition. Soient n, p des entiers égaux a 1 ou 2, U, V des parties
ouvertes de R® et RP, et f: U — V, g: V — R9. On considére a € U et b = f(a). Si f
est différentiable en a et g en b, alors g o f l'est en a, avec

d(g o f)(a) = dg(b) o df (a) .

Théoréme fondamental. Si f posséde des dérivées partielles continues (en (z,y)) dans
U, alors f est différentiable dans U.

On passe par la formule des accroissements finis avec reste intégral, laquelle se déduit
de la formule en une variable. On applique cette derniere a

g(t) = f(a +th,b+ tk)
entre 0 et 1. Alors g(1) — g(0) = 01 g'(t)dt donne

Lof

i §
f(a+h,b+k)——f(a,b)=h/ OF (@ -+ th, b+ tk)dt + k
0 3.’1: 0 3

2L (a + th, b+ tk)dt

soit encore h3L (a,b) + k%(a, b) + o(|h| + |k|); raisonner comme indiqué plus loin.
Formule de Taylor. La version Taylor-Young qui développe f(a + th, b+ tk) en

62f O f

O0zdy

of

f(@,b)+h"(a,b)+ ( b)+ = ( 27 (a,b)+2hk

(a b)+k2 2(a b))+ R(h, k)
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avec R(h,k) = o(|h| + |k|)?, pour f de classe C? au voisinage de (a, b), est piégeuse. La
formule en deux variables ne se déduit pas de celle en une variable: en effet le o doit étre
uniforme par rapport & la direction de dérivation.

On passe donc par la formule avec reste intégral qui, elle, se déduit de la formule en
une variable. On applique cette derniére &

9(t) = f(a +th,b+ tk)

entre 0 et 1. Alors
9(1) = f(a+ h,b+ k)
s’écrit comme la somme de

of

9(0) +4¢'(0) = (ab)+h (b)+k (b)

et d’un reste

/ zl—-t) "(t)dt = / l(h 2 0% =5 (a+th,b+k)+2hk o (a+th, b+tk)+k% —= o (a+th, b+tk))d
0 g N 0 3 3 ay ' 6 2

dont on fait sortir

62f

(08) + K3 L (0,1)

1/, ,0%f
§(h 5-3(a,b) + 2hk-s o

Ox2

pour laisser un o(|h| + |k|)2.

Précisément on se donne ¢ > 0; on choisit n > 0 assez petit pour que le carré
[@a —n,a+n] x [b—n,b+n] soit dans le voisinage considéré et que la valeur de 82 f/9z2,
82 f /0x0y, 62 f/0y? y differe de moins de € de la valeur prise en (a, b).

On applique ce qui précéde & un accroissement (h, k) tel que |h| < 7, |k| < n. Le
reste differe de sa valeur en (a,b) de moins de €(|h| + |k|)2. QED.

Condition sufﬁsante d’extremum local. On suppose f de classe C2 au voisinage de
(a,b), vérifiant 2 (a b) = (a b) = 0. On pose

8 o f _of
_—a?(a,b) S = a 8 ( b) t—a—yz(a,b)

Si s2 — rt < 0, alors f admet en (a,b) un minimum ou maximum relatif strict suivant
quer >0our <0.

Pour cela, supposant par exemple 7 > 0, on note que le rapport

rh? + 2shk + tk?
|h|? + |k|?

ne s’annule pas sur la sphére unité; par compacité il y est donc minoré par ¢ > 0. La
minoration Th? + 2shk + tk? > c(|h|? + |k|?) vaut alors partout par homogénéité. Il ne
reste plus qu’a prendre € < c et choisit un n > 0 donné par le o.

On peut aussi donner des minorations explicites, écrivant rh? — 2s|hk| + tk?* comme

52

rOh] = £k + T2 = k] = SJAl)?+ T2 = (bl = VARD? + (V- )R
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Equations différentielles d’ordre 2 et systémes (mercredi 6 février 2002)
Exposé: systemes différentiels & coeflicients constants . ..

On se contente ici d’expliquer la méthode de Lagrange pour une équation linéaire
du second ordre & coefficients variables

T4+az+ax=>.

Le systéme associé. L’équation se ramene au systeme

X=AX+B

v=() - an( 4) = ae (D).

L’équation résolvante. Pour un systéme homogene quelconque

X =AX

ou

dont on connait deux solutions indépendantes

r=(3) « ()
Y2 23
(2 %)
Y2 22

R=AR.

la matrice

vérifie I’équation résolvante

La méthode de Lagrange. Elle consiste & chercher des solutions du systéme homogeéne
X = AX + B de la forme X = RK; si K a pour composantes A, u, cela revient a faire
varier les constantes dans ’expression \Y + uZ de la solution générale. Comme

X =RK + RK = ARK + RK

on obtient en reportant )
RK =B.

Retour a I’équation du second ordre. On suppose que l'on connait deux solutions
vy, z indépendantes de I’équation homogene. Ici

w=(y3) - x=()

ot 'équation RW = B s’écrit
Yy z A
g z)\p) " \b

Ay + iz =0 (*)
e, particulier. En ajoutant Ay + i = g, on obtient un systéme d’oul on peut tirer A et
s il ne reste plus qu’a primitiver.

ce qui impose

En pratique, on part de la solution générale \y + pz de 1'équation homogeéne qu’on
reporte, avec A, u variables respectant (*), dans I’équation inhomogene.
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Exercices sur les théemes 1 et 2: parties ouvertes,
fermées, continuité, suites extraites, compacité
Exercice 1.
@ On désigne par A le sous-espace de R constitué
des nombres algébriques. L'ensemble Q des nombres
rationnels est-il ouvert (resp. fermé) dans A 7 &

Exercice 2a.
@ On considére une fonction numérique f définie
surR2%. On suppose que chacune des restrictions de f
aus demi-plans x > 0 et x < 0 est continue. Montrer,

en considérant des suites, que f est continue. [ ]
Exercice 2b.
@ Reprendre |'exercice précédent en considérant les
images réciproques de parties fermées. [ ]
Exercice 2c.
@ Qu'advient-il si on remplace I'un des demi-plans
fermés par un demi-plan ouvert? |
Exercice 3a.

@ Dans |'espace M,(R) des matrices 2 x 2 a coeffi-
cients réels, la partie GLy(R) constituée des matrices
inversibles est-elle ouverte, fermée, constitue-t-elle un
sous -espace compact? |

Exercice 3b.
@ Méme question pour la partie SLo(R) constituée
des matrices de déterminant 1. ]

Exercice 3c.
@ Méme question pour la partie Oz(R) constituée
des matrices orthogonales. |

Exercice 4a.
@ Soient A et B deux parties fermées de R?. On
suppose |'une compacte. Montrer que la partie A+ B
constituée des sommes = + vy, ol x varie dans A ety
dans B, est compacte. i

Exercice 4b.
@ Que faut-il penser de I'exemple ol A est définie
parzy=1et B parz =07 [ ]

Exercice 4c.
@ Que faut-il penser de I'exemple ol1 A est définie
pary > z2 et B parz > y?? [ ]

Exercice 5.
@ On considére des nombres réels a, b, ¢, d telq que
ad — bc # 0 et la transformation homographique f
définie par

ar +b
f(2) = cx+d
pour x telq que cx +d # 0.

On considére une suite (z,,) telle que cx,+d # 0
et Tnyy1 = f(xn) pour n > 0. On suppose qu'elle
admet une limite (finie) x.

Montrer que cx +d # 0 et que f(z) = x. [ |

Exercice 6.
& Soit A une partie de R. On suppose que pour
tout segment [a, b] rencontrent A, les bornes inf AN
[a,b] et sup AN[a,b] de AN [a,b] appartiennent 3 A.
Montrer que la partie A est fermée.

Y a-t-il une réciproque? |

Exercice 7.
@ Montrer, par un argument direct et sans con-
sidération géométrique, que parmi les triangles de
cétés a, b, c de périmétre 2p = a + b + ¢ donné,
il en est au moins un de surface maximum.

On rappelle que

S =+/p(p—a)(p—b)(p—rc)

donne la surface en fonction du demi-périmétre. W

Exercice 8 (a rendre).
@ On considére un nombre réel p tel que p > 1.
a) Montrer que la fonction qui & z associe || est
continiiment dérivable sur R et strictement convexe.
b) En déduire que

|z|P + |y|P
2

T+y|P
<
=
si x, y sont des nombres réels distincts.
c) On fixen > 0 et on considére la partie A de R?
définie par |z — y|P > 7 et |z|P + |y|P = 2. Montrer
qu'il existe une constante C > 0 pour laquelle

s <ol 2]

sur A. On pourra considérer la fonction

8@ = k- o[t - |55

sur cette méme partie.
d) Déduire du c) que pour tout 7 > 0 fixé, il
existe C > 0 tel que

+ |y|?
2

T+y|P
2

|z|?
jz 9P < (C+7) ~c|
pour tous x, y réels.
On pourra supposer |z|P + |y|P # 0 et se ramener
au cas ol cette somme vaut 2.
e) Y a-t-il moyen de trouver simplement une telle
inégalité lorsqurp = 27 ]




Exercices sur les thémes 1 et 2: parties ouvertes,
fermées, continuité, suites extraites, compacité
Exercice 1.
@ On désigne par A le sous-espace de R. constitué
des nombres algébriques. L'ensemble Q des nombres
rationnels est-il ouvert (resp. fermé) dans A7 ®

Exercice 2a.
@ On considére une fonction numérique f définie
surR%. On suppose que chacune des restrictions de f
aus demi-plans x > 0 et x < 0 est continue. Montrer,

en considérant des suites, que f est continue. |
Exercice 2b.
& Reprendre |'exercice précédent en considérant les
images réciproques de parties fermées. i
Exercice 2c.
w~ Qu'advient-il si on remplace I'un des demi-plans
fermés par un demi-plan ouvert? [ |
Exercice 3a.

@ Dans |'espace M>(R) des matrices 2 x 2 3 coeffi-
cients réels, la partie GLy(R) constituée des matrices
inversibles est-elle ouverte, fermée, constitue-t-elle un
sous -espace compact? ]

Exercice 3b.
@ Méme question pour la partie SLy(R) constituée

des matrices de déterminant 1. [
Exercice 3c.
@ Méme question pour la partie Oo(R) constituée
des matrices orthogonales. |
Exercice 4a.

w Soient A et B deux parties fermées de R?. On
suppose 'une compacte. Montrer que la partie A+ B
constituée des sommes x + 7y, oll x varie dans A ety
dans B, est compacte. [ ]

Exercice 4b.
@ Que faut-il penser de I'exemple ol1 A est définie
parzy=1et B parz =07 [ |

Exercice 4c.
@ Que faut-il penser de I'exemple oti A est définie
pary > x2 et B parz > y?? [ |

Exercice 5.
@ On considére des nombres réels a, b, c, d telq que
ad — bc # 0 et la transformation homographique f
définie par

ar +b
f(2) = cx+d
pour x telq que cx + d F# 0.

On considére une suite (z,,) telle que cx,+d # 0
et n41 = f(z,) pour n > 0. On suppose qu'elle
admet une limite (finie) x.

Montrer que cxz +d # 0 et que f(z) = . |

Exercice 6.
w Soit A une partie de R. On suppose que pour
tout segment [a, b] rencontrent A, les bornes inf AN
[a,b] et sup AN[a,b] de AN [a,b] appartiennent 3 A.
Montrer que la partie A est fermée.

Y a-t-il une réciproque? [ |

Exercice 7.
@ Montrer, par un argument direct et sans con-
sidération géométrique, que parmi les triangles de
cotés a, b, ¢ de périmétre 2p = a + b + ¢ donné,
il en est au moins un de surface maximum.

On rappelle que

S=+/p(p—a)(p-b)(p—-c)

donne la surface en fonction du demi-périmétre. MW

Exercice 8.
@ Soit f une application continue de R dans R. telle
que f(z+y) = f(z)+ f(y) pour tous z, y. Montrer
que f(z) = zf(1). =

Exercice 9 (a rendre).
@ On considére un nombre réel p tel que p > 1.
a) Montrer que la fonction qui 3 x associe |z|P est
continliment dérivable sur R et strictement convexe.
b) En déduire que

|z+y|P < |z[P + |y[?
2 2

si x, y sont des nombres réels distincts.

c) On fixen > 0 et on considere la partie A de R?
définie par |z — y|P > n et |z|P + |y|P = 2. Montrer
qu'il existe une constante C > 0 pour laquelle

P
Ix—yl”sC[l—|z+y ]

2

sur A. On pourra considérer la fonction

p1-1
#(@) = o — o, [1 - |52
sur cette méme partie.

d) Déduire du c) que pour tout n > 0 fixé, il
existe C > 0 tel que

T+y|P

)le” + |yl?
2

|z —yP < (C+n 5

_CI

pour tous x, y réels.

On pourra supposer |z|P + |y|P # 0 et se ramener
au cas ol cette somme vaut 2.

e) Y a-t-il moyen de trouver simplement une telle
inégalité lorsqurp = 2?7 |




Exercices sur les thémes 3 et 4: connexité, con-

tinuité uniforme ... et toujours la compacité

Exercice 1.
@ Soit f une fonction dérivable sur un intervalle.
Montrer que la dérivée f' y posséde la propriété des
valeurs intermédiaires: si a < b et si v est entre
a = f'(a) et B = f'(b), il existe c entre a et b tel

que f'(c) = 1.

On se raménera au cas ol y = 0 et oll @ > 0 et
B < 0 par exemple. [ |
Exercice 2a.

@ Dans le plan R?, |a couronne définie par
1<z?+y?<2

est-elle connexe? [ |

Exercice 2b.
@ Méme question pour

(x*-1)%2<1/2.

Exercice 3a.
@ Montrer que

y=r o dt
vi-vi= [ o LRI

pour 0 < z < y. En déduire que la fonction qui
a z associe \/x est alors uniformément continue sur
[0, +00l. [ ]

Exercice 3b.
@ Montrer que la fonction du 1a est uniformément
continue sur [0,2] et sur [1,+o0o[. Cela permet-il de
conclure? [ |

Exercice 4.
& Quels sont les polynémes qui définissent des fonc-
tions uniformément continues sur R? On pouura
considérer le comportement de P(z + a) — P(x)
quand x — Fo0. |

Exercice 5.
w~ Soit f une fonction réelle de classe C* sur [0,1].
Pour chaque entier p on décompose [0,1] en 2™ in-
tervalles égaux et on désigne par L, la somme des
longueurs des images par f des sous-intervalles sur
lesquels la dérivée f' s'annule au moins une fois.
Montrer que L,, tend vers 0 quand n tend vers
l'infini, [
Exercice 6.
@ Soit f une fonction uniformément continue sur
[0, +00[. On suppose f intégrable. Montrer que
f(z) — 0 quand x — +o0o. On pourra raisonner
par l'absurde. [ |

Exercice 7.
w Soit f une fonction continue sur R, nulle en de-
hors de [— A, A]. Montrer que I'intégrale

+0 ndzx
L TPy

converge vers f(y) pour tout y. On pourra dis-
tinguer les cas |t —y| < a et |t — y| > a dans
l'intégrale

+o00 ndz
[ 6@ - i) g

—00 n"’(a: - y)2 +1

pour y donné. [ |

Exercice 8 (a rendre).
w On considére un nombre entier n et on désigne
I'espace vectoriel des polynémes 3 coefficients com-
plexes de degré < n, muni de la norme

lanX™ + -+ + aol| = lan| + -+ +ao|

par P, .

On considére un polynéme P de degré n unitaire,
dont les racines complexes sont z1,. .., zx, la racine
z; ayant la multiplicité m;.

a) On veut montrer que pour tout o > 0 il existe
B > 0 tel que si Q est un polynéme de degré n
unitaire tel que ||Q — P|| < 3 alors les racines de Q
sont dans la réunion des disques ouverts de centre z;
et de rayon a.

Pour cela, supposant 3 < 1, on pourra d’abord
étudier Q pour |z| > R = ||P|.

b) On fixe une racine z; de P. Pour simplifier
les calculs on suppose que z; = 0 et on pose m =
m;. On veut montrer qu'il existe o« > 0 et § > 0
tels que si Q est un polynéme unitaire de degré n
vérifiant |Q — P|j < B, alors Q posséde au plus m
racines, multiplicités comptées, dans le disque ouvert
de centre 0 et de rayon a.

Raisonnant par I'absurde, on montrera |'existence
d’une suite

Qn=(X—-t1) (X —tms1)Rn

telle que Q, — P et t; — 0 pour tout 1.

On montrera que la suite R,, converge vers un
polynéme R.

On en déduira une contradiction.

c) En déduire qu'il existe o > 0 et 3 > 0 tels que
si Q est un polynéme unitaire de degré n vérifiant
|Q—P|| < B, alors Q admet exactement m; racines,
multiplicités comptées, dans le disque ouvert de cen-
tre z; et de rayon a. |




