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l.Introduction.

Dans un précédent article [1], R. Cuppens étudie les fondements informatiques et
géométriques du logiciel Cabri-Géométre. En particulier, il affirme que les "constructions
avec glissement”, utilisant les possibilités offertes par le logiciel pour modifier une figure
tout en conservant les relations imposées au départ aux objets de la figure, permettent de
simuler n'importe quel systéme articulé.

Pour illustrer ceci, nous présentons ici I'exemple du "constructeur universel
d'équations”, systeme présenté par d'Alembert dans I'Encyclopédie de Diderot et
permettant a priori de trouver graphiquement les racines d'un polynéme situées dans
I'intervalle [0,1]. Nous rappelons briévement le principe de ce constructeurs :

Etant donné un polyndme P(X) = + a( X + ... + an Xn, on considére un repére
orthogonal (0,U,V) et les points BQ Bj, ... ,Bnde I'axe OV d'ordonnées respectives aQ aQ
*agee, @yttt ta Notons d (resp. 5)() la verticale d'abscisse 1 (resp. x, ou x est un

nombre réel compris entre 0 et 1).
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La paralléle a I'axe OU passant par B coupe 8” et d aux points Cn et
respectivement ; la droite Bn_i Qn coupe 5 en C~ et la paralléle & I'axe OU passant par
Cn !coupe den (* ! ;ladroite B> 2Qn “coupe  en Cr 2, et ainsi de suite... La mesure

algébrique xCQ est égales a P(x).

3 On trouvera dans I'Annexe 1 une reproduction de l'article de d'Alembert.
4 Nous donnons une démonstration de ce résultat dans les deux paragraphes qui suivent.
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A I'époque, l'intérét de ce systéme n'était que théorique. Il fut néanmoins réalisé (cf.
la planche reproduite en Annexe), mais, en raison des frottements, le systéme ne
fonctionnait correctement que pour des polyndmes de degré inférieur ou égal a 2.

La simulation dans Cabri-Géométre de ce constructeur leve cet obstacle et permet
en outre de considérer des valeurs de x extérieures a l'intervalle [0,1]. On pourra utiliser le
constructeur de deux maniéres différentes :

- en déplacant I'un des points de base, on pourra "voir fonctionner” le constructeur ;

- en utilisant la possibilité de tracer des lieux géométriques, on obtiendra un traceur de
polyndmes et méme (en ajoutant un dispositif supplémentaire) de fractions rationnelles
assez précis.

Il. Théoriealgébrique du constructeur.

Dans ce paragraphe, nous montrons que les idées de d'Alembert se ramenent a une
variante intéressante du schéma de Homer. Rappelons que le schéma de Homer qui permet
de calculer les valeurs d'un polynéme

n

FW -Xs*
k=0
repose sur le résultat suivant :

La suite (c~(x)) définie par les relations

¢, (x) = a, (1)
ck « = xck+l « + ak (2)
vérifie
n
ck(x) = X aj ** k 3
j=k

pourk =o... n.

Démonstration. si

ck+i(x)=
(x) =K+

de (2), on obtient
n n

k(x)=x X akxj'k,+ak=S &g xk
j=k+l j=k
Puisque (1) nous donne (3) pour k = n, on obtient par récurrence le résultat.

Remarques.
1. Pour n = 0, on obtient <7(x) = P(x). On peut donc calculer les valeurs d'un

polyndme en effectuant seulement n multiplications et n additions : I'algorithme fourni par
le schéma de Homer est de complexité minimale.
2. Ce résultat reste vrai si on remplace les constantes a” par des fonctions de x.

Ce schéma qui est le plus simple pour le calcul algébrique, ne donne pas une construction
géométrique simple. Pour en obtenir une, nous le modifierons de la maniere suivante :

k
En posantbk=~ a.,on obtient aQ= b(et ak = b* - b Mk = 1, ..., n), ce qui donne :

j=0
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n

poo = X dok
=a31-)<(tkv)>k
n-1
Svks-,
k=0 k=0
nl
=bnXn+ f:o bk (1" X) xk

Le schéma de Homer appliqué a cette représentation donne :

La suite (ck(x)) définie par les relations

¢ () = by 4)
et
ck(x) = x ck+1(x) + (1-x) bk (5)

pour k =0, n-1 est telle que cQx) = P(x).

Ill. Théorie géométrique du constructeur.

Nous supposons le plan rapporté a un repére orthogonal (0,U,V) et notons d la
verticale d'abscisse 1, c'est a dire la paralléle 8 OV passant par U.
Soient
- nun entier naturel,
- X un nombre réel,
Ayl des nombres réels,

A =i & (k=0’- "y

-C (x)lfa suite définie a partir des bk par les relations (4) et (5),

- Bkle point de I'axe OV d’ordonnée bk pour k=0,..., n,

- Ck le point d'abscisse x et d'ordonnée ck(x) pourk =0,..., n,

- (resp. QK) la projection de sur OV (resp. d) pourk=0 , n
Du paragraphe précédent, on déduit que CQest le point d'abscisse x et d'ordonnée
n

P(x) =~ akxk, c'est a dire le "point courant" de la représentation graphique du polynéme
k=0

n

p<x)=X \ xk
k=0
La relation (4) nous dit que Cnest la projection de Bn sur la droite verticale d'abscisse x et

(5) peut se récrire sous la forme
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ck(x)-ck+i(x) = (I-x) (bk- ck+1(x»,

c'est a dire

Qe k™ @9 pyay By *

Du théoréme de Thaies, on déduit que les points CJ+], Ck et Bk sont alignés : pour

k=0,..., n-1, C<est le point d’abscisse x de la droite joignant Bl< a la projection Qk+ 1 de
C.k&sur la droite d.

d
»X
\Y
Ck+i
Pk+l Ok#1
ck
b k
(¢} X ]

En notant p la projection sur la verticale d'abscisse x et a la fonction qui, a deux
points B et C du plan, associe le point d'intersection5 M de la paralléle en C 2 OV avec la
droite joignant le point B a la projection Q de C sur d, on obtient que les points Ck sont
définis par
rCn= p(Bn),

K=av w «=°...n!}

d
\
n
Q
M
B
(e} X U

Remarques. 1. La construction reste valable dans le cas ol X se trouve en dehors du
segment OU.
2. On peut donner la définition récursive suivante du constructeur : si on note c la fonction
qui au (n+l)-uplet (BQ...Bn) associe le point CQ c est définie par :
C((BO,...,Bn)) = sin=0 alors p(Bq)

sinon A(BO,c(B],...,Bn)).

5 Ce point est parfaitement défini dés que B n'appartient pas a la droite d.
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IV.Réalisation de ce constructeur.

Pour obtenir avec Cabri-Géomeétre ce constructeur de polyndmes, on utilisera deux
macro-constructions de base : proj et alemb.

La premiere correspond a la fonction P du paragraphe précédent. Elle a pour objets
initiaux un point P et une droite d et pour objet final le segments PH, H étant la projection
de P sur d, c'est a dire le point d'intersection de d avec la perpendiculaire a d passant par P.

La deuxiéme devrait correspondre a la fonction A. Néanmoins, puisqu'il est
commode qu'une macro-construction ait des objets initiaux indépendants et qu'un méme
objet ne soit pas construit plusieurs fois, nous la généraliserons un peu. La macro-
construction alemb aura pour objets initiaux deux points C et B et deux droites dI et d2 et
pour objets finaux trois segments si, s2 et s3 : si est le segment CH obtenu en appliquant
la macro-construction précédente a C et a d2 tandis que s2 et s3 sont les segments HK et

KB, K étant le point d'intersection de dl avec la droite BH7.

sl

s3
d1 d2

Comme une macro-construction de Cabri-Géometre ne peut dépendre ni d'un

nombre entier, ni d'un nombre variable d'objets initiaux, on construit ensuite une suite de
macro-constructions, construc-1, construc-2, ..., de la maniére suivante :
- construc-1 est une macro-construction ayant pour objets initiaux deux points BO, B1 et
deux droites dl et d2 et pour objets finaux quatre segments si, s2, s3 et s4 : si est le
segment B1C1 obtenu en appliquant proj a B1 et dl tandis que les trois autres s'obtiennent
en appliquant alemb a Cl, BO, dl et d2;

6 Dans loui ce paragraphe, on prend comme objectif de visualiser a I'écran le fonctionnement du
constructeur. Si on veut seulement tracer des représentations graphiques, il suffit de remplacer comme objets
finaux dans les macro-constructions les segments par un point unique.

7 Le fait d'utiliser les deux segments HK et KB au lieu du seul segment HB permet de traiter le cas ot X est
en dehors du segment OU.
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BL sl Cl s2
s3

S4

d1 d2

- construc-2 est une macro-construction ayant pour objets initiaux trois points BO, B1 et B2
et deux droites dl et d2 et pour objets finaux sept segmentss i , s 7 : les quatre premiers
s'obtiennent en appliquant construc-1 a BI, B2, dl et d2 tandis que les trois autres
s'obtiennent en appliquant alemb a Cl, BO, dl et d2 ou CI est I'une des extrémités du
segment s4, l'autre étantB1 ...

B2 sl s2
c1 s3
s4 s5
Bl s6
s7
BO dt d2

Remarque. Les limites du logiciel ne permettent pas d'aller au dela de construc-6.

Pour obtenir la représentation graphique d'un polyndme aQ+ ... + an Xn dans un

;ysteme orthogonal, mais pas nécessairement orthonormé, les unités pouvant étre
nodifiées a tout moment, on trace

une droite d,

des points O et U sur d,

la perpendiculaire d'en O a d etV un pointded':

let d'seront les axes, OU étant lI'unité des abscisses et OV l'unité des ordonnées8.

On trace alors
un point x sur la droite d,
les perpendiculaires dx etdl aden xetU

sur d’les Pomts BU Bn dont les ordonnées sont bO = ao, bn = ao + ...+ an.

Enfin, si n <6, on applique construc-n a BQ ..., BA, dx et dl.

8 On constate que les unités sur les deux axes peuvent étre différentes. Il peut étre intéressant de graduer les
droites d et d".
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B4 C4
C3
B3
Cc2
\%
B2 cl
co
o X U d
BO
Bl
Si n > 6, puisqu'on ne peut pas définir construc-n, on reviendra a la définition : on
applique construc-e a Bn Bn, dx et dI, ce qui donne le point Cn  puis on applique
alembaC e Bn_7 dx et dl, ce ﬂ”' donne le Pomt Cn_7_, etc.
d dx dl
B7
B8
B6
B5
\%
B4 Cc2
B3 cl
B2 X u
(0] co d
B1
BO

En déplacant le point X, on voit le fonctionnement du constructeur tandis qu'en
tracant le lieu de CO quand X varie, on obtient la représentation graphique du polynéme :
des exemples de telles représentations sont fournis dans I’annexe 2.

V.Unconstructeur de fractions rationnelles.

Pour obtenir la représentation graphique d'une fraction rationnelle, on applique le
constructeur au numérateur et au dénominateur. Si P et Q sont les deux points de la droite

dx tels que XP et XQ soient les valeurs du numérateur et du dénominateur, on cherche

le Eoint Y de dx tel que 6----: -------- .
4
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La construction la plus simple serait la suivante : on trace la droite VQ qui coupe
OX en M, puis la droite PM qui coupe OV en y; le point Y est alors le point d'intersection
de la droite XP avec la paralléle & OX passant pary.

d dx
P
Q
y Y
\%
M (0] X d

Néanmoins, on constate que cette construction ne donne rien lorsque XQ = OV

= 1. Pour obtenir une construction valable également dans ce cas, nous utiliserons la
méthode suivante : déterminer la projection p (resp. q, v) de P (resp. Q, V) sur d |, trouver
l'intersection M de la paralléle en p au segment Oq avec d, puis l'intersection y de dI avec
la paralléle en M a Ov. Le point Y est alors la projection de y sur dx.

d' dx di
P P
q
Y, v Y
M (@] X U d

On trouvera dans lI'annexe 3 des exemples de courbes représentatives obtenues avec
ce constructeur.

VI. Représentation des fonctions rationnelles surun seul axe.

Dans [2], G.V suggere de représenter avec Cabri-Géometre des fonctions en
utilisant un seul axe de coordonnées, ce qui est possible en déplacant le point représentant
I'abscisse avec la souris. Un des reproches que I'on peut faire a ce qui est présenté dans cet
article est d'imposer automatiquement la méme unité pour les points X et Y, ce qui peut

nuire a la précision des études.
L'utilisation de notre systeme permet de lever cette critique : pour obtenir une telle

représentation, il suffit de prendre le symétrique du point Y par rapport a la bissectrice de
I'angle UOV. Pour la clarté de la figure, il peut étre intéressant d'utiliser un deuxieme axe
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paralléle au premier et gradué ot on déterminera I'unité des ordonnées et ou I'on placera les
coefficients des polyndmes ou des fractions rationnelles.

En utilisant I'outil Mesurer, on peut déterminer ici avec une grande précision la
valeur d'une fonction rationnelle en un point, les racines ou les extréma de cette fonction.
Par exemple, pour le polyndme
P(X)=X5+ X4-2X3-2X2+X+1
dont on trouvera une représentation graphique dans l'annexe 2, on voit qu'il y a un
maximum entre 0 et 1/2. La représentation linéaire fournit pour le maximum :

1,000 3.318
O X Y u
01 Y
B3 B4 B2 B5 BO B1

Avec l'outil Mesurer, on peut préciser et on obtient pour cette position :
Abscisse(0)= 0,000 000 000 000 000 000
Abscisse(U)= 5,000 000 000 000 000 000
Abscisse(0)= 0,000 000 000 000 000 000
Abscisse(V')= 3,000 000 000 000 000 000
Abscisse(X)= 1,000 000 000 000 000 000
Abscisse(Y)= 3,317 759 999 999 999 999

(on peut évidemment arrondir cette derniére valeur a 3,317 76) et pour des positions
voisines

Abscisse(X)= 0,964 285 714 285 714 286
Abscisse(Y)= 3,317 320 073 871 749 866

et

Abscisse(X)= 1,035 714 285 714 285 714
Abscisse(Y)= 3,317 318 324 712 173 499

On a donc pour le maximum x = 0,2 ety = 3,317 76/3 = 1,105 92. Le calcul donne

P(X)=5Xa+4X3-6X2-4X+1=(X+12(X-1)5X-1)
qui a bien pour racine X = 1/5=0,2 et on a alors
p/J\ _ 1+5-50-250 + 625 + 3125 = 3456 _ 3456n 32 _ 92

\5J] 55 55 105
En utilisant les mémes idées, mais deux axes de coordonnées (O, U, V) et un axe
"des temps" (Ot, Ut), on peut construire les courbes paramétrées d'équation x = f(t), y =
g(t) ou f et g sont des fractions rationnelles. On trouvera dans lI'annexe 4 la représentation

obtenue pour la courbe x =t - 12,y = t3.
VIl.Conclusion.

1l est évident que tout ce que nous venons de présenter se fait plus facilement avec
un grapheur ou un systeme de calcul formel. Il semble néanmoins intéressant de montrer
que la séparation entre analyse et géométrie n'est pas un mur étanche : certains problémes
de géométrie se ramenent a une étude de fonction et, comme nous le montrons ici sur un
exemple, certains problémes d'analyse peuvent se résoudre géométriquement. En outre, les
outils mathématiques utilisés sont élémentaires : théoreme de Thalés pour la géométrie,
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manipulations algébriques sur les polyndmes (ou suites récurrentes, mais elles ne sont pas
indispensables) pour I'analyse. Ceci peut donc se faire dés la classe de seconde.

On peut remarquer plus précisément que l'on construit des représentations
graphiques de fonctions comme des lieux géométriques. Ceci peut sembler surprenant dans
notre enseignement ou les lieux géométriques sont des droites, des cercles ou, a la rigueur,
des coniques9. Mais cet obstacle culturel n'est pas un obstacle conceptuel : on constate que
les lieux géométriques "constructibles”, tout comme les représentations graphiques des
fonctions "constructibles", peuvent étre vus comme des ensembles de points vérifiant
certaine(s) équation(s).

En d'autres termes, ce que trace le constructeur universel de d'Alembert, et plus
généralement tout mobile articulé, peut étre considéré comme le graphe d'une fonction ou
le lieu géométrique d'un point : c'est le point de vue de I'utilisateur qui décidera.

Terminons en faisant remarquer combien les courbes fournies par le constracteurio
sont différentes de celles qu'un enseignant tracerait au tableau aprés une étude de fonction :
comme les figures de la géométrie élémentaire, les graphes des fonctions sont munis d'un
statut, statut implicite dans notre enseignement et trop peu souvent explicité.
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9 Daniel Lacombe rappelle qu’il fut un temps ou sévissait dans les classes préparatoires a Saint Cyr "l'axiome
de Saint Cyr” s'énongant "Tous les lieux géométriques sont des droites ou des cercles” et dont la "preuve"
irréfutable était "Ce sont les seuls lieux géométriques au programme du concours".

10 On trouvera dans I'Annexe 5 la représentation de la méme courbe fournie par le constructeur et celle que
I'on trouve dans un vieux manuel scolaire.
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lie d Alcmbeft ACabri-Géometre

Annexe 1

Le texte de d'Alembert

786 EQU

on prendra d’abord iJ degrés pour chaque
heure , on prendra le quart des minutes
de temps, on en fera des degrés ; le quarc
des fécondés , on en fera des minutes ; le
quart des tierces de temps, I’on en fera des
fécondés de degrés.

Ces réglés aife'es a retenir & i pratiquer,
fe petivent faire fans le iecours des tablesj
cependant on trouvera des cables propres a
Elire ces convenons de temps en parties
del'équateur, & des parties de {"équateuren
temps, dansla carmoiffan.ee ;ts temps, icc.
L’opérarion fe réduit i multiplier par 15
le temps qu'on veut réduire en parties du
cercle , ou a divifer par 15 les parties de
i'équateur qu’il s’agit de convertiren temps.

La converfion du temps en patries de
Yéquateur fit différente de la converfion
en temps folaire moyen dans laquelle on
prend 360° 59' 8" pour vingt-quatre
heures,ou 150i' 2.7"t: pour chaque heure;
c’eft le nombre des parues de Téquatcur-nm
paiTe par le méridien pendant b durée des
heures folaires , marquées par une pendule
du moyen mouvement ; quand cette pen-
dule a fini fes vingt-quatre heures, il a
pafie , non feulement 360*de I'équateur,
mais encore les 59' 8" que le folgil a par-
courues en fens contraire , & qui doivent
palier par le méridien pour que le foleil y
arrive. CM.-DE Lala-KDE.)

EQUATION. ConfiruclLon. U u/age
d’une machine pour trouver les racines ¢e

quelque équation que ce puijje itre. C¢il*

gebre. Machines.J M. Pafcal seft fait une
réputation dans le monde pour avoir inventé
fa machine arithmétique. Celle dont je vais
donner la defeription n’eft pas moins in-
|en|eufe 4t on peut lappiquer a toutes
es équaaonsde quelque degré qu’elles foienc.
Avant que d’en donner & coaftni&on ,
il convienc d’eipoler en peu de mots la
théorie fut laquelle elle eft fondée : elle
fuppofe , dans crui qui liront cet article ,
quelque connoifiince de I'AJgebre.

Soit I'équation a refoudre a
crzr éXx , &C.= 0.

Tirez fur la ligne ZZ prife pour bafe
dans la fig. t ou x de laci. I. d'Attire ,
cesplaner,es , fupplémtr.: , les perpendicu-
laires 55 ii RR , éloignées I'une de l'autre
ac telle ¢iiincc qu'ii vous plaira. Prenez

b x

E ]

lenfuite fur la ligne SS de Tune ou de
l'autre figure les parties OA, AB , BC ,
CD, &c. proportionnelles aux coefiiciens
a,b,c,d, &c de I'¥quadan, .obfervant
de prendre chacune de ces lignes de bas en
hauc, T compter de I'extrémité de la der-
niere lorfque le coefficient qu’elle doic re-
préfenter eft pofirif, & dans un fens con-
traire lorfqu’i! eif négatif. Cela fait, tirez
par I'extrémité de la derniere des lignes
OA,AB,BC,Sic. favoir, par D, laligne
D C, parallélea labafe ZZ, & parle point
Cj ouD CcoupeRR, cC, &parallélement
aSS, & a telle diftance qu'il vous plaira
M M ; par le point ou Ce coupe M M,
la ligne k1 parallele a DC ; par le pointt ,
ou la derniere coupe RR-, laligne.ii? ; par
le poinc ou celle-ci coupe MM, |a paral-
lele aD C, & enfin par le point a, ou bB
coupe M M, la, & par le pointa, oula
coupe RR, laligne a A. Suppofons main-
tenant que les lignesSS, RR, Ce, re-
préfeoteat trois réglés avec des rainures
celles qu’on le voit figure 3, que vous
fixerez dans leurs places tefpedives S S,
RR le Ce fur un plan ou chaffis A
grandeur fuffifante.

SoientBb, Aa, d’autres réglésde méme
forme , qui fe meuvenc fur les centres
B, A-, &e. lefquels fe meuvent eux-
memes en hauc d. en bas le long de la
tegle SS , mais de maniéré qu'on puiiTe
placer les centres B tu A I'un fur lautre ,
ou fur C, fi l'occafion le requiert, & les
arréter avec des écroues ; (avoir, le centre
A en A , le centre B en B, Scc. Soientk b
&la, dautres réglés mobiles , comme les
premieres , te difpofées ée facon qu'elles
fe meuvent toujours parallelement les unes
aux autres , & a laligne De & M M, ur.e
aucre rejle de pareille forcie. On afiim-
blera les réglés Kb at MM avec la reg:e
fixe Ce au moyen d’une pointe coulante
qui paie par le pointq, ou leurs rainures
fe coupent. On ailembiem de méme les
régies Kb, Bb, la & As enfemble, &
avec MM & RR , avec de pareilles poin-
tes qui les trave.-ienr dans les pointsi , r,
a & s. Lj derniere de ces pointes doit étr-
faice de maniére a pouvoir perler un crayon.
Je dis maintenant eue f: l'on avance CH
recule larezle M il de SS, ea.iorte g”eLi

: le constructeur universel d'équations.
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EQU
lui foie toujours parallele, le crayon s dé-
crira b courbe qu'on demande ; que les dif-
tances 1 compter du poinr O ou le crayon
coupera la baie ZZ, a droite de S S, mar-
queront les racines pofitives de Ycquaten ;
celles qui feronc i gauche, les racines néga-
tives: & les endroits ou il approchera de la
bafe fans la toucher, les racines impofiibles
ou imaginaires. Ces ¢ifiances doivent étre
prifes fur une e'chelle, fur laquelle la ligne
D C fera prife pour I'unité.
Dt'monftranon. Puiique les lignes O A,
AB, BC, &c. font proportionnelles aux
coefficiens a, b, ¢, &c. Suppofons que &
premiere O A foit égalé au premier coeffi-
cient ou i telle de ces parties qu’on

Voudra, n, par exemple, ferait1; alors
pour confervér la proportion ci-deflus, la
fuivante AB fera ¢cgale i r» Bc i 7 &

cl\ a &c. Si Ton nomme O Q ou
fon égalé D P x, pour lors D c ¢tant prife
égale a l'unité, Pc feraégale a 1—x;
£ccomme De eft égale i 7 j on aura, a
raufe destriangles femblables, Dactchc,
cette proporpon 1 : 1— x::- *«

quuDK:miisICBr:3C+CD—DI_(,
ceft-a-dire, 87-}-  Sfaroir i
*Les mémes triangles femblables donnent
JCb :qgb : : KB-.qr, ceft-a-dire, 1:
I x:.'pt ;))!((+*((_ - Nr ou

1
K 1:maisj£1= j4D — D K.—KI> ou

ot e —
7-H+T+7¢
. Les mémes triangles donnent
encore la: ra: :Al:rs,oul: 1—x::

b esErgf> i OMMHe QXM—KM—<*i— ¢ X*M rj

Or, Qs, qui par la figure eft égalei QP —
. a+.k+ tJ,-d—d—ia
Pg— ?2r—rj — -

—c*—dss |-t-0r-4-i*» — la —.exs— ¢mkm
M »

lavoir i =tii=TTLt+L"; & pir confe-.

cuenc, lorfque Qj = o, ceft-a-dire, lorf-

cuc la courbe décrite par S coupe la bafe,

4+T*4-Tx*4-/*]

qui par I';quation méme eft égale Jo. Q s,
dans ces circonilances, fera donc auifi égale
aa+ bx CXX -+1 dXXX , & par confé-
quent toute valeur de x ou de U Q , qui
renda-J-¢2 + CXX-+edxxx= o, rend
pareillement Q j égale i zéro. O r, toute

valeur de x qui rend a bx + cxx +
dxxx = c, eftune racine de Ycquauon pro-
pofée a  bX -+1CxX dxxx= o, donc

la courbe coupera la bafe ZZ pour chaque
racine réelle de cette ¢quation , foit poii-
tive on négative , & ne la touchera point
lorfqu’elle fera imaginaire, commele favenc
ceux qui connoiflent les propriétés descour-
bes. C. Q. F. D.

Cette démonftration eft applicable a
toute autre ¢quation que I'on voudra.

Nota. Pour avoir les racines négatives ,
on placera les réglés a gauche de SS
figure i , ol elles font marquées par les
mémes lettres.que dans la premiere figure.
Par exemple , on poferala réglé Ce dec
ou q, laréglé Bb dei our, laréglé
aA den ou s, versla gauche, en force
que les cencres A, B , des deux derniéres
fe trouvent fur la ligne fixe SS.

11 n’eft pas nécefliire que la courbe foie
décrite avec exactitude , ni méme quklie
tombe fur le plan , excepté lorfquelle
coupe la bafe, & par conféquent on ne
rifque rien a ;ire les lignes OA , AB,
&c. fort longues. Mais les réglés fixes O D
& 7V, doivent étre fi prés I'une de l'autre,
que leur diftance De ou 02", étant prife
pour l'unité , la bafe OT qui sétend a
droite jufqu’i I'extrémité du plan, puifie
contenir toutes les racines pofitives, & i
gauche toutes les négatives.

1l y a encore une chofe i
ceft que it l'on a une ¢quation comme
celle-ci xxx — Sxx + 1200 x 4* yooo
= 0, dontles coefficiensS , lico & cooo
font difierens I'un de lautre , qu’il ferait
difficile de les prendre fur la figne OD ,
on peut les réduire de la maniéré fuivante :
c’eft de mettre dans Vcquanon i la plac*
de chaque x , io x, 20X, ou 100 x.Je
fuppofe qu’on mette 20 x; pour lors , au
lieu de xxXx , on aura8oco xxx, au lieu
dcS xx— 2000 xx } 6cc., & Vcguatiox

Ggggg 2
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rss : EQU
tera changée en celle-ci 8coom — looo
111+ 14CCO x -i- 900c = o. Divifanc

chaque terme par 100 , on aura cette autre
8xxx— z11+141 + 9= 0, dontla
réduction fera plus aife'e. Mais on fe fbu-
viendra pour lots , que faifant 1 20 fois
plus petit qu’il n’eft , les racines que vous
trouverez feront pareillement vingt fois
plus petites, & qu’il faudra par conféquent
les multiplier par 20 pour qu’ellesaient leur
jufte valeur.

Voici quelques obfervations fur I'appli-
cation de ces réglés , qui peuvent avoir
leur utilicé.

i°. Les racines d’une équation peuvent
étre de troirfortes, pofirives , négatives &
impoilibles ou imaginaires.

1°. Toute équacon contient autant de
racines qu’elle a de degrés.

30. Les racines imaginaires font toujours
au nombre de deux.

Far exemple , fi une équaaon a une

racine imaginaire comme celle-cia = i\/
— 1, elle en aura une autre ; favoir , a
— i J/"i, qui la fuit toujours. Il fuit

de laque toute cquanon qui a des racines
imaginaires, en contient 2,4, 6, &c.:
c’eft- a- dire , qu’elles font toujours en
nombre pair. Toutes les fois que la cour-
be , que les réglés décrivent , approche
de la bafe fins la couper, c’eft une mar-
que qu’il y a deux racines impoilibles ;
de forte que ii elle en approche trois fois,
Yéquation contient fix racines imaginaires.
C’eft tout ce que ces réglés peuvent faire
par rapport a ces fortes de racines ; elles
marquent leur nombre , & non leur na-
ture. J’enfeignerai plus bas le moyen de
connoitre celle-ci. Puis donc que les raci-
nes imaginaires font toujours en nombre
pair , & que leur nombre eft égal aux
degrés de ['(‘quation, il senfuit:

40. Que toute ;quation dont le nombre
des degrés eft impair , doit contenir au
moins une racine réelle.

5e. Que toute équation don: le premier
& le dernier termes aprés avoir été tranf-
pofés , ont des lignes contraires, contient
au moins une racine réelle. Lorfque cela
arrive , & que le nombre de.fes dimen-
£ons eft pair, de méme eue celui des ra-
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cines impoilibles, celui des racines réelle
doit I’étre pareillement.

_6° Que u l'on divife une équation par
Iinconnue , moins une de fes;racines, on
la réduira i une-'dimenfion plus bai ;
comme toute équation contient autant de
radnes qu’elle a de degrés, il s’enfuie
encore :

70. Que retranchant le nombre des ra-
cines imaginaires de celui de fes racines
je veux dire, du nombre de fes dimen-
fions, le reliant fera celui des racines
réelles.

8*. Aprés avoir trouvé, par le moyen
des réglés, les racines réelles , faites la
quantité inconnue 1 égale achacune : tranf-
pofez les termes d’un co6té : multipliez les
équations les unes par les autres, & divifez
1Yéquation propofée par le produit qui en
réfultera. Faites le quotient égal a zéro ,
& vous aurez une équation quirenfermera
toutes les racines impoilibles, lins en avoir
aucune de réelle. On trouvera enfuite les
racines impoilibles par la méthode qu’en-
feigne M. de Bougainville, dans fon traité
du calcul intégral , dans les cinquieme &
fixieme chapitres de fon imroduadon. Ceil
la meilleure que je connojiTe.

Elle confiile i partager Yéquation donnée
en deux autres du méme nombre de di-
menfions , mais qui ne contiennent que
des racines réelles que vous trouverez par
le moyen des réglés, ou autrement, au
moyen de quoi vous aurez toutes les racines
impoilibles de votre équation.

Gamme peu de gens connoiflent ce”e
méthode, il convienc de la donner ici.

L’auteur commence par donner la dé-
monftrarion des deux proportions fui-
vantes.

Prop. 1. Lorfqu’une quantité eft égale
i zéro, & compofée de plufieurs termes,
dont quelques-uns font réels, & les autres
multipliés par \ / — 1, la fomme de tous
les termes réels eft égale a zéro; & ceile
de tous ceux qui font multipliés par ]/
— 1, égale pareillement i z6ro. Ceft le
foixante-neuvieme article de fon Intro-
duction.

Prop.s.. Lorfeu'une T'g-ja::on ne contient
que des racines imaginaires, on peut tou-
jours fuppofer la quanricé inconnue égale
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a/n-f- NV — 1, dans laquelle m (i n font
des quantités réelles. C’e'ftle huitiéme article
de la méme inrroduaion.

Par conféquent, pour trouver les racines
d’une ¢quation telle que celle dont il s'agit,
il font mettre a la place de chaque incon-
nue , Z; parexemples, m\~n\/ —1, &
I’on aura une nouvelle ¢quation qui con-
tiendra des termes réels & les termes mul-
tipliés par ) / — i, dont X premier O le
dernier font égauic & zéro par la propofi-
tion i. Faites-le donc, & vous aurez deux
¢guations dont il vous fera facile de décou-
vrir les deux quantités n» & N, de méme
que celle de x , qui par la deuxiéme pro-
pofition eft égale i« i+ n j/ —i.

Voici un exemple qui fera comprendre
ce que jai die dans la premiere partie de
‘cet article. Suppofez que les racines réelles,
découvertes par le moyen des réglés dont
jai parlé , foient a , | —c, &c. Faites Z
=a,X=i,z=—:, &c. Tranfpofez
les termes, & vous aurez Z— a=0, Z
— 4= 0, x+c=0,& c. multipliez ces
demieres ¢quationsles unes par les autres,
divifez Ygquation donnée par leur produit,
& procédez comme jai dit ci-deifus.

9°. Leplusgrand coefficientnégatifd’une
équation quelconque , confidéré comme
pofitif, & augmenté de l'unité, excéde
toujours la plus grande racine poiitive de
Yéquation. Par conféquent,

io°. Si en place de la quantité inconnue
Z de Y(;quation, vous mettez, le coefficient,
pris comme jitifitif & augmenté de I'unité ,
moins x , toutes les racines deviendront
pofitives. Dans ce cas, vous n’aurez befoin
que des réglés de lafigure i , dont les cen-
tres font & leurs extrémités’, & elles vous
fuffiront pour tous les cas poffibles ; car
vous devez avoir obfervé que les centres
de celles dé la deuxieme figure font autre-
ment difpofés.

n°. Si aprés avoir rendu toutes lesra-
cines de votre cquation pofitive , vous
voulez vous éviter la peine de tranfporter
Taréglé MM i fa droite de RR ; ce qui
eft fujet a quelque inconvénient, je veux
dire , fi vous voulez que toutes les racines
de votre cquziionfe trouvent entre O& J',
ou entre zéro & l'unité, au lieu de la
quantité inconnue X du la derniere equa-
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non , mettez Z , mulripliéepar le plus grand
coefficient négatif, confidéré comme pofitif
& augmenté de l'unité. Par exemple , fi
le plus grand coefficient négatif de Yequa-
tion , eft — 9, metrez 10 x i la place
de chaque x , & vous aurez une nouvelle
équation, dont toutes les racines fe trou-
veront fur la ligne O T, fans qu’il foit
befoin de la prolonger,-car elles feront
moindres que l'unicé, je veux dire , que

C ou OT; mais apres avoir ainfi trouvé
les racines , il faut les multiplier par le
coefficient augmenté de l'unité, c’eft-a-
dire, dans I’exemple ci-dellus, par 10,
parce qu'ayant mis 10 x pour Z , on rend
chaque racine dix fois plus petite qu’elle
n’étoit.

Ces propofitions font recues de tous
les algébriques, & n’ont pas’befoin d’étre
démontrées.

Voici la defeription d’uns machine pour
régler le mouvement des régles dor.t jai
parlé : elle n’eft que pour les ¢quations du
deuxieme degré ; mais on peut également
I’employer pour toutes les autres.

AB CD , figure 4 , eft un chailis de
fer ou d’acier , compofé de quatre barres
de fer afTemblées par leurs extrémités ,
qui forment un parallélogramme redangle
de douze pouces de long fur huitde large,
aux quatre coins duquel font des appuis
EF, GH,IK,IcLM, fut lefquelsil porte.
Sur le c6té A, eft un coulant N, qu’on
peut arréter avec une vis dans tel endroit
quon veut, 4c fur lequel la traverfe NO
tourne fur fon centre. Son autre extrémité
rient par le moyen d’une vis avec fon écroue
a la traverfe PQ , qui eft pareillement
arrétée fut le chaffis aux endroits P k. Q,
mais de maniéré qu’on peut l'approcher
ou féloigner i volonté de I'extrémité A.
Cette traverfe eft repréfentée par la ligne
i? i? de la premiere figure. Les quatre
appuis EF, GH, IK , LM, portent
trois traverfans ST, UX & YZ, fur Je
premier defquels eft une boite coulante O,
qui fert de centre au traverfant at. Le
fécond & le troifieme, favoir, UX& YZ,
font pareillement garnis de deux noix cou-
lantes« & f, qu'on arréte ou I'on veut par
le moyen d’une vis, & auxquelles la foie
i/left attachée. Les trois traverfans ST,
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TJX, A, ou plutoc la ligne tracée fur celui
d'en hauc repréfente la ligne S S de la
figure 1, & U foiec/j la faafe ZZ de la
méme figure.

g h ik cit un autre parallélogramme
environ deux fois plus long que le premier,
dont les cotés g i ic h i coulent dans des
lupports attachés par des vis au chaffis
ABCD , dont trois font marqués par les
lettres I, m ,n , & ont des dents triangu-
laires par deifous, depuis g jufqua d, Sc
depuis h jufquao, lefquelies s’engrainenc
avec celles des deux roues s Scr de méme
diametre , dont I'axe pr eil fouteau dans
deux endroics , lavoir, u,Sc un autre quon
ne peut voir dans la figure. Ces dents fer-
vent a régler le mouvement des traverfans
gk Shi, lorfqu'on fait mouvoir la ma-
chine ; au moyen de quoi, les barres n x
&y 1, qui coulent dans deux pieces | 4c
z font toujours paralléles. Ellesfont repré-
fencées par la ligne MM de la premiere
figure. Celle de deflous nx eft garnie d'une
pointe 3, dont I'extrémité fupérieure piiTe
cans la rainure de la barre 4,5. éciin-
férieure parcelle de l'alidade NO. Surla
barre de deilus_y f ,eft attachée une pointe
perpendiculaire 6,7, dont on peut oter
la pointe pour y mettre un crayon ; cette
pointe repréfente le point j Scla premiere

, le point r de la ptemiere figure. Sur la

irre 4, 5 eft nn boulon rivé 8, qui eft
placé diredement au de(Tus de la rainure
de la barre P Q, Sc qui repréfente te,
le point a de la premiere figure. Les deux
traverfans 9, 10, 11, Sc 12, coulent
dans les fupports 13, 14., 15 Sc 16, font
garnis de dencs triangulaires, qui engrai-
jienc avec celles des roues 17 & 18, dont
I'axe eft marqué par les nombres, 19, zo.
Ces rouesreglent le mouvementdesbarres,
Sc font que celle qui eft marquée par les
chiffres4, 5, fe. meut toujours paralléle-
ment ; elle eft représentée par la ligne la
de la premiere figure. Les coulans e, f, c,
N Sc R, étant arrétés avec des vis dans
les endroits convenables félon les coeffi-
ciens de \'Squation,iiaCi qu’on leverradans
I'article fuivant, en avangant ou reculant
la-barre gh., on fera mouvoir la machine ,
ic la pointe 6, 7 décrira une courbe qui
fera le lieu de I¢quatton. Les endroits ou
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a compter de
la ligne ponauée , qui eft marquée fur la
rraverfe U X, indiquera les racines réelles ;
& le nombre de fois qu’elle approchera &
s'¢loignera de la méme foie fans piiier
deiTous , marquera celui des racines imagi-
naires. Au deflis des montans EF, GH,
1K LM, font de petites pieces | i, zz
& 23, qui empéchenc les barres qui cou-
lent deflous de fortir de leurs places. Voici
maintenant la maniéré de rectifier la ma-
chine pour une équation, donnée,

Arrétez les noix e/, auxquelles la foie
eft attachée a égales diftances des foutiens
i:FSc LM ; avancez enfuite la noix c, qui
porte I'extrémité de la barre ab, de forte
qu’elle foit plus éloignée du foutien EF,
que I'endroit ou vous avez arrété la noix e,
d'un nombre de divifions prifes far une
échell* de parties égales, élal au terme
connu de I’ quation, s'il eft pofirif, S: plus
pres s’il eil négatif; ic arrétez-la dans cet
endroit Faites enfuite couler la noix N ,
qui porte la barre N O, I’6loignant ou I'ap-
prochant du foutien EF, plus que nel’eft
la noix ¢, d’un nombre'dedmfions prifes
fur la méme échelle égal au coefficient de
Véquation , je veux dire , celuiol la quan-
cité inconnue n’a qu’une dimenlion, plus
loin fi le coefficient eft pofitif, Sc plus
pres s'il eft négatif. Faites enfuite couler
la noix R, qui fixe l'autre extrémité de la
barre NO , jufqu’a ce qu’elle foit plus éloi-
gnée d’une ligne tirée du foutien EF au
loutien LM , je veux dite , du c6té D du
chaffis , que la noix N, d’autant de divi-
fions que le coefficient du terme de I;qua-
don, ol I'inconnue a deux dimenfionsPnr-
dique, plus loin, s’il eft pofitif, Sc plus
pres s’il eft négatif. Pour cet effet, on doit
graduer le c6té A du chaffis, les barres S Ty
UX, YZ, S letraverfant PQ , acom-
mencer du front D. Ces gradations Cf.it
marquées difféeremment fur la machine ,
mais d'une maniéré moins commode. S»
I'on obferve les endroits ou la pointe , ou
le crayon 6,7, coupe la foie ef, a corn-
mencer de la ligne ponauée marquée fur
la traverfe U X; Sc qu'on les mefurefur
une échelle, fur laquelle h diftance du
traverfant P Q, F.ife depuis une ligne
tirée du milieu de I'extrémité A deE F

le constructeur universel d'équations.
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a Gif repréfente I'unité (on peut en voir

raifon dans la démonfiradon ci-deiTus ,
ou De ou OT, figure t, qui marque la
coftance de cette ligne P Q de la barre A,
eft prife pour l'unité ) , on aura les raci-
nés que I'on cherche. Si l'on, ote la foie
ef, & qu'on mette un carton fur la ma-
chine, fur les deux traverfans fupérieurs
M X Si Y Z , aprés avoir tracé deflus une
ligne qui repréfente la foie ef, U mis un
crayon en place de la pointe 7 ; ce der-
Dier décrira une courbe, qui, avec la
ligne droite dont je viens de parler, conf-
traira Yéquation donnée, plus les coeiEciens
feront grands (on peuc les augmenter au-
tant qu'on veut fani changer les racines,
en les multipliant par tel nombre qu’on
voudra) ,eplus les angles, que la courbe
& la ligne formeront, feront grands ; ce
qui eft avantageux dans la conftrudion
des équations. Comme il paroit par la dé-
monf&ation précédente, qu’en augmen-
tant les barres de cette machine , on peut
I'employer généralement pour toutes les
équations de quelque degré qu’elles puiiTent
étre , on peut I'appeller, i jufte titre , un
confimatur univerfel ¢ ‘équations. (V)

EQUATIONS déterminées.
CAlgeébre.J Je me bornerai dans cet article
a expofer ce qui a été fait jufqu’ici fur la
folurion générale des équations, dont on
n‘avoir pas parlé dans ce Dictionnaire ,
parce que lorfque l'article EQUATION fut
imprimé , les analyfles ne s’étoient pas en-
eore occupés de cetobjet, comme Usl’ont
fait depuis.

Le premier qui ait fait quelques
&ns cette recherche, eft le célébre Tchirf-
naus, géometre Allemand , i qui I'on
dok la -découverte des cauftiques. Il pro-
pofa une méthode pour faire difparoitre
autant de termes qu’on voudrait d'une
équation propofée par le moyen d’une fubf-
tirution ; & il trouva que fi on vouloir la
réduire 4 deux termes, le premier & le
dernier, & feire difparoitre les intermé-
diaires, on feroit dépendre la folution de

-propofée , de celle d’une équation
¥ n-i- A=0, nétant le degré de
propbMe, & A dépendant d’une équation
du degré N— 1;n—2__ 1. 1

M. Euler & M. Bezout, I'un dans le

EQU 79,
tome X | des mémoires de Pc'xrsbomg ,
l'autre dans les Mémoires de j’Académie
des Sciences, pour l'année 1765 , ont pris
une aucre méthode. Ils ont fuppofé que la
racine d’une équation du degré n, étoic

de laforme \/ A 1/ B...le nombre
des A, B, Q. étanc n— i; & ils onc
trouvé que l'on avoit A par une équation.
auffi du degré N— 1,N— 1,'n— 3-..
2. 1.

La folution d'une équation du 5* degré
fe trouvoit donc réduite a celle d'une
équation du vingt-quatrieme. Et quoique
( Voyel\les recherches de M. de la Grange
& de M. de Wandermonde, fur cet objet)
cette équation foit réductible i une du
fixieme , Yéquation du cinquiéme degré
n’eft pras rabaiffiie par ce moyen, & celle
du fixieme le feroit encore moins,

Il refte donc ici deux objets a conii-
dérer ; I'un, la poffibilité de parvenir a cet
abaiiTement, auquel les équations femblent
fe refufer ; l'autre , les moyens de rendre
praticables les calculs immenfes ou cette
méthode générale doit néceflairement con-
duire.

MM. Waring & Wandermonde fe font
occupés avec beaucoup de fucces du fe-
cond objet. On fait que le fécond terme
d’une équation eft égal a la fomme des
racines ; le troiGeme a celle de leurs prc>-
duits deux a deux , & ainfi de fuite. On
fait auffi que ces fondions qui font con-
nues, puisqu'elles font les coefficiens de
la propofée , étant données, on peut en
tirer la valeur d’une fonaion quelconque
des racines , pourvu que toutes y entrent
d’une maniéré femblable ; mais les for-
mules des coefficiens de la propofée qui
expriment ces fondions femblables de ra-
cines, font difficiles ;exprimer fous une
forme générale & commode , lorfque le
nombre des racines ou les expofans de
ces fonaions font des quantités indéter-
minées. Si les fonaions femblables de
toutes les racines font rationnelles, tes fonc-
tions des coefficiens de D propofée le font
auffi : mais fi elles iont irrationnelles ; fi
au lieu de fonaions femblables de toutes
les racines, on cherche des fonéions fern-
blables de deux, de trois racines feule-
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Annexe 2

BI

BO

B2 Bs

B3

L'équation
X*5 + X~4 - 2 X*3 -2X"2+X+1=0
a une racine triple en -1 et une racine double en +1.
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2s racines de I"équation

X~S
2nt

- 4 X~7 - 17 X~5 - s X"5 + 24 X~4 - 5 X*3 - 13 XA2 -
: 1 (triple), -1 (ccuiie), = 1/2 et -2.

De d'Alembert & Cabri-Géometre : le constructeur universel d'équations.

X +

2*0
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Annexe 3
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Courbe représentative de (x - 1)?"3 / (x + 1) 2
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De d'Alembert & Cabri-Géométre

Annexe 4

: le constructeur universel d'équations.
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Annexe 5
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-5 -1 0
-5
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~Z

Comparaison de la courbe représentative de I'annexe 3 avec celle fournie dans le
manuel "Mathématiques M.P.C. et Spéciales B" de Léonce Lesieur publié en 1964 par
la librairie Armand Colin.
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