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INTRODUCTION
La théorie des invariants a eu son heure de gloire au cours du XIXeme siécle
pour étre délaissée au début du XXéme et resurgir depuis cinquante ans :
d'abord dans les travaux de H.WEYL, en liaison avec la théorie des groupes
classiques, puis dans le cadre de la géométrie algébrique, sous I'impulsion
de D. MUMFORD.
On se propose dans cet exposé de reprendre la théorie a ses origines, telle
gu'elle a été créée par G.BOOLE (1815-1864), et surtout A. CAYLEY(1821-
1895) et J. J. SYLVESTER (1814-1897). On restera par conséquent assez dans
le style de I'époque, en essayant de traduire la terminologie du moment,
principalement marquée par une certaine répugnance a la manipulation
des indices et des symboles de sommation.
A titre d'exemple, on appelait a I'époque forme un polynédme homogéne dont
les coefficients appartiennent a un domaine qui n'est pas précisé. On peut
considérer qu'il s'agit du corps des nombres complexes, bien que la notion de
corps ne fOt pas employée a I'époque. En tout cas pour l'exposé, les
coefficients seront considérés comme complexes. Une forme sera dite binaire
(resp.ternaire), si c'est un polynéme a deux (resp. trois) indéterminées. Elle
sera dite linéaire, quadratique, cubique selon quelle est de degré total 1, 2 ou
3, biquadratique ou quartique si son degré total est 4.
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Une forme binaire de degré d «'écrit alors sous la forme suivante qui
introduit des coefficients du binéme :

U(X,y) = axp+ b pXPAy + C p(%-l Vo-2\2 i fwvp

P
ce qu'on écrirait aujourd'hui : u(x,y) = 5ij'jyj
i=0

PREMIERE PARTIE

Naissance de la Theorie

Dans son article initial de 1843rBOOLE], G. BOOLE remarque que si on
effectue dans l'expression ci-dessus de la forme binaire la substitution
linéaire

X=IX+mY &y =1X +mY,

on obtient une forme binaire de méme degré U(X,Y). Il utilise alors la
notation symbolique
u(x,y) = (ao,ai , ap)(x,y) = (Ao,AI , Ap)(X,Y) = U(X)Y).

Il remarque que les Aj sont fonction des aj et des paramétres de la
substitution 1, m, I'm".
Dans le cas d'une forme linéaire, (p = 1) on a
Ao =aol + ail' & Ai =aom + aim’ .
Dans le cas quadratique (p = 2) avec u(x,y) = aox2 + 2aixy + ayy2
u(x,y) = ao(IX + mY)2 + 2ai(IX + mY)(I'X + m'Y) + a2 (I'X + m’Y)2 il trouve :
Ao = aol2 + 2aill’ + a2 I'2
Ai - aolm + ai(lm' +I'm) + agl'm’
A2 = aom2 + 2aimm' + a2 m'2
puis plus généralement que les Aj sont des polynémes en les parameétres de
la substitution et sont linéaires en les aj.
Cela améne a poser la définition initiale d'un invariant de forme binaire
(définition dGe a CAYLEY) :

DEFINITION.- On appelle invariant des formes binaires de degré p un

polynédme a coefficients complexes f(ao, ai ,... , ap) qui se transforme par les
substitutions linéaires sous la forme
f(a0,ai ,... , ap) "= f(Ao,Ai ,... , Ap) = f(a0,ai ,ap) X414, 1 m, m)

ou 41, 1 m, m') est un polynéme qui dépend de f et de p.
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Cette définition peut paraitre arbitraire. Elle est cependant naturelle, comme
le montrent les premiers exemples :
Le plus céléebre d'entre eux, et le plus immédiat, est le discriminant d'une
forme binaire.
Toute forme binaire telle que ao * 0 peut se mettre sous la forme

u(x, y) = ao(x - aiyXx - azy)... (x - apy),
ou les a; sont les zéros complexes du Dolvnéme

v, a2p(p-1) p. an
XP+H10XP1+aO > XP'2 + |a0*

Par extension, sij est le plus petit entier tel que ap;j soit non nul, on dira que
la forme admetj zéros a l'infini.

Dans le cas ou il n'y a pas de zéro a I'infini, on définit le discriminant de la
forme comme la quantité

D(u) = an2(p DrT(cxi - a;)2.
i<j

La quantité dans le produit est invariante par permutation des racines du
polynéme. C'est donc un polynéme en les fonction symétriques élémentaires

des racines, donc en les “ |\ Il en résulte que D est un polynéme a coefficients

entiers en les aj. Le degré de ce polynéme est 2(p - 1). A partir de la on obtient
la définition générale du discriminant puisqu’il suffit d'y annuler les
premiers coefficients dans le cas d’existence de zéros a l'infini.

Le théoreme de BOOLE s'énonce alors :
D(AOQAI ,... ,Ap) = (Im’' - 'm)P(P*1D(a0,ai ,... , ap).

Cette formule conduit a considérer un invariant comme une fonction des
racines de la forme, la condition de nullité de l'invariant s'exprimant en
termes de propriétés projectives des racines. En effet, si les racines de u sont
les aj, les racines de U sont les transformées des racines de u par la
transformation homographique z -» (m'z - m)/(-I'z - 1).

Le discriminant est nul si et seulement si le polynbme de u admet une racine
multiple, propriété qui est invariante par transformation homographique.

On désigne par 1Plla droite projective complexe, quotient de <« & \{(0,0)} par
la relation de colinéarité complexe. Cet espace peut étre considéré comme E
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auquel on ajoute un point a l'infini. Une transformation homographique est
I'application induite par un automorphisme linéaire H &« (L [Voir I'annexe]
Un point de F 1peut étre envoyé "'importe ou dans 1P1par une homographie.
Deux points distincts peuvent étre envoyés sur n'importe quel doublet de
points, a condition que ceux-ci soient distincts Etant donnés trois points
distincts, il existe une homographie et un<3 seule qui les envoie sur trois
points distincts donnés. Par contre on ne peut oas envoyer quatre points
distincts sur quatre points distincts donnés, simplement parce que tout
homographie conserve le birapport de quatre joints listés dans un ordre
donné.

[Voir annexe sur Droite projective complexe et birapport]

LES INVARIANTS DE CAYLEY

A partir de ces données, CAYLEY a identifié en 1849 un premier invariant
pour une forme quartique u(x,y) = ax4 + 4bx3y + 6¢xzyz+ 4dxy3 + ey4 :

I(a,b,c,d,e) = ae - 4bd + 3c2.

Dans une lettre a CAYLEY, BOOLE lui dit avoir trouvé un autre invariant,
sans donner de justification, a savoir

J(a,b,c,d,e) = ace - ad2- b2e - c2+ 2bcd.

En terme géométriques, on peut interpréter ces invariants comme suit :

L'invariant | est nul si et seulement si les quatre racines du polyndome
ont un birapport égal a -j ou -j2, j désignant la racine cubique canonique de
l'unité. On dit dans ce cas que les quatre racines sont en division
équiharmonique.

L'invariant J est nul si et seulement les quatre racines sont en division
harmonique, c’est-a-dire si leur birapport est égal a I'un des nombres -1, 2 ou
V2.

De plus ces deux invariants sont en quelque sorte des "invariants de
base”, ce qui signifie que tout invariant d'une forme quartique est un
polyndme en | et J. Par exemple le discriminant satisfait a D = 13- 27J2.

CAYLEY a décrit les invariants et a donné une approche de leur étude, mais
avec des erreurs. Celles-ci ont provoqué de nombreuses disputes entre
mathématiciens.
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Voici les principaux énoncés de CAYLEY :

THEOREME.- Soit f(ao,ai,...,aj,...,ap) un invariant de degré d pour une forme
binaire de degré p.

I Le polynébme f(ao,ai,...,aj,...,ap) est homogene en les ai-

Il.Le polyndme <=1, 1 m, m) associé a la transformation de
f(ao,ai,...,aj,...,ap) est la puissance (pd/2)-ieme du déterminant de la
transformation.

Ill.Le polynbme f(ao,ali,...,aj,...,ap) est isobare en les ai, avec la signification
suivante : si a chacun des coefficients ai on affecte le poids entier i, le poids

p P
d'un monéme jJQ ajn® est la somme ™ jn(j). En ce sens les mondémes
0 0

intervenant dans f(ao,ai,...,aj,...,ap) ont tous le méme poids dp/2.

1.On considere les substitutions linéaires induites par les homothéties. Si
f(ao,ai,...,aj,...,ap) est un invariant de degré d, il existe un polynéme en une
variable W tel que pour tout Xe<X on ait 4>(X,0,0,20 = 'PQO. De plus on a la
relation ~(~™(v) = 'PAV).
Par différentiation par rapport a X on obtient v'PXv) = W' CDM"V), ce qui
implique que ~(Vv) est de la forme yw’(l) ety = 1 d’'apreés la valeur en 1.
Il. En termes modernes [DIEUDONNE ET CARREL, chap.2, p.21], on a un
homomorphisme de GL(2,<X) dans (E* qui s’exprime sous forme polynomiale
en les coefficients des matrices. Un tel homomorphisme est une puissance
du déterminant. Par ailleurs le degré total de f est dp, ce qui permet de
conclure.
I1l1. On considere les substitutions de la forme [x = X & y = XY] dont le
déterminant est X. Par définition et d’apres Il on a I'égalité

f(a0,Aai, ...>viaj,...,Apap) = XdA2f(ao,ai,...,aj,...,ap).

p p
Par ailleurs, si g est de poids j, le poids de JJ ajr(j}est la somme ~ jnCj)."
0 0

COROLLAIRE.- La dimension de I'espace vectoriel des invariants de degré d

d’'une forme binaire de degré p est inférieure ou égale au nombre de

p p
solutions en entiers naturels du syteme nGg)=d & "™ jn() = dp/2].

0 0
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NOTATION.- On désigne respectivement par Q et O les deux opérateurs
différentiels homogenes et isobares
) P Cd o - P-i g
Q= | s " (P -J)ajt g

Le premier est de degré 0 et de poids -1, le second de degré 0 et de poids 1.

On note U(d,p) l'espace vectoriel complexe des polynédmes homogénes de
degré d en ao,ai,...,aj,...,ap. Pour tout w60. .dp on note V(w,d,p) le sous-
espace vectoriel de U(d,p) engendré par les polynémes de degré d et de poids
w.

REMARQUES.- Il est clair d'une part que U(d,p) est la somme directe des
V(w,d,p), d'autre part que 4> U(d,p) -* U(d,p) défini par aj -» ap.j est un
automorphisme involutif tel que Vw GO. .dp 4>(V(w,d,p)) = V(dp - w,d,p).

En particulier la restriction de 4 a V(dp/2,d,p) est un automorphisme de ce
sous-espace. Enfin un calcul simple montre que Q = O0000.

Avec ces notations, on a le théoreme suivant, démontré par SYLVESTER,
ARONHOLD, EISENSTEIN...

THEOREME A.-Les trois énoncés suivants sont équivalents :

. Le polynbme | est un invariant de degré d des formes binaires de degré
p;

Il. Le polyndme | est de degré d, annulé par Q et par O;

111 Le polyndme | est isobare de poids dp/2 et est annulé par Q .

I®’ On considere les substitutions linéaires de la forme [x = X & y = XX + Y]
dans un premier temps, de la forme [x = X + uY & y=Y] dans un second

temps. Le déterminant de chacune de ces substitutions est 1. Dans le
premier cas une telle substitution transforme les a en les ASX). Un calcul

direct montre qu’on a les formules :
p-s
p-s

AgX) = J

ubj+s
=0
Soit alors I un polyndme homogéne de degré d et isobare de poids dp/2.
On a simplement
d P ai _
d/J)>'=O I(Ao(X),...,Ap(X)) : 0 p-j)ajH 4 ELNEL - aian
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g}\— k0 1(A0(X),....,Ap(X)) = O(1)(a0,ai, ....aj,....ap),

En faisant un peu mieux a partir de la relation (=), on établit I'égalité
exp(mQ)l(ao,ai, ...,aj,...,ap) = I(Ao(m),...,Ap(m))
exp(X0O)l(ao,ai, ...,aj,...,ap) = I(Ao(A),...,Ap(?0).

Procédant de méme avec les substitutions du second type, celles-ci

transforme les aj en les Bt(n) avec les propriétés :
S

Bt(in) =2 (jV jasq (##>
J=0

Pour le méme polyndéme | on obtient

d Ju=o I(Bo(™),...,.Bp(")) — P sa8&i ’\d~|(ao,ai, ...,as,...,ap).

n s=0

ai—)ﬁ:o I(Bo(M-)>"-3p(M-))  £2(1)(ao»ai, *==gj,....ap),

En faisant un peu mieux a partir de la relation (=), on établit I'égalité
exp(~Q)I(a0,ai, ...,aj,...,ap) = 1(BO([x),...,.Bp(")).

Encore une remarque: toute matrice carrée d'ordre 2 a coefficients

complexes et de déterminant 1 s’écrit comme un produit d’au plus trois

matrices :
"Im] [1 01 ri si

X tK I xn li ,ce qui Permet de décomposer toute substitution en un

u 1 1

produit par une homothétie (tout élément de Eest un carré) de au plus trois
telles matrices.
Cela étant, si | est un invariant, on a pour tout X et pour tout ~ les identités
exp(AO)l(ao0,ai, ...,aj,...,ap) —I(ao,a™, ...,aj,...,ap),
exp(~£a)l(aqQ,aj, ...,aj,...,ap) —X@Q,a", ...,aj,...,ap),
ce qui implique 0(1) = Q(I) = 0.
Réciproquement si Q(1) = 0(1) = 0, alors pour tout Xet pour tout nona
exp(X0O)Il(aoO,ai, ...,aj,...,ap) = exp(~Q)I(a0,ai, ...,aj,...,ap) = I(ao0,ai,
..,aj,...,ap)
et on conclut via la derniére remarque que | est un invariant, ce qui prouve
I’équivalence de | et Il et I'implication I => 1Il.

I11=>11. Cette propriété sera un corollaire de résultats ultérieurs.

REMARQUE.- Il résulte de ce théoreme que pour tout p et tout d il existe une
base de W(d,p) formée de polyndmes a coefficients entiers rationnels, car les
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coefficients du syteme linéaire défini par lI'annulation de Q et de O sont
entiers.

SECONDE PARTIE
DENOMBREMENT D’'INVARIANTS

On se propose maintenant de déterminer la dimension de l'espace vectoriel
complexe W(d,p) des invariants de degré d d'une forme binaire de degré p,
selon la méthode découverte par CAYLEY[CAYLEY, 4] et mise au point par
SYLVESTER [SYLVESTER,1]. Dans le langage du siécle dernier, cette
dimension est le nombre d’invariants asyzygétiques de degré d.

THEOREME B.- Pour tout triplet de nombre naturels (w,d,p> soit (w;d,p) le
nombre de solutions en nombres entiers au systeme d’équations

P P
n@g)=d&” jn(j) = wl.
0 0

La dimension de W(d,p) est le nombre (dp/2;d,p) - (-1 + dp/2;d,p).

Soit V(w;d,p) l'espace vectoriel des polynémes homogénes en les p+1
indéterminées ao,ai,...,a-j,...,ap qui sont de degré d et isobares de poids w.
L’'idée de CAYLEY est de considérer l'application Q: V(w;d,p) -» V(w;d,p)
dont le noyau est W(d,p). Le Théoreme repose alors uniquement sur la
surjectivité de cette application qui est utilisée implicitement par CAYLEY.
La preuve de la surjectivité de Q fut établie par SYLVESTER. Elle repose sur
les deux lemmes et la proposition techniques suivants .

LEMME.- Soit M un polyndme homogene en ao,ai,...,aj,...,ap , de degré d et
isobare de poids w. Alors on a [QO - OQ](M) = (dp - 2w)M.

Il suffit de vérifier par un calcul direct l'identité :
P-I
QO - OQ =paldo + ™~ (P - 2j)ajdj.- papdp
J=l
Appliquant cette identité a un mondéme U = aon(0)ain(l)aon(0)...apn(p) de degré d
et de poids w on obtient
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p-1
[QO - OQ1CU) = {pn(0) + p - 2j)n(j) - pn(p)}U = (dp -2w)U
=1
LEMME.- Soit M un polyndme homogene de degré d et isobare de poids w
annulé par Q. Soit e = dp - 2w. Alors

YmMGM,QmOm(M) = (m)!(e)(e-I)...(e-m+1)M .
Il suffit de faire le calcul a partir du lemme précédent.

PROPOSITION.- Pour tout w > dp/2 la restriction de l'application
Q:V(w,d,p) =V(w - |,d,p) est injective. Pour tout w < dp/2 la restriction de
I'application O: V(w,d,p) -» V(w + |,d,p) est injective.

Soit leV(w,d,p) tel que Q(lI) = 0. D'aprés le lemme, pour m assez grand
on a QmOm(l) = (m)!(e)(e-l)...(e-m+1)I , et le coefficient de | dans cette
expression n'est pas nul. Mais pour m assez grand on a Qo<i>(l) = 4>00(l) = 0,
donc 1= 0. La seconde assertion résulte de la remarque qui suit le Théoréme
de CAYLEY.

Munis de ce résultats intermédiaires on peut achever la démonstration des
deux Théoremes :

Preuve de Il =>11 du Théoréme A de SYLVESTER : Il suffit de démontrer
la nullité de 0(1) dés que | est annulé par Q et appartient a V(dp/2,d,p). Or
dans ce cas on a QoO(l) = 0 et la proposition précédente implique l'injectivté
de la restriction Q: V(dp/2+1,d,p) -» V(dp/2,d,p).

Preuve du Théoréme B de SYLVESTER : Pour tout wGO. .dp la dimension de
V(w,d,p) est (w;d,p). Soit X(w) la dimension du noyau de la restriction de Q a

V(w,d,p). On sait d'aprés la proposition technique ci-dessus que pour tout

W A upfR tcTiuuCiuic/mw) estaut. irc pius an e i) =™ ci puar Guut < QPR
on a évidemment )T_(V\_I) > (wtd.o) - (w + Icd.D). On a donc
ulj: &
/\ﬁpfk;&,p; : A-(w).
w=0
Pour tout wGO. .dp/2 soit F(w) une base du noyau de la restriction de Q a
V(w,d,p) et soit G{w)= {x(w,l), . .. x(w,>v{w))} la famille image de F{w) par

Q(dp/2) - w D'apreés ia proposition technique, la restriction de 0 (dp2) ' wa

V(w,d,p) est injectiive, ce qui implique que cette famille est libre. En fait la
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famille {x(wj) Jw60. .dp/2, ¥w jEIl. A(w)} est libre dans V(dp/2,d,p), comme

on le voit en appliqguant a une combinaison linéaire nulle de cette famille la

séquence des puissances de Q et en utilisant le second lemme technique.
dp/2

On a donc (dp/2;d,p) > X.(w) et par conséquent égalité.

w=0
Celle-ci implique pour tout wGO. .dp/2 I'égalité X(w) = (w;d,p) - (w + I;d,p).
Ceci assure pour tout wGO. .(dp/2 -1) la surjectivité de la restriction de Q a
V(w,d,p) et la conclusion du Théoreme.

Du point de vue historique, on peut citer deux textes qui illustrent ce
théoreme

eCayley[Cayley 4,p.256] : En particulier, une fonction |, de degré i et isobare
de poids ip/2 telle que Q(1) = 0 est un invariant.

Je prends maintenant pour | la fonction la plus générale des coefficients,de degré i et de
poids ip/2; alors Q (l) est une fonction de degré i et de poids (ip/2)-1 et les coefficients
arbitraires de la fonction | doivent, étre déterminés de sorte que Q(I) = 0. Le nombre de
coefficients arbitraires est égal au nombre de termes dans | et le nombre d’équations a
satisfaire est égal au nombre de termes de Q(l) ; donc le nombre de coefficients
arbitriares qui restent indéterminés est égal au nombre de termes dans |, moins le
nombre de termes dans Q(l) ; et M. la différence en question est égale au nombre
d’invariants asyzygétiques, i-e le nombre d’invariants asyzygétiques de degré i et de
poids ip/2, est égal au nombre de termes de degré i et de poids ip/2 moins le nombre de
termes de degré i et de poids (ip/2)-Il.

eSylverster[Sylverster 2, p.72] . 11y atrois méthodes pour traiter la question
de la liste des invariants et covariants fondamentaux : la réaliste, la symbolique et la
fataliste ou peprotique. Dans la premiere de ces méthodes, (explicite ou réaliste) les
formes dérivées, en notation compléte ou abrégée, sont exhibées grace a des formes
canoniques. C’est ainsi que j’ai établi la liste pour les cubiques ternaires et pour les
quartiques et quintiques binaires, dans mes premiers articles au Philosophical
Magazine, au Cambridge et Dublin Mathematical Journal, et dans ma Trilogie, publiée
dans les Philosophical Transactions. Dans la seconde Méthode, (symbolique,
schématique ou embryonique), les formes dérivées ne sont pas exhibées, mais sont
étudiées au moyen d'un processus symbolique qui fournit la clé de leur existence (c’est la
méthode suivie , avec un aussi grand succés Dar le professeur GORDANT). LA troisiéeme
(déontologique ou peprotique), qui précéde la seconde dans l'ordre chronologique, est la
méthode indiquée par le professeur CAYLEY, dans son mémorable second article sur les
formes, publié dans les Philosophical Transactions, qui, sans doute a cause d’'une erreur
commise par son illustre auteur, est tombée dans |I'oubli, et dont la validité méme a été
mise en question. Dans cette méthode, les expressions des formes dérivées, et les procédés
par lesquels elles ont été mises a jour, sont ignorés tous les deux: ces formes sont
considérées comme des entités purement arithmétiques, et c’est par le moyen de
I'linstrument le plus subtil pour soumettre la nature et la raison a la question - une
équation aux dérivées partielles - que les lois numériqgues auxquelles ces formes sont
assujetties, se trouvent dépendre d'un probléme de partition des nombres.
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REMARQUE.- Le nombre (w:d.p) s’'interpréte en termes de partition d’entiers.

p P
En effet, si on effectue dans le systeme n)=d& jn(j) = w]
0 0
P
le changement de variable m(j) n(i), le nombre (w:d,p) est le nombre de
I
P

m(h)< d & m(j) = w

1
m(l) s m(2) m(p)
C'est le nombre de partitions de w en p sommants inférieurs ou égaux a d.
La représentation d’'une telle partition sous forme de diagramme montre
immédiatement qu'on a I'égalité (w;d,p) = (w;p,d).
Ceci s’énonce sous la forme de la loi de réciprocité de HERMITE :

solutions en entiers naturels du systeme

COROLLAIRE.- Le nombre d’'invariants asyzygétiques (i-e linéairement
indépendants) de degré d d’'une forme binaire de degré p est égal au nombre
d’'invariants asyzygeétiques de degré p d’'une forme binaire de degré d.

Ce nombre est (dp/2;d,p) - (-1 + dp/2,d,p).

THEOREME- Pour tout entier p et tout entier d la fraction rationnelle

. 1-XP+j
<j>(d,p,X) = ) 1-X>
|

est un polyndme dit polyndme de GAUSS, et pour tout WEEN, le nombre
(w;d,p) est le coeficient de zw dans le polyndme de GAUSS <j)(d,p,2).

18]
On pose u(i,p,z) = (w;i,p)zw.
0
La série entiere formelle en x, a coefficients polynomiaux en z, u(i,p,z)xx
0
est la somme de la famille des zP* 1+ 225w+ pn(E>xn(°) + YY) + N + =+

1
il -x)(1- xz)(I- xz2)...(I- xzp)'
Dans cette derniéere fraction, le remplacement de x par xz donne l'identité :
co - 1
0 u(i,p.z)x1 (1- xz)(I- XZ™)...(1- xzp )
(1 -x) 1
- (1-XZP4) (1 -x)(I- xz2)(I- xz2)...(1- xzp)

C'est donc la fraction rationnelle en x et z
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Cco - (1 -X) co -
u(i,p,z)x1 % X u(i,p,z)x\
0 1-xzptl 0
D'ou (1 - xzp+r  u(i,p,z)xk1=(1 -x) u(i,p,z)xi.
0 0

Identifiant les coefficients des xlon obtient u(0,p,z) = 1 et pour tout i > 1:
u(i,p,z) zi- zp+u(i-1,p,z) = u(i,p,z) - u(i-1,p,z),

u(i,p,z) (1 -z) =u(i-,p,z) (1 - zpH).

On en déduit par récurrence sur i le résultat du Théoréme.

COROLLAIRE.- Le nombre d’invariants asyzygétiques de dej¢cré d associés a

une forme binaire de degrée 4 est le coefficient de zdp/2 dans le développement
(1 - zp+x)...(I - zpt+a)

(1- z2)...(I- zd)
C’est aussi le coefficient de zdp/2 dans le déveloDnement de la fraction
(1 - zd+D)...(l - zptd)

(1- z2)...(I- zp)

de la fraction rationnelle

rationnelle

La premiére assertion résulte du Théoréeme de CAYLEY-SYLVESTER,
la seconde de la formule de réciprocité de HERMITE.

Exemplespour lespremieresvaleursdep
1. Il n’y a pas d’invariant non constant pour les formes linéaires binaires.

2. Le coefficient de zd dans \F((1 - zd+l)...(l - zd+2);(l - z2)) est le coefficient de zd

dans § 1lz2y C’est donc 1 si d est pair et 0 si d est impair. Une forme

gquadratique n’a donc pas d'invariant de degré impair et pour tout entier n,
I'’espace des invariants de degré 2n est engendré par la puissance n-ieme du
discriminant.

[1-zd+) (I - zd+2)(l - zd+3)

3. Le coefficient de z3d/2 dans est le coefficient de z3d2

1 -z2)(l- z3)
N _zd+l _zd+2 _ zd+3 1 7 ..
dans (@ - z2)(1- 23) 1 -22(- 23) (1 -z2)(- 2* C’est donc le coefficient
1 . .
de z3d’2 dans (1 -22(I- 23} moins le coefficient de zM2dans i - zzzx1- 2

C’est aussi le coefficient de z3d2 dans l'expression
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1 zf 1+ 2z2-23-2z4
1-z2(-2z3) (1-z6)(1-2z3) —(1 -z6)(I- z3)"*

En définitive ce nombre est le coefficient de z3d/2 dans s c'est-a-dire le

coefficient de zd dans -—™. On en conclut d'une part que si d n’est pas

multiple de 4, il n’y a pas d’invariant de degré d et que si d = 4e, I'espace des
invariants de degré d est engendré par la puissance e-iéeme du discriminant.

COROLLAIRE.- Soit p un entier. Il n'y a pas d’'invariant de degré 1 pour les
formes binaires de degré p. Il y a un invariant de degré 2 si et seulement si p
est pair et un invariant de degré 3 si et seulement si p est multiple de 4.

C'est une conséquence de la loi de réciprocité de HERMITE.

Q- zd+D) (1 - zd+2) (1 - zd+3) (I - zd+4)
(1- z2)(1- z3)(I- z4)
(1-zdHl - zdH2 - zdH+3 - zd+4)
(1- z22)(1- z3)(I- z4)
N\

4. On cherche le coefficient de z2d dans

C’est le coefficient de z2d dans

g 1 Z
ouaans "1 22)(1- 23)(1- z4) (1 - 2)(I- z2)(1- z3)(1I- z4Y
1 zf
ou dans 1T 23)(I- Z0)  (1- 22)(I- ZAX1- 26)
d 1-z2+ z3 ] d ité d 1
ou dans (1_ 22)(|_ Z4)(|- 26) ou, pour raison de parlte, ans (1_ Z4)(|- 26)

, o 1
C’est le coefficient de zd dans (1- z22)(I- 23

Connaissant déja les invariants | et J qui sont algébriquement indépendants
et de degrés respectifs 2 et 3, on conclut que les invariants d'une forme
binaire quartique sont les polynémes en | et J, et d'aprés la formule de
réciprocité que toute forme binaire de degré supérieur ou égal a 2 admet un
invariant de degré 4.

FONCTION GENERATRICE DE L'ALGEBRE DES INVARIANTS

DEFINITION.- Pour tout entier p, la fonction génératrice de l'algébre des
invariants de la forme binaire de degré p est la fonction z — F(p,z) dont le

00

développement en série entiére formelle est ~ dim®W (d,p))zd.
0
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Les exemples ci-dessus montrent que les premiéres fonctions génératrices

sontF(lz)=1,FQ2) | _122, F(3.2) F(4.2) !

| - 24 (1 -22)(I - 23)

On montre par le méme type de calcul que les fonctions génératrices
suivantes sont respectivement :

F(5,2) 1+z18 1- 236
' 1-z4)(1-28){-2z12)= (1 - z4)(l - z8XI - 212X - z18)
=1+ z4+ 228+ 3212 + 4716 + 218 + ..
1 + 215 1 - 230
F(6,z

1-2z2X1 - z4X1 - z6X1 - z10) “ (1 - z2X 1 - z4X1 - z6X1 - z10X| - z15)

1+ 2z2+ 2724+ 326+ 328+ 4210+ 6212 + 6214 + 715 +...

Dans le cas p = 5, on a un invariant l4 de degré 4 qui engendre W (8,5).
L’intersection de W(8,5) avec <X[l4] est EI42. Il existe donc un invariant Ig,
irréductible de degré 8. L’intersection de W(12,5) et de E[l4, Ig] est I'espace
vectoriel engendré par {143, Ljlg}. Il existe donc un invariant l12 irréductible
de degré 12. L’espace W(18,5) est engendré par un invariant irréductible lig
car les degré des précédents invariants sont tous multiples de 4. D’apreés la
seconde forme de la fraction rationnelle, la dimension de W(36,5) est d'une
unité inférieure a la dimension de l'espace vectoriel engendré par les
puissances adhoc de 14, Iget 112 . On en déduit qu’il existe une relation
(syzygie) entre ces invariants, c’est-a-dire que lig2 est un poljnéme en 14, Ig
et l12.

De méme, dans le cas p = 6, on obtient cing invariants irréductibles 12, 14, 19,
110 et 115 et une syzygie de degré 30. c’est-a-dire que 1152 est un polyndéme en

12, 14» 16» 110.

Les cas p = 7 et p =8 sont un peu plus douloureux. Les fonctions génératrices
sont respectivement :

1 m278 + 4712 + 4714 + 5216 + 9718 +6220 +9222 + 8724 + 9z2A? + 6228

F(7.2) (1 - 24X1 - 28X - 2121 - 220)

9230 + 5732 + 4734 + 4736 + 2740 + 748
+ (1 - z4X1 - z8X1 - z12)2(1 - z20)
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1+2z8+2z9+z10+ z18

F8.2) (1220 - 23)(1 - 24)(1 - z5)(I - 26)(1 - z7) *

A ce niveau on peut se poser la question de savoir si tous les invariants sont
des polyndmes en un nombre fini d'entre eux, autrement dit, en termes
modernes, si I'algébre des invariants est de type fini.

A cette question CAYLEY répondait négativement. Nous verrons dans ce qui
suit qu’il s’est trompé, comme le montrent les travaux de HILBERT qui ont
pratiquement réglé le probléme des invariants, ou du moins ses aspects
théoriques. Le début de I'argument de CAYLEY est le suivant :

-[Cay Iey 4 P. 252] On peut remarquer qu’étant donné une équation aux dérivées
partielles, ou un systeme de telles équations, il y aura toujours un nombre fini v tel que
pour tout systeme de v intégrales indépendantes, toute autre intégrale est fonction (en
général irrationnelle, seulement exprimable comme racine d'une équation) des v
intégrales indépendantes ; et si a ces v intégrales on adjoint une seule autre intégrale
qui n’est pas fonction rationnelle des v intégrales, il est facile de voir que toute autre
intégrale est fonction rationnelle des v+1 integrales ; mais une telle intégrale n’est pas
en général une fonction rationnelle et entiére des v + 1 intégrales ; et il n'y a pas en
général de nombre fini d’intégrales, telle que tout autre intégrale soit une fonction
rationnelle et entiere de ces intégrales, i-e le nombre d’intégrales irréductibles est en

général infini ; et il semblerait que ce soit le cas dans la théorie des invariants.

C’est l'assertion en gras ci-dessus qui est incorrecte.

GENERATEURS ET RELATIONS POUR LES ALGEBRES D’INVARIANTS

On adopte dans cette derniére partie la terminologie d’aujourd’hui, quitte a
revenir sur les énoncés des précurseurs.

DEFINITIONS ET NOTATIONS DIVERSES.- Soient k un corps commutatifet A
une sous-algébre graduée de Kk[xi,...,xn]. Un ensemble E d'éléments
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homogénes de A est un systeme de générateurs de A si tout élément de A
s’écrit comme un polyndme en les éléments de E.

Si I'algébre A admet un systéme générateur fini (on Hit alors qu’elle est de
type fini), on désignera par (ai,...,am) un systeme générateur de A tel que ai
soit de degré minimal dans A et pour tout i€E2..m, ai soit de degré minimal
dans A\k[ai,...,ai_i].

Soit A une algebre graduée de type fini munie d'un systéme générateur
(ai,...,am). On appelle relation (ou syzygie) de A (associée a ce systeme) tout
polynébme Pek]yi,...ym] tel que P(ai,...,am) = 0 ou les yi sont algébriquement
indépendants et pour tout i€El.m, yj a pour degré le degré ai de ai.

Lemme.- avec les notations ci-dessus, l'ensemble des relations de A est
I'idéal homogéne | de KJ[yi,...ym], noyau de I'homomorphisme surjectif
d'algébres k[yi,...ym] -» A—» 0 défini par LVjGIl..m, yj —*aj].

Si le noyau | est de type fini comme k[yi,...ym]-module, on s’en donne un
systéeme générateur fini d'éléments homogenes (bi,...bmi) tel que bi soit de
degré minimal et pour toutjG2..mi, bj soit de degré minimal clans

IN\< Dbi,...,bj_i >, ou on désigne par < bi,...,.bj_i > l'idéal de Kk[yi,...ym]
engendré par bi,...,bj_i

On appelle alors secondes syzygies de A les éléments du noyau de

m i

I'hnomorphisme canonique de k[yi,...ym]-modules qe: ©0(k[3'i,...ym])zj — |
J_

défini par Z -> bj. Ce noyau est I'ensemble des solutions dans (k[yi,...ym])mi
m j

de I'équation ™ fjbj = 0. C’est un K[yi,...ym]-module gradué. S’il admet un
i

systéeme générateur fini, on peut construire de la méme facon les troisiemes

syzygies de A et ainsi de suite tant que le noyau trouvé est de type fini.

CAYLEY avait repéré des secondes syzygies (resp. troisiemes syzygies) de la
forme {cy = Zibj -zjbi | i <j} (resp dyk = cyzk + cjkkzi - cikg |Ji<j < k} les syzygies
"automatiques”. Son erreur fut de croire que les syzygies, a chaque niveau,
étaient engendrées uniquement par celles-ci.

Du point de vue numérique, étant donnée une k-algébre graduée B, la
fonction génératrice F(B,Z) de B est par définition la fonction dont le
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(e 0]
développement en série formelle est dimBn)znou Bnest le k-espace
n-0
vectoriel engendré par les termes homogenes de degré n de B.
ml
La fonction génératrice de k[yi,...ym] est la fraction rationnelle (1- z*i)-1

i-1

A partir de la suite exacte | —=* Kk[yi,..ymJ—=*A -> 0, on a la relation entre
fonctions génratrices F(A,z) + F(l,z) = F(k[yi,...ym],z). En ce qui concerne les
secondes syzygies, on convient que le degré de chaque Aest le degré e; de h.

On a une suite exacte de modules gradués J (k[yi,...ym]zj -» 1 -* 0. La
i-1
mi

fonction génératrice de _ (k[yi,...ym])ziest _
i-i
(1 - z«0
1=1

La fonction génératrice de A est donc la différence de fractions rationnelles

2 zei

j-i . , . .
! ‘fonction géenératrice des secondes syzygies

Nn(i-zo

Si I'hypothése de CAYLEY était correcte, les degré des syzygies
“automatiques” de niveau t serait les sommes de t des gj. Il en résulterait en
bref que la fonction génératrice de l'algebre des invariants serait de la forme

mil m

n (i-z”™).n (1- z“')'), ce qui n'est pas le cas, entre autres, pour les formes

i«l i-1

binaires de degrés p =7 et p = 8.

Entre 1890 et 1893, MLBERT [D. HILBERT,1 & 2] a résolu le probleme de
finitutepour les algebres d'invariants, au moins au plan théorique. On peut
résumer ses résultats dans trois théorémes suivants dont on ne donnera pas
ici de démonsration.
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THEOREME I.- Pour toute suite infinie de formes des n variables xi,x2,...,Xn,
par exemple Fi,F2,F3..., il existe toujours un entier m tel que toute forme de
la suite s’écrive

F=A1F1 + A2F2...+ AmFm,

ou Ai, A2, ..., Am sont des formes appropriées de ces n variables.

THEOREME I1.- Si on a un syteme d’équations

FtiXi + FeXe + ... + Ftma)Xm(i) = 0 (t= 1,2,...m),
ou les coefficients sont des formes données en n variables, et ou , sont m(l)
formes a déterminer, il existe toujours un nombre fini m(2) de systémes de
solutions

Xi =Xis,..., Xm(i) = Xm(i)s (s=1,2,...m(2)),
tel que toute autre solution homogeéne puisse s’écrire sous la forme

Xl =A1X11 + ... + Am2)Xi m2)y
ou Ai,A2,...., Am2>sont des formes en n variables.

THEOREME 111.- Si on a un syteme (comme dans le Théoréme Il), alors la
construction des relations entre solutions conduit a un second systéeme de
méme type; de ce second systeme dérivé, on tire de méme un troisiéme
systéme dérivé. Ce processus s'arréte toujours, et c'est au plus le n-ieme
systeme d'équations qui n’a pas de solution.

En ce qui concerne spécifiqguement les invariants, HILBERT prouve que si
li,...,Im sont des invariants qui engendrent l'idéal engendré par les
invariants, alors li,...,Imengendrent l'algébre des invariants.

L’'idée de la preuve de ce résultat est la suivante : on construit un
opérateur différentiel p tel que pour tout invariant P et tout polynome
homogéne Q on ait p(PQ) = Pp(Q) et p(l) =1 et tel que pour tout P on ait
degré(p(P)) < degré(P) (en particulier pour tout invariant P, p(P) = P).

_ QJQl
Dans le cas spécifique des formes binaires, I'opérateur p est » (=?jI(j+1)!"
j=0
Soit alors | un invariant de forme binaire. Il existe des formes Ai,...,Am
telles que I = A1l1 + ... + AmIm avec pour tout i degré(Ai) < degré(l).
On a alors p(I) =1 = p(ADli + ... + p(Am)Im avec degré p(Aj) < degré(l).

Les p(Ai) sont des invariants de degré strictement inférieur a degré de | et
on peut terminer en raisonnant par récurrence sur le degré de I.
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En définitive, I'algébre des invariants est de type fini, les syzygies, secondes
syzygies ont des systéemes de générateurs finis et la chaine des syzygies
s’arréte apré un nombre fini d'étapes.
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ANNEXE 1

DROITE PROJECTIVE COMPLEXE
TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHIQUES.

DEFINITION.- On appelle droite projective complexe l'espace 1P quotient de
Xx<X\{0,0} par la relation de colinéarité : xiTiy <= 3([Li,v)eExE\{0,0}, xx + vy = 0.

Un systéme de représentants de 1P est &~ = EEU{°°} avec la convention que
tout zHD est le représentant de la direction de (z,I) tandis que 00 est le
représentant de la direction de (1,0). On prolonge les opérations de Ea &~ ,
donc a IP1 par les,propriétés

00+ 0=0:-Va* 0:a+ ° =00, a oo= oo, gjco = 0 ,a/0 = oo0.

DEFINITION. Soit u = L% G GL(2,(L) une matrice carrée d'ordre 2 inversible

d)

a coefficients complexes . On appelle transformationn homographique de P!
associée a u la transformation Tuinduite par I'application (E-linéaire admettant
u comme matrice dans la base canonique de GXE.

Avec les notations de la définition ci-dessus, la transformation Tuest donnée
par :

svVze<X\{-dc_ 1}, Tu(z) = (az +b)/(cz +d) ; TuOdc'l) = 00 ; Tu(°°) = alc.

De plus, les points fixes de Tusont les images dans IPi des directions propres de
u.

Une transformation homographique a donc deux points fixes distincts ou un
point fixe “double”.

On sait que le centre Z(GL(2,EE)) de GL(2,(E) est le groupe des homothéties
isomorphe & (E* Le groupe des transformations homographiques de IP. est donc
iIsomorphe au groupe quotient PSL(2, & = GL(2,(E)/E&*.

DEFINITION. - Soient zi, z2, ({3, z4 quatre éléments distincts de IPL On appelle

birapport de ces quatre nombres I'élément de (B~ qu'on note (zi, 22, Z3, Z4) donné
zi-z3 2-z3

par :(zx, z2, z3, z4; Zi-74 727 74
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On prolonge la définition du birapport comme suit :
Si z2, z3, za sont distincts et 2\ - z3, alors (zi, z2, z3,z4) =0 ;
Si z\, z2, za sont distincts et z2 = z3, alors (zi, z2, z3, z4) = °°;

. . Zi - z3
Si zi, z2, zz sont distincts dans (Eet z4 = o0 alors (zi, z2, z3, z4) 79 - 73"

PROPOSITION.- Soit T: IPL — IPL une bijection.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :
1) L’application T est une homographie ;

2) L'application T “conserve le birapport

1) => 2) Soit T la transformation homographique associée a la matrice
I'a b\
u dj
Si ¢ est nul, il est est clair que T est le produit de la translation x(b, ) par la
similitude a(c, ), donc que T conserve le birapport.
Si ¢ n’est pas nul, on peut décomposer T en le produit

T = xCac'l, )o cKXad-bcte'l, )° lo xCdc'l, ) o a(c)

ou | est la transformation z —» 1/z. La vérification de la conservation du
birapport par cette homographie se fait par calcul direct, compte tenu des
conventions faites relativement a
2) => 1) Soient 22, Z3, Z4 trois points distincts de Mdont les images par T sont Z2,
Z3, Z4, toutes distinctes de Pour tout zGPi\{z2, Z3, Z4} on a I'égalité

z g™ »-A _ T(z) Z3MZ22 2o
z-24 %-2z4 T(z)- Z4 Z2- 74

Soient g5 IPL —°IPL I'homographie définie par §Xz

z z* 2 Za
Z NZ2—73
z2—/4 Z2- ZA

D’aprés la formule ci-dessus T est la transformation homographique ( 109x

et *?: IP1-> IPLPhomoeraphie définie par o, (2

On appelle birapport de quatre points du plan le birapport de leurs affixes.

PROPOSITION.- Soient zi, z2, z3, z4 quatre points de P 1 dont le birapport est
défini et qu’'on note p. Si on fait agir le groupe symétrique S 4 sur les indices de
ces points, on obtient une action de sur I'ensemble des valeurs des birapports
possibles. Ces birapports appartiennent a la famille



ANNEXE 1:DROITE PROJECTIVE ET HOMOGRAPHIES page 3

L'ensemble E des valeurs des birapports obtenus est de cardinal au plus 24.
La transposition (2 13 4) et la transposition (12 4 3) changent pen p"lL
La transposition (3 2 14) et la transposition (1 4 3 2) changent p en 1-p. Pour
tout xFFi, le sous-groupe de S4 qui laisse x fixe est donc au moins d'ordre 4, et
les groupes qui fixent un point sont tous conjugués les uns des autres dans S4.
On en conclut que I'ensemble E est le support de la famille de I énoncé.
Pour que I'ensemble des valeurs obtenues par action de S4 sur les indices de
guatre points distincts soit de cardinal différent de 6, il faut et il suffit qu’'on ait

p = p't ce qui donne p=-1etE ={-1,2,1/2}, car on ne peut avoir p= 1.

ou p=1 pcequidonne p=1/2etE ={1,2,172}
ou p=(1-p*,cequidonne p=-jou-j2etE ={-j,-j3.
ou p=1-p'lcequidonnep=-ou-j2etE ={j,-j2.
Ceci indique pourquoi on trouve ces valeurs particuliéres de birapport dans
I'exposé de Michel BRION.

PROPOSITION.- Soient z\, 22, Z3, Z4 quatre points distincts de <X.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Le birapport (zi, 22, 23, Z4) est réel ;

(i) Les quatre points du plans dont les affixes respectifs sont 22,73 et
Z4 appartiennent a une méme droite ou a un méme cercle.

La démonstration repose essentiellement sur le fait que I'image par la
transformation z — 1/z d’'une droite munie du point et ne passant pas par O
est un cercle et que par similitude toute droite peut étre transformée en l'axe
réel.

En effet, Soit A une droite du plan ne passant pas par O. Soit H la projection
orthogonale de O sur la droite A. Soit ae'f l'affixe de H. La droite A est
caractérisée comme I'ensemble (Mx=IR2, < OM,OH > = 0}.
L’équation cartésienne de la droite A est donc [x asg>+ y sintp - a = 0].
L'inverse M’'(x’,y) du point M(x,y) dans lI'inversion de pdle O et de puissance 1
est caractérisé par :
[(x,y) * (0,0) & X" =x/(x2 +y2) &y =vyl/(x2 +y2)]qui est équivalente a
[(Xy) *(0,0) &Xx=X7(x2+Yy 2 &Y= y7(x2 +Vy 2]
On en déduit que I'inverse de la droite A est I'ensemble des points M(u,v) qui
verifient :

[(u,v>* (0,0) & u cost)) + v sinp- a(u2 +v2) =0 |.
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Cet ensemble est le cercle privé He O centré au point Q/2a)coso, (1/2 asin<j>) et
de rayon I/2a. Par ailleurs I'image de °° par lI'inversion z —»1/z est O.

i) = (ii) On peut supposer que les trois points z|, zo et Z3 sont “a distance finie”.
Si ces trois points sont alignés, il existe unt similitude qui les transforme tous
trois en trois nombres réels. On en conclut que I'image de Z4 est soit 00 Ssi z4 = 00,
soit un nombre réel, ce qui prouve que Z4 appartient la droite engendrée par zi,
z2 et z3. Si les points zi, z2 et zq ne sont pas alignés, il existe une transformation
homographique qui transforme leur cercle circonscrit en lI'axe réel. L'image de
z4 est un nombre réel, donc appartient au cerle de z, z2 et z3.

(11) => (i) Soit E la droite ou le cercle support ne yXx, 22, Z3 et Z4. 1l existe une
transformation homographique qui transforme E en la droite réelle et la
conservation du birapport implique que ce birapport est réel.



ANNEXE 2

RESULTANT DE DEUXPOLYNOMES
ET DISCRIMINANT

POSraON DU PROBLEME

A l'origine le probléme est de trouver un critére simple
pour que deux polyndémes sur le méme corps K aient un facteur commun non
constant, ou, ce qui est équivalent, qu'ils aient un zéro commun dans une
cléture algébrique de K.

DEFINITION DU RESULTANT

LEMME - Soient f(X) et g(X) deux polynémes a coefficients dans un corps
commutatif K, de degrés non nuls respectifs m et n. Soit d un entier non nul
inférieur ou égal au minimum de m et de n.
Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1) Les polyndémes f(X) et g(X) ont un facteur commun de degré d
dans KTX].

2) 1l existe dans K[X] deux polynémes p(X) de degré s n-d et q(X)
de degré s m-d tels que tfX)p(X) + g(X)q(X) =0

1) => 2) Soit r(X) un facteur commun a f(X) et g(X) de degré d. On a alors
deux décompositions f(X) = r(X)fi(X) et g(X) = r(X)gi(X) avec degré(fi(X)) = m-d
et degré(gi(X)) = n-d.On peut alors choisir p(X) = -gi(X) et q(X) = fi(X).

2) => 1) Soient deux polynémes p(X) de degré < n-d et q(X) de degré s m-d tels
gue fIX)p(X) + g(X)q(X) = 0. Si ftX) et g(X) étaient sans facteur commun de
degré > d, leur PGCD serait de degré < d et on aurait des relations du type :

ftx) = r(X)fi(X), g(X) = r(X)gi(X),(f1(X),g91(X)) = 1,
degré(fi(X)) >m-d ;
fi(X)p(X) + gi(X)q(X) = 0.

Le fait que fi(X) divise q(X) est contradictoire avec la définition des degrés

les
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La condition 2) du LEMME 1.1 permet de transformer la recherche de
I'existence d’'un facteur commun aux deux polynémes en un probleme
d'algébre linéaire. En effet, si on décompose les polynémes sur la base
canonique de K[X], on a des écritures du type suivant

m ) n
f(x) = rvm-i g(X) er;Xn*
i=0 FU
n-a-x m-d-I
P(X)=  PiX*~"1 a(Xx) giXm-a-i
i=0 i—U

La relation entre ces quatre polyndmes, les inconnues étant les pj et les qj,
s'écrit, en considérant comme nuls les coefficients a partir du degré de
chaque polynéme

fiPjXtn+n-d-j-i +gigjXm+n-d-j-i = 0;
U

m+n-d S
Xm+n-d-s
s-0 1“0
On obtient ainsi, a raison d'une équation linéaire par puissance de X, un
systeme linéaire de m+n-d+1 équations a m+n-2d+2 inconnues.
Si d =1, le systeme linéaire ainsi obtenu est carré d'ordre m+n.
Pour qu'il admette une solution non triviale, il faut et il suffit que son

déterminant soit nul.
S

Vse O.m+n [iPs-i+ giQs-i =0 (i;
i=0

liPs-i+ giQs-i =0.

EXEMPLE.- La matrice de ce systeme, dans lecas m =5 et n = 3,est :

S dO dl d2 & al a2 a3 o4
0 f O O Og OO O OO

1 fl1foO O gh g0 O 0 O
2 3 fl fD g2 gl ¢gO O 0
3 3 B f g3 g2 gl gO O
4 f4 f3 B 0 g3 g2 gl O
5 fo f4 3 O 0 g3 g2 gl
6 0 fo f4 O 0 0 g3 g2
7 0 0 B 0 0 0 0 ff3
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DEFINITION - Avec les notations utilisées ci-dessus, le résultant des deux
polynémes f(X) et g(X) est le déterminant du systéme linéaire (1).

AUTRES FORMULATIONS DU RESULTANT

Pour appréhender plus facilement les calculs qui vont suivre, on
va se fixer les entiers m et n non nuls, et considérer d'une part les m
indéterminées {Y1,Y2 ...,Ym) que sont les zéros "formels" du polyndme f(X),
le coefficient dominant F de f(X), et de méme pour g(X) les zéros "formels"
{Z1522, - - . ,Zn} et son coefficient dominant G. Avec ces notations les polyndmes
sont respectivement
«X) = F(X-Y,XX-Y2) ... (X-Ym)
g(X) = G(X -ZjXX -22) ... (X -Zn)

LEMME - Le résultant des deux polynémes f(X) et g(X) est un polyndédme
homogéne de degré n en les variables fo,fi,. ==, fm, et de degré m en les
variables go,gi,- ®==,gneDe plus, I'un des ses termes est fongom

Il suffit de considérer le déterminant .

Considérons maintenant l'expression

S(f,g) = FnGmJ J(Yi - Zj)
I,

Le produit ci-dessus est une forme homogtj‘ane de degré m en les Yj et de degré
m en les Zj. Il en résulte que S(f,g) est une forme de degré n en les fo,fi,. = fm
et de degré m en les go,gi,- *=,gnPar ailleurs le résultant R s'écrit comme le
produit par FnGm d'un polynéme homogéne de degré n en les Yj et de degré m
en les Zj. Ceci résulte immédiatemenet du fait que d'une part les fonctions
symeétriques élémentaires sont de degré 1 par rapport a chacun des zéros,
d'autre part du fait que la fonction symétrique élémentaire de degré k est
(-1)kak/ao. Enfin ce dernier polyndme s'annule chaque fois qu'on y substitue
un Yj aun Zjou vice versa.il est donc divisible par (Yi- Zj) pour tout i et toutj,
donc par leur produit. Ceci permet de conclure, en utilisant la derniére
assertion du LEMME 2.1. que R et S sont égaux. On déduit de cette étude les
deux résultats suivants :
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PROPOSITION - Soient f(X) et g(X) deux polynémes a coefficients dans un corps
commutatif K, de degrés non nuls respectifs m et n. Dans une cléture
algébrique de K, soient respectivement fax,a2, ... ,om} la famille des zéros de
f(X) et (xi,X2>eee’Xn) celle des zéros de g(X). On a les égalités :

m n

R(f,g) = for gCoJ =1-1/""goll (o)
-1 1=1

Il suffit de regrouper les termes dans l'expression S(f,g)

PROPOSITION - En tant que polyndme homogene des m+n+2 variables, le
réesultant est asolument irréductible.

Application auxdiscriminants

DEFINITION 3.1.- Soit a un entier algébrique de degré n dont les conjugués sur
Q sont alka2, ...,an. On définit le discriminant de a comme le nombre
algébrique
Dia) (ai - aj
*J

Ce nombre algébriqgue est un entier rationnel car c’est une fonction
symétrique des zéros du polynéme irréductible de a. On peut donc dire que
c'est le discriminant du polyndme irréductible de a. Si on désigne par f(X) le
polyndme irréductible de a sur Q, on a immédiatement
il
D (a) na

D'ou, en application des résultats du paragraphe précédent,

PROPOSITION - Soit a un entier algébrique de degré n dom; le polynéme
irréductible de a sur Q est f(X). Le discriminant de a est le résultant de f(X) et
de son polynéme dérive f (X).

EXEMPLE.- Le polynéme standard de degré 3 est

X3 + aiX2 +a2X + a3- Son polyndme dérivé est 3X2 + 2aiX + a2 dont les zéros
sont formellement a + b et a - b avec a =(-ai/3) et b =yjai2 - 3a2/3 , ce qui donne
a2 - b2 = (as/3), a2 + b2 =(2ai2 - 3a2)/9, et a2 + 3b2 = (4ai2 - 9a2)/9.
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D'apres la formule de la PROPOSITION 2.3.,1e discriminant du polynéme est
donné par :

D(f(X)) = 27[(a+b)3 + ai(a+b)2 +az(a+b) + az][(a-b)3 + ai(a-b)2 +az(a-b) + as]

=27[(a2-b2)3+ 2aai(az-b2)2 +2a2(a2-b2)(a2+b2)+ 2aa3(a2+3b2)+ ai2(a2-b2)2
+ 2aaia2(a2-b2)+ 2aia3(a2+b2)+a22(a2-b2)+ 2aa2a3+ a32]

=[a23-2aiaia2 +2a22(2ai2- 3a2) -2ai as(4ai2- 9a2)+ 3aiz2a2?

-6ai2a22 +6aia3((2ai2- 3a2>+9a23-18aia2a3+ 27a32]

D(EX) = 4a23-ai2a22- 4ai3a3-18aia2a3+ 27a32
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A la théorie des groupes sont principalement attachés les noms de GALOIS,
ABEL, SCHMIDT qui a dégagé la notion de groupe abstrait,Félix KLEIN et le
programme dERLANGEN, BURNSIDE et de nombreux autres
mathématiciens de renom depuis cent cinquante ans.

0. GROUPES

Rappelons qu’'un groupe est un ensemble non vide G muni d'une loi interne *,
qu’on notera le plus souvent multiplicativement, ayant les propriété suivantes

associativité Va€EG, VbEEG, VcGEG, a*(b*c) = (a*b)*c.
H existe un élément distingué, dit élément neutre, et noté e tel que
YaGG, a*e = e*a = a.
Tout élément admet un inverse pour la loi *, a savoir
VaGG, 3b€EG, a*b =b*a = e.
La propriété d’'associativité implique I'unicité de I'élément neutre e et pour
tout a€=G l'unicité de son inverse.
Des exemples classiques de groupes sont les suivants :
eLe groupe 2 des entiers rationnels avec la loi d’addition usuelle.
eLes groupes Z/nZ des classes d’entiers modulo un entier donné n, munis de
I’'addition induite par I'addition usuelle de 2 .
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<Pour tout ensemble non vide E, le groupe Se des bijections de E dans lui-
méme muni de la composition des applications, en particulier le groupe Sn
des bijections de 1. . n dans lui-méme, groupe dont le cardinal est n!, produit
des n premiers entiers non nuls.

eEtant donné un entier n et un corps commutatif K, on désigne par GL(n,K)
le groupe des matrices carrées d'ordre n a coefficients dans K muni de la
multiplication des matrices induite par la composition des applications
linéaires de Kndans lui-méme lorsqu’on le munit de sa base canonique.

Sous-groupe d’'un groupe.- Soit (G,*) un groupe. Une partie non vide H de G
est un sous-groupe de G si elle est stable pour la la loi * et si munie de la loi
induite,elle a une structure de groupe.

Si e est I'élément neutre de G, (e) est un sous-groupe de G.

L’'intersection d'une famille quelconque de sous-groupes de G est un sous-
groupe de G. En particulier on appelle sous-groupe de G engendré par une
partie A de G l'intersection des sous-groupes de G contenant A.

L’ensemble {gGG |VheG,gh =hg> est un sous-groupe de G appelé le centre de

G et noté en général Z(G).

Homomorphisme de groupes.- Soient G et H deux groupes. On appelle
homomorphisme du groupe G dans le groupe H toute application € G -» H qui
respecte la structure des deux groupes, c'est-a-dire telle que

VOgEEG,VhEEG, 9X(dh) = A<D
Le noyau d'un homomorphisme de groupes est l'image réciproque de
I'élément neutre du groupe but. Le noyau d’'un homomorphisme de G dans
un groupe quelconque est un sous-groupe de G.
On dira que la suite de groupes 1 - »H —» G K —» 1 est exacte si
I'homomorphisme H —* G est injectif et si I'image de H est le noyau de
I’homorphisme surjectif de G sur K .

Opération d’'un groupe sur un ensemble.- Soit G un groupe et X un ensemble
non vide. On appelle opération a gauche (resp a droite) de G sur X une
application F : G*X -» X [notée (g,x) -* gx] telle que

*Vg,hGG, VXEEX,F(g,F(h,x)) = F(gh,x) [resp F(hg,x)]
I-e Vg,heG, Vx<EX,(gh)x = g(hx) [resp. (gh)x = h(gx)].
«¥xeX,F(e,x) = x

Une telle opération est dite libre si VgEEG, {3x€=X,F(g,x) =x} =>g = e.
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Exemple: Le groupe des translations entiéres opere librement sur I'espace
affine IR2.

1. QUELQUES CLASSES REMARQUABLES DE GROUPES

1.1. Le groupe libre sur uu ensemble E.- Soit E un ensemble non vide. On
considere I'ensemble des familles finies de couples de la forme (a,p)eE*Z¥*,
c'est-a-dire I'ensemble des mots réduits dont I'alphabet est E. On munit cet
ensemble de l'opération de concaténation avec simplification, celle-ci étant
définie par

(a,i)A(aj) = si i*-j alors (a,i+j) sinon le mot vide.
L’élément neutre de la loi de concaténation est le mot vide et pour toute famille
{(ai,pi) |iei..k> I'inverse de cette famille est la famille {(ak+i-i,-pk+i-i) liel..k}.
(On écrit habituellement (a,i) sous la forme al).On obtient ainsi un groupe
appelé le groupe libre non commutatifsur E.

1.2. Les groupes abéliens.- Ce sont les groupes dont la loi est commutative. On
verra dans un instant la raison de ce qualificatif d0 & ABEL. En général on
note additivement la loi d'un groupe abélien.

1.3. Groupes résolubles.- Soit (G,*) un groupe. Un commutateur de G est un
élément de la forme a”b”™a™b'l avec a et b éléments de G. On appelle sous-
groupe des commutateurs de G et on note [G,G] le sous-groupe engendré par
les commutateurs de G. En particulier un groupe est abélien si et seulement
si son groupe des commutateurs est le sous-groupe {e}. On dit que le groupe G
est résoluble s'’il existe un entier n6 N tel que la séquence définie par

Go =G, G1H = [Gi,Gi] se termine par Gn = {e}.

Exemples.- < Tout groupe abélien est résoluble.
<Considérons le groupe affine de IR, groupe des bijections de IR

dans lui-méme GA(IR) = {X *» ax + b, IR —=IR] a™IR*,belR>. H est facile de voir
que tout commutateur de ce groupe est une translation car le produit des
quatre rapports dhomothétie est 1, donc que le groupe des commutateurs de
GA(1R) est IR. C’est dire que le groupe GA(IR) est résoluble. H nest pas abélien,
évidemment. On dit que ce groupe est de profondeur 2.

La terminologie vient de ce que le critére de résolubilité d’'une équation
algébrique par radicaux donné par GALOIS s’exprime en terme de
résolubilité d’'un certain groupe fini lié a I'équation. Avant GALOIS, ABEL
avait prouvé qu’une telle équation était résoluble par radicaux dés que ce
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méme groupe était commutatif. D’ou la terminologie de abélien pour les
groupes commutatifs.

e Tout groupe fini dordre impair est résoluble. C’est le
théoréme de FEIT & THOMSON, dont la premiére démonstration a demandé
guelques cent cinquante pages et constitue le fondement de la classification
des groupes finis.

« Le groupe des isométires du cube de I'espace euclidien R 3 est
résoluble de profondeur 3. [Voir développement en appendice 1]

e Le groupe de HEISENBERG (appendice Il) est résoluble et
méme nilpotent, c'est-a-dire que la suite des sousgroupes Gl = [G,G11]] se
termine par {e}.

1.4. Groupes simples.- Soit (G,*) un groupe. On dit qu’'un sous groupe H de G
est distingué, ou normal, ou invariant, si pour tout seG onasHsl =H.

En particulier [G,G] est un sous-groupe invariant de G ; en effet, pour tout
commutateur [a,bl et pour tout s£EG on a s[a,b]s 1 = [sas' sbs'l] et cette
propriété s’étend a un produit quelconque de commutateurs.

Dans le méme ordre d’idée, on dit que deux éléments g et h de G sont
conjugués s’il existe sGG tel que g = shs'lL

Soit < Go —mGi un homomorphisme de groupes. Le noyau de &est un sous-
groupe invariant de Go. De facon générale, si Hi est un sous groupe invariant
de Gi alors 9f1(Hi) est un sous-groupe invariant de Go-

A partir de la on voit que tout sous-groupe invariant d’'un groupe G est le
noyau d'un homomorphisme. En effet, soit H un sous-groupe invariant du
groupe G. Considérons sur I'’ensemble sous-jacent a G la relation binaire

3™ (g,h) = {gh* appartient a H}.

C’est une relation d’équivalence sur G. De plus, si 1R(g,h) et TR¥g,h’) sont
vraies, alors tR,(gg\hh’) I'est, précisément parce que H est invariant ; en effet
on a I'égalité (gg'Xhh’)'l = gh'l{h(g,h’'1)h'1> Cette propriété permet de définir
une loi de groupe, dite loi quotient, sur I'ensemble quotient G/H de G par la
relation tR, de telle sorte que la suijection canonique q: G -* G/H soit un
homomorphisme de groupes dont le noyau est précisément H ; on a donc une
Suite exacte

1>H>G->G/H —1.
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On dit qu'un groupe G est simple si les seuls sous-groupes distingués de G
sont G et {e}. Si G est un groupe simple non abélien, on a [G,G] = G.
Un groupe simple abélien est un groupe cyclique d’'ordre un nombre premier.

Exemples : e On démontre que pour tout n s 5 le groupe An, sous-groupe
des permutations paires de l..n est simple. Cela permet de construire des
égquations algébriques de degré quelconque supérieur ou égal a 5 qui ne sont
pas résolubles par radicaux.

< On démontre également que pour tout corps commutatif K et
pour tout enyier m s 3 le groupe PSL(m,K) obtenu a partir du groupe SL(m,K)
des matrices de déterminant 1 modulo les homothéties, est simple.

1.5. Groupes de type fini.- Un groupe est dit de type fini s’'il admet un nombre
fini de générateurs. Un tel groupe est nécessairement dénombrable car
I'ensemble des mots qu’'on peut écrire sur un alphabet fini est dénombrable
comme union dénombrable d’ensembles dénombrables.

Exemples.- »Le groupe abélien Z*Z est de type fini engendré par (1,0) et (0,1)
ou par tout doublet de la forme {(a,b),(c,d)> tel que ad-bc G{-1,+1>

=Soit Q(2) le groupe additif des nombres dyadiques, ensemble des
nombres rationnels dont le dénominateur en écriture réduite est une
puissance de 2. Ce groupe n’est pas de type fini, tout simplement parce que
I'’ensemble des dénominateurs possibles, en écriture réduite, est infini.

1.6. Groupe de présentation finie

Définition.- On dit gu'un goupe G est de présentation finie s’il existe un entier
n et un homorphisme suijectif du groupe libre sur un alphabet a n lettres F(n)
a valeurs dans G dont le noyau est de type fini en tant que sous-groupe
invariant du groupe libre, c'est-a-dire si le noyau de cet homomorphisme est
engendré par une famille finie d’éléments de F(n) et I'’ensemble de leurs
conjugues.

Les groupes de présentation finie jouent un réle important comme groupes
fondamentaux des variétés compactes (le groupe fondamental est le groupe
des lacets pointés modulo la déformation ).

Exemples.- = Les groupes libres de type fini, abélien ou non, sont des groupes
de présentation finie.
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e Le groupe SL(2,2) est de présentation finie [voir I'annexe ].
=Considérons le groupe affine de Q(2),
GA(QR)={x -* ax+b, Q(2) *» Q(2) lae2z bHQE2)y

Dans ce groupe, considérons d’'une part Fhomothétie de rapport 2, h: x —2x et
d’autre part la translation t: x -> x+1. On vérifie sans grande peine d’'une part
que h et t engendrent le groupe GA(Q(2>), d’autre part que hth'H?2 est l'identité.
Soient F(a,b) le groupe libre construit sur l'alphabet {a,b} et $
I’'hnomomorphisme de F(a,b) dans GA(Q(2> qui associe t a a et h a b. C’est un
homomorphisme suijectif dont on peut montrer que le noyau, est engendré
par bab la‘2 et ses conjugués.

On peut se poser la question de savoir si un groupe de type fini est de
présentation finie. La réponse est négative comme on peut le montrer a l'aide
de I'exemple que voici :
Exemple.- Soitf: [0, 1] -*[ 0 ,1] la bijection (x -*x2) et soit xq= 1/4
Soit [0, 1]-» [f(x0) , xo] I'application affine x —» (X0 - ftxo))x + Rx0), c'est -a-
dire [0, 1] »=[1/4 , 1/2], ip(X) = (x+1)/4.
Soit g la transformation définie par

g(x) = si xG[f(x0), xa] alors tyofoijr™x) sinon x, c'est-a-dire

g(x) = si x€EE[l/4 , 1/2] alors 4x2-2x+1/2 sinon x.
On désigne par G le sous-groupe des bijections de [0,1] sur [0,1] engendré par
les applications f et g.
Soit h la transformation fogof-1.
On montre que les applications h et g commutent.
Pour cela on examine deux éventualités :
a) si x s ftxo) on a f'Hx) s xo et h(x) = x.
b) si x s f(xo) on a f_1(X)€E[0 , xo].
Si x s foftxo) alors h(x) = X, sinon on a d'une part g(x) = x et d’autre part
f'1(x)E[fix0), x0], ce qui implique
g o f1(x)e[i*x0), xo] et donc fogof-~xis: xo et gofogofl(X)= fogofl(x). On a dans ce
cas hog(x) = goh(x) et on conclut a I'égalité goh = hog.
De méme on montre que pour tout couple (m,n) d’entier les fonctions f*gf'™ et
f~Agf'll commutent. La famille {*gf'1111mGZ> engendre un sous-groupe H de G
qui est un sous-groupe abélien libre de rang infini ; L’homomorphisme
surjectifde G dans Z qui a un mot en f et g associe la somme des exposants de
f dans ce mot a pour noyau le groupe H. En utilisant cette propriété, on eut
montrer que G n’est pas de présentation finie.
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2. GRAPHE DE CAYLEY D'UN GROUPE

Rappelons qu'un graphe (non orienté) G = (V, A) est la donnée d’'un ensemble
non vide V dit ensemble des sommets du graphe, et d'un sous-ensemble A de
I'ensemble des paires de points de V, appelé ensemble des arétes du graphe.
On dit qu'une aréte du graphe est incidente a un sommet si ce sommet lui
appartient et que le graphe est localement fini si pour tout sommet du graphe,
le nombre des arétes du graphe incidentes a ce sommet est fini. Une famille
finie {vq, vi, v2, ... v ] de sommets du graphe constitue un chemin (resp. un
cycle) du graphe si pour tout iGO..n-l (resp. pour tout i“Z/nZzZ), {vi,vi+ti> est une
aréte du graphe.

Un graphe est dit connexe si deux sommets quelconques du graphe sontjoints
par un chemin.

Un graphe est un arbre si on en distingue un sommet appelé la racine et s’il
est connexe et sans cycle.

Si G (resp. T) est un graphe, (resp. un arbre) on note Aut(G) (resp.Aut(T)) le
groupe des automorphisme du graphe (non orienté) , c'est-a-dire I'ensemble
des bijections de V dans lui-méme qui laissent stable I'ensemble des arétes du
graphe (resp de l'arbre).

Soient G un groupe de type fini et S un systéme fini de générateurs de G qui
soit symétrique (stable par passage a l'inverse) et tel que si s appartient a S
alors s2 est différent de e.[Cette clause est superflue tant qu’'on ne cherche pas
a doter le graphe d'une orientation ; il suffit en fait de supposer que e
n'appartient pas a S]. On définit le graphe de CAYLEY associé au couple
(G,S) comme celui qui a pour ensemble de sommets I'ensemble des éléments
de G et pour ensemble d’arétes I'ensemble des paires {{g,h} |3sGS, h = gs}, ce
qui est non ambigu car S est symeétrique. La finitude de S implique que ce
graphe est localement fini.

Exemples.- «Soit S le systéme de générateurs {-1,1} du groupe additif Z. Le
graphe de CAYLEY correspondant est la chaine infinie des paires {a, a+1}
pour a parcourant Z.

e En généralisant le cas précédent, si on considére le systeme S
formé des éléments de la base canonique de IRn et de leurs opposés, on obtient
I'ensemble des mailles de Zn.

e Si G est le groupe libre F(a,b) adeux générateurs et si S est le
systeme symétrique fondamental {a”~a'~b'l} le graphe de CAYLEY
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correspondant est un arbre dont on peut figurer [Cf. figure ci-dessous] les
premieres branches, la racine de l'arbre étant le mot vide. Dans la
construction, on commence par e puis a”~a'*b*1l, dans le sens
trigonométrique, et on itere en divisant a chaque étape par deux la longueur
des représentants d'aréte pour évitemles recoupement du dessin.

T/artirede du crraunelibre FiTtW

Remarques.- Soit G le graphe de CAYLEY d’'un groupe G correspondant & un
systeme de générateurs S.

1) Ce graphe est connexe.

2) Le groupe G opére a gauche sur son graphe de CAYLEY, l'opération
étant donnée simplement par (g,h) -* gh, cette action préservant les arétes,
présisément parce qu’on considere que l'aréte {g,h} est définie par la
multiplication a droite de g par un générateur appartenant a S..
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Ce sera I'un des objectifs des deux exposés qui suivront de montrer comment
les graphes de CAYLEY d'un groupe permettent de démontrer des propriétés
de ce groupe.

3. QUELQUES PROPRIETES DES GROUPES LIBRES

by

Un question a laquelle on aimerait bien savoir répondre est “comment
reconnaitre si un groupe est un groupe libre ?”. Enumérons quelques
propriétés qui éclairent ce probléme :

3.1. Lelemme du ping-pong de Félix KLEIN.- Dans le cas d'un groupe a deux
générateurs, on a une réponse : Soit G un groupe engendré par les deux
éléments a et b. Supposons que le groupe G opére sur un ensemble X de telle
sorte gu’il existe deux parties disjointes de X, Xi et X2 telles que
VneN* anXid X2 & bnX2<=Xi & bnX2* Xi. Alors <a,b> engendre librement le
groupe G. En effet, pour tout mot non vide sur G,co = a™b™al* 2 . . alrbK on

montre qu'on a soit w.Xi *Xi soit wX2*X?2.

Exemple.- Considérons le sous-groupe G du groupe SL(2,Z) (le groupe des

matrices carrées a coefficients entiers et d'ordre 2 dont le déterminant est +1),
rl 21 rl O-
engendré par les deux matrices A= ~ N eM =i 2 |’

Soient X I'ensemble Z*Z, Xi I'ensemble {(x,y)EZx2 |]y2> x2) et X2 I'’ensemble
{(x,y)GZ*Z Jy2< x2}. Alors pour tout entier n non nul positif, AXi est inclus
strictement dans X2 car (1,0) n’appartient pas a AXi. De méme AX?2 est inclus
dans Xi. Donc G est engendré librement par ces deux matrices.

3.2. L’alternative de TITS.- Soient K un corps commutatif, n un entier
supérieur ou égal a 2 et G un sous-groupe de GL(n,K). Alors ou bien G admet
comme sous-groupe un groupe libre a au moins deux générateurs libres, ou
bien G admet un sous-groupe résoluble H tel que I'ensemble quotient G/H soit
fini.

D s’agir la d’'un théoreme difficile dont la portée dépasse le cadre des groupes

libres et des groupes linéaires. Pour une introduction a ce sujet voir [H].

3.3. Le théoreme de NIELSEN & SCHREIER .- Tout sous-groupe d'un groupe
libre est un groupe libre. Ce théoreme est une conséquence d'un théoreme sur
I’action d’'un groupe sur un arbre :
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Un groupe G est libre si et seulement si il existe un arbre T sur lequel G opére
librement.

Un groupe libre agit Ilibrement suer son graphe de CAYLEY.
Réciproqguement, on peut avoir une idée de la preuve selon le schéma suivant :
Soit T un arbre sur lequel G agit librement ; soit g \Tl’espace quotient, espace
des orbites. Cet espace est un graphe. On choisit dans T un sous-arbre T’ qui
s'’envoie homorphiquement sur un sous-arbre maximal de par la projection
canonique T &£ . Soit alors S I'ensemble des éléments de G tels qu’il existe une
aréte de T dont l'une des extrémités appartienne a T’ et l'autre a gT'. On
démontre que S engendre librement G. (Pour plus de détails voir le Chapitre |
de [Sel).

Remarques < LA théorie des groupes agissant sur les arbres est dde au
départ a J.P. SERRE, [Sel, qui a reformulé dans ce cadre de larges parties de
la combinatoire des groupes. Un prolongement de celle-ci, la théorie des
groupes agissant sur les R-arbres est actuellement lI'objet de nombreux
développements [Sh].

*Si G est un groupe libre de type fini, il est faux en général qu'un
sous-groupe H de G soit de type fini, contrairement a se qui se passe dans le
cas abélien. Par exemple, si on considére I’homomorphisme 4= F(a,b) -* Z
défini par g>(m = la somme des exposants de b dans le mot m, le noyau de cet
homorphisme est le groupe engendré par les mots de la forme bnab'n avec
Nez, groupe qui n'est pas de type fini, de méme le sous-groupe des
commutateurs d’'un groupe libre de type fini n’est pas de type fini
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SECONDE PARTIE
LE PROBLEME DE BURNSIDE

On distinguera deux versions de ce probleme, d'une part le probléme de
BURNSIDE général

SoitG un groupe de type finietde torsion, c'est-a-dire te |
que pourtoutgeG il existe n(g)€EEN*telque gn(g) = e.

Le groupe G est-ilfin i?
d'autre part le probléme spécial

Soitgun groupe de type finietuniform ém ent de
torsion, c'est-a-diretelqu'ilexiste un entiernaturelnon
nuln avec VgGG,g“=e.Le groupe G est-ilfini?

Comme son nom l'indique, c'est BURNSIDE qui a le premier traité ces
problémes [B, 1902].

On connait la réponse a ce probléme dans plusieurs cas particuliers :

A .- Si G est un groupe abélien, alors la réponse est positive pour les deux
probléemes. En effet on démontre que tout groupe abélien est isomorphe a un
produit de groupes de la forme Zrx(Z/KiZ)x(Z/k2Z)x...x(Z/km_iZ)x(Z/kmZ) °u
r est un entier naturel et ou les entiers kj sont tels que kj divise Kj+i pour tout
JEEL.m-l. Par suite, si G est de torsion alors r est nul, G est fini d'exposant km
et de cardinal kixk2x...xkm.ixkm.

B.- Si G est un groupe d'exposant 2, c'est-a-dire tel que [VgGG gg = €], la
réponse est encore positive car G est abélien.
En effet on a V (g,h)GG*G, ghg”™h't = ghgh = (gh)(gh) = e.

C.- Si G est d'exposant 3, alors G est fini. Ce cas du probléeme avait déja été
considéré par BURNSIDE. La démonstration repose sur le lemme suivant

1l.Lemme.- Soit G un groupe d'exposant 3.
Pour tout couple (g,h)€=GxG, g commute avec hgh"l
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On a les égalités [g, hgh1] = ghghh(ggh)(gg)hli = ghgh(hgg)(hgg)hh
[0, hgh'l] = ghghghhhh= ghghgh = e.

Supposons d’abord que le groupe G est engendré par deux générateurs g et h
et soit Go le groupe des commutateurs de G. Par définition de ce sous-groupe
et de la notion de groupe quotient, on a une suite exacte de groupes :

1 ~Go ~ G " GIGo*
Soit gnhng'nh'mun commutateur construit a partir des générateurs. D’apres
le lemme, ce commutateur est (ghg™h-1)1l En effet, quitte a remplacer g et h
par leurs inverses respectifs,on peut supposer que les exposants m et n sont
des entiers naturels. On raisonne par récurrence sur m en fixant n
quelconque. On a pour tout neN : gnhg*nh"lgnhg'nh'l = gnhg*ngnhg'nh'2 =
gnh2g‘nh‘2.
On intervertit les réles de g et de h pour obtenir le résultat annoncé.
Un premier résultat est que le groupe Go est monogene et de 3-torsion, donc
qu’il est fini et isomorphe a Z/32. L’exactitude de la suite ci-dessus montre
que le groupe G/Go est un groupe de 3-torsion abélien ayant un systeme de
deux générateurs (par définition du groupe des commutateurs), donc est fini,
et on conclut que G est fini de cardinal inférieur a 27.

A partir de la on raisonne par récurrence sur le nombre minimum de
générateurs du groupe G. La propriété de finitude est vraie si ce nombre est 2.
Soit I'hypothése de récurrence H(n)

H(n) Tout groupe de 3-torsion admettant
un ensemble de n générateurs est fini.

Soit alors G un groupe de 3-torsion admettant n+1 générateurs, go,gi,--,gn-
Soit H le sous-groupe distingué de G engendré par go- On a une suite exacte de

groupes 1 —4" H — G —> G/H. D’aprés I'hypothese H(n) le groupe G/H est

fini.

Pour tout couple (s,t) d’éléments de G on a d'apres le lemme I'égalité
sgO0s*ltgOt'l = sg([s”1tgOt'ls]s'l = s[s"ltg@'ls]g0s'l = [tgOt"1]sgOs 1

ce qui prouve que le groupe H, groupe abélien, de type fini et de 3-torsion est

fini et en définitive que G est fini.
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Cela étant , la réponse au probléeme de BURNSIDE est en général négative. Le
premier contre-exemple a été donné par GOLOD et SHAFAREVITCH
[G, 19651, a I'occasion de recherches arithmétiques liées a la théorie du corps
de classe. Leur résultat s’énonce comme suit :

Pourtoutnombrepremierp > 3il existe

ungroupe dep-torsion de type fin ietin fin i.

NOVTKOV et ADJAM [N & A,1968] ont donné une autre réponse négative au
probleme spécial de BURNSIDE, sous la forme suivante :

SoitF(a,b)le groupelibre adeuxgénérateurs.Pourtout
n,soitH (n) le sous-groupeinvariantde F(a,b) engendré
parles puissances n-emes des élém ents de F(a,b) etsoit
B(n)le groupe quotientF(a,b)/H(n).Pourtoutn > 4281 le

groupe B (n) estin fin i.

Depuis, ce résultat a été amélioré, en ce sens qu’'on estime qu’il est vrai pour
les valeurs de n supérieures a 33. Par ailleurs, on sait que B(2), B(3), B(4) et
B(6) sont finis, mais on ne connait pas le résultat pour B(5).

La suite de cet exposé est consacrée a la recherche d’'une réponse négative

simple et élégante au probléme de BURNSIDE, dde dans cette présentation a

GUPTA & SIDKI [G&S, 1983], qui ont prouvé le résultat général :
Pourtoutnombre prem ierps3il existe un groupe

in fin i de p-torsionquiadmetdeuxgénérateurs d’ordre p.

Il se trouve qu’a lorigine de cette preuve se trouve une idée de la théorie des
automates.

La suite de cet exposé est consacrée a la preuve de ce résultat pour le cas p = 3,
qui est la plus simple a présenter. Elle repose sur l'utilisation d'un arbre
ternaire.

Soit T l'arbre ternaire complet admettant une racine r [Cf. figure ].
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aa ao. ac b2 bb  bc ca cb  cc

Premiers éléments d*unarbres ternaires completétiaueté fa*-0 b*--1 c«-21

Les sommets de niveau n de cet arbre sont repérés par leur écriture a n
chiffres en base 3. Pour tout sommet u de T, on désigne par Tu le sous-arbre
ternaire complet dont la racine est le sommet u. Il est clair que cet arbre est
isomorphe a T. Soit G un groupe opérant sur T. Par transport, G opére sur
Tu. Par commodité on notera Gu une copie de G opérant sur Tu. comme G
opere sur T et pour tout u on notera gul’élément gGG opérant sur Tu.

Le groupe G dont on va se servir est un groupe d’automorphismes de T a deux
générateurs, G = <t,a> ou t et a sont définis comme suit :
e La transformation t permute circulairement les sommets 0,1 et 2 de T dans
cet ordre et décalque chaque Ti sur T(i+d nod 3.
= La transformation a laisse fixe les sommets 0,1 et 2;
La restriction de a a To est to.
La restriction de a a Ti est I'inverse de ti.
La restriction de a a T2 laisse fixe les sommets 2, 20, 21 et 22.
Sa restriction a T2) et a T2l est la restriction de t2o et de tgi.
Sa restriction a T22 s’obtient récursivement a partir de la construction
précédente en transportant T sur T22-
La transformation a se traduit sur la notation des sommets comme suit :
Soit u un sommet du k-eme niveau de T, dont I'écriture en base 3 est ii,i2,...,ik-
Si ce nombre ne contient que le chiffre 2, alors a(u) = u. Sinon soit n le plus
petit entier tel que in* 2. Alors on a a(u) = ii,i2,..,.Jt(in),...,ik ou jt(i) = (1- i)
modulo 3.
On vérifie sans peine que t et a sont d’ordre 3.

Proposition.- Le groupe G = < t,a > est un groupe infini de torsion dont l'ordre
de chaque élément est une puissance de 3.
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A.- Non finitude de G. Pour cela on va prouver lI'existence d'un sous-groupe H
de G, d'indice 3, et d'un homomorphisme surjectif de H sur G.

Tout élément de G agit sur I'ensemble {0,1,2} par permutation circulaire sur
le premier niveau de T. On a donc un homomorphisme surjectif de G sur
Z/3Z fourni par g —» 99 = [la classe modulo 3 de la somme des exposants de t
dans une écriture quelconque de g comme produit de puissances de t et de a].
On a alors :

Lemme.- Le noyau H de $£ G —» 2/3Z est engendré par a, b = tat'1 et ¢c = t"2at"2.

Soit gEG\{l} qui se décompose comme produit de puissances de a et de t
sous la forme g = al(1)ti(1)...al(Ktj(k). On peut écrire cette décomposition sous la
forme ai(l) [tj(t>ai)t-j()I[tj)HE)aiE)t-j@)-j@)]-..[1.--tjt)H@+ H(K) ou le m-ieme
terme entre crochets est ts(m)al(m)t's(m) avec s(m) =j(l) + ... +j(m). Puisque
seules interviennent les classes des exposants de t modulo 3, on peut écrire g
sous la forme o(a,b,c)ts(k) ou o(a,b,c) est un mot écrit sur l'alphabet {a,b,c,a_1,b’
~e"1} L’élément g appartient a H si et seulement si s(k) est congru a 0 modulo
3, c'est-a-dire si et seulement si g appartient au sous-groupe de G engendré
par a, b et c. N

Montrons qu’il existe un homomorphisme surjectif de H sur G.
D’'une part tout élément de G laisse fixes les sommets du premier niveau de
I'arbre T.
D’autre part la transformation a est caractérisée par ses restrictions
respectives a To, Ti et T2, c'est-a-dire qu’elle s’identifie a (to,ti‘1,a2).
On a les représentations par les restrictions :

a~ (to,tr1,a2 b ~tat-1 = (ao0.ti™']l) c ~ (to'rai,n),
a partir desquelles on constate, puisque H laisse globalement fixe To, que
I'application restriction de H sur Go est un homorphisme surjectif de
groupes. Ceci prouve que H s’envoie surjectivement sur G et donc que G est
infini.

B.-— G estun 3-groupe.- Dans le paragraphe A, I'écriture d'un élément g"G
sous la forme o(a,b,c) teavec sG{o,l,-1} et o(a,b,c) mot de longueur minimum
écrit avec {a~Cja'"b'~cl} permet de définir la longueur de g, I(g), comme
long(0(a,b,c)) si e= 0 et 1+ long(0(a,b,c)) si eG{l,-1}. On définit de fagon
analogue la notion de longueur pour les éléments des groupes Gu.
On va prouver par récurrence sur l’'entier n la propriété

VnEzN, Vg'GG, Kg) « g3"' = e.
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Au rang n = 1, ou bien g appartient a H et g appartient a {aja”™~a'~b”~c1} ou
bien g n'appartient pas a H et g appartient a {tjt1} ; dans tous les cas on a g3 =
e.

Supposons la propriété vraie au rang n. et soit g un élément de longueur
I(g) =n +1s 2. On distingue deux cas :

(i) L'élément g appartient a H, c’est-a-dire g = 0(a,b,c).

(i) L'élément g n'appartient a H, c'est-a-dire g = o(a,b,c)tEee{-1,1}.

(i) On décompose g sous la forme (og,ig>2g) et on montre que chacune des
“coordonnées” de g est d'ordre au plus 3n+ 1 Il suffit pour cela de faire la
démonstration pour la premiere.
On écrit og = ©(to.acto*1) = 0 A(ao,bo,co)toTLPar définition, les syllabes figurant
dans le mot o0 A(ao,bo,co) proviennent uniquement des syllabes écrites avec b
dans le mot O(a,b,c). La longueur de 0O(a,b,c) étant supérieure ou égale a 2,
'une des lettres a ou ¢ (ou leurs inverses) figurent dans o(a,b,c) et on en
déduit que la longueur de o0 A(ao,bo,co) est strictement inférieure a celle de
o(a,b,c).
-Sion ar] =0, alors d'apres I'hypothése de récurrence l'ordre de og divise 3n,
donc divise 3n+1 .
-sionah* o, alors on est dans le cas (ii).
(if) On écrit g sous la forme ©(aJb.cHu avec r| G{l,-1}. La démonstration est du
méme type pour r] = 1 et pour i = -1. On a supposera donc n = 1.
On a par définition de a,b et ¢ : g3 = 0tOtOt = OtOt 1t20t'2 = o(a,b,c)o(b,c,a)o(c,a,b)
En particulier, raisonnant a nouveau composante par composante, on a

0ig3) = o(to,ao,to'1)o(ao,to'1,to)o(to'1,to,a0)
Si maintenant on écrit o0ig3) sous la forme co(ao,bo,co)to”™, d'une part est nul,
car to et to't apparaissent autant de fois chacun pour chaque syllabe de o ;
d'autre part la longueur de ce est inférieure a celle de o0, car a chaque syllabe
de 0 correspond une occurrence de ao dans co. On en déduit que la longueur de
o est inférieure ou égale a celle de o et on conclut de I'hypothése de récurrence

qgue (g3) a pour ordre un diviseur de 3n. D’ou le résultat complet.

Enfin on peut montrer que pour tout entier n il existe dans G un élément
d'ordre 3n, c’est-a-dire que cet exemple ne peut pas servir pour résoudre le
second probleme de BTIJRNSIDE.

Remarque.- On peut démontrer que G n’est pas un groupe de présentation
finie. D’ailleurs le problleme de BURNSIDE pour cette classe de groupes est
toujours ouvert.
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APPENDICE AUX CONFERENCES DE V. SERGIESCU
TROIS EXEMPLES

ANNEXE | : LES ISOMETRIES DU CUBE

Désignons par Cnle pavé de I'espace euclidien orienté IRn dont les sommets onl
pour coordonnées les entiers 1 et -1.

Le groupe des isométries de Ci est le groupe d’ordre 2 engendré par la symétri«
centrale S. Le graphe de CAYLEY de ce groupe d’'isométries est réduit a ceci :
e—=*S

Le groupe des isométries de C2 est le groupe diédral Dg, d’'ordre 8, engendré
par la symétrie x induite par la symétrie centrale de Ci et par la symétrie a
par rapport a la diagonale principale du carré. En effet (Cf. figure 1), la
transformation toct est la rotation p d’angle n/2, qui est d’ordre 4 et qui vérifie
la relation oopoo =p 1L

Soit | une isométrie du cube. Quitte a faire un produit r'kl, avec k€E{0,1,2,3},
on se raméne au cas ou A = (1,1) est fixe, puis par multiplication par om,
avec mG{0,lI},au cas ou B= (-1,1) est fixe. C'est dire qu'on a | = rkom.

Le groupe des commutateurs de ce groupe est un groupe de rotations
(déterminant I).Le calcul direct des commutateurs montre que ce groupe est
engendré par le commutateur axox qui est la symétrie centrale , laquelle est
d’'ordre 2. Ce sous-groupe est aussi le centre du groupe. On peut donc dresser
la table du srrouDe sous la forme ci-ar>res.

e pz p p-1 o] pzo X p-la
e e p* p p-1 a era X p 10
p2 p2 e p1l p p2a a p 1o X
p P p1l pz e X P xj pza a
p1l o1 p e pz 0 X a pza
a o] pza p-la X e 0z p-1 o]
pZa pZa a X p-la p2 e p p1l
X X p la a pza p p-1 e pz

p o p X p2a a p-1 p p2 e
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ut

Dans la figure de gauche, la symétrie x est la symétrie par rapport a I'axe
“vertical”, la symétrie a celle par rapport a la droite AA’ ou A’ = -A.

La figure de droite représente un graphe de CAYLEY des isométries du
carré, avec u = px, v = p2*. et s représente o. (r pour p ett poutx sur la figure
dessinée avec Cabri-géometre)

Le groupe quotient Dg/tDgjDg] est isomorphe a (Z/22)*(Z/2Z), engendré par
les classes de 0 et de x. On en conclut que le groupe des isométries du carré

est résoluble de profondeur 2.

Prenons comme systéme de générateurs de Dg l'’ensemble {p, p'l, a, x} (On ne
peut faire autrement que de considérer des éléments d’ordre 2). On obtient le
graphe de la figure de droite ci-dessus, en dessinant de facon particuliére le
groupe des commutateurs.

Groupe des isométries de Cs.

Le groupe des isométries du cube C3 admet comme sous-groupe un groupe D,
isomorphe a Dg, qui laisse globalement fixe la “face supérieure” du cube et
laisse fixe le troisieme vecteur de la base canonique. Ce groupe est engendré
par une rotation d'ordre 4 que nous noterons p et par une symétrie plan que
nous noterons a. Il admet aussi un sous-groupe d'ordre 3 engendré par une
rotation R qui permute circuLairement les faces contenant A = (1,1,1). Il
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contient enfin la symétrie centrale S, laquelle commute avec toutes les
iIsométries du cube puisque c'est une homothétie.

Ci1

Montrons que le groupe du cube est engendré par tous ces éléments : Soit U
une isométrie du cube. Quitte a multiplier a gauche U par Smavec m £{0,1}
puis par un élément § _1GD, on peut supposer que le point A est fixe par |I.
Soit B le point (-1,1,1) ; le point U(B) est a la distance 2 de A ; c'est donc B, -C
ouD,avecC=(-1,-1,1) et D = (1,-1,1) (Cf. figure).

Quitte a multiplier a gauche U par une puissance de R, R'kavec ke{0,1,2}, on
peut supposer que B est fixe par U. Le point U(C) est alors a la distance 2\[2
de A et a la distance 2 de B. C’est donc soit le point C, soit le point -D.

Soit 2 la symétrie plane par rapport au plan engendré par {A,B,-A,-B>. Quitte
a multiplier a gauche U par £n avec nG{0,l1} on peut supposer que U laisse
fixe A, B et C, donc est l'identité. Or la symétrie 2 n’est autre que la
transformation RoR'L

Ceci prouve que le groupe des isométries de C3 est engendré par D,R et S.

A.1.1. Proposition.- Le groupe ROT(3) des rotations du cube euclidien C3 est
isomorphe au groupe S4.
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Désignons respesctivement par a,b,c,d les quatre diagonales du cube
passant respectivement par les quatre points A, B, C et D. Toute rotation du
cube définit une permutation de {a,b,c,d}. On a donc un homomorphisme

naturel ROT(3) =S4
abocd abcd>

adbc etip(p): b cda

a) Soit U une isométrie du cube qui laisse globalement fixe chacune des
diagonales du cube. Si cette isométrie laisse globalement fixe la face
supérieure du cube, elle fixe chacun des points A,B, C et D et elle est
I'identité. Si au contraire elle transforme la face supérieure en la face
inférieure, elle transforme les points A,B,C et D en leurs opposés respectifs et
elle est la symétrie centrale S.

Ceci prouve que I’hnomomorphisme est injectif.

b) Soient Ti = (-B,-A,-D,-C), T2 = (-D,-C,-B,-A) et T3 = (C,D,A,B) = p2, les trois
retournements par rapport aux axes de coordonnées. On a les égalités :

avec en particulier ii>(R)

IpiTl) = TabTcd tK T2) = TadTbc AN (T 3) = TacXbd

On a ainsi trois éléments d'ordre 2 de A4. Les images par ip des rotations R,
TjRTi, T2RT2, et T3RT3 sont des permutations circulaires d'ordre 3 laissant
respectivement fixes les points a, b, d et c. Elle fournissent huit éléments
d'ordre 3 de A4. On en déduit que lI'image par du groupe engendré par
{R,Ti,T2,T3>est le groupe alterné As.

De plus tp(p) a une signature -1, ce qui prouve que est surjectif, donc est un
isomorphisme.

Rem arque.- Le groupe ijrHA*) est engendré par R et par T3, donc parR et P
=RT3caronaTi =RT3R 1et T2 = R TsR.

Corollaire.- Le groupe 1SO(3) des isométries du cube est d’'ordre 48.

A.1.2. Proposition.- A. Le groupe Gides commutateurs de I1SO(3) est le
groupe d'ordre 12 engendrépar R et T3, isomorphe au groupe atemé Aa4.

B. Le groupe G2 des commutateurs de Gi est le sous-
groupe engendré par R.

A. On utilise le fait que ISO(3) admet un sous-groupe isomorphe a
ISO(2), sous-groupe des isométries qui laisse globalement invariante la face
supérieure du cube.
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En particulier le groupe des commutateurs de ce sous-groupe est un sous-
groupe du groupe des commutateurs de 1SO(3). En particulier p2 = T3 est un
commutateur de 1SO(3), de méme que ses conjugués Ti et T2. Par ailleurs,
soit a est symétrie par rapport au plan d’équation xi = X2. On aa = (A,D,C,B)
et aR = (A,B-C,-D). Cette transformation est une symétrie plane, donc est
d’'ordre 2. On a R = aRcrR2 = ctRoR'], ce qui prouve que R est un commutateur
de I1SO(3). Tout commutateur a pour image par ip une permutation paire, ce
qui prouve que p n'est pas un commutateur. On a donc bien Gi ~< R ,T3>.

B. A partir du fait que T2 = R 1T3R on obtient que Ti = T2T3= R 1T3RT3est
un commutateur de Gi, de méme que ses conjugués T2 et T3 dans Gi. On
vérifie sans peine que pour tout i e{l,2,3> RTiR'l est un Tj, donc que le groupe
H ={e,Ti, T2, T3} est invariant dans Gi- Le quotient est un groupe d’ordre 3,
donc est cyclique, ce qui prouve que H contient G2. On a donc H = G2 qui est
isomorphe au groupe de KLEIN 2/22*2/22. Le groupe ISO(S) est donc de
profondeur 3.

Pour en terminer avec cet exemple, on va construire un graphe de CAYLEY
pour chacun des groupes Gi =A4 et ROT(3) S4.

Pour le premier, on utilise la remarque faite plus haut et on considére le
systeme de générateurs symétrique Si = {R, S=R_ 1P = T3R, Q = P'1} dont
tous les éléments sont d’ordre 3, ce qui permet déviter les générateurs
d’ordre 2. Tout sommet du graphe de CAYLEY est de degré 4, ce qui implique
que le graphe a 24 arétes. Ce graphe présente des cycles de longueur 3 dads
aux ordres des générateurs et des cycles de longueur 4 dds a la relation
P = ROQR.

Tracant ce graphe de proche en proche, on est amené a en dessinea* un patron
qui fournit un polyédre de 1IR3, trés précisément un cuboctaéedre obtenu a
partir d'un cube en tronquant chaque sommet par le plan passant par les
milieux des trois arétes adjacentes.
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SQ
sc SQ
K)J RF
QR S
kQS,
PR R RP
Q
PR
RQ RP
P P
P
PR U
PS
U
Qs SQ
QR
PR RP
Q S
RQ
P R
e

Le cuboctaedre,
graphe de CAYLEY du groupe des commutateurs de ROT(3)
La transformation U est PRP et PS = RP

En ce qui concerne le groupe ISO(3) ou S4, on remarque qu'il est engendré
par R qui est d’ordre 3 et fournit des cycles d’'ordre 3, et par p qui est d'ordre

4 et fournit des cycles d’'ordre 4. Par ailleurs on a la relation rRrR = e qui
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fournit aussi des cycles d'ordre 4. On construit le graphe de proche en proche
avec le systéme symétrique de générateurs S = {a =R, b =p,c=R*1,d = p 1}.
On obtient également un patron qui s'avere étre un patron de polyedre de R 3.
Ce polyedre convexe admet une rotation d’ordre 8.

Voir les diverses figures correspondantes.

f dé
q
gc ab d
h ad a e
9 ra o> a’ @b’
f q h cb ¢ e d da f
nb gb af k ba b bb n DP
VDh P \b ¢
p bc
ar b

qb pb m bb

Patron du graphe de CAYLET de ROT(3) ou de S4
Légende : f * dad g =abb h = ada k =bad
m =bba n =bbc p = beb q = abbe

Remarqgque.- Bien entendu les patrons ne sont pas uniques. On sait qu’'un
patron s’obtient a partir du polyédre en tracant un sous-arbre maximal du
graphe et en découpant le long de toutes les arétes ne figurant pas dans
I'arbre.

Vu dans l'espace, ce polyhédre a I'allure suivante :
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Le polyhedre du graphe de CAYLEY de S4

On laisse le soin au lecteur de voir si on peut construire un graphe de
CAYLEY du groupe ISO(3) comme graphe des arétes d'un polyédre convexe
de E.3.

APPENDICE 2 :LE GROUPE DE HEISENBERG CLASSIQUE

On définit le groupe de HEISENBERG classique, et on note ici H(3), le
srrouDe des matrices triangulaires suDérieures d’'ordre 3 a coefficients entiers

1 uw
rationnels de la forme : M(u,v,w)= 0 1 V
001

«110 10 O

2.1.Proposition.- SoientrespectivementA = 0 10 etB= 0 11

001 001

a. Le groupe 1H(3) est engendré par A et B.
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b. Le groupe des commutateurs de H(3) coincide avec le centre; de H(3). C’est
10 1

le sous-erouDe isomorphe a Z eneendré par C=ABA "B'l= 0 10
001

En particulier pour tout couple d’entiers rationnels (m,n) on a
AmBrmA'nB n=C™ll

c. Tout élément de H(3) s’écrit d'une maniére unique sous la forme CtAnBn
ou m, n et t sont des entiers rationnels.

On calcule le produit général de deux éléméents de H(3) :
M(m, n, p)*M(n,v, )= M(m + x n + v, p+mv + jt).
a. Le calcul direct d'un produit de la forme AnBrnAPB” donne le résultat
suivant :
AmMBrMPApBg= M(m + p, n + g, gm + pg + mn).
En particulier pour tout triplet (ix, v, jt)€EZ3, on aura AnBrApBg= M(n, v, jt) si
le sytéme suivant a une solution en nombres entiers :

[M+p=m Nn+g=Vv,gm+pgq+ mn-= jq
ou[n(m-x)=jt- xv, p=&-m,g=v-n].

Ce systeme admet au moins la solution
=1, m=jc+u-xvp=tv-3,q=v-1].

b. Soit L = M(fx, v, jt) un élément du centre de H(3).

Il vérifie la relation ¥(m,n)GZ2, mv - njx= 0.

Inversement on vérifie sans peine que toute matrice M(0,0,p) = Cpappartient
au centre de 1H(3).

Pour tout triplet (m, n p) d’entiers rationnels tel que n*"Oetp”~Oona
AnmBMP = AnBnIBAP = AnBn'1BAAI>1= AnBnl1C-1ABAP-1= C'IAnBNn'1ABAP'1
Par descente on obtient I'égahté : AnBrAP = C'mpAmyBn.

Cela fournit immédiatement AnBrA nB n= CI“1

De plus un générateur “ordinaire” du groupe des commutateurs de 1H(3) est
par définition de la forme :

{CPATB>{CRA"BVH{C-PB-MA-nK C-4B VA« =

et d’apres le calcul qu’'on vient d’effectuer :

{CPANBK CW B V{C-PB-MA-mKC-3B-VA-"} = C'nBA mtABVA*TB VA"
- Gm(n-v)
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Ceci prouve que le groupe des commutateurs de 1H(3) est engendré par C et
est égal au centre de H(3).

c. L’existence de la décomposition annoncée est établie plus haut. Par
ailleurs, une écriture de la forme CtAmBn = CLA\BWest équivalente a CIIAm
Bn'WA 'v=-¢g, elle-méme équivalente a CtutrnVvwAmvBnw = e = M(m-v, n-
w,(m-v)(n-w) +t-u +v(n-w)),

ce qui impliguen=w,m=vett = u puis l'unicité de la décomposition.~0

2.2 Proposition.- Siun élément de H(3) est décomposé comme mot en A et
en B avec exposants positifs ou négatifs, la somme des exposants de A et la
somme des exposants de B ne dépendent pas de la décomposition choisie. En
particulier on a une suite exacte de groupes :

1 [H(3), HB)] -* H(3) 2*2 0,

ou I'homorphisme 3H(3) —* 2 *2 fait correspondre a tout élément de IH(3) le
couple formé de la somme des exposants de A et de la somme des exposants
de B dans n’'importe quelle écriture.

Il suffit de remarquer que pour tout xEIH(3) dela forme x “ A0"BR®
i=l
N N
on a une écriture standard : x = COXAuUBvV, avec u a(iyetv =" (3().
i=l i=I
Le reste de la preuve est immédiat.

La proposition précédente donne une idée d’'un graphe de CAYLEY pour ce
groupe : on choisit le systéme de générateurs {A, A-"B, B'l, C, C"1}. Les
arétes de ce graphe sont de l'une des formes AmBnAP = C'npAm+pBn.

{CMA«BP, C™+1AaBP}, {C*AaBP, CMAaBP+} , {CMA“BP Cr~PAat+1BP}

On laisse au lecteur le soin de le tracer.
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APPENDICE 3 :LE GROUPE SL(2,2)

Ce groupe est le groupe multiplicatif des matrices carrées a coefficients
entiers rationnels, d’ordre 2 et de déterminant 1. Ce groupe joue un role tres
important en arithmétique et en géométrie. On le retient également dans
cette appendice comme exemple de groupe opérant sur un ensemble, avec
applications a des phénoménes artistiques.

3.1. Définition et proposition.- On appelle demi-plan de POINCARE
I'ensemble H des nombres complexes dont la partie imaginaire est
strictement positive.

On définit une onération de SL/2.2") sur ft en nosant :

ab az+b

VzQI,VgGSL(2,Z2),g9= c d 9Z o, 4d

On vérifie sans peine les propriétés
Vz€31,Vg<ESL(2,2) Vg'eSL(2,Z) 9(9'2) = (99')z.

ab im(2)
VzQt,vVgeSL(2,2), »m(g.z
Qt,Vg (2,.2). 9 c d 9z) oz +d|2
. . 0 -1 11 )
Soient respectivement S etT = - Avec cette notation on a :

1 0

3.2. Proposition. - a. L’élément S est d'ordre 4 et la transformation de H qui
lui correspond est le produit de I'inversion géométrique de pole O et puissance
1 par la symétrie par rapport au second axe de coordonnées. Cette derniéere
est d'ordre 2, de méme que la classe de S dans PSL(2,Z)=SLi(2,Z2)/{-1,1}.

b. L’élément T engendre un groupe isomorphe a Z etla
transformation de H qui lui correspond par l'action de SL(2,Z) est la
translation de vecteur 1.

Le produit ST est d’'ordre 6. Son image dans PSL (2,Z) est d’ordre 3.

c. Le centre de SL(2,Z) est{l, -1}.

d. Un domaine fondamental de H pour laction de
SL(2,Z) estl'ensemble 1 ={z |-1/2 s re(z) "0 & |z] 21} U{z ] 0< re(z) <
1/2 & |z | > 1}. Le groupe SL(2,Z2) estengendré par SetT.
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Les assertions a, b et ¢ se prouvent directement. En ce qui concerne
I’'assertion d., soit zGH. L’ensemble des points {cz + d |(c,d)eZ*Z} est un

réseau de (Eengendré par 1et zet le sous-ensemble L(z) ={cz +d |(c,d)GZ*Z,
c et d premiers entre eux) ne contient pas 0. En particulier la fonction u £ |Ju

de L(z) dans IR+* admet un minimum et on en déduit que la fonction g —=*
Im(g.z) de SL(2,Z) dans IR+ admet un maximum. Soit gQ3L(2,Z) réalisant ce
maximum. Il existe alors j€=Z tel que re(T>g.2)€E[-1/2,1/2[ avec im(TJg.z) =
im(g.z). Si on avait 1 T>g.z | < 1,o0n a auraitim(ST%.z) = im(T%.z)/ | TPg.z | >
Im(g.z) et une contradiction. Enfin si T%.z n'appartient pas a 11 mais est de
module 1, ST~g.z appartient a D. Soient zi et z2 dans 11 tels qu’existe
g£SL(2,Z) avec z2 = g.zi. On peut supposer que im(z2) s im(zi). On en déduit
que |Jczi +d | <.1, équivalenta1 sc2 |2\ |2 +d2 +2cdre(zi) s 0, et implique
1™ c2 + d2 - Jcd |. Cette derniére inégalité implique l'une des trois
conséquences :

-c=o0etde{-1,1}, la transformation associée a g est une translation
entiere, donc l'identité car re(zi - z2) < 1, c'est-a-dire gGE{-l,1}

- ¢c(E{-1,I> et d = 0, et g est soit 1 soit +S. Dans le second cas, cela
impliquerait 1zi | = 1 et une contradiction car les affixes de zi et de z2

seraient symétriques par rapport au second axe de coordonnées.

-cetdsontde module 1. On are(zi) =-1/2, |Jzi | = 1letcd =1.
On en déduit que im(z2) = im(zi) =V3/2 et donc zi = z2 avec gGH-1,1}.

Obtenant dans tous les cas zi = z2, on conclut que 11 est un domaine
fondamental pour l'action de SL(2,2)/{-1,1}.

Soit gEESL(2,2) et soit zo€ED. Soit aEZ tel que re(Tag(zo))€E[-1/2, /2. Sion a
\B\bc\ ITag(zo» < 1 on fait agir S pour obtenir \B\bc\ I1STag(zo)) > 1, puis
éventuellement une nouvelle translation TPpour obtenir TPSTag(zo)*D. On
en déduit alors que la transformation associée a g est celle qui est associée a
T-«s3T-P’ c’est a dire que modulo -1, g est égale a T_aS3T~P ,car on vient de
voir que 11 est domaine fondamental de H pour l'action de SL(2,2)/{-1,1}. Si on
a \B\bc\ ITag(zo)) = 1, ou bien Tag(zo) = zo ou bien STag(zo) = zoet on
conclut de la méme fagon.

3.4. Lemme. Soit p un nombre premier. La réduction modulo p induit un
homorphisme surjectif (oo SL(2,Z) -> SL(2,Z/pZ). En particulier le noyau de
<$pest un sous-groupe invariant de SL(2,Z) d’indice (p + )p(p -1).
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La premiére assertion résulte simplement du fait que la réduction modulo
p est un homorphisme d’anneaux suijectif et de ce que pour les deux groupes
les éléments S et T engendrent le groupe. En ce qui concerne la second
assertion, d’'une part le cardinal de GL(2,Z/pZ) est (p2- )(p - 1), le nombre
de bases de Z/pZ*Z/pZ comme espace vectoriel sur Z/pZ [Une; telle base est
donnée par le choix d’'un premier élément non nul puis d'un second élément
Nn'appartenant pas a la droite engendrée par le premier]. L’application
déterminant est un homorphisme suijectifde GL(2,Z/pZ) sur (Z/pZ)\{0} qui
est d’'ordre p - 1. On conclut.

On remarquera que la premiére assertion du lemme reste vraie si on
remplace p par un entier quelconque.

On va utiliser ce lemme pour se livrer a un exercice consistant a identifier les
deux premiers groupes de commutateurs du groupe PSL(2,Z) = SL(2, Z2)/{-
1,1}. Dans ce groupe, I'élément S est d’'ordre 2 tandis que I'élément ST est
d’'ordre 3.

3.5. Proposition.- Le groupe des commutateurs de PSL(2, Z) est le sous-
groupe G d’indice 6 engendré par les éléments ST3 et T2ST.

Le groupe K des commutateurs de G est le sous-groupe distingué de
PSL(2,Z2) engendré par T6. Le groupe G/K est un groupe abelien libre de rang
2.

Désignons par G le sous-groupe de engendré par ST3, T3S, TST2 et T2ST.
On a ST3=TASTAST2 = T'HSTAST]jT qui est un commutateur. Les quatre
autres candidats générateurs sont des conjugués de celui-ci, donc sont des
commutateurs. Précisément on a
StSTAS =T3S TEST3|N1=TST2 T2[ST3|T-2=T2ST = (TST2XT-3S)
T-i[ST3]T = (TST2)"IST3 M2ST3|T2=(STAWSTATSSXST?I)
Cecli prouve entre autres que le groupe G est un sous-groupe invariant de
PSL(2, Z) puisque ce groupe est engendré par (les classes modulo {-1,1}) de S
et T. Le groupe G est engendré par les trois éléments u =ST3,v = T6et
w = T2ST .
Dans le groupe quotient PSL(2, Z)/G la classe de S est d'ordre 2 et la classe
de T est d’'ordre 6 avec T3 congru a S. Ce groupe est donc d’'ordre 3engendré
par la classe de T. Puisque ce groupe quotient est abélien, le groupe G
contient le groupe des commutateurs de PSL(2, Z). Le groupe G est donc le
groupe des commutateurs de PSL(2, Z).
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On a par calcul direct I'identité :wu'M u = T2ST T'3S (T2ST)-1ST3=Ts;

Il en résulte que le groupe des commutateurs de G contient tous les
conjugués de Te dans PSL(2,Z), donc contient K, le sous-groupe distingué de
PSL(2,Z) engendré par T6.

On peut montrer facilement que le groupe G est engendré librement par u et
w. Le groupe G/K est engendré par les classes de u et de w. Il est abélien
d’aprés l'identité ci-dessus. Donc le groupe des commutateurs de G est le
groupe K. De plus, le groupe G/K est I'"abelianisé” du groupe libre a deux
générateurs, donc est isomorphe au groupe abelien libre de rang 2.

En particulier la classe de u dans G/K est d’'ordre infini.

Pour terminer, essayons de donner un graphe de CAYLEY de PSL(2,Z). On
prend comme générateurs les classes de S et de T. Les cycles de base de ce
graphe sont d’'ordre 6 et on a une reproduction récursive de ces cycles.

On obtient par exemple la disposition de la figure ci-dessous.

VT
VS
v WT
W
T
WS
e
TS
U
S
XT
us
XS
Y
YS
YT

GRAPHE DE CAYLEY DE PSL(2,2)
U=TST V=TT W =VST=TTST X =UT Y =XST
L’inverse d'un point est son symétriaue par rapport a la droide de S etde e
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Remarques finales.- = La remarque de caractere artistique est la

. . . iz4-X , . . .
suivante : la fonction homographique z -> = -y réalise une bijection du demi-

plan de POINCARE sur le disque unité ouvert. On peut donc par tranfert
faire agir PSL(2,Z) sur le disque. En particulier le pavage de 3i par les
images de D fournit un pavage isométrique (dans le cadre de la géométrie
hyperbolique) du disque, pavage par des triangles isocéles don lI'angle au
sommet est nul. On se rapproche ainsi de certains dessins de ESCHER, sauf
qQUESCHER utilisait des pavages par des polygones réguliers hyperboliques
de plus de trois cotés.

= Enfin le groupe PSL(2,Z) agit, (non librement
puisque ce n'est pas un groupe libre), sur un arbre géodésique (c’est-a-dire
dont les arétes sont des arcs de géodésique du plan hyperbolyque) joignant

les barycentres des cellules d’'un tel pavage. Voir a ce sujet [Se] de la
bibliographie de la premiere partie.



