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SUR LA DISTRIBUTION
DES
NOMBRES PREMIERS.

Ce texte est la rédaction d"un exposé fait le 26 avril 1983 et annoncé sous
le titre "Nombres premiers". Le 81 décrit ce qu“est la théorie de la Distribu-
tion des nombres premiers. Les 882, 3 et 4 sont consacrés respectivement
e a diverses démonstrations de I"infinité des nombres premiers ;

e au théoréeme de Tchebychev ;

e au lien entre théorie des nombres premiers et fonction zéta de Riemann.

Le texte est suivi
e d"un index (notations, vocabulaire) ;
e de notes, auxquelles le renvoi est fait par numéro entre parenthéses ;
e d"une bibliographie élémentaire, assez accessible (matériellement) a laquelle

le renvoi est fait par numéro entre crochets.

On conseille vivement au lecteur
e de travailler avec papier et stylo ;

- de commencer par parcourir I"index et de noter la signification des symboles

MAN, 1 et des expressions 'théoréme des nombres premiers" et "équivalence".

1. Introduction.

La théorie de la distribution des nombres premiers s"occupe de questions du

genre suivant

a) soit P I"ensemble de tous les nombres premiers
Question n°l : l"ensemble? est-il infini ?
Réponse : oui (Euelide ; voir 82).

Plus généralement, soient k et a deux entiers premiers entre eux, tels que

1l <ac<k, et soitP (k, a I"ensemble des nombres premiers de la forme

p=kn+ a nzO.
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Question n° 2 : I"ensemble P(fe,a) est-il infini ?

Réponse : oui (Dirichlet ; voir note (1)).

b) Soit maintenant x une variable réelle > 1, et notons t(c) le nombre des p
premiers et < x (ir(X) est dite fonction de comptage des nombres premiers).

Puisque P est infini (voir a)), on a lim t(X) = =
X @

Question n° 3 : que peut-on dire de lim o(x)/x quand x “a@ ?

x 4-00

Réponse : on a lim ir(X) /x = 0 (Legendre : voir § 3).
X “m@®

Question n° 4 : quel est 1"ordre de grandeur de «\{x) quand x m® ?

Réponse : x/log x (Gauss, Legendre ; Tchebychev : voir § 3).

Question n° 5 : quel est (s"il en existe) un équivalent de i\(x) quand x -m* ?

Réponse : x/log x (‘"théoréme des nombres premiers" : Riemann ; Von Mangoldt,

Hadamard, De La Vallée-Poussin ; voir § 4).

¢c) Convenons maintenant de ne considérer que les p premiers impairs (p>3) et de
noter p* le plus petit nombre premier > p (le successeur de p). La différence
p* - p est évidemment > 2, et il arrive fréquemment que p* -p = 2 : par exemple,
5, 5* =7, 11* = 13, 17* = 19,

pour p = 3, 5, 11, 17, ... puisque 3*

Question n° 6 : I"égalité p* - p 2 est-elle réalisée une infinité de fois ?

Réponse : probablement (probléme des nombres premiers jumeaux : voir note (2)).

Question n° 7 : la différence p* - p est-elle bornée ?

Réponse : non (facile ; voir note (3)).

On a donc pour le moment 2 " p*- p < = 1!

Question n° 8 : peut-on majorer p*- p par une fonction raisonnable de p ?

Réponse : oui ; par exemple, on sait prouver assez facilement que p* - p * p
(c"est-a-dire que p* < 2p : voir [3], pp. 343-344 ; mais ceci est trés loin de
I"ordre de grandeur véritable) ; ou, mieux, mais trés difficilement, que p*-p” pa,

a < 1 ; par exemple, a = 3/5 ; mais ceci est encore apparemment tres loin de I17or-
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dre de grandeur exact). Remarquons que l"ordre de grandeur moyen de p* - p est
de la forme Qog p.

Ces quelques specimens de question-réponse doivent donner au lecteur une idée
de ce qu'est la théorie de la Distribution des nombres premiers. Dans ce qui
suit, nous allons examiner en détail les questions n°l (8 2), n°4 (8 3) et n°5
(8 4). Les 88 2-3 sont élémentaires. Le § 4 fait appel a un peu d"analyse com-
plexe (prolongement analytique, théoréme des résidus), mais devrait malgré tout
étre a peu pres lisible par quiconque souhaite avoir une idée de ce que sont la
fonction zé&ta de Riemann, I"hypothése de Riemann, et leurs rapports avec le théo-

réme des nombres premiers (c"est-a-dire I"équivalence tt(X) ™ x /%og x (@:-*=>)).

2. Infinité des nombres premiers.

Notons toujours P l1"ensemble des nombres premiers. Il s"agit de prouver le ré-

sultat suivant
Théoréme 1. - L"ensemble P est infini.

Nous allons pn donner cing démonstrations assez différentes, ra gées par ordre

de "modernité" croissante (mais I°ordre chronologique est en réalité 1-5-3-4-2 ).
Démonstration n° 1 (Euclide, vers 300 avant J. C.). -

a) SoitP™ = {pi, p2, ===» p~) un ensemble fini (quelconque) de h nombres premiers
distincts. Posons g = (pi p2...p°» + 1.
Onaq>2+1=3, et q admet donc au moins mi diviseur premier v (voir note (4)).
Si p appartenait alP”, on aurait & la fois p|(pi p2... p™) et p\g, donc par dif-
férence

PI(Z~ (Pi P2eeeph)), soit p |1 :
absurde ! (ici et dans la suite, une écriture telle que p\g signifie "p divise ¥'").

ainsi, p n"appartient pas aP”.

b) Supposons maintenant P fini ; soit h le nombre d"éléments de P ; dans le rai-
sonnement a), on peut alors prendre P =P~ , et ce raisonnement nous donne un nom-

bre premier p { P : absurde !P est donc nécessairement infini. m
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Démonstration n° 2 (Polya, vers 1920). - a) Soit
Fn = (@2n) + 1 , n>0 (Fn premier ou non)

la suite des nombres de Fermat (voir note (5)). Montrons d"abors que si m* n

eneffet F - 1=22" ; F -1=22n=22mh = (F - )2

m h m
Posons pour simplifier N = 2 (pair : h > 1) et appliquons la formule du bindme

disons :m<n.n-m =h> 1), alors F et F, sont premieks_entre eux : on a

fo- 0 = - DN = E cf FECDN™T + ¢-iN
c=1

N N - _ n

d'ou F = AF _+ 1+ (-1 = AF_+2 ,A de3|gnant un facteur entier qui se
n m m

calculerait facilement. Ceci montre que le p. g- - d. de ﬁn et Fn divise 2 ;
mais puisque F~ et ?n sont évidemment impairs, ce p. g. c. d. est lui-méme impair,
donc finalement égal a 1, comme annoncé.
b) Soit alors (pour tout n > 0) pn un diviseur premier de Fn. Si m* n, on a cer-
tainement pm* pn (Fm et Fn sont premiers entre eux). P contient donc un sous-

ensemble infini
(poj Plj P2J ®**» Pnj ...} J

et P est lui-méme a fortiori infini.m

Démonstration n° 3 (classique). - a) Soit (comme plus haut) P~ un ensemble fini
de h nombres premiers distincts. Notons IN® I"ensemble des nombres entiers dont
tous les facteurs premiers sont dans P~, et notons ¥A§g> le nombre des entiers n
appartenant a IN* et 5 x. Un tel entier peut s"écrire

no PLPF e K w2
avec c.= 0ou 1 pour Ui <~ et on a évidemment

m£ Jn 5 JIx
Cette ecriture est en fait unique (exercice ; regarder des exemples). Du fait
qu®il existe exactement zn systémes (o\3 ---, ch) répondant a la condition
ci-dessus, on voit qu"il existe au plus Jx éléments n < x dans N*, donc que
Vh(x) < Y1 Jx

b) Supposons maintenant P fini, = P~. On a alors évidemment™ =N (ensemble

P
de tous les entiers s 1) et v~ (x) = [X] (partie entiére de x), donc (par a))
X1 < 2™ Jx

Mais ceci est absurde : car quant x “m=, [X] » X, et le nombre de droite de 1"iné-
galité tend au contraire vers ITinfini beaucoup plus lentement que x. P est donc

infini .m
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Démonstration n° 4 (de style fin XIXeme siéecle). - a) Supposons P™, et

Vh(x) définis comme dans la démonstration n°® 3. On voit que v*x) est égal au

nombre de systemes d"entiers >0 (21, yz, .... y?) tels que
Piyi piyi ... p£h NoX o,
ou mieux
(€D a zh + a2yi+...+gn¥n<togx
en prenant les logarithmes des deux membres et en posant pour simplifier
a = 9ogp. 3 1< i < h. Dans I espace rapporté a des coordonnées
YNjy2, ...J yht I"inégalité (1), jointe aux conditions Z">0 ,1<-£</2,

définit une hyperpyramide H de sommet O et de base I"hyperplan
(@) ary/i + a222 + ... + aji/h = log x.
L"hypervolume V de H est donné par

V=-{a 02 ... a) {log x)h
ni 1

(le vérifier pour h = 2, 3), et les systémes {yi, y2, ..., y?») cherchés en (1)
correspondent aux points entiers dans H. Le nombre de ces points est tres voisin
de V (le vérifier pour h = 2) : en fait, on peut démontrer I"équivalence
A vV, {x) N —{ai a2... a.) "SLog x quand x % .

n h\ n
b) Supposons maintenant? fini, et (comme plus haut), P = P~. Comme dans la dé-

monstration n° 3, on a alors v(xX) = [x], donc v*(x) O x et (d"apres (3))

-1
@ X N = {ai (2. eee<?) °9 xfl.quand X »»
h\
absurde, puisque le nombre de droite de (4) tend vers I1"infini beaucoup plus len-

tement que le nombre de gauche. P est donc infini.m (Voir note (6)).

Démonstration n° 5 (Euler, vers 1750). - Supposons toujours P~ et INM définis
comme dans les démonstrations n° 3 et 4; et considérons le produit.

h
(5> E - 7\_[ ®
Pi
Chaque facteur peut se développer en série géométrique

1 1.2
= 1+ + € + ...
> Pi V)

et on a évidemment E = Si S2 ... S*. Le théoreme de factorisation unique pour
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les entiers montre que Si S2 ... S™ peut a son tour étre écrit sous forme de série

\ - -
L somme des inverses des entiers

appartenant a M*

(Le vérifier par exemple pour h = 2, P~ = {2, 3} ; pour h = 3, P ={2, 3, 5} ;
etc ...) : (5) donne donc

©) E E '

-—«""»
b) Supposons maintenant (une derniére fois) P fini , P =P~ et IN* = IN. Dans
(6), la série de droite est alors la série harmonique (somme des inverses de tous
les entiers), de somme infinie. Absurde, puisque le membre de gauche E”, produit
fini de termes finis (d"apres (6) et I"hypothése P fini) est lui-méme fini. P

est donc infini. m (Voir note (7)).

3. Théoréme de Tchebychev.
On doit a Legendre et Gauss (dans la période 1790-1830, plus de deux mille ans
aprés Euclide) la premiére étude systématique de 17ordre de grandeur de 7r(X) . Dans

un premier temps, en utilisant le crible d"Eratosthéne, Legendre démontre que

A .
T|$ar) < f'ag log % , a I constante > 0 ,

ce qui implique notamment que tt(x)/x 0 quand x “m <. D"une étude expérimentale,

il déduit d"autre part que, pour x assez grand, t(x) a probablement pour ordre de
grandeur x/[log x - b), b : constante voisine de 1. Simultanément et indépendam-
ment, Gauss compte le nombre de nombres premiers dans des interval les [t, t + 1000]
de 1000 entiers consécutifs, calcule le rapport N*/1000, sorte de "densité locale
en voisinage de t" des nombres premiers parmi les nombres entiers, constate que
pour t assez grand, N~/1000 est voisin de 1l/log tt et en déduit que, pour x assez
grand, tt(X) est probablement de I"ordre de grandeur de » |0gtt % une intégration
par parties montre d"ailleurs que cette fonction de x est équivalente a x/log x
guand X  <°. Legendre et Gauss arrivent donc essentiellement aux deux conjectures

suivantes (la seconde impliquant la premiere)
((9)) Pour x assez grand, tt(x) est de l"ordre de grandeur de x/log Xx.

() Quand x “m <, tt(X) est équivalent a x/log x, ou (ce qui revient au méme) a
K »» o
2 log t
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On doit a Tchebychev (vers 1850) la premiere démonstration de la conjecture
(CD). Pour IThistoire de la conjecture (C2) (c"est-a-dire, puisqu-elle est main-

tenant démontrée, du théoreme des nombres premiers), voir le § 4.

Théoreme 2 (Tchebychev). - Il existe deux constantes positives Ci et c2

(O < Ci <1<c2) telles que pour tout x assez grand, on ait I"encadrement

W -0S <= S
< *() < logx =
Démonstration. - Elle repose essentiellement sur deux idées

I1"introduction de deux fonctions 0(x) et y(x), du méme style que tt(x), mais

plus maniables (on retrouvera d"ailleurs TKx) au § 4)

I"analyse détaillée de I"ordre de grandeur et des propriétés arithmétiques

du coefficient binomial C» = (@@n) ! /(n1)?.

a) Les fonctions 0(x) et y(x). - Ici, x est toujours une variable réelle > 1, et

les deux fonctions sont définies par

e(x) = £ dogp ;
@ P
i>» = Xi kegp

ip(xX) differe de d(x) par le fait que le terme log p apparait dans la somme autant
de fois qu"il existe de m vérifiant m> 1 et pm < x. En utilisant le double cro-

chet pour désigner la partie entiére, on a donc aussi

rlog x
(24 ip(x) = E ——————————— log p-
p <x Llog pJ

Exemple : 0(10) =log 2 + log 3 + log 5 + log 7, mais
~(10) =3 log2 +2 log 3 + log 5 +log 7 (puisque 2, 3, 22,5, 7, 23, 32 < 10).
b) Le coefficient binominal On- - Rappelons tout d"abord que log(n!) = T log m~”"
m=1
n
S1 log tctt = n logn - n~ n log n. Comme CB’\ = (@n) ' / (n1)2 , on déduit de
la 1"équivalence

A log On % (2 log 2) n quand n 2m*

Mais Cn = [n+1)(n+2) «V
2n 1.2 ... nn

est un nombre entier, et tout p premier tel que
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n <p < 2n Tigure au numérateur, mais non au dénominateur de C’n ; c’h est donc

divisible par (et a fortiori supérieur ou égal a) ‘| f p ; en passant aux
logarithmes, on a donc n<p<zn

(()) £ log p = 0@n) - 0N < log Cn»

n<p<zn

Rappelons d"autre part (voir note (8)) que dans la décomposition en facteurs pre-

premiers

Ga) NN = n pe™Mm* P)3
P
les exposants sont donnés comme sommes de parties entieres

/\
(5p) . («.p) -[2] +[E£] + ... =
p sn

(on suppose m> 1, comme d"ailleurs en (2)). En passant aux logarithmes, (5a) et

(5b) donnent

(6) log (n!) = E e(n3p) log p
P
puis, comme log C%n = log (éwil—i = log(2n D - 2 log n 1!,
(n 1)2
(73) log Cn = Z \e{2n3p) - 2 e(n3p)\ iceg p,
P
soit
(7b) log C" = E e(n3p) logp
2 P
avec  0(», = ‘o - 2" .
Cop) = D iirp NN

(On a utilisé (5b) et noté que pour pm=>2n, tous les coefficients sont nuls.)
Mais il est facile de voir (exercice) que pour tout nombre réel x, on a
[2x] - 2[x] = 0 ou 1. En appliquant ceci a c(n3p), on déduit de (7b) I"inégalité

® log C” < Yj k>g p = \p{2n).
n pP<zn
Fin de la démonstration du théoreme 2. - Soit a un réel > 1. L"utilisation de (3)

et (4), et le remplacement de 2n (entier pair) par x (réel > 1 quelconque : voir
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note (9)) donnent, pour Xx assez grand,
0(a) - 0(F) * a (log2) x , puis

e(f) - O(t) * «2(*0?2) f , puis
o(F)-0(F) * ~(r2) T ,etc

Comme ©(/) = 0 pour Z < 2, le premier nombre de la nieme inégalité est nul des

gue 2n > x. Par addition desn premiéres inégalités, on a donc

0xX) s a™log D@r +! + 1+ . . . +4jp)
soit
(©)) 0xX) < b2x b2 = 2a2 (og" 2) > 2 log 2
(Noter que b2 est peu différent de 2 log 2 = 1,39... ))

Soit maintenant aj un réel < 1. L utilisation de (3) et de (8), et le rempla-

cement de 2n par x (voir note (9)) donnent, pour x assez grand |,

ax[log 2)x < y(X) ,

soit
(10) bl x < y(X) , bl = Qg log 2 < log 2.
(Noter que b1 est peu différent de log 2 = 0,69 ... .)

Il reste pour terminer a comparer 0(x) et ip(X) a tt(x) - On a d"abord

dx) = £ &gP - (d8g x) YJ 1 = (1°9x) "(s) »

p <x p¢x

du fait que le logarithme est croissant. Comme de plus le logarithme varie trés

lentement, il est facile, en "serrant” ce raisonnement, de voir qu“en fait
(11D wx) ~ 0(X) /log x quand x “m °°,

On a par ail leurs

M*) = Z) togp 4+ gpt S2 + S3 +
p <X
avec S, = £ logp , Ss = Y] log p , etc
p<x1/2 p pl'il/s

soit évidemment

yeo = 00 o+ O(xIr o+ O(xIr 4
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La somme de droite est finie et s"arréte au fcieme terme avec X¥/k< 2. En uti-

lisant (9), on déduit facilement de 1a que

12) ip(x) "~ 0(x) quand x ‘@m = |

et donc (en utilisant (11)) que

3 tw(x) V ip(x) / log x quand x = Q.

En divisant alors les deux membres de (9) et (10) par log x, et en rempla-
cant bj et b2 par cl1 et c2 telles que 0 < o0l < bl < 1 < Z2 < e2,o0n
déduit de (9), (10), (11) et (13) que, pour x assez grand, on a

al x 02 X
[ --------- < Tr(ar) < S

Le théoréme 2 est (a peu pres) démontré.»

Remarque. - Euler (voir § 2, note (7)), avait aussi prouvé que la série £ ~ est
divergente (ce qui démontre évidemment I’infinité des nombres premiers 1) Avec
le théoréme de Tchebychev, on peut prouver que

£ — ™ log log x quand x “m =,
psx P

Ceci mesure la vitesse de divergence (trés faible) de I -
P P

4. Fonction zéta de Riemann et théoréme des nombres premiers.

Soient s une variable réelle > 1 et Ph 1"ensemble fini des h premiers nombres

premiers. Posons

S*(») = n 1.1 e
P eFh pS

Une variante du raisonnement fait au § 5, démonstration n° 5, montre que

4 .

**(.> _ Z
NelN* n

Si maintenant on fait tendre hvers 17infini (s restant fixe et > 1), il vient a

la limite

il) n 1
p i-1 n=1 ns

ps
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La série de droite est convergente (s> 1) ; le terme de gauche est un produit
infini, étendu a tous les nombres premiers : c"est I"analogue multiplicatif
d*une somme infinie (c"est-a-dire d"une série), et I"identité (1) montre que
ce produit infini est convergent. Cette identité est due a Euler (vers 1750),

ainsi d"ailleurs que les formules célébres

00 00

Z 3 -1Rr.z1 -1 e

n " n=1nv

gui donnent la valeur commune des deux membres de (1) pour s = 2, 4, etc ...
Signalons en passant que c"est une généralisation de (1) qui a permis a Dirichle®
(vers 1840) de démontrer le théoreme de la progression arithmétique (voir § 1,

question-réponse n° 2, et note (1)).

On doit a Riemann (vers 1860) I1"idée de considérer s comme une variable com-
plexe, s = u +it, et donc les deux membres de (1) comme une méme fonction de la
variable complexe s ; cette fonction est notée ¢(s) : c"est la fonction zéta de
Riemann. Les deux membres de (1) convergent (et ¢(s) est donc a priori définie)
dans le demi-plan u > 1. (On conseille au lecteur de tracer sur une feuille de
papier l"axe réel Ou, I"axe imagianire Ot, et de suivre sur cette feuille ce qui

va étre décrit dans la suite.)

Donnons maintenant, dans une présentation modernisée, les principaux résultats

de Riemann (voir note (10))

a) Résultats démontrés par Riemann

a0) Pour u (partie réelle de s) > 1, il existe entre ¢(s) et pX) (voir § 3) la

relation

2 -¢M =af" Ifel dax ;
c@ 1 871

cette formule s"inverse en

0 ) =1 N weed

I
i JA) 1 ces)i 3

ou a est un nombre réel quelconque > 1, et ol (a) désigne la droite verticale
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u = a, paramétrée par e = a+ it (- <t réel <+ *») (voir note (11)). Naturel-

lement, c¢"(s) désigne la dérivée de c¢(S).

al) La fonction h(s) = c¢(l)-—- ( définie seulement a priori pour u > 1) se

prolonge analytiquement en une fBnction holomorphe sur le plan complexe tout

entier. Comme ¢(I) = - + h(s), on voit que ¢(s) est en fait une fonction mé-
s"1

romorphe sur le plan complexe tout entier, avec un seul p6le en s = 1.

a2) Il existe entre c¢(s) et c(l-s) une relation précise (‘équation fonctionnelle"
voir note (12)) qui permet de déduire facilement le comportement de ¢(s) pour
u < 0 de son comportement pour u > 1 (le demi-plan de départ, ou c(s) est donnée

par les deux membres de (1)). En particulier, on vérifie que
¢(-2) = ¢(-H = ... =0.

a3) En dehors de - 2, - 4, ..., la fonction ¢(s) admet une infinité de zéros
dans la bande verticale délimitée par les deux droites u = 0 et u = 1 (“bande
critique™). Les cinquante plus petits zéros "critiques" de ¢(s) ont tous pour
partie réelle , et sont donc sur la droite médiane u =" de la bande critique

("'droite critique™).

b) Résultats conjecturés par Riemann

X X

bl) Posons U{x) = f dat 1,04... +[ -0 -

*0 log t 2 log t
(voir note (13)). On a alors, entre WE) et li{x), la relation remarquable

tee) = li(x) - P li(x172 - i 1{X"3 -
J

(Cette formule appartient au folklore ; elle "signifie" en tout cas

rit

e VvV H(x) ¢ - n quand x w @ ,
J2 log t log x
et "démontrerait” donc le théoreme des nombres premiers ...).

b2) Les zéros Critiques (0 <u < 1) de ¢(s) sont tous sur la droite critique

(""hypotheése de Riemann').

Ceci compléete évidemment a3), et est d’ailleurs en harmonie avec a2) (la droi-
te critique est invariante par s h- 1 - s). Signalons qu’a coups de formules sub-
tiles et d’ordinateurs, on a pu calculer plus de dix millions de zéros critiques
de c(s), et que ces zéros sont effectivement tous sur la droite critique ; I’hy-

pothése de Riemann est donc assez bien confirmée expérimentalemeric ; en revanche
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elle n"est toujours pas démontrée, et ne semble pas preés de I"étre

Indiquons maintenant quel est, en gros, le lien entre fonction zéta de Riemann,
hypothése de Riemann et théoréme des nombres premiers. (Les puristes sont invi-
tés a ne pas lire ce qui va suivre). Soient b et a deux nombres réels tels que
Loy T7° a, et soient (b) et (a) les droites verticales u = b et u = a (voir
ce §, formule (3 et la suite). Si_ I"hypothese de Riemann est vérifiée, ou plus
simplement, sj* la bande verticale H Kk < a ne contient pas de zéros de c¢(s),
la seule singularité (dans cette bande) de (- ¢"(s)/c(s)) (xs/s), est un pole

simple en s = 1. (Rappelons en effet que ¢c(s) =-- + h{\) et donc

~1
¢'(s) = —————— + h'(s) , h(s) et h'(s) holomgrphes ; de plus, on montre

assez facilement que ¢(s) n"a pas de zéros dans le demi-plan us 1.) Le résidu

en ce pole est (x¢ s)s=I x. Une application formelle du théoreme des résidus
au bord de la bande a< u < i (considérée comme un rectangle "infini') donne

(1"élément intégré étant ¢ ¢“(s)/c(s) )[xda)ds )

/ — / 2tH. x
J(a) 1 b)
soit, puisque y(X) = —- f (formule (3))
J(a)
(@) iH*) - <« = - f = Tb
2ni  J{b) déf
Dans I%intégrale ,onas =b+it ¢ ®<t<®etdonc |Jas| = x* , ce qui

suggére une majoration formel le du type

t
©) Jifc ] < Ax , A : constante positive,

les formules (4) et (5) donnent alors

®) ) - x| ¢ Ax* b<1,

donc IB(X) ~ x, puis (voir 83) t(X) ¥x/log x, quand x “m = : on arrive bien au

théoreme des nombres premiers. =

En fait, cette démonstration est, sinon fausse, du moins tres incomplete ;
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signalons-en les lacunes

Il faut prouver que le demi-plan u > 1 ne contient pas de zéros de ¢(s): ce
n"est pas trop difficile ;

L"hypothése de Riemann n"est en fait pas démontrée ; et on ne connalt méme
pas de b tels que la bande b < u < 1 ne contienne pas de zéros de c¢(s).

Il faut donc remplacer la bande b <a < a par un domaine de forme plus com-

pliguée... C"est la partie la plus délicate.

Il faut justifier I"application de la formule des résidus, et pour cela étu-
dier en détail le comportement de -¢"(s)/¢(s) a I"infini "verticalement”. C"est
long et délicat.

Etc ... (voir par exemple [1] et [4]).-

(De toute facon, le résultat final est moins bon que (6)).

L"ensemble de la démonstration représente entre 20 et 40 pages de calcul. La mise

au point de cette démonstration (entre 1860 et 1895) a d"ailleurs fait progres-

ser énormément la théorie des fonctions d"une variable complexe (voir note (14)).
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Jndex. -
N : [I"ensemble des nombres entiers ;
m\n :mdivise n ; (mn) :p. g. ¢c. d. de met n ;
P : I"ensemble des nombres premiers ;
p* : le plus petit nombre premier > p, lui-méme premier ;
P[k,a) : I"ensemble des nombres premiers de la forme kn + a ;
rx
log x : le logarithme naturel de x, 1 dt/t ; (;
i
li () : le logarithme intégral de x, défini par % dt/log t ; (la disconti-
o
nuité en t = 1 ne pose aucun probléme ; on a
Irx

li(x) = 1,04... + | dt/log t ™ x/log x (voir ci-dessous la

définition de ™ ).)
tt(xX) : le cardinal de I"ensemble (fini) des nombres premiers < X.
0(X) : la somme £ log p ;

p<x
y(x) : la somme £ X) log n »
p<x n=pm
pP<x

¢(s) : la fonction zéta de Riemann, définie au départ par

t‘4o.s>l;
n

Conjecture : propriété découverte empiriquement (expérimentalement, par un mélan-
ge d"intuition et de raisonnement, etc...), considérée comme “vraie", mais
dont on ne possede pas de démonstration compléte et rigoureuse. L"hypothése

de Riemann (8 4) est une conjecture.

Equivalence : dans le contexte de cet exposé, deux fonctions /(x) et g{x), > 0

et définies pour xil, sont dites équivalentes quand x-> < si

lim f(x)/g(x) = 1.
X

On écrit alors f(x) ~ g{x) quand x = .

Théoréme des nombres premiers : il s"agit de 1"équivalence

) W x/log x quand x -m °°
(conjecture jusqu®en 1895 (voir § 3) ; théorémp depuis cette date (voir § 4).)
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Notes. -

(1) Ce résultat, obtenu par Dirichlet vers 1840, est connu sous le nom de théo-

reme de la progression arithmétique.

(2) Deux nombres premiers p et q sont dits jumeaux si g - p = 2, donc si q = p*
avec p* — p = 2. Si @) désigne la fonction de comptage correspondante, on vé-

rifie expérimentalement que, pour une certaine constante o > 0, on a
M VY cx/(SLog x)2 quand x <

Ceci laisse supposer que l"ensemble des nombres premiers jumeaux est infini. Tou-
tefois, le principal résultat démontré (compatible d"ailleurs avec l"équivalence
ci-dessus) est que la série Z- , étendue aux seuls p jumeaux, est convergente
(V. Brun, 1917 ; naturellement, la théorie a progressé depuis cette date !). Rap-

pelons que Z i , étendue a tous les nombres premiers, est divergente (Euler).

(3 Soit n un entier arbitrairement grand. Chacun des entiers n! + 2, n! + 3,
.., nt + n est composé (ils sont divisibles respectivement par 2, 3, ... n). Si
alors p = le plus grand nombre premier <n! + 1, 0on ap* >n! +n + 1, et donc

p* - p a n, ce qui prouve bien que la différence p*-pn“"est pas bornée.

(4) Rappelons que le livre IX des Eléments d"Euclide contient notamment : la
définition des nombres premiers ; le fait que tout n s 2 possede un facteur pre-
mier, et se factorise de facon unique en facteurs premiers ; le fait que I1%en-
semble des nombres premiers est infini. 1l expose également le lien entre nombres
premiers et nombres parfaits pairs (voir l"exposé "Autour du petit théoréme de

Fermat'™).
(5) Voir a ce propos I"exposé "Autour du petit théoréme de Fermat".

(6) On remarquera 1l analogie de structure entre la démonstration n° 3 et la dé-
monstration n° 4. Naturellement, cette démonstration n° 4 est incompléte (calcul
de V, estimation v*(x) ~ V, ...), mais son principe est trés naturel, et 1"ap-

proximation *

1 -1
W s e o2 - %) Qoa g

est excellente.

() En modifiant légérement ce calcul (passage aux logarithmes) on peut montrer
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également que la série X) - est divergente (Euler).

PEP p
(8 Démonstration de la formule [5b). - Pour p donné et pour tout k > 1, notons
nE le nombre d"entiers < n qui sont divisibles par p mais non par p .0n a
d*une part e[n3p) = nx+ 2n2 + 3n3 + ... et d"autre part

nk
o ‘ k o L? ] J
(d"ou nk 0 dés que p > n). La combinaison de ces deux formules donne (B2?
(@ Il faudrait évidemment montrer ici que le remplacement de 2n par x n"entrai-
ne pas de "bouleversements" dans les calculs. Pour éviter d"alourdir I1"exposé,

nous nous bornerons a I admettre.

(10) En fait, Riemann travaillait, non pas avec -¢"(s)/c¢(s) et y(&), mais avec
log ¢(s) et w(k). On trouvera dans [2] , pp- 299-305, une traduction anglaise

intégrale du mémoire de Riemann.

(11) La formule (2) exprime que - ¢"(s)/c¢c(s) (fonction de s) est la transformée
de Mellin de y(x) (fonction de x). Le passage de la formule (@ a la formule (3
est une inversion de Mellin, analogue a I"inversion de Fourier.

(12) Posons par définition
Z2(s) = tI's/2 T(s/2) c¢(s)

(t = le nombre pi ; r = la fonction gamma). L"équation fonctionnelle en question

s"écrit alors tout simplement

Z(l-s) = Z(9)-

(13) Iy a une petit probléme en t = 1, ou la fonction log t s"annule. Malgré
cela, i 2dt/log 1 a un sens et vaut 1,04... : d"ou la formule.

*'0
(14) La démonstration du théoréme des nombres premiers décrite ici est la démons-
gration 'classique'™. 1l en existe deux autres démonstrations, dites "élémentai-
res" : une par Erdos et Selberg (1949) et une toute récente par Williams (1981).
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