NOMBRES HYPER-REELS.

I - Introduction.

Le but de cet exposé est de donner un sens précis a l"expression
"x est infiniment prés de xO0".
Ceci permettra de remplacer la définition de limite classique, dans laquel-
le on va a la "péche aux n" par une définition plus algébrique, (le cb6té
existentiel disparait).

Comme, dans 1R, le seul élément susceptible de recevoir le label "infi-
nement petit" est 0, on va étre amené a construire un corps IR*, contenant

JR, et contenant aussi des infiniment petits et infiniment grands.

La construction de JR* va étre tout a fait analogue a la construction

de R par les suites de Cauchy de nombres rationnels.

Nous allons rappeler brievement comment on peut construire les corps
classiques : Z/HZ (P ler) i$ ;Ret &

Il - Construction des corps classiques.

L
D

17" = ensemble des entiers modulo p. C’est un anneau (commutatif)

pour les lois 7 +y = x+y
X .y = XxTy

x désignant la classe de x e Z , modulo p ; c"est-a-dire x = x + pZZ . Si
p est premier, ~/n77 est un corps (commutatif), c"est-a-dire I"équation
ax =T (a*o0) aune et une seule solution dans | 0z "

Commentons un peu ce résultat.

L"ensemble H des entiers relatifs est un anneau (commutatif, unitai-

re). Dans ZZ , 1"équation a-x = 1 n"a pas toujours de solution.



Puisque Ton ne peut trouver de solution exacte, on va se contenter
de solutions approchées ax= 1 + e, e parcourant un ensemble C W éléments

considérés comme négligeables.

Il est cest clair que plusiYbest gros, plus on a de chances de pouvoir

résoudre I"équation ax = 1 + e, econvenable dans tAf3

On veut bien travailler a c prés, mais comme on est raisonnable on
demande
d"abord que la somme de 2 négligeables soit un négligeable,
puis que le produit d"un négligeable par un entier quelconque
soit encore négligeable.
Enfin qu®il y ait quand méme des éléments que l"on ne va pas né-

gliger ; c"est-a-dire quel//5* 7L

Les deux premieres conditions traduisent le fait que(V*est ce que
1"on appelle un idéal, la troisiéeme condition dit que I"idéal est propre,

c"est-a-dire *Z.

Dans Z, il se trouve que tout idéal G°est de la formeOT= nZ.

Le fait remarquable est que siifest le plus gros possible, c"est-a-
dire est maximal, ce qui se produit si iP= pZ, p ler, alors,si a n"est pas

négligeable, I"équation ax+ 1 a une solution approchée a e prés, unique a

e prés [eeyf). Ce qui se traduit algégriquement par : & X =T a une et une

seule solution dans2/ . (c"est-a-dire ~/corps).
pZZ 7
p
Le corps Zf>z ; c"est Z dans lequel on travaille a eepZ ="V°(ensem-

ble négligeable maximal) preés.

On remarque en passant que tout ensemble négl igeable I"( = nZZ ) est con-

tenu dans un ensemble négligeable maximal OP= pZZ , p ler divisant n.

2) Les constructions de $, R et §sont (peuvent étre) tout a fait
analogues.
En effet Q =Z xz3j ; OP = {o} xZ*



Z xZ* étant muni d"une structure d"anneau par
(a,b) + (c,d) = (ad + bc, bd) (""addition croisée™)
(a,b) . (c,d) = (ac,bd)

On vérifie facilement que cV3est un idéal maximal.

$ est un corps pour les lois jj+ <8 = ad I;;bc . §e§ = OO (a/b dési-

gnant la classe de (a,b)).

g _ -
R = /yf avec « = ensemble des suites de Cauchy de nombres rationnels

et (A" = ensemble des suites tendant vers 0O

G est un anneau pour la somme et le produit composantes par compo-
santes.

On vérifie aussi queCV°est un ensemble négligeable maximal.

Enfin on a = 1R[x]/:y3 avec > ensemble des multiples de x2 + 1.
F[x] anneau des polynomes a une indéterminée sur R

Remarque : les constructions de &, IR, @ se font sur le principe suivant
on commence par agrandir par des produits cartésiens, puis on compres-
se par des quotients.

Il - Construction du corps JR* des nombres hyper-réels.

On considére 1"ensemble” de toutes les suites réelles.
C"est un anneau pour l"addition et le produit composante par compo-

sante (cfest commutatif et unitaire).

On considére I"ensemble F des suites nulles a partir d"un certain
rang. Alors F vérifie les propriétés des ensembles négligeables c"est-a-
dire c"est un idéal, *cf. Mais F n"est pas le plus gros possible. On admet

qu®il est contenu dans un ensemble négligeable (idéal) maximal Of.

o/
&

On note R* le corps quotient :1R* c"est CT ou l"on travail a e preés,

ee(T



Rappelons donc qu®un élément de IR* est la classe modulot”™d®"une suite
réelle. C"est-a-dire : a e R est de la forme a = (xn) = (xn) + A5

Si x = (xn) ety = (yn)étfs la somme et le produit dans JR* sont dé-
finis par
X +y = x+ty = (xXn+yn)
X .y =XTy=(>t‘~ yry

Remarque : on montre que F* est unique a un isomorphisme prés
Propriété :F* contient bien F, quand on identifie le réel r avec la clas-

se de la suite constante égale a r.

IV - Structure de F*.

Il va étre commode d"introduire les définitions suivantes

Définition : soit X cin. On note ™x la suite définie par ™x(n) =|q 2??
Déf. iSi “xest négligeable, i.e. ”XeiV3 x est dit négligeable

sort XCINTS'l £{<3’~c'6> ; x est dit gros
Proposition : soit X et Yc f]|. Alors

i) Xet Ygros => X n Y gros
ii) X gros et Y=X => Y gros
iii) X uyY gros => X ou Y gros
iv) X gros <=> IN\X négligeable
v) INsX fini => X gros (en partieulier N est gros).

i) Supposons ~xet ~y 40C. En prenant les classes modulo OCon a

X * 0 etvy * o donc <Pxy =~x.~y * 0 puisque”D=F*est un corps.
Donc “~xny 40 C et xny est gros.

ii) soit XX E€UFcest-a-dire ~x?0. Si Y=X alors ~x = fy.~x  d"oi

AX Ny * 0. Donc Y # o et Ny iLV3cTest-a-dire Y gros.



iii) On a ~xuy = VX+ W -~y Si X et Y sont négligeables
alors >« et My sont dans O fc"est-a-dire éx =<y = 0

et <Pxuy = 0 c"est-a-dire xuy négligeable

iv) Soit *x * o on a ?x. ~MNoX = o , donc <"~ X = o et

donc V’I"I-X = o car IR* est un corps. D"ou IN-X négligeable

Réciproquement si VIN-X = o , comme < +wvw(NX)=1on a gx = L.

et ainsi ~x iOC c"est-a-dire X gros.

V) Si X est fini alors par définition on a ¢X eC\T donc X est négli-

geable et IN - X est gros.

Proposition : soit (xn) et (yn) e IR* alors: (xn) = (yn)<=>{n, xn = yn)=X gros

A, \ /1 nex c"est-a-dire xn -yn=o0
ON 4 #x<"> jo  iVx c'est-a-dire X,' - yS *o

donc <X + (xn - yrmn >0 * o VnelN donc inversible donc ¢tAf
donc € + (xn -yn) * o comme (Xn - yn) =0, on a”™x * o

c"est-a-dire €xi dV° c"est-a-dire T X gros.
Définition d"une relation d"ordre sur F*. Soit a=(xn) et b=(yn)e F*

On définit une relation < sur JR* par : a<b<= {n, xn<yn} est gros

c"est bien une définition car si (xn) = (x1n), alors {n, xn = x"n> est gros

Proposition : la relation '<'" est une relation d"ordre total sur F*, compa-

tible avec l"addition et la multiplication de F*, qui prolonge 1%ordre sur IR.
)] a<a car {nelN, xn < xn} =N gros
ii) Soit a<betb<c alors : {n, xn<yn>et {n, yn < zn} sont gros
donc {n, xn <ynin{n, yn < zn}={n, xn <yn < zn} est gros

donc on a : a < c.

iii) Soit a<betb<a alors {n, xn <yn} et {n, vn<xr} sont gros,

donc X = {n, xn = yn) est gros ; donc <Px i CAP

mais (xn - yn) x <?x(n) 0 quelque soit n ; donc la suite nh-xn - yn est

dansiW5 ; donc (xn - yn) = o’c"est-a-dire (xn) = (yn) c"est-a-dire a = b
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iv) Soit a = (xn) et b = (yn) soit X = {n, xn < yn} ; alors X

ou IKX est gros. Si X est gros on a a<b ; si INMX est gros on a a > h.

La compatibilité de "<'" avec "+" et "X'" se démontre d“une maniere

analogue.

Définition : soit aelR*. On pose |aj]= a si a>0 ; |a]J= -a si a < o.

Définition :soit a JR*. On dit que a est

) fini, s"il existe re R tel que Ja] < r

) infiniment petit si ja] <r pour tout r > o

iii) infiniment grand si |a] >r pour tout r > o

nfi et yn = n ; alors a = (xn) est infiniment petit
et b = (yim est infiniment grand.

Exemple : soit xn

Montrons que a est infiniment petit. Soit r réel >0
a<r«<=>{n, xn <r} est gros. Or il existe n0 tel que
{n, xn < r}o{n, n>n0}. Ce dernier ensemble est gros d"ou le résultat.

On procéde d"une maniére analogue pour montrer que b est infiniment grand.

Proposition : soit (xn)p une suite réelle. Alors

i) xn o <=V ks-0, {n, Ixn]| 115 est cofini (c"est-a-dire est le
n-*+ < complémentaire d"un ensemble fini)

i) (xn) est infiniment petit <=>Vk>o0, (n, |xn]|<"} est gros,
i) est évident,
ii) est aussi évident car la condition {n, |xn|< £} gros est équi-

valente au fait que (xn) est inférieur a 1/k

Corollaire : si xn tend vers 0, alors 'tkn) est infiniment petit.

En effet tout sous ensemble cofini de IN est gros.

Remarque : 0 est le seul infiniment petit réel. Il n"y a pas d"infiniment

grand dans IR.

Notation : x "y <= x -y infiniment petit.
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Proposition : La somme de deux infiniment petits est un infiniment petit,
le produit d"un infiniment petit par un hyper-réel fini est un infiniment

petit.

Théoreme de structure. Soit a e IR*, a fini, il existe un réel r unique tel
gue a ™ r (c"est-a-dire tel que a = r + e, avec e infiniment petit).
Ce réel r s"appelle la partie réelle, ou la partie standard ou encore

I1"ombre de a et se note aO0.

Démonstration : soit donc a e IR*, a fini

soit X = {selR, s < a} X est une partie majorée de IR donc admet une
borne supérieure que I"on va noter r. Montrons que a - r est infiniment
petit. Supposons pour cela le contraire, c"est-a-dire : il existe r* >o,
réel, tel que Ja - r|>r"
ler cas : a <r alors r-a>r

c"est-a-dire a<r-r <r

mais r étant une borne supérieure, il existe s e X tel que a<r-r"<s< r

ce qui est impossible d"aprés la définition de X.

2éme cas - a>r alors a-r>r*
c"est-a-dire a>r+r>r

mais ceci est impossible car on aurait r + r" e Xet r + r" > sup X.

L"unicité provient du fait que 0 est le seul réel infiniment petit.

(a”r”*rl =>r-r""0 =>r-=rl)

Exemple : soit xn =0,9...9 et a= (xn) alors a0=1leta>*1
n fois

En effet xn %# 1 donc a ™ 1 ; a*lcar [n. xn = 1} = t.

Exercice : Soit a et b e IR*, finis. Alors
i)si a”™ bonaal=b°
ii) si a < b alors a0 < b°
iii) (a+tb)0 = a0 + b0
iv) (ab)° = "a°b°
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id)a=r+e;b=r" +¢e ;siaybalorsa-b =r- r"+e-e-”

est infiniment petit donc r - r® aussi donc r = r-.

ii) a0 sup. {s eR, s<a} <sup. {se IR, s < b} = b°.

iii) a r+e,b=r +e- at+t+b=r+r +e+tel

> ab=rr" + re" + ee

On conclu a l"aide de l"unicité de la partie standard.

Remarque : si IRF = ensemble des éléments finis de IR* alors IRF est un anneau
et I"application "0" est un homomorphisme de IR* dans (et sur) IR de noyau
I1"idéal 1 des infiniment petits.

On a donc RIly = IR.

Remarque : si a et b finis a0 < b° j=> a < b.

prendre b =0 ;a=0eta =-¢e

V - Extensions et prolongements.

Soit f : R >R On veut caractériser la continuité de f en x0 e IR par

les valeurs que T prend en des points infiniment prés de xO.

Pour cela il faut avant tout que T puisse étre définie (prolongée) en

de tels points. C"est ce dont nous allons nous occuper.

Définition : soit A cJR On pose : A* = {a = e R*» iIn» xn e A}gros}

C"est bien une définition.

Exercice : Montrer que
i) [a,b]* = [a,b] »* = {x e IR*, a < x < b}.

ii) x e[a,b]* => x° e [a,b] et x Fini.

i) Xx = (xn) e [a,b]* => {n, a < xn ™ b} gros <=> a ™ x < h.

ii) si x e [a,b]* alors a < x < b d"ou a = a0 < x° < b® = b.
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Proposi Lion : Soit A dR et B cF. 0n a alors
i) (A uB)t=A* uB*
ii) (An B)* = A* n B*,
iii) (RxA)* = IR*sA*

Exercice : soit A c JR. Si A est fini alors A* = Al

Définition : Soit f = A ¢ R —+IR. On définit un prolongement de f, soit
~ . A* ®»R, par

A*

I— r 4
slasW < » 13

1 AN o iélen cq- si xn< A
a‘°rs f (@ =TjvT avec yn ?(I{} q sl XJ £A
Ceci est bien une définition car I"ensemble des n e IN tels que xn eA est

gros et Ton sait que : (an) = (Bn) si et seulement si {n, an=3n} est gros.
Remarque : f* est bien un prolongement de f

Proposition
1) (gof)* = g* of*
i) (g+hH* = g+t ; (gH* = g\f*
iii) f < g sur A => f*< g* sur A*.

Démonstration laissée en exercice.

VI - Limite et Continuité.

Proposition : soit f : Ac R™ IR, soit xn £ et 1 £ IR. Alors
1=1m*Ff X <=> pour tout a e A* - a”™ xQ=> f(a) % 1.
X v X0

( X €A
sens => e > o donné, on prend n > o tel que \ |x-x01< n=>|F)-I|< e

soit a = (an) e A* avec a ™ x0. Alors |a-x01 < n- Donc on a

{n, Jan - x0] < n} gros |

{n, an t A} gros | ">{n-°n e A et kn-x»l<n! 9ros
donc {n, |f(an) - 1] < e. Ceci étant vrai pour tout e réel >0, on a bien
@) * 1.

Réciproque : supposons 1 * lim f(X). Alors il existe e>0 tel que pour
X+Xq
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tout n > o, il existe x e A et |x-x0] < n tel que |Ff()-I] > e. En pre-
nant n =1/n on met en évidence une suite xn e A ; xnt x0 et |[F(X)-1] > e.
Posons alors a = (xn) ; on a a e A* et a ™ x0 mais |F*(@)-I] > e

car {n, |f(xn)-1]>e}= N est gros.; donc f*(a) fi 1.

Corollaire : soit f = A c R +IR. Alors f est continue sur A si et seule-

ment si : pour tout a e A* et tout x e A - a ™ x=> @) " f(X).

Proposition : soit f : AcCR>T]R, alors T est uniformément continue sur A
si et seulement si pour tout ae A et tout be A on a
a% b=> @) "~ ()

sens => soit e donné et n > o tel que |x-y]<n => [|Ff(X)-F(Y)| < e
soit a = (a7 et b = BT) e A*, avec a”™ b ; on a |Ja-b] < n et donc
{n, Jan-Bn|] < n> gros
{n, an e A} gros => {n, et B"eA et Ic”M-Bphn} gros
{n, Bn e A} gros

donc {n, |f(an)-F(BFT) |<e} gros, c"est-a-dire |Ff*(@)-f*(b) |<e

Ceci étant vrai pour tout réel e > o0 ; on a bien (@) ~ fx(b).

Réciproque : si T n"est pas uniformément continue sur A alors on peut
mettre en évidence deux suites an et Bn e A telles que

an - Bnw o et |f(an)-f(Bn) r > o.
si on pose: a= (an) et b= (M) ;ona :aeA*, beA*, a”™ b et
|F*(@)-f*(b)] > r > 0 ; c"est-a-dire *(@) fi *(b).

Corollaire : soit f : [a,b] cr - ir uns application continue. Alors f est
uniformément continue.

Soit x ety e [a,b]*, avec x ~ y. Alors x et y sont finis
donc x° et y0 existent et on a : x° =y0 =r e [a,b]
donc puisque T est continue en r on a
f ) M(r) » f (y) et T est uniformément continue sur [a,b].
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Coronaire : soit f : [a,b] »R continue. Si f (@ <oet f (b) > o0, il

existe r e [a,b] avec f(r) = o.

Soit n un entier quelconque (>0). On partage I1"intervalle [a,b] en n
parties égales. Il existe alors 2 points consécutifs du partage que 17on

note xn et yn tels que f(xn) <o ; f(yn) > o (et (xn - yn) = - .

Cette construction étant valable pour tout n e IN - {0}, par extension,
a étant un entier infiniment grand, on adeux points x~ et y* de [a,b]*
tels que x* -y* | =- - et 0w )<ot F*(y*)>o0.

Si r = partie réelle commune a x. et y™ on a par continuité de f

en r -

f(r) » 1%( O ~0\N => f(r) = o (car f(r) est réel)

NFo(ya) *0)
%\ N
b--h-1— t-—F—————- 1
a b-a b
n

Corollaire : soit f : [a,b]-[c,d] continue et bijective alors f est continue.

Supposons le contraire 1 il existe x" [c,d]* et r % x, et
re [c,d ( r =x0),avec (fF )*(x) fi £ (), c"est-a-dire :
S - ((FY*))* > £5()

) X% - @yey
= - h4a— i
R SN &« 3E(rr) P

Comme f est continue on a f*(f*) (X) = x v f(s) donc f(s) = r (car
f(s) et r sont réels) et f n"est pas injective~contradiction. C.Q.F.D.
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VIl - Cas particulier des suites.

Proposition : soit (xn)n>0 une suite réelle, et 1 e IR. On a alors

i) 1 = lim xn <=> pour tout a e IR*, infiniment grand, on a x* ~ 1
n “w
ii) 1 est limite d"une sous suite de (xn)n>0 <=> il existe w e IN*,

infiniment grand tel que x* ™ 1.

i) Démonstration identique a celle de la limite d"une fonction.
D ailleurs on peut s"y ramener en considérant 1"application
IN n m-ie A= {i/'p, peN, d > o}

ii) sens => : supposons xnk=-1 qd k =+ « alors d"aprés i)
pour ai infiniment grand on a x*n* A~ 1 ; mais n® > k pour tout k
donc = rE, > a infiniment grand. Ainsi il existe ai' = n* infiniment grand
tel que x N 1.
Réciproque : supposons qu“aucune sous suite de (xn)n>0 ne tende vers 1.
Alors il existe un réel r>o0 tel que pour tout n>n0 on ait : |xn-1] ~r.
Par extension pour tout w infiniment grand de IN* on a : |xto-11”r, cTest-

a-dire x* fi 1.
Exercice : Montrer que toute suite réelle croissante majorée a une limite

soit xn < A et xn croissante - soit a infiniment grand on a
n<wo=>X =Xp <X, <A. Donc x* est fini ; on a

Xp = xn < (x*)°. Donc pour w* infiniment grand on a
X < (x£)° => (&;,)0 < (x;)°. Par symétrie on a pour tout w et o
infiniment grand : (X u)0 = (X 1)°. Cette valeur commune est la limite de

la suite xn.
Exercice : Toute suite réelle bornée admet une sous suite convergente.
Soit donc |xn|<A pour tout n e IN. On a |x*] < A pour tout u e IN* in-

finiment grand. D"ou x» ™ (X*)0 = r et il y a une sous suite qui converge

Vvers r.



