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ETUDE DE LA DUREE DU JOUR SUIVANT LA DATE AU LONG DE L'ANNEE 

(activité dirigée pour la classe de seconde)

Le calendrier des. P.T.T. 1980 apporte les données suivantes :

en janvier les jours augmentent de lh05

février lh 3 8

mars lh51

avril lh 4 2

mai l h l 8

ju in  12 mn 

Printemps : 20 mars (à  l lh lO )

Eté : 21 ju in  (5h47)

en juillet les jours diminuent de lhO l 

aoû t lh39

septembre lh 4 6

octobre lh47

novembre l h l 9

décembre 14 mn

A utom ne : 22 septembre (à 21h09)

Hiver : 21 décembre (à 16h5ô).

Travail.

A partir de ces données, et en utilisant les connaissances qualitatives que 

l’on a du phénom ène, construire un graphique donnant la durée du jo u r  chaque 

jo u r  de l’année.

On prend comme référence la durée du jo u r  le premier janvier qui n ’est 

pas donnée, et on situe ensuite le niveau 12h aux équinoxes, ce qui perm et de 

connaître avec une bonne approxim ation la durée du jo u r  n ’im porte quel jour 

de l’année.

Objectifs.

Construction de courbe par lissage, interpolation non linéaire.

Connaissance d ’u r  phénomène périodique, sinusoidal.

Observation et utilisation de symétries.

Introduction  à la continuité et à la dérivation (bien que la variable soit 

discrète).
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In té rê t .

Travail su r  u n  p h é n o m è n e  c o n c re t  clc la n a tu re  q u e  l 'o n  a  ainsi l 'occas ion  

de  m ieux  c o n n a î t re .

F a it  appel à  la ré flex io n ,  à  l 'o b serv a tio n , a u x  connaissances su r  les fo n c ­

tions  (n o ta m m e n t  sinus e t  cos inus)  e t les cou rbes , au  so in  e t  à  l ’in itia tive. T ra ­

vail accessible à  to u s , mais q u i  suscite  le souc i de  la p e r fe c t io n .  R é su lta ts  très 

sa tisfaisants , c o n trô lab le s  p a r  la c o n su lta t io n  d u  ca len d r ie r  a u x  pages : h eu res  de 

lever e t de  c o u c h e r  d u  soleil.

A spect d ia lec t iq u e  : c o n s t ru c t io n  d e  c o u rb e ,  lec tu re  d e  résu lta ts  sur l 

g raph ique  avec a l l e r - r e to u r  de  l ’u n e  à  l ’ai t re  de  ces activités .

N o m b re u x  p ro lo n g e m e n ts  possib les (cosm ograph ie , angles, c o m p ara iso n s  avec 

d ’au tre s  p h é n o m è n e s  c o m m e  la te m p é ra tu re ,  les m arées, ré f lex io n  su r  le ca rac tè re  

«co n tin u »  d u  p h é n o m è n e ) .

E ta p es  d u  travail.

1. P rem ière  a p p ro x im a t io n  : u n e  ligne brisée jo ig n a n t  les p o in ts  q u i  d o n ­

n e n t ,  p a r  ré fé rence  à  la d u rée  d 0 d u  1e r  janv ier ,  la  d u ré e  d u  j o u r  au  1er fé­

vrier, au  1er m ars, e tc . . .  L ’in te rp o la t io n  linéaire d o n n e  de  b o n s  résu lta ts  p o u r  le 

p r in te m p s  e t  l 'a u to m n e ,  mais n 'a  p lus de  sign if ica tion  en  ju in  o u  décem b re .

2. R e p é re r  les sy m é tr ie s  (sem i-période), les d a te s  d u  m a x im u m , d u  m in i­

m u m , les éq u inoxes .

O bserver  le ta u x  d 'a u g m e n ta t io n ,  m ax im u m  vers le 2 0  m ars, q u a s im e n t  

nul vers le 21 ju in ,  e tc . . .  e t  trace r  des d ro ite s  qu i  se rven t d 'a p p u i  à  la c o u rb e  

( tangen tes) .

A m élio re r  le t ra c é  en  rem p laçan t  la ligne brisée  p a r  u n e  c o u rb e  c o n ­

t in u e  ressem blan t à  u n e  s in u so ïd e .

3. A y a n t  c o r re c te m e n t  s itué  le m a x im u m , le m in im u m , l 'a l lu re  au  vo ir :~" 

ge des éq u in o x es , f ixer  le niveau m éd ian  (égalité des jo u r s  e t  des nu its )  et 

ap p e la n t  12h  la d u ré e  d u  j o u r  à  ce n iveau  t ro u v e r  la d u ré e  d u  j o u r  à  un e  da te  

d o n n é e  : faire de  n o m b reu ses  lec tu res.

4 . C o n trô le  p a r  la c o n su l ta t io n  des heures d u  lever e t  d u  c o u c h e r  du  soleil.

Il y  a  u n e  b o n n e  co n c o rd a n c e  des ré su lta ts  g rap h iq u es  avec la d if fé rence

e n tre  h eu re  de  lever e t  h e u re  de  c o u c h e r  d u  soleil, à  un  décalage p rès de  q u e l ­

q ues  m inu tes  : 12 h  7 m n  le 20  m ars, 12 h  8 m n  le 22  se p te m b re  au  lieu de  12 h, 

16 h  7 m n  le 21 ju in  e t  8 h 11 m n  le 21 d é c e m b re ,  la m o y e n n e  e n tre  les d eux  

é ta n t  de  12 h  9 m n.

Ce décalage sem ble  d û  à  des p ié n o m è n e s  p h y siq u e s  (o b se rv a tio n  d u  so m ­

m e t d u  d isque sola ire  e t  n o n  d u  cen tre ,  r é fra c t io n  de  la lu m ière  q u a n d  le soleil
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est à l’horizon...) dont la courbe théorique que nous avons tracée ne tient évi­

demment pas compte.

Remarque.

La consultation cl’un éphéméride donnant les heures du lever et du cou­

cher du soleil tous les jours permet de connaître avec une erreur majorée par

1 minute la durée du jour chaque jour, et de tracer la courbe représentant la 

durée, mais cela ne présente pas du tout le même intérêt : simplement construc­

tion d ’une courbe point par point, plus aucune lecture à faire.

Ne pas se tromper d ’exercice !

6 h

2 h

i  h

20 21 22 21
déc.

GRAPHIQUE OBTENU PAR UN ELEVE
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LA TOUCHE «SIN»

(activité dirigée pour la classe de seconde)

On peut, avant même d’avoir étudié la fonction sinus, se familiariser avec 

certaines de ses propriétés en étudiant la touche «sin» de la calculatrice. Cela 

ne remplace en aucune manière l’étude théorique de la fonction sinus, mais per­

met de découvrir expérimentalement quelques propriétés, qui donneront toute sa 

raison d’être à la fonction sinus. Nous proposons ci-dessous un schéma pour 

l’approche de cette touche «sin».

1. — Constater q u ’il s’agit d ’une fonction, c ’est-à-dire que si on met un 

nombre à l’affichage, puis si on appuie sur la touche sin, un autre nombre ap­

paraît. On pourra donc employer la notation : y =  sin x.

— Constater que le résultat est différent selon que la machine a été 

mise en «degrés», «radians», ou «grades».

Exemple degrés : 10
sin

0,17364818

radians : 10 -0 ,54402111

grades : 10 0,15643447

On a donc en fait trois fonctions différentes. On réservera la notation 

sin x au cas où la machine est mise en radians.

2. Quels nombres peuvent-être obtenus par la touche «sin» ?

En faisant de nombreux essais, et en cherchant à obtenir le plus grand 

nombre possible et le plus petit nombre possible, on sera amené à conjecturer 

que «sin» ne permet d ’obtenir que des nombres compris entre -1 et 1. On peut 

essayer d ’obtenir exactement ces valeurs.

3. On veut tracer le graphe de la fonction sin sur du papier millimétré.

Placer les points (x, sin x) pour x 0, 10, 20, 30, 40, 5 0 ,. . .  150.

Peut-on devir or l’allure du graphe ?
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R e c o m m e n c e r  en  p r e n a n t  : 

x  =  0, 1, 2 , 3, 4 ,  5 , 15 

e t

x =  - 1 ,  - 2 ,  - 3 ,  - 4 ,  - 8 .

O n  p e u t  o b se rv e r  d e u x  p h é n o m è n e s  q u e  l’o n  p ré c ise ra  p a r  la  su i te  : 

la  p é r io d ic i té  e t  l ’im p a r i té .

4 . C a lcu le r  sin  x  e t  sin  ( -x )  p o u r  d iverses va leu rs  de  x. O n  a to u jo u r s  : 

sin  x  =  - s in  ( -x ) .

5 . O n  s’in té re sse  m a in t e n a n t  à  la f o n c t io n  sin , la m a c h in e  é t a n t  en  de^  

N o u s  n o te ro n s  p ro v iso i re m e n t  s inD c e t t e  f o n c t io n .

C a lc u le r  s inD x  p o u r  x =  0 , 1, 2 , 3, ..., 15.

R e tro u v e r  la p é r io d ic i té ,  en  p r e n a n t  d es  va leu rs  c o n v e n a b le s  p o u r  x.

6 . T ro u v e r  le p lu s  p e t i t  x  >  0  te l  q u e  sin  x  =  0, e t  le p lu s  p e t i t  x >  0 

te l q u e  s inD x  =  0 .

E n  d é d u i re  oc te l  q u e  sin  x =  s inD ( a  x ) .  V ér if ie r  c e t t e  f o rm u le  su r  d i ­

verses valeurs d e  x.

Q uels  s o n t  les n o m b re s  rée ls  x  te ls  q u e  sin x 1
2

? C e u x  te ls  q u e

sinD x 1
2

?

7. T ro u v e r  des n o m b re s  p  te ls q u e  s in  x  =  sin  (x  +  p ) .

T ro u v e r  des n o m b re s  s te ls  q u e  sin  (s +  x) =  sin (s -  x ) .

T o u te s  ces m a n ip u la t io n s  n ’o n t  d ’in té r ê t  q u e  d a n s  la m e s u re  o ù  l ’é tu d e  

th é o r iq u e  v ien d ra  ju s t i f ie r ,  é lu c id e r  les r é s u l ta t s  o b te n u s  avec la  m a c h in e .  L ’e x p é ­

r im e n ta t io n  q u e  n o u s  p r o p o s o n s  d o i t  ê t r e  fa i te  av an t  l ’é tu d e  th é o r iq u e ,  m ais  il 

e s t  so u h a i ta b le  d e  re v e n ir  su r  ces ac t iv i té s  ap rè s  l ’é tu d e  th é o r iq u e .

E n  classe d e  p r e m iè re  o u  te rm in a le ,  o n  p e u t  p o u rsu iv re  u n  p e u  p lus 

l ’é tu d e  su r  m a c h in e ,  e n  p a r t ic u l ie r  e n  é tu d ia n t  le c o m p o r t e m e n t  d e  la  to u c h e

«sin» lo r sq u e  x  e s t  vo isin  d e  z é ro  (ca lcu l  de  sin  x -  x , de sin  x
x

en  rad ian s . . .  e t

en  degrés ! ; c o m p a ra iso n  de  sin  x  e t  d e  x - x 3
6

e tc . . . ) .
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BRICOLAGES SUR L'INTEGRATION

Intégrer, ce n ’est pas seulement rechercher des primitives. On le sait, on 

le dit, mais on ne le pratique guère. Une fois faite l’introduction à l’intégrale 

de Riemann, le programme n ’incite pas à faire autre chose que des calculs de 

primitives. C’est d ’autant plus regrettable que le calcul approché d ’intégrales fait 

appel à des outils extrêmement réduits (niveau 1er cycle souvent) si l’on ne 

cherche pas à majorer finement les erreurs commises sur le résultat. (Ce qui 

n ’empêche pas de s’interroger sur l’efficacité de diverses méthodes). Ajoutons que 

les méthodes approchées sont parfois les seules dont on dispose !

Nous nous placerons d ’un point de vue délibérément élémentaire.

I -  QUELQUES METHODES USUELLES.

1. Sommes de Riemann.

Si f est une fonction définie sur [a ,b] (a <  1>)

et si (xQ, X j, ..., Xn ) est une subdivision de (a, b]

c’est-à-dire si xn < x .  <  ... < x  et 0 1 il

*0 =  a xn -  b -
une somme de Riemann relative à f et à la subdivision est une somme du type :

f (c , ) ( x , - x o) + f (c2 ) ( x 2 - X , )  + -  +  f (cB) ( x n - x„ . | )

où c, e ( x 0 , X | ) C2 f  [ x ,  ■ x 2 ] ... c e [ x , x ] n n - 1 n
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Rappelons que si f est intégrable sur (a, b], une somme de Riemann four­

nit une approximation de /  f (t) dt.

a

En pratique on prend souvent

ci = x i U)
ou

ou c. x. + x. ,
I 1 + 1

2 (3) pour  i 1 , 2 , . . . ,  n

ce qui revient à remplacer f par une fonction en escaliers, comme l’indiquent les 

graphiques qui suivent.

A
'S

X . X, K» * 5  *<, X „  X , X , X ,  X 3C. X , T , X*<

Pour des raisons de commodité on prend des subdivisions à "pas" cons­

tant c ’est-à-dire telles que :

X 1 '  X 0 -  X 2 '  X , =  -  =  x n - x n - l ( = h )

mais le choix des Xj peut être fait aussi selon les irrégularités de la fonctioi 

ou selon sa rapidité de variation.

On obtient les approximations suivantes :

1. S, = [ f ( x 0 ) + f ( x , ) + . . . + f ( x n . 1) ] Xh

2. S2 =  [ f ( x , )  +  f ( x , ) + . . . +  f (xn ) ] X h

3. S3 =  [ f (c, ) + f ( c 2) + . . . .+f ( c n )] X h c.1
X. + X- . 

1 1 + 1

2

('■ Xi* 1 ( 2 )
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2 -  APPROXIMATION PAR DES FONCTIONS AFFINES PAR MORCEAUX.

a) M éthode "des tangentes"

Dans le cas où f est dérivable en tout 

poin t on remplace f sur chaque intervalle

[x¡, x , , , ] par sa fonction affine tangente

x i + x , ♦ .
Ci

ce qui revientau poin t Cj

à remplacer ■C♦ 1
f (t) d t  par

l’aire algébrique du trapèze ABPM c’est-à-dire

f ( C i ) ( V i  - xi)-par

M

P

BA
X; C¡

Il ressort que cette  méthode n ’est autre que l’approximation par une somme 

de Riemann (du type 3 vu précédemment), valable même si f n ’est pas dérivable 

aux points Cj .

b) M éthode "des trapèzes”

C

Sur chaque intervalle [ x -, Xj + j j on rempla­

ce la courbe représentative de f par la 

corde dont les extrémités sont les points

C et 1) de coordonnées x i et V i

ce qui revient à remplacer

f'• 
x¡

♦ i
f (t )

par
f (X;) +

2 ( v , - xi)-A B

Pour un pas constan égal à h on obtien t l’approximation :

S4
f( x „ )

2
+ f ( x , ) + ...... +  r ( x n _ , ) + n o

2
I X li

c) M éthode de Simpson

Sur chaque intervalle |x  , x ,  ] on remplace f par la fonction polynôm e de

degré inférieur ou égal à 2 qui coïncide avec f en Xj, x(+ ] cl
x. + x. _  

1 1 * 1

2

*-u .

I xi f V i

f x i + 1

dt
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O n  p ren d  là  aussi u n  pas c o n s ta n t  p o u r  la  subdivision .

S oit  : u  =  x i / =  x i ♦  i *

Il ex is te  tro is  réels a, b , c tels q u e

a u 2 +  b u  +  c  =  f  (u)

av2 +  bv  +  c =  f  (v)

“(*2̂  + h(Uiÿ + C = f(rri
f U
u

2 +  b t  4- c) d t  =  t 3 4- ^  t 2 4- C ^

=  |  (v3 - u 3 ) 4- £ ( v 2 - u 2 ) +  c (v - u)

_  y - u [2 a  (u 2 +UV +  V2 ) +  3b (v +  u) +  c] 
6

_  y - u 
6

U ne valeur approchée de /  f ( t ) d t  
' a

es t a lors d o n n é e  p a r  :

s 5 = |  [ f K >  +  4 f ( c , ) +  2 f ( X l ) +  4 f ( s ) +  2 f  ( x2 ) + . . . +  4 f ( t „ ) +  f  (* „ ) ] .

T ou t se passe com m e si l ’on partageait [a, b] en 2n intervalles de m êm e longueur

h ’ h
2

x o S ’S S ’S *n - ! Cn

l0 >1 *3 ^2 n-2 ^ n - l

S 5
h'
3

[ f ( t 0 ) +  4 f ( t 4 ) +  2 f  ( t2 ) +  ... +  4 f ( t 2 n . 1) + f ( t 2 n )] .

C ette m éthode est efficace, mais afin de rester élémentaires nous ne l ’utilise­

rons pas.

ÏI -  CALCULS P R A T IQ U E S.

1. Organisation du calcul.

Que ce soit pour S j , S 2 ou S 3 , il s’agit de calculer une som m e du type

S =  [ f  (x) +  f  (x  + h) +  f  (x  ♦  2h) +  ... t f ( x + ( n - i ) h ) ] X h .

[ f ( u ) +  Í (V) +  4 f u -r V

n

2
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Pour le calcul de S- on se ramène à ce cas en écrivant :
4

S 4 = [ f ( x 0 )  +  f ( x , ) + . . .  +  f  ( * „ _ , )  + f (xn)

2
] X h.

Il va falloir calcule)- les valeurs successives de f (x), f (x + h), f (x + 2h) etc...

La calculatrice va donc devoir effectuer n fois le même travail ("boucle”) sur 

les valeurs successives x, x + h , ... x + (n - 1 ) h. Une mémoire devra être réservée à 

ces valeurs, une seconde mémoire réservée au pas h et une troisième mémoire 

réservée aux sommes partielles f (x) +  f (x + h) +  ... La sommation devra s’arrêter 

après le calcul des n images. Pour ce faire on utilisera une mémoire comme 

compteur de boucles. (Un test permettra à la machine de savoir à quel mp- 

ment les n boucles ont été effectuées et ainsi permettra d ’arrêter la sommation.)

b) Cas où la fonction f (ou - f) est convexe sur [a, b]

ir*;|

I

^ î .  *1 + 1

Des considérations élémentaires 

m ontren t que l’on obtien t une 

meilleure précision en choisissant 

Sj p lu tô t  que S2 (ou le con ­

traire) (l’aire hachurée représen­

te l’erreur commise sur chaque 

intervalle [ x j , Xj + 1 ]).

Rem arquons que le signe de 

l’erreur est connu , que ce soit 

dans le calcul par S j , S 2 , S 3 ou

V

Sj est préférable S2 est préférable

(*) Pour plus de précision se reporter au docum ent de l’IREM de Marseille 

"quelques méthodes de calcul de valeurs approchées d ’intégrales” •

-  f

I

(*„)

X -
I ►  I

2. Quelle méthode choisir ?

a) La majoration des erreurs commises par chaque méthode sort du ca­

dre que nous* nous sommes fixé ici. A titre indicatif indiquons que l’erreur 

commise en remplaçant l’intégrale par Sj ou S2 est majorée par k ] a) (kj 

étant une constante dépendant de la dérivée de f) ; ja méthode des tangentes

fournit une approximation à moins de k (fe.'.fl)- près (k dépendant de la dé-
• » P 'nvee seconde de f) ; tandis que la méthode des trapèzes fournit une approxi­

mation à moins de 2k2 près. La méthode la plus performante est celle 

de Simpson, avec une erreur inférieure à k4 ~a) . (k4 dépendant de la dérivée 

quatrième de f.)
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c) Comparaison des quatre calculs sur un exemple.

Soit à évaluer 7r par 4 X

1

1 - x2 dx
o

S4 S3 S,

n =  10 

somme

erreur

2,90 

- 2,4 X 10 •'

3,1045 

-3 ,7  X 1 0 ' 2

3,192

1,1 X 10 ' 2

3,30

1,6 X 1 0 ' 1

n =  50 3,098 

- 4,3 X 10 " 2

3,1382 

-3 ,3  X 10 ' 3

3,14256 

9,7 X 10 4

3,178

3,6 X 1 0 ' 2

n =  100 3,120 

- 2,1 X 1 0 ' 2

3,1404 

1,2 X 10" 3

3,14194 

3,4 X 10 ' 4

3,160 

1,9 X 10 ' 2

d) 11 apparait clairement sur les graphiques précédents que l’approximation 

est mauvaise au voisinage de 1 quel que soit le calcul effectué, car les varia­

tions de f sont alors "rapides". On peut se faire une idée plus précise sur ce 

fait par la remarque suivante :

On peut évaluer 4
î

o

1 - x2 dx en éviiluant
’a

o

1 - x2 dx ( o < a < i ) .

En effet cette intégrale permet d ’évaluer l’aire du secteur d ’angle a . Ii sui-

fira ensuite de multiplier par pour avoir

une estimation de l’intégrale.

(Notons que ceci ne constitue en rien une 

méthode d ’évaluation de * puisqu’on utilise 7r 

dans ce calcul ; il s’agit simplement de mon­

trer l’influence de la rapidité des variations 

de f sur le calcul approché.)

o(

O a

2ir
rv

A
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S o i t  a 7T

N
a sin  ex. L ’a ire  d u  s e c t e u r  e s t

a
1 - x2 dx 1

2
a 1 - a2.

D ’o ù 4
1

o

1 - x 2 d x  =  2N
a

o

1 - x2 dx 1
2

a 1 -  n 2

A f in  d e  p o u v o i r  c o m p a r e r  la  p r é c i s io n  d e  ce  c a lc u l  ( p a r  S 3 ) a v ec  celle  

o b t e n u e  a u  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t ,  o n  p r e n d  u n  p a s  s u r  [ o ,  a] le  p lu s  v o is in  

p o s s ib le  d u  p a s  p r i s  s u r  [ o ,  1]. O n  o b t i e n t  les r é s u l t a t s  s u iv a n ts  :

n  =  5 0 n  =  1 0 0

O i =  ZL 
6

3 , 1 4 1 7 0 8  

1 ,1 5  X 1 0  '  4

3 , 1 4 1 6 2 1  

2 ,9 0  X 10 ‘ 5

a  =  ï  
12

1 ,0 6  X 10  '  4 2 ,8 7  X 10  ‘ s

a  =  2  
2 4

9 ,1 5  X 10  '  5 2 ,6 5  X 10  ‘ 5

2 ,2 9  X 10 ‘ 57 ,0 1  X 10 ‘ 5a  = TL 
48

a  =  — 
9 6

7 ,0 1  X 10  '  5 1 ,7 5  X 10  ' 5

3. A  d é f a u t  d e  m ie u x . . .

S o i t  u n e  e l l ip se  d o n n é e  d a n s  u n  r e p è r e  o r t h o n o r m é  d u  p la n  p a r  les é q u a ­

t io n s  p a r a m é t r iq u e s

x  =

y  =  2  s in t t  S  [o , 2 jt [ .

P ro b lè m e  : c a lc u le r  i o n  p é r im è t r e .

O n  a x ’ — — 3 s in t

y ’ =  2 c o s t

x ’2 +  y ’2 =  9 s in 2 t  -r 4  c o s 2 t

x ’2 +  y ’2 =  4  +  5 s in 2 t  .

D ’où

c o s t



Le p é r im è tre  es t alors égal à  4 

pas ca lcu ler  a u t r e m e n t  q u e  par

K
4

o
4 +  iSsin^ t  d t ,  in tégra le  q u e  l ’o n  ne  sait

des m e th o d e s  ap p rochées .

A ti tre  d ’e x em p le ,  d o n n o n s  u n  p ro g ra m m e  poss ib le  de  calcul su r  T.I. 57 par 

la m é th o d e  des tangen tes .

A f fe c ta t io n  des m ém o ires

R o
c o m p te u r  de  bouc les

R,
pas

R 2

t
R 3

so m m es p ar tie lles
R 7

n

in tro d u ire  n

00  STO  7 15 1 31 2 n d  L b l 2

01 2 n d  7T 16 SUM  O  32  2 n d  R ad

02 -5- 17 R C L O  33  R C L  2

03 2 18 2 n d  x =  t 3 4  2 n d  sin

04  *  19 G T O  3 35 x 2

05 R C L 7 2 0  R C L  1 36  X

06 =  21 SUM 2 37 5

07 STO 1 2 2  G T O  1 38 +

08 H- 2 3  2 n d  Lbl 3 39 4

09 2 2 4  R C L  3 4 0  =

10 25  X 41 x

11 STO 2 2 6  R C L  1 42  IN V  SBR

12 2 n d  Lbl 1 27 X

13 SB R  2 28  4

14 SUM 3 29

30  R / s

C alcul de

4 + 5  sin t

18

31

32

33

34

35

36

37

38

39

4 0

X 2

X

5

+

4
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UTILISATION DE CALCULATRICES 

POUR APPROCHER LA NOTION DE LIMITE

Ce chapitre a pour but l’approche de la notion de limites de fonctions, 

grâce à l'emploi de calculettes éventuellement programmables qui, dans un temps 

réduit permettent l’étude du comportement de ces fonctions pour des valeurs 

«très grandes» de la variable, ou au voisinage d ’un point donné.

Les deux exemples simples des paragraphes I et II, pour lesquels on ob­

tient des limites monotones avec des convergences relativement rapides, constituent 

une première étape nécessaire, mais ne permettent pas de faire bien comprendre 

la notion délicate de limite.

Des tests sur la notion de limite nous ont montré, en particulier, que 

dans l’esprit des élèves au mot «limite» est associée la notion de «borne» ; 

c’est pourquoi aux paragraphes III et IV nous proposons des exemples de limites 

avec des convergences lentes, et non monotones (c’est-à-dire obtenues avec des 

oscillations), en utilisant les fonctions sinus et cosinus.

I — Soit la fonction f : IR -  { 2 } -----* IR.

3x -  1x
x -  2

1) Etude du comportement de f pour des valeurs de |x |,  de plus en plus

grandes.

Pour se faire une idée du comportement de f pour des valeurs de |x| de

plus en plus grandes, on cherche les images par f des points d ’une suite xQ, X j,

..., xn>.., monotone, non bornée. On peut prendre n’importe quelle suite.

Sur machine programmable il est commode de prendre une suite arithmé­

tique, géométrique (de raison q > l )  ou exponentielle (par exemple a, a2 , a4 ,

a8,... avec a > l )  etc...
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V o ic i  u n  e x e m p le  d e  p r o g ra m m e  p o u r  T .1.57 u t i l i s a n t  u n e  su i te  a r i t h m é ­

t iq u e  d e  1er t e rm e  a e t  d e  p as  A :

a ,  a  +  A, a  +  2 A , a  +  3 A ,. . .

P ro g ra m m e u n  p r o g ra m m e  su r  T .1.57 u t i l i s a t io n

A

B

calcu l  d e  f(B)

le c tu re  d e  f(B)

00

01

02

03

04

05

06

07

08

09

10  

11 

12

13

14

15

16 

17

X

3

1

(
R C L  1

2

)

P ause  

R C L  0  

SU M  1 

R C L  I 

P ause  

R S T

M e t t r e  u n e  v a le u r  A à  

l*affichage

S T O  0.

M e t t r e  u n e  v a leu r  a  à

l’a f f ichage

S T O  1

R /S .

B «----- A  +  B

a) O n  p e u t  p r e n d re  A  =  1, a  =  - 1 .  Q u e  r e m a rq u e - t -o n  ? P u is  A  =  10, 

a  =  0 ; pu is  u n  p as  p lu s  g ra n d  1 0 0 ,  1 0 0 0 ,  100  0 0 0 . . . ,  avec  a  =  0 . O n  p e u t  

r e p re n d re  ce  q u i  p r é c è d e  avec  u n  p as  n é g a t i f  e t  a  au  ch o ix .

Il est a lo rs  in té r e s s a n t  d e  la isser  d é c o u v r i r  a u x  élèves l ’i n té r ê t  d e  l’é c r i tu re  

f (x )  - 3  =  g(x).

b) M e t t r e  e n s u i te  f (x )  sous  la fo rm e

f(x )  =  3 +  g (x )  avec  g (x)  = 5
x -  2

c) F a ire  t r o u v e r  a u x  élèves le c o m p o r t e m e n t  d e  g (x)  a u  vo isinage  d e  +°° .

P o u r  les é lèves sc e p t iq u e s ,  il su f f i ra  de  r e m p la c e r  f(x )  p a r  g (x )  e t  fa ire  si 

b e s o in  es t ,  le p r o g ra m m e  d e  ca lcu l  d e  g (x ) .

A  p a r t i r  d e  la c o n s t a t a t i o n  d u  fa it  q u e  g (x )  es t vo isin  d e  0 q u a n d  |x | 

es t « g rand»  e t  -ju. i \ x )  ‘ vo isin  d e  3 q u a n d  |x | e s t  « g ra n d » ,  o n  p o u r r a  o u  

n o n  fo rm u le r  un e  d é f in i t io n .

A

a

O n  p e u t
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2) Etude du com p ortem en t d e  f pour des valeurs de x de plus en plus 

proches de 2.

Laisser au x  élèves le so in  de  faire des expé r ien ces  d an s  [1 , 3 ] .

Des su ites  sim ples con v e rg ean t  vers 2 s e ro n t  les b ienvenues  ; pa r  e x e m p le  :

2 +  1 0 “n ; 2 -  —, e tc . . .  Les élèves se ro n t  am en és  à  c o n s ta te r  q u e  : |f (x ) |  p re n d  
n

des valeurs « très  g ran d es» ,  q u a n d  x es t voisin  d e  2.

On p o u r r a  là  aussi fo rm u le r  o u  n o n  u n e  d é f in i t io n .

II -  1) S o it  f  : IR —  IR

X I--- * ---
x 2 +  1

a) O n  p e u t  r e m a rq u e r  q u e  f es t  im paire .

b) O n  p e u t  éga lem en t  éc rire  le p ro g ra m m e  d e  calcul d e  f(x)  de  la m êm e  

faço n  q u ’au  I.

o
R e m a rq u o n s  qu e  f(x)  p e u t  s ’éc rire  sous la fo rm e  —- —  avec x =£ 0 ; c e t te

x  +  5 -

é c r i tu re  est a lg é b r iq u e m e n t  p lus co m p liq u é e  m ais c o n d u i t  à  un  p ro g ra m m e  de 

calcul p lus sim ple.

c) Les élèves c o n s ta te ro n t  q u e  : f(x) est voisin de  0, q u a n d  x p re n d  des 

valeurs très  grandes.

2) S o it  f : IR -  { -2 }  — ►  1R

X I— ►  X2 +  5 
x +  2

a) O n  p e u t  écrire  le p ro g ra m m e  de  calcul de  f(x)  de  la m ê m e  façon q u ’au 

I, p re n d re  p a r  e x e m p le  : A =  10, a =  0 et laisser d é c o u v r ir  au x  élèves l ’in té rê t  de 

l’éc r i tu re  f(x)  -  x, puis de  f(x)  -  (x  -  2).

b) O n  p e u t  m e t t r e  e n su i te  f(x) sous la fo rm e  f(x)  =  x -  2 +  <^(x) avec

Y?(x) =  — - —  .
V 7 x +  2

c) O n  p e u t  d e m a n d e r  a u x  élèves d ’é tu d ie r  le c o m p o r te m e n t  de  ^j(x) au  voi­

sinage de + °°  (o u  -° ° ) .
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III -  Soit f  : IR* — * ÏR

x x +  sin x .
x

1 + sin x
x

On peut remarquer que f  est paire, puis on  peut faire écrire le program­

m e de calcul de f (x ) .  (Penser à la to u c h e  Rad...) .

1) Etude du com p ortem en t de f  pour des valeurs «très grandes» d e  x. 

On peut faire constater que f  est voisin de 1, quand x  est «très grand»

puis étudier co m m e n t «évolue» f (x )  en  se rapprochant de 1, et com parer aux  

résultats du I ; (en  particulier o n  constatera « l’osc illation» des valeurs de f(x  

autour de 1).

2) E tude du co m p o rte m en t de f pour des valeurs de x voisines de 0. 

Etude analogue à celle  du paragraphe I, 2).

IV -  ET U D E S A N A L O G U E S  A U  III : REC HERCHE D U  COM PORTEM ENT DES  

FON CTIO NS f, g, h , A U  V O ISIN A G E  DE +«>.

1)
£ . x  |__ ^  3x  +  sin  x

7x  4- cos x
lim  f =  —
o o  7

Q

; les va leurs f (x )  o sc ille n t  a u to u r  d e  —.

2) g : x lim  g =  1
oo

; les valeurs g (x )  osc illent en  restant 

inférieures à 1.

3) h ; *  W  x +
x +  0,1

lim  h =  1
oo

; les valeurs h (x )  osc illent autour de 1.

X +  sin X
X +  2
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RECHERCHE DES ZEROS D'UNE FONCTION 

(ou des racines d 'une  équation)

On cherche à résoudre une équation de la forme f(x) =  0.

Il arrive que l ’on puisse obtenir une expression exacte des racines au 

moyen des symboles usuels ; c ’est le cas dans presque tous les exercices posés 

usuellement aux élèves. Mais nous souhaitons travailler ici dans un autre état 

d ’esprit : la machine permet de résoudre d ’autres équations, non pas en don­

nant la solution, mais en donnant des valeurs approchées des racines, avec la 

précision que l’on désire.

1. Par « tâ to n n e m e n ts» .

On calcule f(x) pour différentes valeurs de x, en essayant de se rappro­

cher d ’une valeur xQ telle que f(xQ) =  0. Si on trouve un Xj tel que 

f ( x l ) >  0 et un x2 tel que f(x2 ) < 0 , et si f est continue sur l’intervalle ayant pour 

extrémités x 1 et x2 , alors on sait qu ’il y a au moins une racine de l’équation dans 

cet intervalle. En rétrécissant petit à petit est intervalle, on va en encadrer une, 

avec la précision que l’on souhaite.

Sur une machine programmable, le calcul de f(x) est plus rapide ; mais 

cette activité est possible sur une machine scientifique non programmable.

Exemple : trouver les racines de l’équation x +  Log x =  0 avec 6 décimales

exactes.

Programme pour le calcul de f(x) (T.i.57 ... ou T.I.30) : + [Ln x

X

1
2
0,5

0,7

0,6
0,55

0,57

0,56

f(x)

1
2,69

-0,19

0,34
+

+

etc...

f(x) augmente ; on cherche de l’autre côté, 

une racine est entre 0,5 et 1. 

une racine est entre 0,5 e t  0,7.
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O n  p e u t  am é lio re r  ces tâ to n n e m e n ts  en  p ro c é d a n t  à  de  vagues in te rp o la ­

t io n s .  P ar  e x em p le  :

O n  ch e rch e  les rac ines de  x 2 -  4  cos x =  0.

f(0 )  =  - 4

f ( l )  =  - 1 ,1 6  

f( 2) =  5 ,66

la rac in e  es t p r o b a b le m e n t  p lus p rès de  1 q u e  de  2 . 

O n  essaiera  1 ,2 :

f ( l , 2 )  =  - 0 ,0 0 9  

f( 1,3) =  0 ,62

L a rac in e  es t b e a u c o u p  p lus p ro c h e  de  1,2 q u e  de  1,3 ; o n  essaie 1,21 :

f( 1,21 ) : +  

f( 1,205) : +  

f ( l ,2 0 2 )  : +  

f ( l ,201)

R e m a rq u e .

Il ne  fa u t  pas o u b l ie r  q u e  l ’é q u a t io n  p e u t  avo ir  p lusieurs  racines. Seu le  

l’é tu d e  th é o r iq u e  p e r m e t t r a  d e  p réc ise r  l’en sem b le  des rac ines ; o n  p e u t  p réa la ­

b le m e n t  p ro c é d e r  à  u n  ba layage p o u r  e x p lo re r  f, en  cho is issan t  u n  pas tel qu e  

l’o n  n ’e s c a m o te  pas les var ia t ions  in té re ssan te s  de  f (il f a u t  d u  «flair» !).

Il se p e u t  é g a lem en t  q u e  f s’a n n u le  sans c h an g e r  de  signe. Il fa u d ra  alors 

ê t re  a t t e n t i f  aux var ia t ions  de  f(x) e t  p lus se u le m e n t  à  son  signe :

2. Par d ic h o to m ie  o u  p a r  ba layage .

Les tâ to n n e m e n ts  d u  p a rag rap h e  p ré c é d e n t  p e u v e n t  ê t r e  o r g a n i s é  : lo r s q u ’on  

a  tro u v é  un  in tervalle  d an s  lequel se tro u v e  u n e  rac ine , o n  p e u t  soir le diviser 

en  d eu x  intervalles égaux  (d ic h o to m ie ) ,  so it  le «ba layer»  avec un  «pas» choisi. 

C e tte  d ic h o to m ie  o u  ce ba layage  p e u v e n t  ê t re  p ro g ra m m é s  su r  un e  ca lcu la tr ice .

Par e x em p le ,  p o u r  la d ic h o to m ie ,  o n  p e u t  p ro c é d e r  de  la faço n  su ivan te  : on  

p a r t  d ’u n  in tervalle  [a0 , b Q] te l  q u e  f (aQ) e t  f (b Q ) so ien t  de  signes c o n tra ire s .

O n  calcu le  f (a0 ) X fi a o 4 b o
2

Si ce n o m b re  est p o s it if ,  o n  p ose  a l a o +  b o
2

e t
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b j  =  b Q ; s ’il es t n éga tif ,  o n  p o se  a.1 = a.Q e t a o +  b o
2

O n  es t ainsi r am en é

à  u n  in te rva lle  [a.l , b j  ] d e u x  fois p lus p e t i t ,  d an s  leque l se tro u v e  u n  zé ro . O n  

ré i tè re  alo rs  ce  d éco u p ag e .

3. Il ex is te  des m é th o d e s  p lu s  rap ides .

E x a m in o n s  la cé lèb re  m é th o d e  de  N E W T O N . Elle cons is te ,  p a r ta n t  d ’u n

p o in t  X j ,  à  se r a p p ro c h e r  d e  la  rac in e  

en  su ivan t la ta n g e n te  à  la  c o u rb e  : 

on  o b t ie n t  u n  p o in t  x 2 , p u is  u n  p o in t  

x 3 , e tc .. .  L a  su ite  x n es t d o n n é e  p a r  

la r e la t io n  :

Xn  + i x n
f ( \ )

( x n  )

C e tte  su ite ,  en  généra l, se r a p p ro c h e  d e  la rac ine . C e t te  m é th o d e  se p rê te  

très  b ie n  à  la p ro g ra m m a t io n .

P o u r  c h a q u e  fo n c t io n  f  à  tr a i te r ,  o n  p ro g ra m m e  le calcul de  <p(x) =  x -
f(x)

f '(x )

O n cho is it  un  x x , e t  o n  c a i c u u  su c cess ivem en t «p(Xj ), i/?(^(Xj )), ip(ip(ip(xl ))),...

E x e m p le  : f (x )  =  y 3

x -
f(x )

f '(x )

2 x 3

3 x 2 -  5

E n  p a r ta n t  d e  x t =  0 ,5 ,  o n  o b t i e n t  : 

- 0 ,0 5 9  

0 ,0 0 0 0 8  

- 2  . 10 " ‘ 3 
4  . 10-39  o n  t ro u v e  la rac in e  0.

En p a r t a n t  de  x J =  10 :

6 ,78

4 ,6 9

3 ,3 8

2 ,2 3 6 0 6 8  o n  tro u v e 5 .

E n  p a r t a n t  d e  x 1 = - 7 ,  o n  tro u v e 5 .

E n  p a r ta n t  d e  x  =  1, o n  o b t ie n t  a l te rn a t iv e m e n t  1 e t - 1  :

-1 o
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A u tre s  ex em p les  à  t r a i t e r  ainsi : 

x 2 -  4 cos x =  0

x + Log x
X

0

x ex - 1 = 0

x 3 -  3x +  2 =  0.

A p p l ic a t io n  : ca lcu l  d ’u n e  rac in e  n eme avec u n e  ca lcu la tr ice  «4  o p é ra t io n s» .

* O n  v eu t  p a r  e x e m p le  ca lcu le r  p a r  a p p ro x im a t io n s  successives y /ô ï . Si x

es t u n e  a p p r o x im a t io n ,  o n  c h e rc h e  u n e  m eil leu re  a p p r o x im a t io n  sous la  fo rm e  

x +  h. O n  d o i t  avoir

(x  +  h ) 2 =  x 2 4- 2 x h  +  h 2 .

E n  o m e t t a n t  le t e rm e  en  h 2 , négligeable , c ’es t-à -d ire  en  re m p la ç a n t  la c o u rb e  

p a r  sa ta n g e n te ,  e t  en  re m p la ç a n t  (x  +  h ) 2 p a r  a ,  o n  o b t ie n t  :

a  =  x 2 +  2 x h

h Cÿ

2x
X

2

d ’o ù  x  +  h  = a
2x

x
2

c ’es t-à -d ire  la su ite  :

x n  + 1
1
2

a

x n

+ Xn

c ’est la m é th o d e  d e  N  :w to n .

C alcu lons p a r  e x e m p le 7

x i =  3 
x 2 =  2 ,6 6 6  

x 3 =  2 ,6 4 5 8  

x„ =  2 ,6 4 5 7 5 1 3  

x .  =  2 ,6 4 5 7 5 1 3 .

* P o u r  la rac ine  k eme, o n  a  u n  ré su l ta t  ana lo g u e  :

(x  +  h )k =  x k +  k i k -  ' h  +  [...]

d ’o ù  h a  -  x k

k x k  -  1

Û

k x k “ 1

X

k

et x +  h  : O í

k x k -  1

k -  1 X

k

Xn  + 1
1
k

k -  1 x n
a

v  k  -  î  

n

+
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C a lc u lo n s  p a r  e x e m p le 17 131 0 7 2 .

P ro g ra m m e  p o u r  T .1.5 7 : 

S T O  0 

X 

16

+

1 3 1 0 7 2
R e m a rq u e .

Il p e u t  se m b le r  c u r ie u x  d ’u t i l ise r  u n  te l  a lg o r i th m e  de  

ca lcu l  su r  u n e  m a c h in e  d isp o s a n t  d ’u n e  to u c h e  y x ! 

N o u s  u t i l iso n s  y x ca r  la T .1.57 e n  d isp o se  ; m ais  c o m ­

m e il n e  s’ag it  q u e  d e  p u issan ces  en t iè re s ,  o n  p o u r ra i t  

n ’u ti l ise r  q u e  des .m ultip lica tions.

R C L  0

yx
16

17

R /S

R S T

4. M é th o d e s  d e  p o in t  f ixe .

D an s  c e r ta in s  cas, la su i te  x [

x 2 =  f ( x , )

x 3 = f ( f ( x , ) )  =  f ( x 2 ) 

x n + 1 =  f (xn>

con v e rg e  vers u n  p o in t  f ixe  de  f , c ’es t-à -d ire  vers u n e  so lu t io n  d e  l ’é q u a t io n  

f(x )  =  x . C ’es t le cas e n  p a r t ic u l ie r  si f  e s t  « c o n t r a c ta n te » ,  c ’es t-à -d ire  si 

jf(x) -  f (y ) |  ^  C . |x  -  y |  avec  C <  1, au  vo isinage d e  la r a c in e  (p a r  e x e m p le  si 

f 7(S) <  1, S é t a n t  la  rac in e ) .

O n  a  d ’a i lleurs  d é jà  u t i l isé  ce p h é n o m è n e ,  p u isq u e  la  m é th o d e  d e  N e w to n

f(x)
co n s is ta i t  à  c a lc u le r  la  su ite  d es  ité rées  d e  la f o n c t io n  u?(x) =  x — -,——, su i te  qu i

^  1 f ( x )  4

converge  vers u n  p o in t  f ix e  d e  c ’es t-à -d ire  vers u n  z é ro  d e  f. P o u r  r é so u d re

l’é q u a t io n  f (x )  =  0 , o n  se r a m è n e  à  u n e  é q u a t io n  de  p o in t  f ixe , d e  la  fo rm e

x  =  x +  u (x )  f (x ) o ù  u (x )  =£ 0 .

g (x )

O n  so u h a i te  q u e  g so i t  la  p lu s  c o n t r a c ta n te  poss ib le . P o u r  c e là ,  o n  p o se  

g '(S )  =  0 , ce  q u i  c o n d u i t  à  :

1 +  u (S )  f '(S )  =  0.
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O n  e s t  a s su ré  d e  s a t is fa i re  à  c e t t e  c o n d i t i o n  e n  c h o is is s a n t  p o u r  u  la 

f o n c t i o n  : u (x )  = ---- 7I — . O n  o b t i e n t  a lo r s  :
f  (x)

f (x )

g(x) = x-Fw-
C*est e n c o re  la  m é th o c .e  d e  N e w to n .

N o to n s  ici la  r a p id i t é  d e  c o n v e rg e n c e  d e  c e t t e  m é th o d e .  O n  p e u t  é c r i re  :

x n + 1 - S = g ( x „ ) - g ( S )

=  g ,( S ) ( * n - S )  +  i i i ) ( x n - { ) 2 [ o ù  £ e s t  u n  n o m b r e  c o m p r i s  e r

e t  S]

=  i - g " ( Î ) ( * n - £ ) 2 .

L ’e r r e u r  s u r  x n + t e s t  d e  l ’o r d r e  d u  c a r ré  d e  l ’e r r e u r  su r  x n . A  c h a q u e  

i t é r a t i o n ,  le n o m b r e  d o  d é c im a le s  e x a c te s  d o u b le  à  p e u  p rè s .

R e m a rq u e .

Si o n  a  à  r é s o u d r e  u n e  é q u a t i o n  d e  p o i n t  f ix e  x  =  f (x )  d a n s  u n  cas o ù

la  s u i te  d es  i té r é e s  n e  c o n v e rg e  p a s  v e rs  u n  p o i n t  f ix e ,  ( p a r  e x e m p le  p a rc e  q u e

f 7(S )  >  1 ) , b ie n  s o u v e n - o n  p e u t  a r ra n g e r  la  s i t u a t io n  e n  r e m p la ç a n t  f  p a r  f -1 .

E x e m p le  : a u  l ie u  d e  r é s o u d r e  x  =  tg  x ,  o n  r é s o u t  x  =  A r c tg  x.
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SIMULATION

On se contente trop  souvent d ’introduire la notion de probabilité par un 

discours sur ce qui se passerait si l’on effectuait 5 000 parties de «pile ou face» 

ou si l’on lançait 1 000 fois de suite un dé bien équilibré ou si l’on faisait 

tourner une roulette avec to u t au tan t d ’opiniâtreté. Bien rarement le fait-on, faute 

de temps ou de matériel ou d ’intérêt. Le tirage de nombres «aléatoires» peut 

remplacer efficacement ces expériences. Les calculs de fréquence d ’apparition de­

viennent alors attrayants et peuvent servir non seulement d ’introduction au cours 

mais aussi de vérification expérimentale d ’un calcul de probabilités.

Le tirage de nombres aléatoires introduit surtout la notion de «simulation» 

qui est intimement liée à la «modélisation», face essentielle mais négligée de notre 

enseignement.

I -  GENERATION DE NOMBRES «AU HASARD».

On se propose de construire une suite de nombres réels répartis de façon 

aléatoire dans l’intervalle [0, 1[.

• On choisit un nombre décimal a  (0 <  a  <  1 ) com portant au moins 5 déci­

males ; on le multiplie par 147 *. Soit a  la partie décimale de 147 a. On re­

commence en remplaçant a  par ol etc... Er langage de suites numériques on a :

<*o G 1°» i l

“ n+ i =  Frac (147 « J .

* D 'autres nombres que 147 peuvent être utilisés.
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•  U ne a u t r e  m é th o d e  c o n s is te  à  c o n s tru ire  la su ite  d é f in ie  par

«o e [ 0 ,  i [

« n + 1  =  F ra c  (ofn +  t t ) 5 .

R e m a rq u o n s  q u e  si l’o n  v e u t  u n e  su ite  d e  ch if fres  au  h a sa rc ,  o n  p e u t  p r e n ­

d re  le p re m ie r  ch if f re  ap rès  la v irgule  (p a r  e x em p le )  d u  n o m b re  d u .

II -  E X E M PL E S.

1. S im uler  le lan c e r  d ’u n e  p ièce  d e  m o n n a ie  b ie n  équ il ib rée .

O n  va re m p la c e r  les so r t ies  d e  «pile» e t  d e  «face» p a r  1 e t  0 re sp ec tiv e ­

m e n t .  R e m a rq u o n s  q u e  si u n e  variab le  a lé a to ire  X  es t u n i fo rm é m e n t  r é p a r t ie  e n tre

0 e t  1 o n  a

P [ X < — ] = P[x>l-] = L 
2 2 2

l ’év é n e m e n t X <  — 
2

p e u t  s’éc rire  aussi [2  X ] =  0 o ù  [ ] dés igne la f o n c t io n  p a r t ie

en tiè re .

• Sur ca lcu la tr ice  n o n  p ro g ra m m a b le  :

I n t ro d u i r e  a 0

X

147

Lire [1 4 7  a ]

[1 4 7  a ]

STO

X

2

Lire [2 a ]
R C L

* O n  p e u t  en  t i r e r  p a r t i  si l’o n  so u h a i te  travail le r  p lu s ieu rs  fo is  d e  su ite  su r  les m ê m es  d o n ­

nées  s ta t is t iques .

Il es t  c lair  q u e  les te rm e s  de  la su ite  o b te n u e  ne  so n t  pas a léa to ires  p u is ­

q u e  la su ite  e s t  e n t i è ie m e n t  d é te rm in é e  dès q u e  l ’o n  a cho is i 0iQ *. Le q u a l i f ica t i f  

« pse u d o -a léa to ire»  c o n v ie n d ra i t  m ieu x .
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•  S u r  ca lcu la tr ice  p ro g ram m ab le  o n  d ispose de  la to u c h e  « p ar tie  décim ale»

q u i évite  d e  ca lcu le r  147  a  -  [1 4 7  a ] .  D ’a u tre  p a r t  il e s t in té re ssan t  de  faire  c o m p te r

p a r  la m ach in e  les o ccu rren ces  de  1 : ce n o m b re  d ’occu rren ces  e s t  to u t  s im p le ­

m e n t la  so m m e des n o m b re s  [2  0^ ]  successifs.

Organisation du calcul.

Il f a u t  u n e  m é m o ire  p o u r  le  n o m b re  N de  lancers  à  e f fe c tu e r ,  u n e  m ém o ire  

se rvan t d e  c o m p te u r  de  b ouc les , u n e  m ém o ire  p o u r  a n e t u n e  m ém o ire  p o u r  to t a ­

liser les o ccu rren ces  de  1.

U n  te s t  p o r ta n t  su r  le c o m p te u r  p e rm e t t ra  à  la m ach in e  de  savoir si les 

N  épreuves o n t  é té  o u  n o n  e ffec tuées .

Variante du  problèm e précédent.

S im uler  le la n c e r  d ’u n  dé  à  6 faces b ien  équ ilib ré .

A u  lieu  d e  ca lcu le r  [2  0^ ]  o n  ca lcu lera  [ 6 a n ] +  1 ca r  si u n e  variable a léa­

to ire  X  e s t u n ifo rm é m e n t  ré p a r tie  su r  [0 , 1 [ a lo rs  6X  es t u n ifo rm é m e n t  rép a r tie  

su r  [0, 6[ e t  [6X ] p re n d  les valeurs 0, 1, 2 , 3, 4  e t  5 avec des p ro b ab ilité s  égales.

2. Epreuves de B ernouilli.

Les n o m b res  1 e t  0  d o iv e n t so r t ir  avec les p ro b ab il i té s  respec tives p e t 

l - p  (0 <  p <  1).

Si X  est u n e  variab le  a léa to ire  u n ifo rm é m e n t  rép a r tie  sur [0 , 1[, la variable 

a léa to ire  Y  d éf in ie  p a r  Y  =  X + p  es t u n ifo rm é m e n t  rép a r tie  su r  [p , p 4- 1[. O n  a 

d o n c

P [ l < Y < p + l J  =  ( p + l ) - l  =  p  

P [ p < Y < l ]  =  l - p  

o u , en co re  :

p [ [ Y ]  =  l ]  =  p

P [[Y] =  0] =  1 - p.

O n  u tilise ra  d o n c  la  su ite  [ a n 4- p] p o r r  s im u ler  de  tels tirages.

3. Exercices.

a) O n  lan ce  d eu x  dés ind isce rnab les à  6 faces. Q u elle  est la p ro b ab il i té  

de  so r t ir  u n e  so m m e d o n n é e  ?

Q u ic o n q u e  a  enseigné les p ro b ab il i té s  a  d û  ré p o n d re  à  l’é te m e lle  q u e s tio n  : 

p u isq u e  les dés s o n t  « ind iscernab les»  faut-il c o m p te r  co m m e d if fé ren te s  les so m ­

m es a  +  b  e t  b  +  a  ? *

* L e m o t « ind iscernab le»  es t trè s  m al cho isi p u is q u ’il su ff it d e  faire  u n e  c o n tre m a rq u e  sur 

l’u n  d ’eux p o u r  les d isce rn er , ce q u i r é p o n d  à  la q u es tio n . M ais ce rta in s  élèves r e s te n t  scep tiques .
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O n  p e u t  s im u le r  c e t t e  é p re u v e  en  t i r a n t  su c c e ss iv e m e n t  d e u x  e n t ie r s  a u  

h a s a rd  c o m p r is  e n t r e  1 e t  6 (c f .  1 .) .  Ils r e p r é s e n te r o n t  les r é su l ta t s  fo u rn is  p a r  

les d e u x  dés sans s’in q u ié t e r  d e  savo ir  le q u e l  d e s  d e u x  d és  a  d o n n é  te l  r é su l ta t .

S u r  N  la n c e rs  o n  se p r o p o s e  d e  d é n o m b r e r  les so m m e s  égales à  3.

O rg a n is a t io n  d e s  ca lcu ls .

P o u r  c h a q u e  d o u b le  la n c e r ,  il s’ag i t  d e  t i r e r  a u  h a s a rd  d e u x  e n t ie r s  an 

e t  b n c o m p r is  e n t r e  1 e t  6 , c h a c u n  r e p ré s e n ta n t  la  face  su p é r ie u re  d ’u n  dé.

L a  g é n é ra t io n  d e  an e t  d e  b n p e u t  se fa ire  à  p a r t i r  d ’u n e  seu le  su i te  a léa ­

to i r e  c*n , c o m m e  l’i n d iq u e  le d ia g ra m m e  :

«o «  î et-, 0Í3 <*4 «5

ai b i a 2 b 2 a3

A  c h a q u e  b o u c le  o n  c a lc u le  S n =  a n +  b n ; o n  a jo u te  1 à  la m é m o ir e  

R 2 si S n =  2 e t  1 à  la m é m o i r e  R 3 si Sn =  3. Il s’ag it  a lo rs  d e  r e c o m m e n c e r  

l ’e x p é r ie n c e  j u s q u ’à  ce  q u e  N  b o u c le s  a ie n t  é t é  e f fe c tu é e s .  O n  p e u t  c o m p t e r  les 

e x p é r ie n c e s  réa lisées e n  i n t ro d u i s a n t  N  d a n s  u n e  m é m o ir e  e t  en  d im in u a n t  d ’u n e  

u n i t é  so n  c o n t e n u  a p rè s  c h a q u e  b o u c le .  U n  te s t  p e r m e t t r a  d ’a r r ê te r  le p ro c e ssu s  

lo r s q u e  le c o n t e n u  k  d e  c e t t e  m é m o i r e  a r r iv e ra  à  0. O n  a l ’o rg a n ig ra m m e  p a r ­

t ie l  su iv a n t  :

ca lcu l  d e  S n

N O N

N O N

Sn = 3
O U I

O U I

S n  =  2

a j o u te r  1

à  r 2

a j o u t e r  1
à  r 3

N O N

k  =  0

O U I

f in

U n  p ro g ra m m e  p o u r  T I  57  e s t  p r o p o s é  e n  a n n e x e .
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b) L e  sang  de  t o u t  ê t r e  h u m a in  p o ss è d e  u n e  c a ra c té r is t iq u e  ap p e lé e  fac ­

te u r  R h é su s  p o u v a n t  rev ê tir  d e u x  fo rm e s  Rh+ e t  R h - . P o u r  c h a c u n  d es  d e u x  

sexes la  p ro b a b i l i té  q u ’u n  fran ç a is  so i t  R h“ e s t  0 ,8 5  ; la  p ro b a b i l i té  q u ’il so it  

R h -  es t 0 ,1 5 .  C h ez  les co u p le s  o ù  l ’h o m m e  es t  R h+ e t  la  fe m m e  R h ” , il se 

p ro d u i t  d an s  8% des n a issan ces  des a c c id e n ts  q u i  n é c e s s i te n t  u n  t r a i t e m e n t  sp é ­

cial d u  n o u v e a u  né . (D ’ap rès  u n  p ro b lè m e  d e  B ac B).

F a ire  u n e  s im u la t io n  c o n c e r n a n t  le n o m b re  de  t r a i t e m e n ts  à  e f fe c tu e r  d an s  

u n e  m a te rn i té  o ù  so n t  a t t e n d u e s  N  na issances . (O n  ignore  le f a c te u r  rh ésu s  des 

p a re n ts ) .

•  O n  v a  d ’a b o rd  sim u le r ,  p o u r  c h a q u e  na issance , la d é te r m in a t io n  d u  fac ­

t e u r  R h é su s  d u  p è re  e t  d e  la m è re ,  au  m o y e n  de  d e u x  t irages  d e  B e rn o u il l i  

successifs (cf. 2. avec  p  =  0 ,8 5 ) .

• D an s  le cas o ù  le p è re  es t Rh+ e t  la  m è re  R h~  o n  s im u le  l ’a c c id e n t  

p o u r  le n o u v e a u  né . Il s’ag it  e n c o re  d ’u n  tirage  d e  B e rn o u il l i ,  p o u r  leq u e l

p  =  0 , 0 8 .

• O n  p e u t  u t i l ise r  le m ê m e  sous  p ro g ra m m e  p o u r  les d e u x  ty p e s  de  t i ra ­

ges d e  B e rn o u il l i  : il su f f i t  d ’in t ro d u i r e  a v an t la  p ro b a b i l i té  a d é q u a te .

U n  p ro g ra m m e  p o u r  T I  57  es t p ro p o s é  en  a n n e x e .
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A N N E X E

II. 3. a) M ém oires.

Ro

k

Ri • R j

h

R 3

f3

R.

Sn

o ù  l ’o n  désigne p a r

k  le n o m b r e  d e  lancers  r e s ta n t  à  e f fe c tu e r  ;

f 2 le n o m b re  d ’o c c u rre n c e s  d e  l ’é v é n e m e n t  S n =  2

f3 le n o m b re  d ’o c c u re n c e s  de  l ’é v é n e m e n t  Sn =  3.

00  S B R  0 23 R C L  2

01 STO  4  24  R /S

02  S B R  0 ---- -* lire  f2

03  SUM 4  25  R C L  3

0 4  R C L  4  2 6  R /S

05  -  ----- ►  lire f 3

0 6  2 27 2n d Lbl 1

07  =

08  2nd x  =  t

09  G T O  1

10 -

11 1

12  =

13 I N V 2 n d x =  t

14 G T O  2

15 1

16 SUM 3

17 2nd Lbl 2

18 1 \

19 IN V  SU M  0 I

20  R C L  0 ? o u

21 IN V  2nd x =  t  ) 2n d D sz

22  R ST

28 1

29 SU M  2

30  G T O  2

31 2n d Lbl 0

32  R C L  1

33 X

3 4  1

35  4

36  7

37  =

38 2 n d IN V  In t

39  S T O  1

40  X

41 6

42  +

4 3  1

44  =

4 5  2n d In t

4 6  IN V  S B R

calcu l de 

an o u  de  b n

D onnées.

N  en  R 0

a 0 (0 < a 0 <  1 ) en  R j  .
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3. b) M ém oires.

Ro

N

R .

“ n

R 2

nom b re
d ’acc iden ts

r 3

0 ,85

R 4

0 ,08

Rs

° . « 5 ou  
0 ,08

00  R C L  3

01 ST O  5

02  S B R  0

03  2n d x =  t

04  G T O  1

05 SB R  0

06  2 nd IN V  x =  t

07 G T O  1

08  R C L  4

09 STO  5

10 SB R  0

11 2nd x =  t

12 G T O  1

13 1

14 SUM 3

15 2 ndLbl 1

16 1

17 IN V  SUM 0

18 R C L  0

19 2ndIN V  x =  t

20  R S T

23 2n d Lbl 0

2 4  R C L  1

25 X

26 1

27 4

28 7

29 =

30 2r,dIN V  In t

31 STO  1

32 +

33 R C L  5

34  =

35 2n d In t

36  IN V  SBR

tirage de 

B ernouilli

D onnées .

N en  R 0

«o (0  < a 0 <  1) en R , 

0 ,85  en R 3 

0 ,08  en  R 4 .21 R C L 2

22  R /S
lire le n o m b re  

d ’acc iden ts
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QUELQUES CALCULS BANCAIRES AVEC CALCULATRICES

Dans ce chapitre, nous donnons deux exemples de calculs bancaires ; ils 

perm ettent une approche de la notion de suites géométriques, éventuellement de 

puissances à exposants fractionnaires et de logarithmes.

I -  CALCUL DE LA VALEUR ACQUISE AU BOUT DE n PERIODES PAR 

UNE VALEUR INITIALE Ct (OU CAPITAL INITIAL), PLACEE A INTERETS 

COMPOSES (OU CAPITALISES) AU TAUX D ’INTERET PERIODIQUE i.

Nous exprimerons le taux i sous forme décimale. Par exemple, un taux

annuel d ’intérêt de 6,5% sera écrit ^  =  0,065.
100

Le taux mensuel proportionnel (voir page 41) vaudra — 0,005 42.

Appelons Cp le capital au début de la p leme période et Ip l’intérêt pro­

duit durant la pieme période. On a la relation Cp + f =  Cp + Ip avec Ip =  i . Cp 

d>où Cp+1 = ( l + i ) . C p .

Les capitaux successifs seront : C j , C2 =  (1 + i) . C j , C3 =  (1 +  i)2 C , ,

V »  =  (* + i )P - C i ........

Cn + i =  (1 +  i)n • Cj 1 Cn + j est la valeur acquise au bout de n 

périodes.

0.065
12
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R e m a rq u e .

P o u r  ca lcu le r  les c a p i ta u x  successifs Cp o n  p e u t  u ti l ise r  p a r  e x e m p le  le 

p ro g ra m m e  su ivan t : ce  q u i  d o n n e  su r  T .I .5 7

N *—  n

I ■*—  i

A * Cj

m ém o ires

S T O  0 n  d an s  M Q

R /S  i d an s  M j

S T O  1 C 4 d a n s  M 2 

R /S

S T O  2 e x é c u t io n  

Lbl 0 n 

R C L  1 R /S  

+  i 

1 R /S

C,
x  R /S
R C L  2

ST O  2

Pause

Dsz

G T O  0

R C L  2

R /S

R S T

T e s t  N  =  0
oui

le c tu re  d e  A

a r rê tA  <—  (1 +  i) . A

n o n

lec tu re  d e  A

N ■«—  N  -  1

C o n s id é ro n s  les c inq  p a ra m è tre s  : 

n : n o m b re  d e  p é r io d es  

i : t a u x  d ’in té rê t  

C j : va leu r  in itia le  

C n + : va leu r  f inale

I : to ta l  d es  in té rê ts  acq u is  (I =  Cn + t -  C j ).

A  p a r t i r  de  la fo rm u le 1 , o n  p o u r r a  éc r ire  les fo rm u le s  d o n n a n t  un

p a ra m è tre  cn  f o n c t io n  des au tre s .

II -  A M O R T IS S E M E N T  D ’U N  E M P R U N T .

1) P o u r  r e m b o u rs e r  u n  e m p r u n t  sous  fo rm e  d e  n  v e rse m e n ts  c o n s ta n ts ,  

o n  co n s id è re  q u e  c h a q u e  re m b o u rs e m e n t  égal à  R  p o u r  c h a q u e  p é r io d e  p , est 

c o m p o s é  d e  d e u x  p a r t ie s  d is t in c te s  :

— u n e  p a r t  d ’in té rê t  1^ p a y é  au  b a n q u ie r  c o m m e  salaire de  l ’a rg e n t  p r ê té  ;

— u n e  p a r t  d e  cap ita l  r e m b o u rs é  o u  a m o r t i  A p .

P o u r
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1 2 3 4 5 P P + 1 n  -  1 n

A n

•n

A P

I
P

a m o r t i s s e m e n t

A i

R
in t é r ê t

D és ig o n s  p a r  C p le  c a p i ta l  r e s t a n t  d û  a u  d é b u t  d e  la  p ième p é r io d e .  

P e [ l , n ] ,  Ip = x . c p

R = A P  +  I P 

C P -  = C P - A P

c p  + j r e p ré s e n te  le  c a p i ta l  r e s t a n t  d û  a p rè s  le p iemer e m b o u r s e m e n t .

L e  p r o g ra m m e  su iv a n t  p e r m e t  le ca lcu l  d e s  d i f f é r e n te s  v a leu rs  Ip , A p ,

Gp + 1 ( c o n n a i s s a n t  n ,  C 1 , i, R  e t  p ) .  Ces v a leu rs  p e r m e t t e n t  d e  r e c o n s t i t u e r  u n  

ta b le a u  d ’a m o r t i s s e m e n t  rem is  h a b i tu e l l e m e n t  p a r  les o rg a n ism e s  d e  p r ê t .

e n t r e r  R ,  i, n

P *----- 1

A * C,

ca lcu l  d e  Ip

ca lcu l  d e  A p

ca lcu l  d e  C p + |

p —  p  + 1

o u i
te s t  n

n o n
a r r ê t

S T O  2 
R /S  
S T O  3 
R /S  
S T O  4 
1
S T O  7 
R /S  
S T O  1 
L b l  1 
R C L  1 
X
R C L  3

p a u s e  — ►  le c tu r e  d e  I 
_  P

R C L  2

+ / -
p a u s e  — *• le c tu r e  d e

R C L  1

+ / -  
S T O  1
p a u s e  — ►  le c tu r e  d e  C j  p +  i

S U M  7

R C L  4
x >  i 
G T O  1 
R /S  
R S T

p o u r  av o i r  le n  
d e  la p é r io d e  
r a j o u t e r  ; R C L  7 

p au s e .

M é m o i r e s  

C j  p u is  Cp d a n s  M j 

R  d a n s  M 2 

i d an s  

p  d a n s  M ? 

n  d a n s  M 4

E x é c u t i o n

R
R /S
i
R /S
n
R /S

C ,
R /S

I

> P

1

A P

m 3
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a p * i  = R - I p . ,

= R -i c p + .
=  R  -  i . (Cp -  A p ) 

=  R  -  i . Cp +  i . A p

=  A_ +  i . A  
P P

=  (1 +  i) • A p .

L a  su i te  (A p ) e s t  u n e  su i te  g é o m é t r iq u e  d e  1er  t e r m e  A j  e t  d e  ri

1 +  i
n

d ’o ù  C  =  2  A
p  =  i  p

C , =  A ,
(1 +  i )n -  1

1

o r  R  =  A j  +  i . C j  d o n c  R  =  Gj
i ( l  +  i)n

(1 +  i)n -  1

so it r  =  c . i
1 -  (1 +  i ) " n

2

A  p a r t i r  d e  c e t t e  f o rm u le  o n  o b t i e n t

C , = R .
1 -  (1 +  i ) - n

]

e t  n  =  -
L°g (1 -  i ^ -)

L o g  (1 +  i)

Les fo rm u le s  p e r m e t t e n t  d e  ca lc u le r  R ,  C l e t  n ,  c o n n a i s s a n t  d e u x  d e  ces 

t ro is  d o n n é e s  e t  le ta u x  d ’in té r ê t  i. C o n n a is sa n t  C 2 , R  e t  n ,  o n  n e  p e u t  pas 

d é d u i r e  d i r e c te m e n t  i d e  la fo rm u le .

O n  p e u t  o b t e n i r  u n e  v a leu r  a p p r o c h é e  d e  i p a r  d es  m é th o d e s  d e  r  

c h e  d e s  z é ro s  d ’u n e  f o n c t io n  (vo ir  c h a p i t r e  z é ro s  d ’u n e  fo n c t io n ) .  O n  d o i t  

ver, en  e f fe t ,  i te l  q u e  f(i) =  0 avec

f  : i I----- > R  .
1 - (1 +  i)“ n

i C , -

E n  e s sa y a n t  d i f f é r e n te s  v a leu rs  d e  i,. o n  arrive  à  t r o u v e r  f(i) vo is in  de

zé ro .

O n  p o u r r a  éc r i re  u n  p r o g ra m m e  d e  ca lcu l  d e  f(i).

E n u t i l i s a n t  la  f o rm u le  

t a u x  e f fe c t i f  g lobal .

2 , o n  o b t i e n t  le t a u x  n o m in a l  i o u  T .E .G  :

C !
R

2) O n  p e u t  éc r i re  la f o rm u le  d o n n a n t  R  en  f o n c t io n  d e  C , n  e t  i. 

L a  re la t io n  e n t r e  d eu <  a m o r t i s s e m e n ts  success ifs  s’o b t i e n t  a insi :



41

Il e x i s te  d ’a u t r e s  t a u x  d ’in té r ê t s .  Si i e s t  le t a u x  d ’in t é r ê t  e f fe c t i f  g loba l  

a n n u e l ,  le  t a u x  a c tu a r ie l  i / e s t  le  t a u x  a n n u e l  é q u iv a le n t  a u  t a u x  m e n s u e l  à  in ­

t é r ê t s  c o m p o sé s .

Il v a u t  i / =  (1 +  — ) 12 -  1 e n  é c r i tu re  d é c im a le  o u  100 . [(1 +  ----- ) 12 -  1] % .
v 12 ; v 12

O n  d é f in i t  é g a le m e n t  le t a u x  a n n u e l  l in é a ire  o u  T .A .L .  O n  l ’o b t i e n t  en

n
re g a rd a n t  d a n s  u n  t a b le a u  d ’a m o r t i s s e m e n t  : S I .

p  = i p

S u r  n  a n n é e s  e t  p o u r  u n e  so m m e  d e  C j  le t o t a l  d e s  i n té r ê t s  e s t  :

n

•> =  i  P

P o u r  u n e  a n n é e  e t  p o u r  1 f ra n c ,  o n  a u n  t a u x  a n n u e l  :

1 n 1 n 
i / / =  T .A .L  =  —  ( 2  I ) é c r i t  so u  f o rm e  d é c im a le  o u  i / / = ----------( 2  I ) %.

c i p .  1 P ; 1 0 0  C j P - 1  p


