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TEXTES OFFICIELS

I - PROGRAMME DE MATHEMATIQUES DE LA CLASSE DE QUATRIEME.

Les notions et les propriétés que les éleves doivent connaitre et savoir utiliser sont énu-
mérées ci-dessous ; leur groupement en alinéas ne vise qu'a la commodité de la présentation.

En algebre comme en géométrie certaines propriétés, au choix du professeur, seront
admises ; elles permettront d'obtenir les autres par voie déductive.

Les notions suivantes
- applications ; composition des applications ;
- bijection, bijection réciproque ;
- partition d'un ensemble et relation d'équivalence
n'‘ont pas a faire l'objet d'un apprentissage pour ellessmémes : on les dégagera progres-
sivement a partir des exemples qui se présenteront dans I'étude du programme.

11 Calcul numérique.

Exemples introduisant la notion de fraction.

Révision des opérations sur les décimaux.

Pratique des opérations sur les rationnels, sur les réels.

Relation d'ordre ; valeur absolue ; exemples de calculs approchés.

Produits (a +b)2, (a-b)2, (a+ b) (@a-b) : leur utilisation.

Exemples numériques d'équations et d'inéquations du premier degré a une inconnue.

1.2 Géométrie plane.

L'étude de la géométrie est nécessairement alimentée par I'observation et
I'expérimentation, lesquelles requiérent l'usage des instruments de dessin : régle graduée,
compas, équerre : l'effort de réflexion qu'elles suggérent conduit au raisonnement déductif.

Le programme est rédigé en termes d'acquisition, non de progression. |l
revient au professeur de suivre une ligne cohérente, mais aucun choix d'hypothéses
ne lui est imposé. Il a notamment toute latitude pour faire intervenir, dés que cela
lui apparait opportun, les notions de distance, de cercle, de parallélisme, d'orthogona-
lité, qui ont été introduites jusque-la de fagon intuitive.

Droites du plan ; demi-droites.

Abscisse d'un point d'une droite dans un repére de cette droite ; notation
MN ; relation de Chastes.

Médiatrice ; sa construction. Losange ; triangle isocele.
Symétrie orthogonale par rapport a une droite. Rectangle.
Parallélisme, orthogonalité.

Projection sur une droite selon une direction ; conservation du milieu par
projection. Projection orthogonale ; distance d'un point a une droite.

Coordonnées d'un point du plan dans un repere quelconque.

Translation ; composition des translations. Vecteur ; addition des vecteurs.

(Arrété du 16 novembre 1978 - B.O. n° spécial 1 - 14.12.78).
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Il - INSTRUCTIONS - CLASSES DE QUATRIEME ET DE TROISIEME.

La drculaire n° 77-157 du 29 awil 1977 BO. n° 2 hbis du 9 juin 1977,
peoes 1568 et suvantes) définit les objectifs de l'enseignement des mathémetiques
das les adleges. Il y a lieu de la compléter en ce qui conceme les dessss e
Quatrieme et Troisieme.

Cosenvons dabord que figurent, das les progranmmres e methématiques de
Sxieme et de Qnquieme de 1977, les dérents de calad numgrique et dalgebre,
ars que les nations concretes de géoetrie, nécessares pour l'enseignement des
programmes du premier cyde en Sdences physiques et en Technologie.

L'important travail de réflexion que les progranmes du 22 juillet 1971, parti-
culierement novateurs, ont exigé des professeurs sest conarétise dans la circulaire
n° 73087 du 19 féwier 1973 (BOEN. du 22.02.73), qui a représenté une féoonde
mse au point. Les «éflexions ar l'enseignements quielle contient gardent toute lewr
valeur.

Il et souhaitable que durant les deux amées les professeurs menent de front I'étude
du caad et cdle de la géometrie ; cest ans que pourront sédairer mutuellement
les notions d'ordre dans IR et sr la droite, la notion de fraction et cdle déchelle
réguliére, etc. Il inporte quil ny ait pes de doison éanche entre les deux disc-
plines ; l'ue et lautre pewvert de fagon égele concowrir a la formetion du raison
nerment.

Le programmre de 1971 semblait subordomner I'étude de la droite a odle des
réds ; on dsenera quavec le programme actuel l'enserble IR nlintervient en géomg
trie de Quatrieme que par un petit nomre de s propriétés, qui prolongent les
propriétés de ID éudiées en Cinquiéme ; on poura donc parer de distance d&s le
début de la dase de quatriéme.

En cdad la noweauté résice dans laccert qui et mis sur la notion de fraction,
et das la posshilitt quelle procure daborder, 9 on le désire, les rationels avart les
reds On poura donc, sat - conme das les progranres précédents - considerer les
rationnels comme des réds particuliers (quotients dertiers), soit présenter la notion de
fraction a l'aide dexenples relevant de la pratique usudle (déooupeges, engerneces,
éddles, .. ; dvisaus dun entier naturel) et introduire I'équivalence de deux fractions ;
on = gadera, a propos des opérations s les rationnels, daccumuler les démonstrations
lessartiel et que les déves aient bien conpris que tout rationnel non nd a un inerse
et quon dgpoe dure division das Q

Por IR il suffit que les dees sadet quil sagit, suivant la présentation adoptée,
dun suenserble de D au de $ s lequel l'addition, la multiplication, la relation
dordre = prolongent en disposat des nmémes propriétés, et que tout élément positif
e IR adnet ure radre carée

On sattachera, 9 possble a dege sfae a exarcx les déves a la pratique dss
opérations, au caau mental (Gventuellement & l'vsage des calaulatrices de poche).  Toutes
les fos gquon le poura, on situera cet entrainement das le cadre de problénes, dont
les résultats feront l'objet de calaus approchés.



-5-

L'opération connue sos le nom dextraction de la radne carée re figure pes au
programre.

Certaines transformetions géoétriques  (translation, symétrie...) pourront inspirer des
remarqQues indressantes dans des exardoes de représentation graphique dune  application.

En ce qui conceme l'application affine, sa représentation graphique pourra étre
utilement considérée commme un s particulier de la représentation d'une  relation
ax+ by+c=0, en lisison aec les équations dure droite.

Ansi que le dit I'Académie des Scences

«Toute la difficulté de l'enseignement de la géométrie das les dassss de Qua
tieme et de Troisiéme provient du fait quiil faut partir de l'intuition acgise en
Sxieme e Cinquieme par I'usage expéimental des instrunents de dessin (rege gradlée,
équerre, compes, rapporteur) et, a partir de cette intuition, amener progressiverrent
ldéve a raisomer et a menipuler consdemment les instrurents pour lu faire acqué
rr pau a peu la notion de plan eudidien (...) Il nest pes question de donner a
ldae ue présentation axiomdtique de la géorétrie En revande, il dewa apprendre
a faire de courts raisomenents, a partir de faits géométriques considérés  conTre
avidents et donc admis conme wais Dans oet goprentissage e la réflexion et de la
methode déductive, il importe que le meitre dosene strictement queloues reges Tout
dabord, les faits que 'on admet & un instant donné et qui vont senir de bese au
rasomnement doivent étre dairement énoncés et e préter a aucue corfusion dars
lesprit de l'déeve. Bwsute le raisomement doit étre rigoureux, il ne doit jamsis
faire aopd a des hypotheses non explicitement formulées et a fortiori doit = garder
s cades videux. Erfin il faut éviter quune propriété sinple, qui est presoue
évidente aux yeux de l'enfant, sot déduite par le raisonenent dune autre propriété
noins éviderte ou plus conpliquée, car alos l'deve re poura pes conprendre guelle
et le rege du jeu

Sil covient déviter une présentation axiometique, il est, en revande, indispensade
qe le nmeitre possade s les nHiGres enseigées das s deux dasss ue we
densemble cohérente (...) Faute dure telle we densarrble, le maitre risguerait d'entral-
nr les daes das des développerents inutilement compliquées et souvent stéiless.

Les nouveaux progranmes, et tout spécialement leur partie géométrique, mettent
laccernt sur I'utilisation de l'acquis intuitif des ééves La théorie nlest pes un but en
0, nEis un outil pour répondre a des questions que poe la vie : technologie, phy-
sique, économe ..

De e point de we ladyse de situations et la résolution de prablemes jouent
un role ngjewr. En particulier l'enseignement de la géométrie et indissodable de la
recherche de constructions géométriques.

(Circulaire n° 78-392 du 16 novembre 1978 - BO. n° spécia 1 - 14-12-78)

I - OBJECTIFS.

Les mathémetiques doivent la place inportante quielles occupent dans  I'enseignenent
des adleges a la contribution appréciable que ler étude peut apporter a la réalisation
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ks objectifs assigés a @ niveau |l et donc essatid e prédser le rdle dévodu a
l'enseignement des methénetiques dars la formetion de I'déve de odlége, de définir en
conséauence la netiere methémetique susceptible de = préter a oette exigence, de dé
terminer enfin les méthodes et les types dactivités qui permettent d'atteindre les buts
recherchés

11 Rde de lenseignement des mathématiques dans les colléges.

D I covient dabord de consolider les aogus de la soolanité élémentaire,
en assurat gpedialement la compréhension et la pratique des quatre opérations sur les
nomres entiers ou décimeux, aird que l'usage des dversss Lnités de mesure

2 Il sagt emsute de founir a I'déve un begae de coraissance  pratiques,
de techniques usdles de méthodes gpératoires lu permettant de résoude — en les
ravenant (§ beson ef) a des methodes methémetiques — les problémes sinples qui
<« posat dans la vie courante, au méne a l'occesion dautres enseignerrents  (sdences
expérimentales, géographie, €etc).

3 On attend églenent de l'enseignement nmethématique qu'il contribue  pour
ue lage pat a la formation intellectuelle de l'deve de odlege Cet enseignement doit
notanment :

a CQultiver les qualités dobsenvation et damdlyse (identifier, pa- exenple,
les déments dinples qui intenviennent dans ure Situation donnée, plus cu oINS conplexe,
et distinguer les relations qui les unissan)

b Bxercar l'dee a donner des dgjets tangibles du nonde réd ure reré
sentation conarete (figure, sdhéme, Sge ..) pus conceptuelle ; développer ainsl, proges
siverent, s cgpedités dabstraction

0 Entrdiner l'déeve a la pase déductive, linciter a la rigueur logique,
lu apprendre & bétir ue chaine de déductions, & déoder éventuellement une faille
das un raisomerent ; ddelopper — de fagon constructive — sn et critique
lu montrer par exenple les incertittdes que comporte une induction non contrdlée

d) Stimuler limegination (induire, générdiser ; concevoir ure méthode
trouver des exenples pour illustrer une propriété, ou des contre-exenples pour infir-
Mer ue proposition...) ;

€ Habituer l'déve a Seqrimer darement, aec un vocabulaire sinple
nmas dans un lagpge péds (décarire un objet methénetique, fomuler ure hypothese,
énoncer ure définition ocu ue propriété, eposer e démonstration...)

f) Développer chez U des qualitéss de san et dordre, en lincitant a
agppoter la pus gande atterttion au tracé des figures geometriques quiil dessire et a
l'exéoution des calads quil effectue.

4 1l impote enfin que la formation methématique donnée dars les adlleges
pemrette aux deves qui = sentent attirés par @ type dactivité intellectuelle de mrettre
leus aptitudes a I'gorene. Hle doit ler fournir ue bese sdide, sinon étendue, pour
les éudes approfondies quiils sont susogptibles de mener  ultérieurement, sas toutefois
anticiper sur le conteru e ass futures éudes.
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12 Choix de la matiére a enseigner.

S les deux objectifs fondamentaux que constituent l'acquisition d'un begeoe
technique utilisable et la participation a la formation intellectuelle gérérde — et
notamment au développerent de la pasfe logque — pewert en principe éire Vss
indépendanmment  I'un de l'autre, leur poursuite conjointe répond cependant & un soud
defficacité lié & des notifs psychologiques.

En effet, il faut éviter que l'deve de cdlége re percoive I'élaboration dune
théorie déductive comme ure activité intellectuelle gratuite, et mémre sas signification,
donc dépourvie dintérét a sss yeux. Une oconstruction théorique destinée a I'exercer
a ue démarche logique doit par conséguent déboucher aur l'obtention d'un outil
commode que l'deve ara courammrent a utliser (par exenple l'outil vectoriel). Hle
peut ass établir, par ue chdine dinplications, des lies entre divers conoepts  cont
formes a lintuition sensible de l'dléve, et directement exqploitables par U (par
exenple, les propriétés fondamentales du plan eudidien , distance, orthogonalité...).

Les axiomes de départ dewront, bien entendu, étre sinples et «aturels> et
les raisomements courts. Or, de nomreuses nations methématiques d'apparence  élémen
taire £ prétent melaisérent, au niveau des adleges, a ue gpproche axiomatique  quii
re sot pes factice, ou re penrettent guere des enchainerents déductifs sinpdes. La
plupart de css nations re sasrent pes indgpensables & 'enseignement de e niveau,
et il serat injustifié et témérare den faire un théne déude. Dautres n'ont quiune
utilitt pratique limitée naEis présentent un intérét théorique éminent qui ddlige a les
mertionner : on poura re les introduire que de fagon trés sucdnte, et au Moment
opportun.

Miis certaines de ces nations, dont il est difficile de donner une définition
qui sot a la fos sinple et mathématiquement «correcte», appartiennent  incontestable-
ment au begege instrumental et technique dont il corvient de doter l'déve au cous
e = soodanté de odlege. Il est évident que dans e s une gppréhension  «concrete»
e la notion suffit & l'deve, et que cest la mtrise des mécanistes quil faut rechercher,
non ue abstraction qui serait prémaeturée a @@ niveau et donc préjudiciable a I'déeve.
L'exenple de la notion dangle et du calaul trigonométrique est, a oet égard, dige
détre note.

13 Contenus.
Deux égpes sarot a distinguer trés netterment.

1) BEn dases de 6&me et Sene

En liaison étroite avec l'enseignement donné das le premier degré, l'essantie
sra de renforcer lacquis des dees en caladl et de le compléter (emploi de dédneux
relatifs, usage des parenthesss). lis feront ass des dbsenvations sr des djets  physiques
wHs ; cdlesd saot des oocasios ce cadad. Le dessin géométrique plan, aec des
instrurents, saa pratiqué.

Le vocabulaire dit «rodeme» saa uilist. 1| na pourtant pes a faire I'objet
dun chapitre détaillé du programme ; tout déwveloppenent sur les «eations» sarait superflu
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Cest a desein et pour tenir conpte de l'age des déves, quon re fera
systématiquement, en Sixiene, que de la géométrie plane, et asd quon n'y étudiera
pes la multiplication des décimeux relatifs ; cette demiére sya résenée (gpores ure révi-
sion suffisante de l'addition et de la soustraction) a la dasse de Cinquienme.

2) En dasses de 4éme et 3enme

Le cacu numérique saa développé (fractions, nombres rationnels et déci-
maLx, encadrenents) ; le cdaul littéral sera introduit. Les ééves étudieront et repré
senteront  graphiquement des fonctions sinples ; il saa opportum, sur des exermples
concrets, de définir des taux de cossance et de donner quelques exenples de aos
sae de type exponerntiel.

La géométrie partira de l'expérience acquise avec le dessin géomeétrique.
Des odbsenations physiques, bien dhoisies, conduiront a dégager des faits  expérimentaux
qui seront présentés comme  «qropositions  initiales> & partir desquelles seront déduites,
par voie logique, des conséoguences, illustrées par des figures soigées ; leur recherche
développera l'imegination des dées et leus qualités de raisonnement.

14 Méthodes et types dactivités.

Les objectifs viss par l'enseignement des methémetiques dans les odlléges
e seraient que trés partiellement atteints 9 cet enseignement = bomait a faire acqué
rir un certain savor. Un élée pourrait certes en tirer un profit intellectuel, en partici-
pant activement a la formation des concepts et a I'élaboration des raisonnements qui
conduisert aux résultats methémetiques a conneitre. Mais ces connaissanoes  risquent
détre mal assrées 9 on re les fait pes «fonctionner»: un vemis cognitif s'écaille
vite ; le savoir sestonrpe, Sil nest pes utilisé.

L'enseignement doit donc s donner ass pour but de faire acquérir des
techniques d'utilisation du savoir, de développer ainsi chez l'dleve des savoirfaire, des
capacités daction. Cest par l'action, et par la satisfaction quelle lewr procure, que
beaucoup déleves prennent golt aux methémetiques, et parviennent de surcroit a ue
meilleure compréhension des concepts.

L'ambition dun enseignement de nathénetiques re peut pes £ nmesurer a
I'étendue du contenu des progranmres, neis a l'usage qui en et fait. L'éducation
mathémetique Na de sas que 9 l'deve et formé a exploiter, dans les circonstances
et les péripéties quotidiennes de la vie, et en quelque sorte spontanément, les con
reissaoes que cette éducation lu a apportées et les qualités quelle a développées
en lui.

I est donc essatid que les deves de cdlege soient exercés a résoudre des
exarcices et des problémes nombreux et variés. Cest dans cette recherche qu'on éprou
vera ler aptitude a nettre en came les comaissances aocguises, aptitude dont le déve
loppement est I'une des finalités d'un enseignement de culture.

(Extrait de la circulaire n° 77-157 du 29 awril 1977 - BO. n°22 bis du 09.06.77).



PRESENTATION

I - LE GROUPE «JEOMATRI».

L'IREM de Grenoble est né l'année de mise en route du programme de 1971
pour les classes de 4éme et 3éme, et l'une de ses premieres activités a été d'animer
des stages ou ce programme a été analysé.

Parallelement, pendant la seconde année d'existence de I'IREM, quelques animateurs
ont rédigé des documents de géométrie pour leurs classes de 3éme. Ce groupe a pris
le nom de JEOMATRI (JEO pour «Joie», MA pour «mathématique» et TRI pour
«troisieme» ).

Depuis 5 ans, ce groupe a été chargé par I''REM de Grenoble de travailler sur
les problemes que pose I'enseignement des mathématiques dans les classes de 4éme et
de 3éme. Au fil des années, il s'est renouvelé mais les professeurs enseignant dans le
premier cycle y ont toujours été fortement majoritaires.

Des le début, nos options ont été les suivantes

* Notre travail devait s'insérer dans le cadre du programme officiel (d'abord celui
de 1971, puis celui de 1978). Cela signifie que nous voulions nous poser les ques-
tions que se posent quotidiennement les martres.

* Nous voulions prendre en charge la totalité de ce programme, car nous pensions,
d'une part que les éleves pouvaient rencontrer des difficultés dans n'importe quelle
partie de ce programme, d'autre part que l'organisation de ce programme (liaison
algébre-géométrie, liaison 4éme - 3éme) était une question mathématique et pédagogique
non négligeable.

* Nous ne voulions pas conduire une recherche isolée, coupée de la pratique
des classes. Notre préoccupation permanente a donc été de

— garder le contact avec un grand nombre de collegues (dans les stages
que nous animions, dans nos établissements, par des publications) et de confronter
nos idées avec les leurs ;

— ne faire que des propositions suffisamment étudiées et précises pour
qu'elles puissent étre immédiatement utilisées dans une classe. C'est ainsi que cette
année 1978-1979, par exemple, nous travaillons en liaison avec une trentaine de
classes.

Nous pouvons ainsi affirmer que tout ce qui figure dans ce livre a été expéri-
menté, le plus souvent plusieurs fois, dans de nombreuses classes. La seule exception
est le chapitre concernant les nombres rationnels. Ecrit en 1978, il n'aurait pu étre
utilisé dans une classe qu'en dehors du programme en vigueur.

C'est ici l'occasion de remercier les trés nombreux collégues qui ont ainsi accepté
de travailler avec nous dans des conditions parfois difficiles.
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Il et tout asd néoessdre de renmerder les deves. Leurs réactions nous ot
conduit a modifier tel ou tel choix, telle fagon de présenter les dosss tel eqost
Surtout, ils nous ont conduit a rééarire et rééaire sas s a la recherche dun
langpe qui ler soit conpréhensible.

Sgdons ass que la publication de notre liie «Faisons des Mathématiques avec
Jéometri», pudlié par les éditions CEDIC en 1976, a ét¢ une éape importante pour
mnous. Nous remercdons également les éditions CEDIC de nmous avoir autorisé a repren
de ue patie de cet owmae

CGe manuel de 4éme et donc ure conorétisation (en attendant celui de 3éme
en 1980, celui de Seme en 1981 et cdu de 6eme en 1982) d'un Véritable travail
collectif.

Cest pourquoi les droits dauteurs seront vasts a I'lREM, et consaoés a des
activités de recherche s l'enseignement des mathénretiques.

I nous parait utile meintenant de formuler quelques obsenations ar l'erseigne
ment des methémetiques en 4enme et 3ame. Hles édaireront les choix que nous
aans faits s l'introduction des objets mathénetiques, ar la nise en place des
nodes de raisoenent e sas aucun doute I'écriture méme du livie

I - REFLEXIONS SUR L'ENSEIGNEMENT DES MATHEMATIQUES EN 4ére et 3me

21 Agehre et géorétrie

Nous souhaitons quil ny ait pes de doison étanche entre I'enseignement
e ldgebre et cdui de la géoretrie. Nous pensos que beaucoup de liaisos sot
possbdes Nous coyons ass Qe la démarche de l'dae pese a paupres par les
Mees égpes en dgihre et en géométrie.

Néannoins, il apparait des l'abord ure différence inportante : dans la pra
tique actuelle on = donne, en algdre, ue obligation de résuitats : on veut que les
daes «achent caaudler». Or, on sait bien que oet objectif et trés difficile a attein
dre et par exemple, n dee qui serble avoir bien conpris coment sont aganisées
les propriétés des opérations s les norbres décimaux, re st pes pour autant calos
ler. Gela tient a un cartain norbre de raisos dont void quelques ues

— problemes liéss a I'éariture des nomres entiers et décimaux

—gad norbre de convertions d'écriture

— multiplicité dss reges de calad : il y a certainement plusieurs dizaines
de reges nowelles introduites pendant ces deux aées de 4deme et 3eme. Das
lapprentissage de l'dlgebre, il est inpossible de = limiter a quelques énoncés peu
noimbreux.

Le soud de rentabilité et présant tout au lag des activiteés nuTENques.
Le tenps pest a l'aprentissage du caladl fait sowvent perdre de e que Gs
activités pessat au devraient pess par un certain nombre de phesss
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2.2 Différentes pheses de l'activité mathématique.

* En géométrie, la premiére étape est évidemment I'observation et le dessin
de figures. Cette observation est dautant plus active quon utilise des procédés conmre
le coloriage, le découpage, le pliage, I'uvsage de caques, ..

Des observations de situations géométriques (droites graduées - graphiques -
cbessirs divers - mesures pratiques) ou de situations concrétes sont tout ass néces
sares en agdre. Citons, par exenple, certains gpprentissages dans 2Z ou dans 1D
I'introduction des fractions, le calcul approché.

En algébre, de plus, pour préparer l'introduction de nouvelles propriétés,
on examnera des exerples numériques. Dans ce domaine, il est bon de faire appel
le plus largement possible aux coreissances antérieures des ééves, qui apres tout, M
manipulent des nomores a I'école et hars de I'école depuis fort longtenps.

* On abordera une deuxieme étape dés qu'on wvoudra, en géométrie faire
un wsae plus réfléchi des instruments de dessing car dlas s pose le probleme de
la quantification des propriétés dosenges.

Ainsi, par exemple, une dose est dutiliser un compas pour simplement
tracer un cerde, une autre est de I'utiliser pour tracer une perpendiculaire. |l faudra
examiner préalablement la médiatrice d'un segrent de droite. Or ure figure re per-
met effectivement d'obsenver que quelques points de la médiatrice dun segment.
Les déves accepteront sas doute facilement qu'on décide que la propriété Vérifiée
par s quelques points et wraie pour TOUS les points de la meédiatrice : ceux
pour lesquels on a fait la \érification et les autres, y compris dailleurs ceux qu'on
e peut pes dessiner s la feuille de papier.

I nous senble indispensable que ce probléme re soit pes escanmté et
que les deves aient bien le sentiment qu'on a franchi une étape, et qu'on et dga
au dela de e quon peut effectivement voir sr ce dessn

Un autre aspect de la quantification des propriétés dosenees apparait des
quon = poe la question de savor 9 le dessin sur lequel on dbsene llustre bien
le cas général.

L'importance de la quantification en algébre est bien connu des professeurs.

II faut remarquer que < poser le probléme de la quantification na goére
de s3s pour les deves 9 la propriété a laguelle on veut aboutir et déja implicite-
ment quantifiée par tous. Cest le s le plus sowent en agdre, par exenple en @
qui concame les propriétés des opérations et du prolongement de ces propriétés
lorsquon pese dun enserble de norbres a un ensenble plus gos

Mais Cest ass parfois le cas en géométrie. Par exenple, faire une mani-
pulation dont Il'objectif est de faire admettre que par deux points il pese une droite
et une sede risque bien de ne pes étre pris au Sérieux par les éeves

Pour des situations un peu moins sinples, l'examen d'un nombre suffisant
de cas la conparaison entre les observations des différents daves, une discussion das
la das2, suffisent pour qu'un consensus général Sétablisse sr la propriété a admettre.
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Un discours déductif ayant pour objet de déduire cette propriété de propriétés anté
rieures pes toujours plus évidentes, ne renforcera pes cette adhésion et risque de re
pes étre compris, et donc détre inutile et méme nuisble Ainsi, des générations
déleves ont di s demender pourquoi on démontrait la transitivité du paraliéise.
Une des difficultés essartidlles de cette étape et I'utilisation de lettres
muettes. Cette difficulté est dautant plus grande que la quartification = fait trés
sonvent sur plusieurs variddles. Cela explique notamment  I'aspect excessivenent et
inutilement formalise de nombreux énoncés dalgelre quion rencontre souvert. MEme
d on évte cat exass de formalisation, I'goprentissage du maniement des  lettres  muettes
et log et re sga certainement pes terminé a la fin du ler oyde

* Nous pasos que la plupart des situations étudiées pendant  longtens
£ rangent assz bien dans le cadre décrit d-desss Cest peut-Etre une explication
(parmi dautres) de la difficulté quont les martres a covaincre les daes e la
ndoessité de démontrer. Ainsi, S on souhaite franchir cette nowvelle étape, il et

- e, por o

— de faire obsenver tres tot des Situations géonétriques sophistiquées et
suprenantes, ol les déeves pourront convenir quiil nest pes raisomable de géndraiser
a partir des quelques dbsenvations dont ils disposent.

— dexaminer des situations apparemment voisines, conmme par exenple les
écritures @X b2=a2 X2 e @+b2=a2+12 ;

— de rgpprocher des situations  apparemment  différentes  (groupes par  exenple).

Das cette éape, les déves apprendront donc peu a peu a réunir dss pro-
priétés par des liems logges. lis y prendront dautant plus dintérét quiils serot ame
rss a comprendre que cda permet, non seulerent de résoudre le probleme de
I'universalité des énoncés, neEis encore de prévoir de nowelles propriétés des objets
étudiés, ou encare détablir que certains problémes ont meintenant une solution (sos
traction dans 71, division dans 0, efc ..).

Notons enfin que dans I'élaboration des démonstrations, l'algebre risque e
posx pus de prodlémes que la géonetrie

— les démonstrations en algelre Napparaissent sowert que conmmre s trans
forations d'écritures un peu NEQIQUES

— les dbjets dgdriques sont sowent pus difficiles a percevoir. Ainsi par
exenple comprendre ce quest la composé de 2 translations et certainement plus
facile que de comprendre @ quest la conposée de 2 applications numériques ; établir
qu'une proection d'une droite sr ue droite et bijective et relativement accessibde a
ue dee de deme ; résoudre le méme probleme pour ure application affine est trés
difficile.

* En geométrie, dans cette démarche déductive, un nowveau probleme \a
bientét = posar. En effet, méme a partir dobsenvations de figures, on peut étre
arené a établir des propriétés qui e sont pes absolument réductibles a la figure
dosenvée. Donnons deux exenrples dassigues e cette situations
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— pour étudier ure figure conduisant a I'énoncé de Thelés (progranTre
de 3me) on et areé a dessiner des droites munies déchelles régulieres graduées.
S les ponts chass ot des amdsses entieres ou déaneles, on constate bien que
EB = /AB . Sinon, on re peut connditre de s rapports que des valeurs appro-
dées et la démarche qui va conduire a décider quiils sont égaux nest plus ue
simple  observation

—on peut, das le cade des programmes actuels, chaisir I'énoncé de
Pythagore comme axiome. S alos on fait dessiner un triangle rectangle et nesurer
£s oités, les deves odbserveront quen géndgal @2 et «woisis de 2+ 2. Le
pessae A la propriétée @ =R+ 2» et une démarche de méne nature car il y 3
de toute évidence, ure différence entre la propriété ocbsenée et I'énoncé dhaos.

Petit a petit, les odbjets étudiés vont donc changer de statut. De sinples
traits sur une feuille de papier, ils vont devenir des djets plus précisément déter-
minés, Vérifiant des propriétés ou souris a des contraintes non  immédiatenment
identifiables sr un dessin

Ansi en estil dune droite qui trés rapidement re peut plus étre totalement
réductible au trait dessiré avec le bord de la régle, non seulement parce quelle et
«llimtée» meis surtout parce quiil faut accepter lidée quielle est liee a IR par des
bijections. Pourtant, du sinple point de we expérimental, un codege décinmel, et aec
peu de dédneles, serat non seuleent légitime, neis probablement plus  opérationnel.

De méme la distance de deux points est dabord un nomore décimel (avec
peu de décimeles) quon lit ar le bord dune rege graduée. On aura égdlement dangg
ce niveau lorsguon sga arivé a lidée d'ure application de l'enserble des bipoints
ar IR+

De maniere plus générale, le plan aganst par le pardlélisme, les translations,
l'orthogonalité et lié a IR par Thales et la distance, tel quil = présente en fin de
3éme, nest plus immédiatement identifiable avec la feuille de pepier sur laguelle on
dessire. De nouveaux objets sont dailleurs apparus ; cest le cas, par exenple, losque
I'étude poursuivie

— fait appardtre des idkes qui n'ont pes de réalité matérielle : droites con
fondues, application identique, groupe de transformetions, ...

— oblige a un pessage au quatient : directions, vecteurs, anges, ...

Cea re sigiifie pes quon e peut pes dessiner ass dbjets, neis pour le
faire il faut s donner des conventions converables.

On voit que le statut des norbres évolue parallélement. Trés liés d'abord
a l'expérimentation pratique (entiers naturels et relatifs, décimaux, fractions), ils ont
visiblerent danggé de statut lorsguils deviennent les nombres rationnels ou les nomores
reds Cda re sSigifie évidemment pes quon présente les entiers relatifs ou les
rationnels comme dassss de couples, et les réds comme limites de suites !

Cependant, dans e processus dabstraction, la difficulté est plus grande en
géonétrie guen adgebre : aucun déve re confondra trois et le graphisme 3, dors que
beaucoup re distingueront pes facilement la droite sr laguelle ils raisonnent du trait
quils viennent de tracer.
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I nous parait essartidd ogpendant que le node denseignement de la
géonétrie permette aux ééves de prendre conscience de cette évolution et quils
conprennent  I'edstence de ces deux statuts des objets géométriques et le va et
vient qui exdste entre ces deux statuts.

On peut remarquer que la confusion entre les différents statuts des objets
était sas doute le pus gand défaut des programmes davant 1971 (d'ou des exqres
sas comre «prolongeons la droite...», les «démonstrations» des s d'égalité des
triangles, ..). Cest cette confusion qui a sowert conduit, et conduit encore, de
nombreux enseigants a repoussyr l'argument © «Je wvois ar la figure que ..» dors
que voir sur ure figure et parfaitement raisonable, et peut étre fécond s on
st quon = sitte au niveau matériel des observations.

S on acoegpte @ qui précede s l'activite mathémetique des déves de ot
& il serble que trois attitudes soient possibles

I - EXAMEN DE TROIS OPTIONS PEDAGOGIQUES.

31 Une option qui senble actuellement avoir de nombreux partisans (peut-étre

par réaction..) et la suivante

On étudie des situations limitées, apparemment digjointes, a partir de themes ;
par exenple : utlisation du compes, pavages orthogonalité et distances, bracdlets de
nonbres, etc...

Pour chacure de ces situations

— on obsene et on dessirg,

— on décide des propriétés qu'on admettra provisoirement,

— a partir de s propriétés, on en dénontre dautres ;

— o= nowdles propriétés conduisent @ de nouvelles dbservations.

Les objectifs poursuivis semblent étre de

— permettre ax déves une bonne commaissance de situations matérielles et
développer leus qualités d'observations, de méthode, dadresse, d'organisation, en parti-
cllier en favorisant ure utilisation raisoée des instruments de dessin

— fournir un gpprentissage du  raisonnenrent déductif.

Les avantages et les incovénients de @@ choix sont évidents. En gos

— il permet une organisation trés souple de la dase ; il donne au mitre
ue gande liberté pour choisir ss thenes, varier les exerdces, sadapter a I'évolution
de ss dées ; en @ sgB et a condition quon soit trés nmodeste en e qui conceme
le raisonnement déductif, il semble que ce choix est particulierement adapté aux deux
amées du cyde dobservation (6eme et 5eme), tout au noins en ce qui conceme la
cometrie

— par contre, meintenu encore 2 ans, ce choix risquerait de donner ue
inpression dexcessive gratuité ; en effet, sil Ny a pss de lien construit entre les
différents thémes étudiés, les propriétés admises e pewvent I'étre que provisoirement
et donc il en et de méne pour les propriétés dénontrées ; on risque en particu
lier de donner une vision trés anarchique de la géométrie.
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Lorsquun enfant a travaillé longtenps (plusiers amées) sr un néne
suet (les norbres, la géomdtrie, etc..) s comaEissances non seulement  S'accuL
lent mais encore eles ¢ lient les ues aux autres dans ue sorte d'organisation
inconsciente. Il serait trés optimiste (ou trés naif) de perser que cette arganisa
tion est naturellement hamonieuse et féconde. Cest au contraire une des taches
les plus importantes et les pus enthousiasmantes de I'enseignant que daider les
enfants a nettre de l'ordre dans la nese dinformation quiils  regoivent.

32 Une deuxieme option consiste a chercher & aganiser entre elles toutes
les propriétés admises au dénontrées. Méme § on e = pose s e questions
metaphysiques s le systeme daxiomes dasis il sagt bien, come le disait le
programme de 1971, délaborer ure éritable théorie.

Voici quelques difficultés de cette voie

— les propriétés «admses» doivent étre «acoeptablesy par les déeves ;

— il re faut pss que les axiomes apparaissert conmre destinés a renplacer
toute dénonstration difficile, car on retrouverait alars la gratuité dénoncée plus haut ;

— l'attention portée a la construction de la théorie fait souvent négliger
les aures activités ;

— la réoessité dorganiser totalement les propriétés conduit a produire un
discours inadgpté aux dees. Par exenple, sos prétexte de construire ZZ, on symg
trise le monoide (IN,+) sas = préoccuper de la capacité délees de 12 as a
manipuler un ensenble infini densenbles  infinis.

— il y a ue difficulté a fare comprendre aux deves, a chaque étape,
que la théorie déja construite est insuffisante et en quol la nouvelle étape l'enrichit.

Trés curieuseent, cette option qui est parfois violemment combattue en @&
qui conceme la géométrie, est implicitement admise par beaucoup pour l'algébre méme
d on re prononce pes le mot axiome.

Le prograntre de 1971 incitait fortement a choisir cette option. Cela a parfois
conduit a des constructions facheuses. Rappelons par exenple les difficultés  apportées
par lintroduction des réds par les sutes décireles illimitées. Dans ce cadre, on a
mémre essae de démontrer que IR et muni dune addition et dune multiplication en
additionnant et en multipliant des encadrerments !

Cela a entrainé les dégits que I'on sait car il nest pes raisonnable de
vouloir présenter un réed comme la limite d'une suite dos que, méne dans ue
dase de premiére ou de terminale, la notion de limite et trés difficile a assimiler.

En ¢ qu concame la géométrie, rappelons ass pour ménoire la définition
des droites qui a méne fait la joie du Camard encheing, et la littérature étonnante qui
a éte écrite ar les ages

3.3 Ure troisiéme option, et cest celle dont nous sonmres partisans et que nous
aons choisie por @& livie, et ue sote de nmoyen terme entre les deux précédentes.
Dune part, on Sefforcera dorganiser ue partie des propriétés étudiées dans
@ que, pour sinplifier, nous continuerons a appeler une théorie.
Parallélement, un certain nombre de questions seront abordées dans  I'espit
de la premiére option.
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Ainsi, certains des objets nmethémetiques étudiés garderont leur statut premier
d'objets doservables ; dautres, au contraire, verront leur statut évoluer dans le sas que
nous avors expliqué plus haut, dans la mesure ou ces objets viendront prendre leur
place das le norceau de théorie construit.

Cette nmeniere de procéder nous semble pouvoir sappliquer également a l'algebre
et a la géonétrie.

Cela pose évidemment un certain nombre de questions. Par exenple :

— les propriétés admises ou démontrées dans la théorie peuvent étre utilisées
méme dans I'étude d'un theme isdé ;

—le choix de e qui entrera dans la théorie et de ce qui restera en dehors
re peut étre totalement arbitraire pour des raisons de cohérence, neis évidemment plu-
deurs choix sont possibles ; nous en avos fait un pour ce livre ;

—le moment o0 sera abordé tel ou tel theme d'étude sur les deux amées de
déme et 3ome nest pes non plus arbitraire ;

— la construction de la théorie a pour objet :

* en géonétrie, dorganiser erntre dles les principales propriétés du plan
euclidien,

* en dgdre doganiser entre dles les principales propriétés des nombres,
et ced e la facon la plus sinple possible

II faut donc garder conme themes d'étude isdés tout e qui et aooessare
et conduit a ue théorie compliquée.

Cette fagon de procéder nous pardit présenter les avantages des deux précé
dentes en éliminant les principaux incomvénients. En particulier, €elle permettra au
meitre de Sadgpter a la situation spédfique de s dase sas que = céent des dis
torsions trop grandes dune dase a l'autre. Dans I'état actuel de I'enseignement dams
le premier cyde, ces distorsions re nous peraisset pes souhaitables.

Notons erfin que la rédaction de l'actuel programme autorise le choix de
cette option.

IV - NOS OBIECTIFS.

I et pus facile meintenant dexposer les objectifs que Nous avons  poursuivis
en éaivant e livie

41 Ecrire un livre dans le cadre du programme officiel.

Ce livve contient donc intégralement toutes les rubriques du programme.
Ben entendu, nous les avons librement  ordonnées.

Nous navons abordé aucune notion qui ne soit explicitement au  prograne
a l'exception dune sede, la notion de groupe

Encore re sagtil pes la dune véritable adjonction : nous navons évidem
ment pes fait ue étude théorique de cette notion. Simplement, puisoue les dees
Vot rencontrer un certain nombre de groupes pendant s aées de deme et 3aTe,
nous aos tenu a dire @ que Cétait, a rapprocher ainsl des situations  conparables
et a montrer par exenple quon £ pose le mée type de questions dans (27 +),
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dans (®*,X) ou dans le groupe des translations.

Entre autres choses, cela nous a paru utile pour donner un premier éclairage
sur les équations.

Nous savons que «l'activité mathématigue demande beaucoup de temps
(appréhension, réflexion, maturation, recherche, essai, mise au point) et que contraire-
ment aux idées recues, elle demande une pratique expérimentale» (1). Aussi nous
pensons qu'il sera, une nouvelle fois, impossible d'étudier tout le programme proposé

d'une facon approfondie, efficace et profitable a tous les éléves. Cependant, nous

avons voulu laisser a chaque enseignant la responsabilité de faire ses propres choix

en fonction de sa classe. Ce sera a Ilui de déterminer les parties du programme qu'il
veut traiter de facon détaillée et celles qu'il abordera plus rapidement.

Aussi avons-nous traité tous les chapitres avec le méme sérieux. Tout au
plus nous sommes-nous permis d'étre un peu plus brefs sur «équations, inéquations,
calculs approchés» nous proposant de reprendre ces questions plus en détail dans le

manuel de 3éme.

4.2 Favoriser au maximum les différentes étapes de l'activité mathématique.

Pour cela, nous avons donc

— fait appel aussi souvent que possible aux connaissances antérieures des
éléves ;

— fourni de trés nombreuses occasions d'observations, de dessins et de
manipulations et de raisonnement sur ces observations aussi bien en algébre qu'en
géométrie ;

— donné aux éléves des occasions nombreuses de réflexion sur les écritures
et le langage mathématique ; nous avons en particulier beaucoup insist¢ sur le manie-
ment des lettres muettes ;

— essayé de familiariser progressivement les éléves au raisonnement en four-
nissant de nombreux exemples et des exercices traités et en les faisant réfléchir sur
ce qu'ils faisaient, en particulier, sur la quantification des énoncés.

Nous avons également marqué le plus clairement possible les différents
niveaux ou on se plagait pour conduire une étude, depuis le niveau de [|'observation
jusqu'a celui de la théorie, et par conséquent essayé de préciser le statut des objets
étudiés.

Pour bien insister sur ces différences, nous avons imprimé en bleu ce qui concer-
nait Il'observation et en noir ce qui concernait la théorie. Cette fagcon de faire a
I'avantage de visualiser ce que nous voulions distinguer ; elle a l'inconvénient d'étre
un peu schématigue et de gommer les étapes intermédiaires. Par exemple, lorsqu'on
parle d'une droite matérielle graduée par IR, on n'est déja plus au niveau de I'obser-
vation, mais on n'étudie pas encore un sous-ensemble du plan mathématique.

Enfin, nous avons voulu donner aux éleves des moyens pour faire fonction-
ner au fur et a mesure les nouvelles notions étudiées ; pour cela, nous avons
incorporé au déroulement du discours de trés nombreux exercices d'applications.

(1) Pierre. Julien répondant en mars 1976 a une interview de la revue VEducation, en qualité de

président de I’Assemblée des Directeurs d'IREM.
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4.3 Ecire un texte lisble par les dées

Un des reproches les plus fréquents que les enseignants font a certains livies de
dase Cest que les déves re peuvent pes les lire. Nous avons beaucoup travaillé sur e
probleme et nous avons la faiblesse de penser que notre livre ne néritera pes ce reproche
et que, le pus souvent, les deves pourront lire eux-mémes les textes proposss.

Cela n'enpéchera évidemment pes que cartains déves pourront étre, a un
moment donné, arrétés par tel mot ou expression, ou par telle tournure de phrase

Cela re signifie pes non pus quiils sauront répondre a toutes les questions
postes ou quils comprendront saus le but de la démarche proposée.

Aussi, das e probleme de la lecture du livre, le rble du maitre reste
prééminent. Nous souhaitons que das ce domeine asd l'aide apportée soit la plus
individualisée possible.

Nous avons fait un wsage nodéré du langege ensenbliste, re ['utilisant
que lorsguiil permettait une neilleure conpréhension et nous Navons pes suUpprimé
le langege traditionnel de la géométrie.

De méme, nous avons essayes déviter les écritures symboliques trop lourdes.

Nous avons proscrit les symboles logiques V, J, = et <=, et nos avos
essaye .dutiliser convenablement, cest-a-dire comme des vabes, les synboles = et <.

Enfin, nous avos essy@ dutiliser ass rarement que possible  I'équivalence
(@ et seulement d), car on sait bien que cest un concept difficilement compréhen
sble par les déss

Cependant, nous re confondons pes du tout formalisme et rigueur. S nous
aos évté ue formalisation excessive, nous avons essye d'étre ass rigoureux Que
possible, ass bien das la démarche (distinction daire entre ce qui est démontré
et e qui re lest pps — conduite d'un raisonnenent — etc..) que dans l'enploi du
langege:

Dans ce domaine, nous avas tenté de fixer avec prédsion le sas des
nmots enployes en expliquant ce sens en donnant l'origine du mot  (isométrie) en
rappelant éventuellement ler usage courant (paralléle, triangle, ..) et asd en re
nous permettant aucune entorse par rapport au s converu (égalité par exenple).

Nous sommes en effet persuadés quiun langage fluctuant, peu précis, est
un handicap supplémentaire pour ce qu'on appelle habituellement «es enfants défa-
vorisés», et que par opposition, l'emploi d'un langege rigoureux est une attitude non
Slective. Qu'on nous entende bien : il ne Sagt évidenment pes de réprimer le
langege employé par les déeves ; bien au contraire : ue des taches d'un emseignant
et dessayer de comprendre comment fonctionne lintelligence de ss éaes a travers
le langege écrit ou parlé quils enploient. Mais une autre tache, tout ass importante,
et de lewr donner les noyens de comprendre le discours quion tient devant eux,
dou la réoessitt dun langege préds (ce qui re signifie pes précieux).

4.4 Permettre ['utilisation de méthodes pédagogiques variées.

II et bien dar quun texte écrit induit une méthode. Mais nous avaos
fait en sote que cette méthode ne soit pes nécessairement la méme pour les



exercices de manipulations, les exercices de motivation, I'utilisation de propriétés
connues, ['établissement de nouveaux concepts, les exercices d'application.

Suivant les pessages du livre, voici plusieurs méthodes possibles :

— travail de préparation individuel a la maison,

— travail individuel en dasse

— travail de groupe,

— travail collectif en dasse pour organiser une recherche, pour regrouper
des observations.

— débat en dase sur ce qu'on vient de faire et les suites quon peut
en attendre,

— travail collectif guidé par le maitre (avec utilisation du tableau) par
exemple pour la construction d'un raisonnement,

— explications données par le maitre, en particulier avant que les ééves
re lisent un nouveau chapitre.

— etc...

On voit cependant que ce livre nlincite guére a ce qu'on convient dappeler
le cours magistral, et quau contraire il privilégie les méthodes qui rendent les éeves
actifs, ou ils apprennent avec leur neins autant quavec leur téte, ou ils participent
a l'organisation de leurs connaissances plutdt que dapprendre des recettes et ou la
restitution «par coaur» d'un texte mathématique n'est pes le critere essentiel du con
tréle des connaissances.

V - PRESENTATION DU LIVRE.

51 Le livve contient 8 chapitres.

L Ecritures et langege )]
DP Points et droites ®)
D Décimauix ()]
™ Transformations matérielles ©)]
Q Les nonbres rationnels )
TR Translations (©)
R Les nombres réds )

SR Symétrie centrale et repérage (5
GCes chapitres, plus ou moins longs, sont divisés en 40 sous-chapitres (nombres
entre parenthéses).
Les chapitres désignés par une seule lettre S'intéressent plus a des activités
numeriques ; ceux qui sont désignés par deux lettres a des activités géométriques.
52 Nous avons indiqué plus haut le sens des textes noirs et des textes bleus.

Les nots nouveaux et les expressions nouvelles sont imprimés en mejuscules,
et repris dans l'index terminologique en fin de livre.
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Les propriétés importantes sont sigeElées en nage par
Les symboles sot sigHés en marge par

5.3 Puisguobsenetions et menipulations sont des moments essertiedls de  I'activité
methémetique, il fallait Sen donner les noyens. Cest pourquoi nous avos fourni des
feuilles anexes de manipulations sur lesquelles on peut dessiner, écrire, qu'on peut
plier ou découper et qui seront donc consonmees en cours dannée.

II était donc inpossible de les lier au livve, qui lui doit durer plusieurs
amées.

Les déves seront donc aerés a les acheter (et nous le regrettons) conmre
ils achétent leus autres outils de dessin, regle, équerre, etc...

54 A la fin de six des huit chapitres quelques peges bordées de bleu, sas
le titre «Faisons le point», regroupent les idées principales du chapitre.

Nous n'en avos pes doné a la fin des chapitres L et D ; pour le
premier parce quil n'était pes question de fomdliser les problemes de langue et
de logigue abordés ; et pour le chapitre D, dune part parce quiil sagssait d'un
domaine dfja connu des deves et de l'autre pour re pes répéter inutilement des
résultats qui = trouvent das la synthése du chapitre R, qui et un pau la syn
thése générale dalgebre.

Nous avos ms sas le titre «Un peu dhistoire» une note historique sur
un mathématicien que nous avos cherché a situer dans son époque en donnant des
points de références aocessibles aux déeves Nous avos voulu que cess mathémeticiens
soient de nationalités et dépogues différentes.

55 Aprés cheque chapitre, nous avons fourni un nonbre relativement  important

dexercices qui viennent Sagjouter a ceux qui figurent dgja dans le chapitre.

Dans ure tres lage nesure, nous les avons dast approximativement dans
l'ordre dintroduction des notions, surtout en o2 qui concame les exercices «techniques.

Par contre, nous avos refus tout dasseent par ordre de difficultés
aossates, un tel dassarent étant pes trop subjectif.

Enfin nous avons wvoulu, sr quelgues exenples, expliquer aux éeves conmmrent
on peut sy prendre pour traiter un probléeme.

56 Le diagramme ci-contre donne
l'ordre d'enchainement des chapitres. On
peut donc faire de la géometrie d&s le
début de l'année.

Cet organigramme appelle plu-
deurs remerques.

* Les sousdwepitres L1, L2 et
L3 sot ue premeére réflexion s les
écritures  methémetiques, I'emploi de lettres
muettes et le raisonnement.
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Quant au souschapitre L4, il et en plus, ure premiere réflexion sur le probleme
des équations.

Le chapitre L re sintégre pes a proprement parler dans une progression
On nlest donc pes obligé de le traiter dun sad tenant d&s le début de l'année. |l
nous parait cependant néoessaire de . pes trop  attendre.

Par contre, les exerdices proposés a la fin de ce chapitre peuvent étre
utlisss a nimporte quel moment de l'année.

* Le chapitre D et en quelque sorte ure révision de e qui a éeé fait
en 6eme et en 5eme. Le tenmps a lu comsacrer peut donc étre extrémement variable
dure dase a lautre. Il est méne possible que pour certaines dasses e que nous
aons propose id soit  insuffisant.

* En ce qui conceme l'algebre, l'ordre des chapitres nest évidemment pes
modifiable : D -—--* Q —» R

* Pour la géométrie, notons que le chapitre SR peut étre commmencé ks
quon a traité R2

Voici un organigramme plus préds des 20 souschapitres de géométrie.

fDPI"
X
(TMLi " TV Xdpl) "tMi1 <V
-, N\
X me  TTR2, XTRj; Py X R
(TRA VD5 \Ai)>T7sR4:
(305 T——— ("SR3)

CSH5;

Le cadre plein indique un souschapitre essertiellemrent théorique et le cadre
pointillé indique un saus chapitre manipulatoire.

Ges organigranmres et ces remarques vous aideront, nous l'esp@rons, a faire les
choix inposés par le manque de temps, en fonction de votre dasse

Dans ce domeine, on peut bien entendu

— e pes demander aux deves de faire tous les exercices proposés a
l'intérieur d'un chapitre.
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— sauter telle ou telle partie d'un sous-chapitre,

— donner cartaines parties methématiques a préparer a la meison, et =
contenter den faire une synthese en dasse ;

— traiter sas forme de travail collectif en dasse telle partie que nous
aos proposée come travail de recherche  individuelle.

57 Das le live du maitre, nous avons wvoulu indiquer quels sont les choix
pédagogiques et methématiques que nous avors faits ; on les trouvera explicités dams
les commentaires généraux et sil y a lieu, das les compléments mathémetiques. Les
conmentaires de détail insistert en particulier sur les problemes de raisonnement qui
peuvent = poser aux déeves, et indiquent lorsque l'on pese de quelques abservations
a ure proprieté gengrale.

Lorsquune question nous senblait risquer de faire perdre du tenps au

VI - EN GUISE DE CONCLUSION.

En rédigeant cet ouvrage, nous avas cherché a fournir UN OUTIL DE TRAVAIL
POUR LE GROUPE CLASSE, MAITRE ET ELEVE ; outil de travail le plus possibe
modulable et modifiable suivart les dasses et suivart le noment de la dasse

Dans la situation actuelle, il e nous a pes paru raisonnable daller au dela ;
Meis peut-étre avonshous écrit une sorte douwrage de transition pour une autre
organisation du temps socolaire.

Nous souhaitons en tous cas que, pour le moment, il permette une approche
active de la mathématique de 4éme car nous croyons que :

«'enfant nest pes naturellement inattentif... Un enfant qui comprend les objectifs
dun gpprentissage, qui peut les lier a s vie persorelle, est prét a accepter de
gads efforts. 1| et naturellement désireux d'apprendre, il a une curiosité innée,
insasiable, il et toujours en alerte. Une force considérable le pousse a explorer,
découvrir apprendre. Siil nen est pes ainsi, cest quil Sennuie, et lorsquiil S'emnuie,
Ccest sowent que les opérations qu'on lu propose sot dénuées de toute signification.

Cest l'ennui qui éaase, décourage, dégolte l'enfant, et non l'effort. La difficulté
e l'effort est grandement réduite par la curicsité intellectuellex.(1)

Bien entendu, toutes les remerques, critiques, propositions que vous voudrez bien
mnous faire seront les bieverues. Hies sintégreront dans la recherche de I'IREM de
Grenoble et seront donc utiles a l'ensermble des odllegues. Hiles permettront auss,
bien slr, ure amélioration et pourquoi pes, un noweau pes en avat las dune
éventuelle  réédition.

(1) BExrait dure tramsaiption dure aoférence prooncée par Batrad Sdwartz au Missachossdtts
Institute of Tedhdlogy en odtdare 1975,



COMMENTAIRES DU CHAPITRE L

Ecritures et langage

I - COMMENTAIRES GENERAUX.

11 Dans ce chapitre, nous cherchons essentiellement a faire réfléchir sur le sym-
bolisme mathématique, et a donner une idée de la notion d'opération.

Bien entendu, quand les éléves arrivent en 4éme, ils ont déja écrit des mathé-
matiques, en utilisant le symbolisme usuel ; mais bien souvent ils le manient maladroite-
ment et sans en comprendre la portée.

Il n'était pas question de donner une théorie du symbolisme mathématique.
Mais a l'inverse nous n'avons pas voulu ['utiliser sans en parler : en effet il n'est pas
sir que la lecture et la répétition de formules correctes suffisent pour que tous les
éleves puissent se constituer une grammaire convenable, méme implicite.

Nous avons donc consacré quelques pages a la réflexion sur le symbolisme,
en insistant particulierement sur l'usage des lettres : l'expérience montre la difficulté
qu'ont les éleves a comprendre ce que peut signifier une lettre dans une formule. Ce
probleme est fortement li¢ a celui des démonstrations, car de trés nombreux théorémes
énoncent une propriété universelle, et il faut bien finir par comprendre ce que signifie,
par exemple, «quels que soient les réels a, b et ¢, s a<b alors a+c < b+ o»

Les démonstrations soulévent évidemment d'autres questions. Nous n'en avons
abordé que quelques unes dans ce premier chapitre ; l'une au moins mérite d'étre
signalée : a quoi servent-elles ?

L'algébre, et la géométrie, font constamment intervenir des lois (ou opérations).
Nous avons pensé faire faire finalement une économie en insistant sur les lois de groupe
sans exposer le moins du monde une théorie des groupes, nous en avons indiqué les
propriétés qui seront constamment utilisées par la suite.

Naturellement, les thémes de ce chapitre seront repris tout au long du livre.

Signalons enfin que, pour ne pas augmenter les difficultés de ce premier
chapitre, nous n'y avons proposé que des calculs portant sur des nombres positifs.

1.2 Dans L1, nous proposons de réviser lI'utilisation des parenthéses et les conven-
tions de priorité. En effet force est de constater que les chances pour qu'un éléve qui



- 24 -

entre en 4éme coraise parfaiterent le sas dune écriture telle que «5 + 3X7» sont
tres faibles.

L'deve a générdemrent oublié les converions de priorité et caladle das l'ordre de
e a droite, (sauf peutétre s on lu demende de calcder 95X 12-12 ).

13 Das L2, nos redsas a l'occasion dactivités numériques les propriétés de
l'addition et de la multiplication des décimaux. Nous avons volontairement donné a
leqression de as propriétés une forme qui peut parditre un peu lourde neis qui a
lavatage de re pes étre fomelisée.

14 Das L3, nos aos essae déoire autrement Gss mEmes propriétés pour
expliquer l'intérét et le fonctionnement des lettres muettes. Comme oda et trés difficile
mus l'avos fait ue fois aec des lettres, ue fois aec des boftes. Chaque fois que la
nfoessité sen fera sentir nos insisteros s @ problene dans la suite.

Il est tres difficile de faire acoepter per les deves lidée qu'un certain nombre
ce Vérifications re suffit pes pour ére Sr de la générdité dune propriéte. Et losque
lidke et acoeptée, encore faut-il savar dérmontrer.

Les exerdoes que NOB proposos id e sont quiune premiere approche de oss
difficultés ; nos re prétendons pes que oda soit suffisant

15 Le sousdweptre L4 intitulé horloge Sinsait das le cade de la réflexdon pré
cdderte ar le raisomement et s l'usage des lettres. Ge nest pes a proprement perler
ue étude sr la notion de goupe ; a partir de I'obsenation dune horoge on montre
conmrent on peut définir une opération, que Mous avons notée © |, e une opération
Qe ns aos noée ® |, das l'esarble des nomres du cadran On remarque Qe
(H©) et un groupe, et qe (H®) nen et ps un On fait a e prgoos ue
premiere gpproche des équations @ on étudie une nméthode de résolution pour ue éguer
tion dans H du type x © b=a Cette étude, aind que les contreexermples foumnis
par (H, ® pour les équetions de la fomme x ® b=a et la régularité, devraient renforcer
la conpréhension de s nations das I'étude des graupes qui figurent au progranme.

16 Les questios aoodées das e dhgpitre re néoessitaient pes un «Faisos e
point».

I - COMMENTAIRES DE DETAIL.

L1 - AVEC PLUSBRS PARENTHESES pece 4

Exercces. 1 5 ; 2 ; 288
2 211 ; 1485 ; 2925

IV - REQES DE PRORTE e 4
Voici des réponses a la question posée
3X7=21 (4X51 + 1=21 (9:31X7=21

(8X31-3=21  3X(@4+3=21  (9X7):3=2
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Avec les conventions de priorité on peut écrire que
4X 5 + 1=21 et 8X3-3 =21

On peut remarquer que dans une suite de multiplications et de divisions, |l
ny a pes de convention de priorité et par conséquent les parenthéses sont néoessaires.

L2 Il - FAISONS DES MULTIPLICATIONS pece 6

21 123456789 X 9= 1111 111 101
22 8547 X 13= 111 111

IV - BXERACES pece 8

41 Voici des réponses aux questions postes ; il y en a dautres.

@+2-31X4=0 1+2+3+4 =10
1X2+3-4=1 1+2X3+4 =1
1+2+3-4=2 (1+21X3+4 =13
1+2X3-4=3 1X2+3X4 =14
1+2-3+4=4 @IX2+3) X4=20

(1+21X3-4=5 1+ 2+3) X4=24
L:2X3X4=6 1X2X3X4 =24

44 100 ; 100 ; 100 ; 100 ; 100 ; 101

45 3 B 2 46 52 18 44 1 36
4 6 9 26 ' 42 08 54 3
B 1 2 16 32 48 44
216 Vs 34 3 56 02 38
S 28 54 2 46 12
18
L3 | - FAISONS DES MATHEMATIQUES DANS L'ESCALIER pece 10
11 1 4 5 6
5 8 13

On peut remarquer que le codage propose id a non seulement pour objet de
remplacer une expression longue par un symbole plus concis, NEIS que cest auss un codage
fonctionnel. Cest toujours le cas lorsquon utilise une notation avec des indices 1, 2, 3 ..

II - LETTRES ET DEMONSTRATIONS pee 1

21 Il = trouve que 3+ 7+11 est un multiple de 3, meis ce n'est évidem
ment par la démonstration précédente qui permet de l'affirmer | On voit aisément que
n et un entier naturel, n+ N+ )+ (n+2)+ N+ 3) + (n+ 4) est un multiple de 5.

1
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V - BXERACES e 4
Premiére éape dune progression sur le caleul algébrique, progression qui S‘étendra
ar l'anée entiere a travers les chapitres L, D, Q e R

M - INTUITION ET DEMONSTRATION e 14

61 Il suffit évidemment de montrer un exenple pour justifier la réponse
«nor». Nimporte quel exenple corvient puisque la somme de quatre entiers consé
cutifs nest jamaeis un multiple de 4.

62 X o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

X2 0 1 4 9 1 5 FH 49 &4 48
X+x+1Ir 7 19 B XN FJ 47 P B 89 W

Cet exercice a pour objet de faire comprendre que produire un certain
nonrbre dexenples, 9 gand soait-il, ne suffit pes pour affirmer qu'une propriété uni-
versdle et waiee On peut proposer dautres exercices du méme type, par exenple
aec 2x2 + 20.

VIl - VRAI QU FAUX e 15
1 W —2 Fax —3 Wa —4 \tai —5 Wai —6 Fax —7. Fax

L4 I - BN REGARDANT UNE HORLOGE e 16
15 A la question «Combien pensestu quiil faudrait faire de \érifications pour
en ére <r ?» une premiére réponse peut étre 123 (soit 1728). Mais on peut remar-
quer que, qels que soient a b e c ééments de H,
(120 b)oc=122© PO © ;
@®© 12 © c=a®© 12© 0 ;
@© b © 12=a0® b© 12

Cette remarque ranere le nombre de \érifications a 113 (soit 1331). La com
mutativitt permet encore de réduire ce nombre.

16 Nous avons wvoulu rédiger complétement le raisonnement a cause des diffi-
altés quiil comporte quant a l'usage des lettres ; en outre, le raisonnement par impli-
cation néoessite une \érification, que les deves confondent sowwvert avec un contrble
des cdaus. Cette réflexion sur les équations saa reprise tout au long du livie

IV - UNE AUTRE OPERATION DANS H e 2

4.4 L'élément 8 nayant pes de symetrique pour l'opération ® , (H, ® ) nest
pes un groupe. La négation dune propriété universelle étant une propriété existentielle,
il suffit de produire un exemrple. Au langege prés, cest e que nas essyos e
faire conprendre aux daes une nouvelle fois.

46 Tant quon nutilise ps de théoremes déquivalence, la transformation d'une
équation (1) en ure équation (2) permet seulerent daffirmer que toute solution de (1)
est solution de (2). Cet exemple nontre bien quiil exdste des situations ol une solution
de (2 nest pes néoessairemert ure solution de (1).



Il - EXERCICES ET PROBLEMES
31 Commentaires généraux ; dassement des exercices.

les numéros 1 a 4 sot des eadoss su le parenthésage.

Das les numeros 5 a 10, on uilise les reges de priorité.

les numeres 11 et 12 et les numéros 14 a 23 sot des exerdoss Al
lon utlise les propriétés de l'addition et de la multiplication dans ID Les nombreux
e@does ce cdad mental qui figurent pamm oss ex|dces pourtont ére domnés en dasse

Le nuréro 13 indgue ue autre méthode que codle uiliste en [L2, page 5
pour cadader la sonme des n premies matuds non nus (N désige un naturedl SUpPé
rier a 2.

Le nuréro 24 indgue ue nmethode astudeuse pour cadader la sonme des
n premes nauds inpars (N désige un naturd supérier a 2).

les nuréros 25 a 28 et le nuréro 32 sont des exerdoes faisant intervenir
s «figues megques». Ges exerdoes re sot pes tous é&vidents. lls re doivert pes
apparditre aux deves comme des jeux de devinette, neis pewvent au contraire leur
dorer l'occasion ce raisomer et doganiser ler recherce

Le numéro 29 repred I'exercice étudié en [L2, paragraphe V, pace 9],
mes en partant dur) nombore de quatre chiffres au lieu dun norbre de trois chiffres.

Das les numéros 30 et 31 appardit la sute de Fboacd e deaun de
(S exadoss peut conpléter I'exerdice éudié en [L3, paragraphe 1.1, pege 10].

Les nuréros 33 a 37 sot des exardoess de caad agearique

Les nureres 38 a 41 sot des exadoss ar les gpdrations dans un ensandle

e ar les goyes
3.2 Commentaires particuliers ; réponses.
Yi3)

x5! 3dis 944 bgte
AT A - ++ ++ +H—
aXe:2=3 2+5-6=1

-++ ++ +H— i | h—
7X9:4=14 3+7- 1=9

16 38 10 8 2 13

26 27 1l y a ue sade solution, aux symétries

526 35 44 et rotations pres

4732 17 14 8 1 6

2 11 5 2 3 5 7

B 48 = 4 9 2
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II'y a quatre sdutios aux Symétries et rotations pes

© —© —©
hauter de la tour 1 2 3 4 5

nonres ce tous 2 3 5 8 13

Soit n un naturel. Notons tn le nomore ce tours e hauter n

Soit n un raturel sypdrier a 2

Pour construire ure tour de hauter n, on peut conTrencer par poser un adce blanc ou un ade nar.
S le premier ade po et blanc, le ssood cue powvant étre blanc ou noir, le prodlére revient a

construire aul cessus du prenier aube ure tour de hauter n-1.

3l

S le premier ade post et noir, le seood aube et néoessaireent blanc,
Gss deux adoss éant posts le pradléme revient & construire ure tour de hauteur n- 2

n 1 2 3 4 5 6

mm'ecbmée)%endmreda'ge 1 5 3 5 8 13
Soit n un naturd. Notons Pn le nontre de paveges possides pour un redange 2X n
Soit n un returel supdierr a 2 Pour paver un redtangle 2X n, on peut conmrenoer & gaude
—sot par un rectangle 2X1 placé verticalement,
—sat par deux redages 2 X 1 dacés horizontalement.
S l'on comrence ce la premiere fagon, il reste a paver un redange 2X(n-1).
S l'on comrence de la seooncke fagon, il reste & paver un redange 2X(n-2).
Donc Pn= Pn-1 + pn-2:

OIH Z b[3 J/ — (T

II'y a dautres sdutians. Gependant, pour le schéma numéro 1, dheoun des nahres 1 et 5 doit

nécessairerent étre placé dars 'une dess aasss a au b Pour e sdéma nunéro 2, deaun des nonres
3 et 4 doit néoessairerent ére pacé das 'ue dss s a au b Enfin, pour le schéma numéro 3,
deaun des narhres 1 et 8 doit nécessairenert étre pdacé das 'ue ds s a au b

38 Por les triplets (x, y, 2 de norhres proposés, (1 y)i z=x1(yl2).

Meis I'opération i nest pes assodative car, par exenple, (112)1371 1(213).
Il sagt, id encore, du prablene de la quantification : le fait qe (xiy) 1z = xi (yiz) pour quelques

triplets (%, y, 2) déléments ce ID re pamet pes daffimer que I'opération 1 est assoddive



COMMENTAIRES DU CHAPITRE DP

Droites et points

I - COMMENTAIRES GENERAUX.

11 Dans DP1 et DP2, nous avons poursuivi trois objectifs
a) donner l'occasion aux éléves d'utiliser des instruments traditionnels de dessin
régle, régle graduée, crayon, équerre, compas.
b) leur montrer des situations géométriques : alignements de points, positions
relatives de droites, lien entre distance et orthogonalité,

Nous n'avons pas cherché a privilégier les situations qui préparent l'introduction
des axiomes que nous avons choisis : de telles situations nous ont paru assez peu moti-
vantes. Au contraire, nous avons voulu montrer des dessins plus spectaculaires, susceptibles
d'éveiller la curiosité des éleves.

Nous souhaitons surtout les familiariser avec les figures géométriques ; nous
espérons ainsi diminuer les difficultés dans ce domaine au moment ou ils aborderont
la résolution des problemes. C'est pourquoi, notamment, nous avons pris soin de décrire

certaines figures.
c) enfin, nous avons voulu commencer a faire sentir la nécessité d'une modé-

lisation de la géométrie matérielle. Pour cela,

— nous avons donné a constater des résultats imprévisibles,

— nous avons essayé de montrer comment la connaissance de certaines
propriétés permet d'en DEMONTRER d'autres.

Cette démarche nous a également permis de donner a nouveau une idée de ce
qu'est une démonstration.

1.2 Il était alors possible de parler de plan mathématique, et donc de donner
les premiers axiomes de la théorie (DP3).
Nous avons tenu a les exprimer dans le langage le plus simple et le moins
solennel possible. I nous semble d'ailleurs évident qu'on ne peut demander a un éléve
d'apprendre par cceur de tels énoncés.

Les axiomes vont donc apparaitre comme des propriétés simples qu'on
accepte sans démonstration et qui servent a démontrer d'autres propriétés. Pour les
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dees vont commencer a £ dégager deux géométries

— une géométrie o on = contente de faire des constatations,

— ue géométrie ol on peut faire des démonstrations.

Cette idke nest pes sinple Ge nest gquau fur et & nmesue que le cours
aancera en 4eme et 3éme que pourront £ dégeger les reges du jeu

— toute adbsenvation dans un plan matériel qui Nest pes décrite par un
axiome doit pouvoir étre justifiée par la démonstration d'une propriété dans la théorie ;

— la théorie nmethématique ainsl élaborée doit pouvoir étre illustrée par des
cessis (sos résene de quelques conventions pour tracer ces dessirs).

I nest pes question dexpliquer id aux ééwes que les quatre axiomes
proposss das DP3 re sont pes suffisants pour construire une théorie rendant conpte
de la géometrie physique. lls découvriront cette insuffisance petit a petit : ce sa le
moment d'introduire de nouveaux axiomes.

Pour le moment, nous navons utilisé oss axiomes que pour étudier le paral-
ldlisTe [DP3] et les prgections [DPA4].

I et encore noins question de discuter de la cohérence de e choix
daxiomes, ou dindiquer les raisons qui ont guidé ce choix.

Dautre part, pour l'ensenble de la géométrie de 4éme et de 3eme, mos
aos dos le systere daxiomes qui tout en étant cohérent, nous a paru le plus
commode pédagogiquement. De ce fait, nous navons pes choisi un nombre  minimum
daxiomes. Ic par exemple, le choix du quatrieme axiome : «toute droite du plan
appartient a ure direction et appartient a une saue direction» n'était pes Nécessaire.
I a cependant l'avartage d'éviter une démonstration peu corvaincante swr la relation
«. est pardldes a ..».

13 Nous avons regroupé dans DP5 quelques observations concermant la distance
et l'orthogonalité, en particulier des observations sur la compatibilité du parallélisme et
de l'orthogonalité.

Pour le moment, la distance de deux points est un norbre décimal quon
lit sr ue rege gradée, et il ne saurait étre question de parler de distance dans
la théorie tant qu'on na pes introduit IR

Nous aurions pu cependant parler de directions mathémetiques orthogorales.
Nous navons pes voulu le faire ; nous préférions en effet introduire simultanément
dans la théorie distance et orthogonalité, pour mieux faire comprendre comrbien elles
sot liékes Nous re le ferons que das le liie de 3éme

I - COMMENTAIRES DE DETAIL.

DP1 | - DES MOTS pece 3L
Les questions posfes admettent de multiples réponses
11 PLAN : feuille de papier, mur, table, surface dune eau au repos, etc..

12 DROITE : aréte dun paralélépipede rectangle comme par exenple le bord
de la table, trait le log d'une rége, aréte dun outil tranchant, fil & plonb, etc..
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1.3 POINT : trace d'un crayon bien taillé, intersection de deux lignes, coin

de la classe, etc...

Toutes ces réponses et bien d'autres sont évidemment acceptables : celles
qui sont privilégiées ensuite ne le sont que pour des raisons de commodité.

Il - DES INSTRUMENTS POUR DESSINER page 31
ET ENCORE DU VOCABULAIRE

2.1 Les trois dessins proposés dans la remarque représentent évidemment une
droite. Il y a lieu cependant de faire remarquer l'inconvénient de la deuxiéme représen-
tation qui est aussi celle du segment CD. Pour la troisieme, une régle est nécessaire
pour s'assurer que le dessin est bien une représentation de la droite EF.

DP2 I - OU ON CONTINUE A DESSINER ET A OBSERVER page 38
11 Il est possible que certains éléves ne distinguent pas facilement en qugi
1.2 ces deux manipulations sont différentes et ils demanderont peut-étre
«pourquoi on fait deux fois la méme chose ?» Il peut donc étre nécessaire de s'y
attarder.

1.5 Nous avons préféré donner la figure sur une feuille de manipulation de
fagcon que sur les dessins des éléves, les points M, N et P existent et se trouvent
sur la feuille de papier. Bien entendu, la propriété peut s'observer sur d'autres confi-

gurations et il peut étre intéressant de laisser les éléves disposer droites et points
comme ils I'entendent. L'exercice sera incontestablement plus long, mais il permettra
une discussion fructueuse : parallélisme, droites qui se coupent a I'extérieur de la*
feuille,

I - OU ON ESSAIE AUSSI DE FAIRE DES DEMONSTRATIONS page 40

2.3 On remarquera que dans la rédaction des raisonnements proposeés,
nous avons fait une phrase pour chaque propriété utilisée, et que nous sommes
allés a la ligne aprés chaque phrase. Cette maniére de procéder peut peut-étre aider
les éleves a écrire des rédactions claires.

2.4 On peut penser que certains éléves compteront 4 droites passant par
A, C, D et E. D'autres au contraire, ne compteront que celles qu'ils n‘ont pas encore
comptées, respectivement 3, 2, 1 et 0. La comparaison de ces deux méthodes, correctes
I'une et l'autre, est l'occasion d'une discussion dans la classe.

DP4 | - DESSINONS page 50
Ce paragraphe a pour but de faire découvrir (par le dessin) qu'on peut
faire une application d'une droite sur une droite.
Nous avons proposé deux cas de figures ; on peut évidemment en proposer
d'autres comme par exemple les cas ou a et b sont paralléles, et ou a et b sont

orthogonales.



-3

13 Ce paragrape permrettra peut-étre de comprendre que e sont des
ensentles non finis quon veut mettre en relation. Cette idée risgue d'étre nownelle
pour beaucoup déleves. Il saa donc probablement néoessare de Sy attarder.

I - DEANTION DUNE PRQIECTION e 5L

22 Nous axas profité de cet exenple pour faire réfléchir une nowelle
fos sr lusage des lettres muettes et ar le langege methématique.
Ce paragraphe et ass l'occasion de faire revoir le vocabulaire concer-
nant les applications.

- PROPREIES e 2
31 Les notions dapplication rédproque d'une application et de bijection
re sot certainement pes aoguises en début de 4éme. Cest pourquoi nous avors
conduit ce paragraphe le plus lentement possible.
I est tout & fait inutile de parder id dinjection et de surjection
Gss nations re sont dailleurs pes au programme.

IV - BXERACES e 54

41 Nous avas profité de cet exenple pour expliquer
— @ quest la conposée de deux applications,
— e que sigifie que deux applications sont égdes,
— e quest l'application identique sr un ensarble.
Ges trois notions e sont pes sSinples et ce paragraphe \va donc
denmender un peu de tenps.
43 Nous aos placé en exerdice la notion de projection du plan dune
droite, privilégiant ainsi celle de projection dune droite sur une droite.
Ce choix a été notivé par les raisas suvantes
—on a de toute fagon besoin trés vite des projections droite sur
droite ;
— d on avait commencé par les prgections plan sr droites, une
projection droite sur droite apparditrait comme une restriction d'une application P—* d,
e qui est certainement ue idée difficile ;
— ar wn dessn illustrant une application P—>d, la souce et
représertée par toute la feuille de papier, cest-adire rien du tout ;
— enfin la premiére application géongétrique aind présentée et ure
bijection, ce qui facilite son abord.

DP5 I - TRIANGLE RECTANGLE e B

21 (demiére question). On demande de érifier que I'hypoténuse est le
pus log des trois cite



Il - EXERCICES ET PROBLEMES.
31 Commentaires généraux ; dassement des exercices.

Les numéros 14 a 20 sont des exarcices ce révision sur les applications
et les bijections. En ce qui concame les exerdces de géométrie, les numéros 7 et 8
sont les sads exercices qui ¢ situent dans la théorie mathématique ; ils concerment
les projections du plan sr une droite.

Les autres exerdces de géonetrie sont des exercdices dobservation (et
parfois de raisonnement) dans le plan matériel.

Les numeros 9 a 13 sot des exercices sur l'orthogonalité et pourront
étre traités gpres DPS.

3.2 Commentaires particuliers ; réponses.
5 novbre e pants 2 3 4 5 6

mntre e rigas 2 4 8 16 3
Les deves ot tendenee a péwar 3 regas por 6 parts
I sagt, id ecoe du pddene e la quantification
Léuce cbs qetre pramies as re pemret @s daffimer qe le nonre ce régas
por n pans (N dsSge wn rdud sypfier a D) et 2nl
CHeemmeianaqcrod*erthleenceMem[LSmagad*eGZm@lS]
Satnmrauelapenaraam n _pors le

mbe e rigas et 1it%ﬁ-9CA}1>ce qJ séait 1+ ng___p '---rl--ﬁb@z(---?)

6 la traséne gesion poe un prddére dagaiisation assz difficle por les dées Vod
les dfférets s e figue das le s (e quatre dates

5 rigas 8 rigas 9 rgas 10 rigas
9 riggas A (=ToTTo] s EAAATA 10 rigas 8 riggas
7 1 9 la dote AB et padlde a la daote d la o= a la gesion et M

S la date AB e la dote d sot sates il fat dosr por diredion 5 la
dredion ¢k la dote AB

2 le sl s i il ex possde e dasr ue telle diredion e le s AU les
A Be C oot diges ar ue dote Sate a d Das & s por qe f(A) =fB) = (C) il
faut dasr por dredion 6 la dredion e la date AB
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8 S les dotes a e b sot pardldes, l'ensarble des points M du plan tds qe
f(M)=g(M) et l'ensentle \ide

S les dotes a & b = coupet en un point A l'ensentle des points M du plan
tds qe f(M)=g(M) et la droite de direction 5 qui pese par A
n Losge l'dee a tracé toutes les meédiatrices, il voit apparaitre ure dlipse Ge dessin
demende un cartain N et et log a exéouer. Lintérét de l'exercice est de faire apparditre
ue ocoube par enveloppe ce droites.

14 Cat exerde pose un problere dorganisation pour les dees

Rappelons que, 9 n et p sot des raturels non nds le norbre dapplications dun
esarble a n déments das N esenble a p dénents et pn.

2 Il sagt dun probdléme de recherde que I'on poura demender de faire a la neison

Sot n un natud. Notons Tn le nombre mexinum de régos que l'on peut obtenir
aeCc n doites.

Remarquons tout dabord que le nonre meximum de réigos et ootenu lasqe les
drotes sont SBcates deux a deux sas que trois dentre dles soent concourantes. S I'on part
dure figwe aec trois droites, lorsquion trace ue quatriéme droite, quatre noweles régos
goparaissat. Donc T4=T3+4=7+4 =11 3 l'on pat d'ue figue aec quatre droites, lorsguon
trace une dnguieme droite dng nowdles riggas gopardissert. Donc Ts=T4+5= 11+ 5= 16.
Aws géngralement, s n et un maturdl non nd et 9 l'on pat dure figure aec n- 1 doites,
lorsquon trace ure e droite, N nowdles riggas goparaissert. Donc Tn= Tn_i+n.

Pour dix droites, le norbre mexinum de rggos est donc T5° 6+ 7+ 8+ 9+ 10,

Cest-adire 56. nin+ 1)
Sot n uwn ratuel. On peut démontrer gque Tn= 1+ --—-N---e

IV - COMPLEMENTS MATHEMATIQUES.

Les axiomes proposés dans [DP] ne suffisent pas pour construire une théorie
décrivant completement les plans physiques ; les exemples donnés ici (paragraphes 4.2,
4.3 et 4.4) permettront de Sen convaincre. Auparavant, remarquons que le 4eme
axiome donné dans [DP] est logiquement superflu (paragraphe 4.1) ; nous avons expli-
qué plus haut pourquoi nous l'avons cependant proposé. Pour terminer, nous examine-
rons quelques problemes de dénombrement (paragraphe 4.5).

41 Soit (P, D) un couple tel que

a) les éléments de D sont des sousensembles de P ;

b) 9 A et B sont deux éléments distincts de P, il existe un élément d de
D, et un seul, tel que A6d et BGd ;

0 9 d est un élément de D et § A est un élément de P qui nest pes
dans d, il existe un élément d; de D, et un seul, tel que A6dy et
dnd'=0 ;

d) il existe au moins un ensenble de trois éléments de P qui n'est inclus
dans aucun élément de D.

Dans ces conditions, nous dirons que (P, D) est un plan. Dans un tel cas
par la suite, nous utiliserons le langage géométrique habituel (bien entendu, il ne saurait
étre question dinfliger aux éléves la définition ci-dessus).

Supposons que (P, D) soit un plan. Montrons, par I'absurde, que le paral-
lélisme est une relation transitive sur D. Supposons donc que a b et c soient des
droites telles que a”b et bHc, et que a et c ne soient pes paralleles (rappelons que,
par définition, aHb d a=b ou § aOb=0). Soit E le point commun a a e c :
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L pse par E deux droites paralfles a b, qui sont a et c ; dles sont distinctes
puisquelles re sot pes pardléles. On obtient ainsi une contradiction avec la condition
0 ddess

La relation de paraléliste est donc transitive ; elle est en outre réflexive
(toute droite est parallele a elleméne) et symétrique (3 ue droite a est pardiéle a
ue droite b dos b et pardléle a a). Cest donc ure relation d'équivalence sur D,
qui permet de définir une partition de D. Donc chague droite appartient & une seue
direction, et ;@ que nous avos proposé comme 4éne axiome aurait pu étre  démontré
a partir des trois premiers.

42 Soit A, B C et D quatre objets distincts (par exenple 1, 2, 3 et 4,
ou encore IN 7Z, 0 et IR. Notons Q lensemble {A, B, C, D} et E l'ensemble des
parties & 2 éléments de Q ; autrement dit, E = {{A B, {A G, {A D, {B, G, {B D}, {C Dj}.
Il est facile de érifier que (Q B est un plan au sas du paragraphe 41 ; sade la
condition @ demande un peu de patience pour étre wérifiéee 9 l'on souhaite faire un
raisonnement exhaustif : il y a 6 droites, et pour chagque droite il y a deux points
qui e sot pes sur dle. Ge plan a 3 directions, qui sot {{A, B}, {C, D}}

{{A. G {B D)}, et {{A D} {BC}

Indiquons, a titre de curiosité, que 9§ p et un norbre premer et g
nGIN*, il edste des plas dont toutes les droites ont pn éléments ; nous avas
décrit d-dessus un exenple ou p=2 et n=1. A lheure actuelle, on ignore Sil
existe des plans dont les droites ont un nonbre fini d'éléments qui ne sot pes de
la forme pn aec les conditions d-desss

4.3 Notons Aj, A2 et A3 les sousesarbles de IR2 ansi définis.

a Par définition, ure partie S de IR2 appartient a Al sil existe un réd
c tel que S admette x=c par équation en (x,y) (8 c et un réd, la droite
déquation x=c est l'ensemble des couples (¢ y) oo yGIR).

Nous dirons par comvention que At et l'ensenble des droites verticales

ke IR

b Par définition, une partie S de IR2 appartient a A2 Sil exdste un
réed négatif ou nul a et un réd b tels que S admette y=ax+ b pour équation
en (X, y) ; nous dirons que A2 et l'ensemble des droites descendantes et des droites
horizortales de IR2.

O Par définition, une partie S de IR appartient a A3 sil existe un
réd strictement positif a et un réel b tds que 6 adnette y=ax+ b pour
équation en (x,y) ; nous dirons que A3 et l'ensenble des droites nmontantes de IR2.

I\I\S*OO_

N N Annandroite  horizontale
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Notons A Tensenble Aj UA2UA3 ; on peut remarquer que At, A2 et A3
sot disjoints. Il et bien connu, et assz fadle a démontrer, que (IR2,A) et un plan

4.4 Définissons meintenant A3 : ue patie S de IR2 appartient a A3 sil
existe un réd strictement positif a et un réd b tels que (x,y) G5 9 et seulerent s
Xx<0 e y=a+b a x>0 e y=2Z2a+b

Nous dirons que A7 est l'enserble des droites nontartes de  IR2.
Notons A' Vensemble Aj U A2 UA".

On peut Vérifier par le calcul, et des dessns permettent de = persuacer,
qe (IR,Aj et un pan

La sade difficulté cosiste a wifier que, S p p'qg e q sot des
rids tels que p<0<q e p~rq7 e 9 P=(ppO e Q= (g gy, il edste ben
un élément de A' qui contient P et Q

P= (P, p)
Q=(q qd)
La figwe d contre montre R= (2, 9) /IR
coment on peut le faire (le coefficient
directeur de la droite HQ et le double
e cdui de la droite PHR).
P

I et dar que A¥=A, & doc que les pas (IRR,A et (IR, A) sot
distincts. On peut démontrer que s deux plas sont wraiment différents ; plus
prédsament

sot (P, D et (PxDJ des pas ;

sil exdste ue bijection it de P vas ? telle que limege par ip e
toute droite du plan (P, D) soit ure droite de plan (P7 DJ,

on dit qe les pas (P, D et (P7DJ sont isomophes.

Les pas (IR2, A et (IR2,AJ re sont pes isonophes.

Remarque.  Les exermples domés en 4.3 et 44 montrent qu'en toute riguewr parler du «plan
P> ra pes de s : il peut = fare quétant donné un ensarble P, il exste deux
esenbles distincts D e D; tels que (P D) et (P, D} soet des pas @ lequd sa

«de plan P» ? Cest pourtant un abus de lagege courant, conmmode et sas grand
inconvéniernt.
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45 Soit (P D un pan

Soit A, B et C trois points non digés (il sen trowe deprés la condition
d de 41). Les drotes AB et AC sont distinctes, snon A, B et C saraient diges

Soit b la pardldle a la droite AC / b
qu psxe par B et ¢ la padide a la droite
AB qui pse par C ; les droites b et ¢ re
sot pes padldes pusque les drotes AB et AC
e le sont ps Soit D lewr point commun ; il
et distinct de A, B e C : par exenple D et
ar la droite ¢ e B ny et pes etc.. — 7b ”

Le plan a donc au moins quatre
ponts : A B C et D

Les drotes AB, AC, AD, BC, BD et CD sot distinctes : par exenple
les droites AB et CD sont distinctes car C nest pes aur la droite AB, etc...

Le plan a donc au moins gx droites.

Les directions des droites AB, AC et AD sot distinctes : le plan a au
noins trois directions.

Soit d ue droite ; sot S ue direction qui re contient ni la droite
d n la droite AB (il exdste ue telle direction, pusque le plan a au noins trois
directions). La projection de la droite AB sr d de direction 5 et ue bijection ;
donc d a a noins deux points : toutes les droites du plan ont au moins deux
paints.

Le plan donné en exenple au 4.2 a effectivement 4 points, 6 droites et
3 directions, et chacure de s droites a exactement 2 points.

Ce type de résultat parditrait farfelu a la plupart des deves @ ar les
droites qu'on dessre il y a bien plus de deux points, un plan matériel pemet de
dessiner bien plus que 6 droites, etc...

m»
m»

l'11 E m t E



COMMENTAIRES DU CHAPITRE D

Entiers et décimaux

I - COMMENTAIRES GENERAUX.

L'ensemble des décimaux a été étudié en 6éme et 5éme et nous en proposons
ici une révision.

11 Dans D1 nous reprenons la notion d'échelle réguliere graduée par 72, Dj
ou D2. Il nous parait important que les éléeves «voient» les nombres se ranger sur
une droite matérielle.

1.2 Dans D2, nous révisons l'addition et la multiplication dans ID. Il sera
sOrement nécessaire d'expliquer plus le fonctionnement de ce que nous avons appelé
la machine a multiplier pour des éléves qui n'en auraient pas eu la pratigue en 6éme
et 5éme.

1.3 Dans D3, a propos de la soustraction nous introduisons la notation XY.
C'est la [l'occasion
— de faire calculer des différences,
— de préparer I'étude des surlignés qui sera approfondie dans la suite
du cours.

Nous avons traité complétement le probleme de la différence de deux
décimaux, continuant ainsi notre réflexion sur les équations.

Nous n'avons pas donné de reégle de suppression de parenthéses précédées
du signe moins. Nous pensons qu'une telle régle est inutile et nous préférons que
I'éleve se souvienne que «soustraire un nombre, c'est ajouter son opposé». Nous avons
proposé des exercices de calcul littéral en respectant une progression qui sera poursuivie
dans les chapitres suivants.

1.4 Dans D4, a partir de la pratique antérieure des éleves, nous introduisons
la notion de quotient approché et nous faisons observer qu'il existe des couples (a ;b)
de nombres décimaux tels que la division de a par b ne tombe pas juste.

1.5 Nous n'avons pas proposé de «Faisons le point» dans ce chapitre pour
deux raisons
— il s'agit essentiellement d'un chapitre de révision ;
— nous avons récapitulé les propriété des ensembles de nombre dans
«Faisons le point» du chapitre R.
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i - COMMENTAIRES DE DETAIL.
DI | - ECHELLES page 67

11 Le mot échelon na pes id le ménme sas que dans le langege
courant ol il est synonyme de barreau. Nous l'avons tout de méme préféré au mot
«nternvalle» qui a un sas mathématique sensiblement différent.

Pour le moment donc, seus les barreaux ont une amsdsse a l'exclusion
des autres points de la droite. Il en sera ainsi jusquau chapitre R

Nous avons décidé que z&o id nest ni positif, ni négatif et par
suite nous dirons que zéro na pes de sige

D2 | - DES REVISONS pee 71

Cest évidemment de propos délibéré que nous avons conduit en paralléle
la révision de l'addition et celle de la multiplication.

14 Les ééves acceptent difficilement que a re désigne pes forcément
un nonbre négatif. Cest pourquoi nous posons cette question sous une forme de
differente & deux reprises dans 14 et dans 15.

16 ler exercice : on fera remarquer l'intérét pratique de la commutati-
vité et de l'associativité de I'addition.

2éme exercice : il est bon dentrafner les ééves a donner diabord
le sige dun produit.
3é&me exercice : 0,0204 ; 4,704 ; 0,7 ; - 11466 ; - 1,84

I - PROPRETES DE L'ADDITION ET DE LA MULTIPLICATION pee 73

2.2 Voici une démonstration de la propriété.
Calculons la somme des entiers u+ v et —u+ () ; nous alons
démontrer que cette sonme et z&o
U+rV+ (-u+t (-v)=U+V)+ (-v+ (-U);
U+V+ (v+(u)=(U+V+ v+ (-u;
(U+rV+ (V) + Y=+ v+ (V)+ (U ;
U+t v+ (V) +(wW=U+0Q+(-u ;
U+O+ (wy=u+(u;
u+ (-u=0.
Donc u+v et -u+ (-v) ont pour sonmme zéro. lls sont opposés.
24 Nous navons pes proposé dexercices ol les lettres sont affectées
de coefficients pour éviter de multiplier les difficultés. Nous le ferons plus tard.

D3 I - SURLIGNES pece 77

Nous avons voulu que les éaes puissent «lire» sur une échelle réguliere
le «surligné d'un bipoint.
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Cela peut les aider par la suite & contrbler leurs calculs.

Nous avons dit que «AB (par exemple) est positif, car 9§ on place un
pion en A on le déplace vers la droite pour l'amener en B». Cela est évidemment
lié au sas que nous avons choisi pour la graduation.

II - DIFFERENCE DE DEUX NOVBRES DECIMAUX pece 78

22 On résoud dans ID l'équation b+ x=a en x Ce raisonnement
est a rapprocher de ce quon a fait dans L4

D4 | - QU ON FAIT DES DIVISIONS pece 82

Nous avons étudié dans D3 le probleme de la soustraction dans D et
montré que § a et b sont des décimaux il existe toujours un décimal x tel que
b+ x=a Nous montrons id qu'il existe des décimaux a et b pour lesquels il
n'existe pas de décimal g tel que a=bXq

11 Arérique latine 6,88
Afrique 421
BEirope 1,78 On peut discuter aec les
URSS 262 daes ce la vdeur pratioe. 2teelle (05
Amérique du Nod 34 résutats derrendés id a
Qréanie 4
Total 353
12 Inpds ar le reeru 1866
inpdts ar les soaéés 977
inpdts ar la forture 534
taxns ar diffres daffaires 42,73
aures inpdts dreds 7,72
douere e produits pétrdiers 7,36
contributions  indirectes 286
recettes non fiscales 552
Total 99,%

L'énoncé incite fortement a donner des résultats approchés par défaut.
Cest pourquoi la sonmme des pourcentages n'est pes 100 mais 99,96.

Il sagit id du budget de I'état, C'est-a-dire des recettes prévues et
non pes des recettes réelles qu'on ne connait qu'en fin d'exercice. Les éléves seront
peut-étre curieux de connaitre le sens des différents termes employés.

Ligne 1 : il Sagit des impbts sur le revenu percus a partir des
déclarations de revenus des contribuables.

Ligne 3 : droits denregistrement dont impdts sur les successions,

opérations de bourse.

Ligne 5 : en particulier taxes sr les salaires pour les établissements
non assujettis a la T.V.A., notamment toutes les cames socidles ou de culture popu-
laire.

Ligne 8 : exploitations industrielles et commerciales de I'état. Intéréts
des préts. P.MU. Versements de la C.E.E,
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Il - EXERCICES ET PROBLEMES.
31 Commentaires généraux ; classement des exercices.

Les numéros 1 et 2 sont des exercices sur les ensembles Dn (n désignant
un naturel non nul).

Les numéros 3 a 12 concement l'ordre dans D.

Les numéros 13 & 33 sont des exercices de calcul de sontes, de
difféerences et de produits dans 4. et dans ID.

Les numéros 34 et 35 ont pour but de faire placer des barreaux sur
une échelle réguliere graduée et de faire calculer des surlignés.

Dans le numéro 36, on demande aux éléves de résoudre des équations
en X dans D du type b+ x=a (@ et b désignant des décimaux) ou des équa
tions = ramenant a ce type.

Les numéros 36 a 39 concernent la division dans ID et les quotients
approchés.

Les numéros 40 a 46 sont des exercices de calcul algébrique.

Le numéro 47 est un exercice a données concretes qui fait intervenir

deux suites de nonbres proportionnels.
Dans les numéros 48 et 49, on demande aux ééves de faire une démons-

tration.

3.2 Commentaires particuliers ; réponses.
© Lersenble ds dédmaux x tds quex>-x et l'eserble des dédnaux positifs.
Lensarble dss dédmaux X tds quex<-x et l'emseble des dédimaux néctifs
Get exerdce a pour but ce renforcerdez les daes lidée qe - x et pes forcdent
négatif (x désigart un nonbre  dédinel).

2
X y z XY X+yy-zZ-X-y-XY
-05 2 -4 -1 1,56 - 15 1
4 - 0,2 0 -08 38 -02 -38 08
-4 15 15 -6 -25 0 25 6
30

-3 18 3 5 -70
/[-T] 131-101741-511 1 |

-12-15-30 -9 -7 -8
61 48 71 -13 112 60

18 15 0 21 23 - 52
88 36

37 24 47 - 37
2 -1 -1 5 7 -68

109 96 119 35 160 108
-10-13-28 -7 -5 -80

-3 -16 7 -77 48 -4
7 4 -11 10 12 -63 5

3 -10 13 -71 54
40 37 22 43 45 - 30
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3 ~10 3 -49 2
7 -5 8 I -1
6 12 0 -12 6
n -1 -85 -7
S2 -9 4 -3 10

37 i 2
1'ge)\O 1,883
G B
1
33 100 0 Pour le quatient goproché & 105 pes par défat e 1 par 80,
200 les daves dorerat waiserbladerent I'ue dss deux rposs
49 00125 sivartes : 00125 au 001250, Gs deux rgOEess st évidem

ment toues deux aooepiabes 00125 et 001250 étant deux
éaitures différentes du méne narre dédnd.
0 51 23

f59|0 2,217 391 304 347 826 086 956 5

Das cette dvision, less 22 redes patids possbes goarassat
a7 dstaoes en niles 1 21,8751 12511751 4,7 [0625
dsenesen klaretres 16 35 |200128017,521 1



COMMENTAIRES DU CHAPITRE TM

Transformations matérielles

I - COMMENTAIRES GENERAUX.

Ce chapitre est entierement manipulatoire, ce qui n'empéche évidemment pas de
raisonner. Nous y avons poursuivi trois objectifs.

11 Donner aux éléves un nouveau moyen, dynamique, d'appréhender la géométrie
matérielle. Pour cela, nous avons proposé I'étude de deux transformations matérielles,
le pliage et la translation.

Nous en proposons d'autres en exercices et nous parlerons de rotation et
de symétrie centrale dans le chapitre SR.

Pour la similitude du plan suivi dans TM1 et TM2, nous avons voulu mettre
en évidence les propriétés communes
— un point se transforme en un point ;
— des points alignés se transforment en points alignés ;
— un figure et sa transformée sont superposables et les distances se conservent.
Dans TM3, nous avons voulu montrer la liaison entre pliage et translation.
Dans une certaine mesure, cette étude est aussi une premiére préparation a la notion
de composée de deux transformations du plan.

1.2 «Couvrir» le programme de la classe en ce qui concerne : symétrie ortho-
gonale - médiatrice - construction de perpendiculaire - droite de symeétrie d'une figure.

Nous avons décidé d'aborder ces notions uniquement au niveau matériel en
4éme. Nous avons donné plus haut (commentaires du chapitre DP) les raisons de ce
choix : nous ne munirons le plan mathématique d'une orthogonalité et d'une distance
qu'en 3éme lorsque nous pourrons disposer librement de IR

1.3 Préparer la suite de [I'élaboration de la théorie. A cet effet, nous avons fait
faire dans TM2 les manipulations qui introduisent les axiomes utilisés dans TR1 et
les premiéres propriétés qui en découlent.



Il - COMMENTAIRES DE DETAIL.
™L | - PUAGE page 93

12 On peut remarquer que l'effort de quantification (on peut ass
transformer n'importe quel point de cette maniére ; étant donnés deux points quel-
conques R et Q et leus transformés R7 et Q7 les segrents RQ et R™' ont
méme longueur) est bien un éritable effort d'abstraction, méne S cet effort re =
préserte pes sous la forme des raisonnements qu'on a I'habitude de faire en mathé
matiques.

Il - RETOR SLR LES PLIAGES e %5

3.2 Affirmer id que la transformée dune droite est une droite serait
par contre une quantification abusive. En effet, la manipulation proposée est insuffi-
sante pour conduire a un comsensus sur l'enserrble des propriétés

— tout point de la droite AB a son transformé sur la droite AN7

— tout point de la droite A™7 et le transformé d'un point de la
droite AB,

— e qui est wai pour la droite AB est wai pour toute droite.

3.3 Nous avons voulu donner ure figure ou la superposition demandée
peut s faire sas retourner le calque (figure qui a une droite de symétrie) et une
figure ou le retournement du calque est indispensable.

Il serait peut-étre intéressant de refaire la manipulation avec une
figure qui, comme la lettre N, a un centre de symétrie sans avoir de droite de
Symétrie.

3.4 Exercices.

1 Un segment admet comme droites de symeétrie la droite qui
porte ce segment et la médiatrice du segment.

2. Une droite admet comme droites de symétrie elleméme et toutes
les droites qui lui sont orthogonales.

™2 | | - UNE NOUVELLE TRANSFORMATION e 97

11 Ici on admet que la description de la figure proposée est géné
rique, c'est-adire quelle définit la translation. Ce re saa peut-étre pes évident pour
tous les déves.

12 Ure nouvelle fois, le probleme de la quantification est posé : |l
est probable que les deaves répondront tous «oui» a la question : «Pensestu qu'une transla-
tion natérielle soit une isométrie ?». Il et intéressant de voir sr quoi s fonde
cette certitude ... raisonnable.

13 3@me exercice.
Cest une premiere préparation a la notion de translation réciprogue.



- 45 -

I - COMVENT ON TROUVE LE TRANSFORVE DUN POINT e B
24 Cette manipulation prépare déja un peu mieux que celle proposée

pour les pliages a l'idée de transformée dune droite puisqu'on s donne un point
s la droite obtenue et qu'on cherche le point dont il est le transformé.

T™M3 | - DEUX PLUAGES AUTOUR DE DEUX DROTES PARALLHES pece 100

11 Derniére question : on voit quon peut raisonner méme sur des
situations  matérielles.
12 Icd = pose toujours le méme probleme de quantification.
A la fin du paragraphe, le fait qu'on re trouve pes le méme résultat
et l'occasion dimaginer une opération non commutative.

13 Etant donnée la position des points dl d2
A Aj et A2 par rapport aux droites dt et d2, il
et possible que certains éeves arrivent a expliquer H1 H2

pourquoi la longueur du segment AA2 est le double e b P 1

de celle du segment HjHj.
On voit que les deux demiéres
questions peuvent donner lieu a un raisonnement dans
un plan meatériel.
I - DECOMPOSITION DUNE TRANSLATION pee 101

Derniere question. Il ne sxa peut-€tre pes évident pour tous les éléves
qu'on peut choisir pour droite dt n'importe quelle droite de la direction orthogonale
a celle de la droite CC2.

Il pourrait étre intéressart, id,
d'étudier le probleme suivart .

Soit deux points A et A2 et
di ure droite qui nest pes orthogonale a
la droite AA2.

On appelle At le transformé
de A par le pliage autour de dx et d2
la médiatrice du segment AjA2.

Le point A a alors pour Vv I\ \ \\ DX' 2
transformé A2 par la stite des deux pliages. / \ R

Est-ce que la translation qui trans- / \
forme A en A2 est la suite des deux pliages ?

Il est probable que certains / A \
éleves répondront oui. Il sera facile de
leur faire découwrir pourquoi ils s trompent. dli dz
par exenple en leur faisant remarquer que le point commun aux droites dj et d2
et invariant par la suite des deux pliages.

Le probleme numéro 1 du chapitre SR peut compléter cette étude.



Il - EXERCICES ET PROBLEMES.

31 Commentaires généraux ; classement des exercices.

Tous les exercices de ce chapitre sont des exercices d'observation (et parfois
de raisonnement) dans le plan matériel.

Les numéros 1 a 7 sont des exercices sur les pliages et les translations.

Dans l'exercice numéro 8, nous avons voulu donner un exenple de trans
formation pour laguelle des points alignés re s transforment pes en des points alignés
et dans l'exercice numéro 9 des exenples de transformation qui ne sont pes des iso
métries matérielles.

3.2 Commentaires particuliers ; réponses.
1 Vod le dessn doteru
i 1 1

2 les pants Mi, M2 e M3 st
digts _

On peut asd renagE e
lorthocentre du triange ABC gppartient
a la daote VWM.

3 Les pants MO, M;, ... MO appartient
ret a un nére cade

Les ssgvets MOM2, MIMS, ..., MoMB
a MWD ot la mére loger : en effet
les diagess sot des isndéries

4 \Void les cesirs daens

Bl C3 B J B A C B @ B3 o B
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Voici une manipulation qui pourrait compléter cet exercice.

Faire un dessin simple mais n'‘admettant pas de droite de symétrie. Dessiner son transformé
dans un pliage. Puis poser un miroir sur la droite de pliage perpendiculairement au plan du dessin.
Les éléves constateront que l'image qulils voient dans le miroir a pris la place du transformé par

le pliage.

5 Voici par exemple le dessin obtenu dans le premier cas.

6 Le point H7 appartient au cercle. Les droites AH et BC sont orthogonales ; il en est de
méme pour les droites BH et AC ainsi que pour les droites CH et AB.

En dautres termes, les droites AH, BH et CH sont les hauteurs du triangle ABC ; le
point H est l'orthocentre de ce triangle.



COMMENTAIRES DU CHAPITRE Q

Les rationnels

I - COMMENTAIRES GENERAUX.

1.1 Un choix.

Le libellé du programme laisse une grande liberté dans la présentation des
rationnels et des réels. En particulier, on peut suivre l'une des deux voies suivantes

— ou bien présenter d'abord IR et les opérations dans IR puis @ comme
sous-ensemble de IR : les rationnels sont alors les quotients dans IR d'un entier relatif
par un entier relatif non nul.

— ou bien étudier d'abord © ; l'ensemble IR est alors un sur-ensemble de

La premiére voie est celle qu'imposait les programmes de 1971. Voici pour-
quoi nous avons préféré la deuxieme

— un éleve de 4eme appréhende difficilement le concept de nombre réel
dont on ne peut lui donner qu'une présentation trop abstraite ;

— il accepte volontiers l'existence de nombres autres que les décimaux, mais
le fait de ne pas pouvoir exhiber une écriture pour chacun d'eux le géne fortement ;

— certes "2 est bien [I'écriture d'un réel » mais la racine carrée est une
notion trés abstraite ne serait-ce que par sa définition ;

— pratiquement, les seuls réels dont on peut donner une écriture qui «parle»
et qui puisse étre rattachée a des situations concretes sont les rationnels ;

— cette présentation a en outre l'avantage de faciliter I'étude des fractions ;
c'est d'ailleurs ce que semble préconiser le programme.

Nous espérons ainsi qu'a la fin du premier cycle, les éleves auront une meil-
leure connaissance des rationnels et qu'ils comprendront mieux le lien qui existe entre

3
des écritures comme 0,75 , - , 3:4 et aussi trois-quart, contrairement a ce qui S'est

bien souvent passé avec les programmes de 1971.

1.2 Nous avons voulu, dans ce chapitre, utiliser au mieux les connaissances anté-
rieures de I'éleve (décimaux et échelles graduées : chapitre D) et consolider celles qu'il
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peut avoir des fractions (Ql) pour
— donner des écritures parlantes d'un rationnel (Q1 et Q2),

— établir un consensus le plus large possible sr la fagon de multiplier ou
d'ajouter des rationnels (Q2 et Q5),

— préserter l'ordre dans (D en relation étroite avec l'ordre naturel des points
s ure droite (Q7).

Nous avons traité dans 0* et non dans (& les problémes liés a la muiltipli-
cation (Q2, Q3, Q4) parce que
— l'introduction des rationnels a partir des fractions ne permet pes
d'obtenir naturellement 0 : une fraction comme N n'a aucune réalité matérielle ;
— le probléme de la division qui na pes toujours de solution dans ID*
en a toujours une dans 0* (Q2 et Q4) ;
— les problemes posés par 0, la multiplication et la division ne peuvent
étre abordés que d'une maniére théorique : nous les avons traité a part (Q5 et Q6).
— Enfin, nous avons voulu familiariser les éleves avec la pratique toute particu-
liere des opérations dans (i1 liées aux écritures des rationnels (4, Q5, Q6) : pour cela nous
avons toujours commencé par faire manipuler les fractions a numérateur et a dénominateur
positifs avant d'introduire les difficultés supplémentaires du calcul algébrique (signe —.

13 Dans QL et dans la premiére partie de Q2, nous poursuivons trois objectifs :

— familiariser les éléves avec les fractions en nous aidant au maximum de
dessins

— changer petit & petit le statut de la fraction qui, d'abord opérateur sur
des grandeurs (longueurs, aires, durées), devient finalement I'écriture d'un nombre :
par de multiples amdlogies, nous montrons que les fractions s comportent conmme des
écritures de nonbres ; cette idée est renforcée par l'introduction des écritures fraction-
naires des décimaux. ;

— montrer que les différentes écritures d'un rationnel correspondent a un
partage «plus ou noins fin» de segrents de droite ou de sufaces sinples.

14 Dens Q2, de norbreuses observations de dessins nous anenent a la multiplica-
tion dans 0*. Nous étudions s propriétés de facon a
— en dégager la structure de groupe,
— étudier le probleme de la division,
— faire le lien entre les écritures ab et — qui désignent toutes deux le
méme quotient.

15 Dans Q3, nous introduisons l'ensemble Q*, et différentes écritures d'un ration-

nel. Nous avons id rencontré quelques difficultés : Sil est assz facile de donner un

s a des écritures somme 4— X 4—, il est plus difficile d'en donner un a i
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Nous avons eu recours a la nmechine a multiplier (ou a diviser) pour établir un consen
B avart de décider que _—4,4—’\ et -4—sont des écritures dun méme nombre, et de
genéraliser. Nous re prétendons pes, évidemment, avoir fait des démonstrations.

La multiplication est alors présentée comme un prolongement de la multipli-
cation dans 0* a 0O*.

Nous faisons enfin obsernver que ((i1* X) est un groupe.

16 Dans 4, nous poursuivons trois objectifs :
— étudier les conséguences de la structure de groupe de (0%, X) ;
— approfondir la réflexion sr les écritures des rationnels (fractions irréductibles) ;
— familiariser les ééves avec la pratique des caaculs sur les quotients.

17 Dans Q5 nous introduisons O et l'addition dans (& Nous essayons de faire
comprendre aux ééves quil est possible de donner de plusieurs nonbres rationnels des
écritures de méme dénominateurs et nous leurs proposons de nombreux  exercices
d'apprentissage.

Nous présentons l'addition a partir de telles écritures.

18 Le souschapitre Q6 est l'occasion d'une nouvelle réflexion sur I'écriture des
rationnels (écritures fractionnaires de 0).

L'étude de la distributivité conduit & des calculs algériques qui S'intégrent
dans notre progression.

19 Dans Q7 enfin, nous lions étroitement l'ordre dans O a l'ordre naturel sur
la droite, et nous avons essae de donner un aspect dynamique aux relations qui
existent entre l'ordre et les opérations.

Nous navons id donné aucun développement théorique.

I - COMMENTAIRES DE DETAIL.

QL | - DES DESSNS ET DES FRACTIONS e 109
11 Ure longueur est une dase de segrents : le sige + dans I'écriture

2+ 2 re désigne donc pes l'addition des nombres.,

De méne [l'écriture 22, dans laguelle 2 et un opérateur, ne désige
pes le produit de deux nombres.

Il - LES FRACTIONS SONT DES ECRTURES DE NOVBRES pee 112

38 Il est juste de dire que dans «apaga» une lettre sur deux et un a :
la place des letires re joue aucun rdle id.
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IV - ECRITURE FRACTIONNAIRE DES NOMBRES DECIMAUX page 114
. . [T -
4.2 Puisqu'on peut écrire que 0,75 = r-zrr, il est naturel d'utiliser des
75 M M ' 100’
écritures comme - i—ébt I sera commode, un peu plus tard, d'appeler fraction un;g

écriture d'un quotient de deux entiers relatifs. Avec cette définition, I'écriture - 100
n‘est pas une fraction.

Nous n'avons pas donné de notation a I'ensemble des nombres
que nous avons introduits. Il s'agit de (&* écriture qu'il n'est pas raisonnable d'employer
avant d'avoir not¢ O I'ensemble des rationnels.

Q2 | - DES SITUATIONS COMPARABLES page 116

1.3 Dans 1.3 nous définissons la multiplication des fractions, c'est-a-dire
1.4 des écritures. Nous ne pouvons affirmer que nous avons multiplié

des rationnels qu'aprés avoir précisé que si Z7 et 7 d'une part, ’(‘j et 37 d'autre part

b
, . » . aXxc a; X c' i
sont deux écritures d un meme rationnel, alors b—txt—d et b )é'd J/ sont aussi deux

écritures d'un méme rationnel.

Nous abordons ce probléme difficile dans la remarque du paragraphe
1.4 et nous l'approfondirons dans Q3.

1.5 Nous essayons d'instaurer ici un consensus autour du fait que la
multiplication dans (&¥ prolonge celle dans ID*, c'est-a-dire que le produit de deux
décimaux pour la multiplication dans CH¥ est égal a leur produit pour la multiplication
dans D%,

Il - DIVISION page 120

Nous poursuivons dans ce paragraphe trois objectifs

— définir le quotient de deux rationnels positifs par analogie avec le
quotient de deux entiers positifs ;

— montrer que diviser par un rationnel revient a multiplier par son inverse ;

— introduire la convention d'écriture des quotients.

A partir de maintenant, si a et b sont deux naturels non nuls, le
rationnel Z7est la quotient dans (J de a par b. (Il est facile de voir a ce niveau

du cours que la phrase précédente est encore vraie si l'on remplace «naturels» par
«décimaux positifs» : voir I'exercice 3.4).

. 7 72 X7
3.4 On ne peut pas pour le moment écrire que 7,2 X —= 1'm-— ; en

effet ce calcul repose sur une propriété non encore démontrée ou admise, puisque
7,2 £ IN.
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7,2
Une démarche possible - 7o0v 7 _72v7_ 72X 1 _ 504
' 3 10 3 10 X 3 30 °
M-
N\
R A J 3
On refusera de méme d'écrire que Y
- 02 22 en e~ et> nous
o Z2 ; \ \ 4 :
ne savons pas encore que diviser par -ir- revient a multiplier par son inverse ; nous

3
ignorons aussi que cet inverse est jy , puisque 22 6 w.

Ce qu'il est, par exemple, possible d'écrire pour le moment

J_ ! _1Y10_10_[ o 22 \10/=22x1=22
0,2 12\ 2 2 3 3 10 3 30
w
On peut alors en déduire que
N\
« _pgpy 30 _ 5X30_ 150
22 22 22
m Y \=
De méme
1 7 - -7v10_7X10_7X2_14 8,5_\{1'0)/_ 85 v 10 _ 85 X 10 _ 85
4,5 /45\ 45 45 9 ~ 1T Y71 /71N 10 71 10X71 “ 71
\ioj
3 x
\ N1/ / 91 _3x 10v 1_3x 10_ 30
7 7 7 91 7 91 X 7 637’
Q3 - DE NOUVELLES FRACTIONS page 122
a -a a -a ..
L'introduction des écritures - S et surtout 5 b et b (ou a et b

sont des entiers naturels non nuls) paraitra peut-étre un peu longue. C'est que le pro-
bleme n'est pas mince. La fraction ~ apparue d'abord comme un opérateur sur une

grandeur est devenue ['écriture d'un nombre : le quotient du naturel a par le naturel
b ; on généralisait ainsi la situation bien connue ou a est divisible par b.

Mais la notion de quotient dans 2Z n'a pas été étudiée par les éleves en
classe de 5éme et par exemple une écriture comme - 6:3 na pas de sens pour eux.

Nous avons donc procédé lentement en étudiant successivement
— le quotient d'un entier négatif par un entier positif

« dans le cas ol on reste dans & (-6:3),

e dans le cas ou on sort de 2Z (-4 :3) ;
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— le quotient d'un entier relatif par un entier négatif
e dans le cas ou on reste dans 7Z (- 6 :(-3) et 6 : (- 3)),
e dans le cas ou on sort de 7Z (-4 :(-3) et 4 :(- 3)).

Cette étude par analogie conduit a «symétriser» I'ensemble des rationnels
positifs connu jusqu'alors. Nous pensons que la machine a multiplier est un bon moyen
pour VOIR et par conséquent pour COMPRENDRE les différents aspects de ce probléeme
difficile, mais capital si on veut comprendre ce qu'est I'ensemble des rationnels.

9
11 Nous pensons que I'écriture s et l'idée des rationnels négatifs
seront trés facilement acceptées.
La machine a multiplier a été introduite dans le chapitre D : |l

sera nécessaire d'en expliquer le fonctionnement aux éléves qui ne l'auraient pas utili-
sée a ce moment-la.

-a a
Nous cherchons a faire accepter ici que T et -~ sont des
v - A a —a
écritures d'un meme nombre ; de meme pour T et -
Il - LE GROUPE (0*, X) page 126
2.2 Il apparait ici une double quantification dont il ne faut pas méses-

timer la difficulté.

2.3 Les démonstrations sont analogues a celles faites pour $*.
(ID*, X) n'est pas un groupe parce que 3, par exemple, ne possede

pas d'inverse dans ID*.

04 I - CONSEQUENCES DES PROPRIETES DE LA MULTIPLICATION page 128

On retrouve ici les conséquences de la structure de groupe de ((E*, X)
des rapprochements avec (ID, +) et le groupe étudié dans L sont souhaitables.

Nous proposons dans I'exercice numéro 67 une démonstration du fait que si
si a et b sont dans (E* alors (ab)—1 = a"lb'l.

Il - PLUSIEURS ECRITURES D'UN MEME RATIONNEL page 131

2.2 Les éleves trouveront peut-étre ici que nous nous répétons ; |l
convient cependant de remarquer que maintenant a, b et Kk sont des rationnels
et que cette propriété est donc un prolongement de ce qu'il connaissait.

2.3 Nous sommes restés un peu flous sur cette question des écritures
fractionnaires irréductibles pour éviter de faire de I'arithmétique dans 7Z ; au fond,
ce que nous essayons de faire comprendre aux éléves, c'est qu'on peut toujours trou-
ver une écriture fractionnaire irréductible d'un rationnel en donnant d'abord une écriture
fractionnaire de ce rationnel puis en s'intéressant aux deux naturels qui figurent dans
cette écriture indépendamment de toute question de signe.



- 54 -

24 Exercice : -17:%5- ; %%O ; gg— Il et probable que les dees qui
nauront pes pense a utiliser I'écriture irréductible £ re sauront pes trouver les trois
fractions demandées.

Il - QU ON MULTIPLIE DES QUOTIENTS pee 133

31 Nous avons voulu traiter ces problemes id pour que I'éléve n'utilise
pes sas Sen rendre compte une propriété ni démontrée, ni admise.
La démonstration de cette propriété est sinple :
—X—= XX —XzX —= XzZX —X—=xXZ X —= —
y t y t y t yt vt
(Nous avons omis volontairement des parentheses).

IV - BEXBERACES pee 135

44 2éme caloul
On re connait pes encore «a régle des siges» pour les produits
dans 0* ; on re peut donc justifier le résultat que par «a régle des siges» des
produits dans 7Z.
Le résultat peut étre écrit - 1

(03] | - INTRODUCTION pace 137

Nous avons surtout recherché, dans ce paragraphe, un effet psychologique :

tout ce qui a été fait jusquici dans ce chapitre Q ne prend pes en charge le rationnel
0.

I - ECRTURES FRACTIONNAIRES [CE ZERO pee 137
Nous allons par la suite additionner des rationnels dont les écritures frac
tionnaires ont mére dénominateur. Il nous faut donc des écritures fractionnaires de 0 ;

Cest l'objet de e paragraphe.

I - ECRITURES FRACTIONNAIRES AYANT MBEVE DENOMINATEUR pee 138
g 13
31 Nous avos intentionnellemment proposé les fractions et 333 cont
les dénominateurs sont grands. La plupart des éleves donneront certainement conme

9 X 333 13 X 222 2997 2886

6QitleS 222 X 333 6t 333X 222- °U ene 73926 * 73926 : r°lB ‘6 fer’rS
découvrir dans le paragraphe suivant qu'ils pouvaient donner des écritures beaucoup plus
simples. Nous persons cependant quiil est séourisant pour un éléve davoir une méthode
qui corvienne dans toutes les situations.

Nous ne parlons pratiquement pes de «réduction de fractions au méme
dénominateur». En effet ce langage nest pes en accord avec les réflexions sur les écri-
tures que nous avons proposées dans ce liie @ on ne procede pes en effet a des
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«transformations» sur les écritures, meis au remplacement des écritures de rationnels
par dautres écritures.

3.2 Nous faisons découwrir que le travail est simplifié par la recherche de
3.3 multiples communs des dénominateurs : il et naturel de prendre
34 le plus petit dans le cas ou son obtention est immédiate, ce que
I'éleve découvrira par la pratique. Nous pensons cependant quil n'y a pes lieu dimpo-
s e procédé.
Dans l'un des exercices du paragraphe 3.2 et le tout dernier du
p%ragrapf%e 3.4, il convient naturellement de remplacer d'abord % par —_325 et

rrs par 18-

IV - ADDITION DANS O e 140
41 Nous retrouvons id la double quantification déja rencontrée dans
[Q3 - paragraphe 2.2], La sonme des rationnels % ef 3 est dabord liée aux écgtur%
fractionnaires ; nous admettons ensuite qu'elle est indépendantes des écritures de — et
— ; puis nous généralisons, toujours sas démonstration, au cas de deux rationnels

quelconques.

Cest volontairement que nous navons pes donné la formule
%+dc_ adbdbc . €|le nappOrte rien & la compréhension et risque de cacher I'essertiel
qui et bien le changement d'écriture des rationnels o et T

45 Un rapprochement entre ces paragrapheset ceux ou l'on a déja traité
4.6 les propriétés du groupe pourra étre fait 9 on le juge profitable.

o | - ZERO ET MULTIPLICATION e 144
11 Nous prolongeons id la multiplication de (* a &

12 1l suffit naturellement de Sintéresser au cas ol l'un des rationnels
et nul.

13 Nous laissos toute linitiative a I'éleve ; bien sir nous aimerions
quil exhibe un contreexemple tel que le suivant :
0X2=0X3, et pouttant 2 # 3.

I - RETOUR SUR LES QUOTIENTS e 145
Cest le point final des nos réflexions sr les écritures des rationnels.



l - DISTRIBUTIMITE PecE 146

Nous poursuivons ic l'apprentissage du calcul algébrique et la progression
dans la pratique des développements et des factorisations. Nous navons pes encore

introduit des produits comme ~2a+!) (- 3b+-1) ou les coefficients de a et de b
re sont nn 1 n -1. Nous proposerons de tels développements dans le chapitre R

IV - ADDITION DE QUOTIENTS pece 147

Nous généralisons la formule ﬁ+m_: ------ au cas ou a et b sot des

des rationnels et o m est un rationnel non nul

Q7 | - UNE RELATION DORDRE DANS L'ENSEMBLE DES RATIONNELS — pap 148

11 2éme exercice. Pour ranger deux rationnels, il est bien souvert
suffisant, comme nous le faisons ic, de comparer leur partie entiére.

12 Sur toutes les droites, le point dabscisse 0 est a gauche du point
dabscisse 1 ; ce nlest évidemment pes une nécessité, NEIS nous Navons pes vouly, id,
compliquer les choses inutilement.
Nous nous sonmres refusés de donner une définition théorique de

l'ordre comme par exermple :
«Quels que soient les rationnels a et b,
a<b d et seulement § b-ae®t»

Une telle définition pose en effet des questions

— pédagogiques : peut-elle coincider, dans l'esprit des éleves, a
l'idée intuitive quils = font de l'ordre ?

— théoriques : elle suppose que les rationnels positifs et les rationnels
négatifs sont définis a priori, c'est-a-dire indépendamment de I'ordre.

Il - ORDRE ET ADDITION pece 151

3.2 Nous faisons découwrir id «qu'ajouter un méme nonmbre» revient a
«ranslater» sur la droite : cette translation est matérialisée par le déplacement de la
réglette ; le fait de faire opérer sur quatre nombres rend plus visuel cette translation.

Les trois manipulations tendent a établir un consesus sur une

premiére quantification : on voit bien que ce qui et wai pour 1, 2—et 4 et

wrai pour n'importe quel rationnel (c).
De méme un consersus S'établit pour décider que ce qui est wrai

pour les rationnels 2—% 2 et g est wrai pour n'importe quels autres rationnels :
il suffit en fait de l'affirmer pour deux rationnels quelconques (@ et b).
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IV - ORDRE ET MULTIPLICATION pee 153

41 Bien sir, 9 les deux rationnels sont de siges contraires, ils sont ranges
comme leurs inverses.

4.2 Il nous aurait été possible de démontrer ces propriétés a partir des
affirmations de la fin du paragraphe Il sur les écritures des rationnels positifs et des
rationnels négetifs : il aurait fallu alors étudier tous les cas possibles. Nous avons préféré
éviter ces développements.

44 Nous faisons découwrir icd que «multiplier par un méme nombre»

45 revient & «faire une homothétie sur la droite».

46 Les exerrples proposés montrent les rOles respectifs du sige (on

47 échange les demi-droites d+ et d. dans le cas dun nombre
négatif) et de la valeur absolue (on «dilate» ou on «contracte» suivant que cette
valeur absolue est supérieure ou inférieure a 1) du rapport de I'homothétie.

Nous esp@rons que les dessins, en liaison avec la machine a multiplier,

aideront les ééwes a bien comprendre comment les norbres Sorganisent dans une
multiplication.

Il - EXERCICES ET PROBLEMES.

31 Commentaires généraux ; classement des exercices.

Les numéros 1 & 6 sot des exercices & domnées conarétes sur les fractions.

Les numéros 7 a 11 concernent les écritures des rationnels positifs.

Les numéros 12 a 22 sot des exercices s les produits et quotients de
rationnels  positifs.

Le numéro 23 est lié a lintroduction des rationnels négatifs et aux aosasses
des points s une droite matérielle.

Les numéros 24 et 2B concernent les écritures des rationnels positifs ou
néggtifs.

Les numéros 26 a 37 sot liéss au groupe ((E*, X) et aux écritures irréduc-
tibles.

Les numéros 38 et 39 aménent les éléves a donner des écritures fraction-
reires de ménme dénominateur de plusieurs rationnels.

Les numéros 40 a 48 sont lies au groupe (O, +).

Les numéros 49 a B3 font intervenir les propriétés de I'addition et de la
multiplication dans .

Les numéros BB a 62 concermment l'ordre dans (&

Les numéros 63 et 64 sont des exercices a données concretes.

Les numéros 6B & 68 aménent les éléves a faire des démonstrations.

Le numéro 69 est un exercice cormigé.



3.2 Commentaires particuliers ; réponses.
- - - L- - _
3 [ — f I— [I— (—
\
\
\
C
1
On voit que \r/1= —3 p et que L = A p.
1 14 14
1 1 1 r
B Le prix d'achat égale onze seiziemes du prix de vente.

Le bénéfice égale cing onziémes du prix d'achat.

bjj if’l‘*l“'i”l‘“‘l MTITT

- —prix de vente - - —

4
6 s=- s

[¢]
16 Cet exercice peut étre mis en liaison avéc Q2 : il convient alors de donner une écriture
fractionnaire de chaque décimal. Par exemple, 2B = o ; linverse de 2 B est donc %

1
18 Le but de cet exercice est de faire voir que diviser par 3 revient a «diviser le numéra-
teur par 3» ou a «multiplier le dénominateur par 3».

19 Se reporter au commentaire Q2 - Ill, si cet exercice est donné en liaison avec Q2.

21 et 22 L'intérét de ces exercices est de faire découvrir les diverses possibilités de multiplication
suivant la place occupée par les écritures de nombres.

11-11 16B - 33 360 B - 780 -2
31 Quelques réponses : ------- = e J e = e ; ———— } ememmemmemeeeeeeen .
g g 2BB Bl B0O4 7 3B10 g
41 -3 -7 B6 47
32 Les réponses, dans |l'ordre, sont : — T 7 — 7 — ;o=
13 112 B 3 11
B
34 Les réponses, dans l'ordre, sont : -2 ; -6 ;o= 1 — ;- L
24
35 Cet exercice doit étre fait aprés [Q4 - paragraphe Il - 1.2] puisque a, b et c¢ sont
des rationnels.
48 11 -1 3
37 Les réponses, dans I'ordre, sont — ;= - ;o — ;=
2B 17B g
12 - 21 36 32 -7_-6 1 _ 1
38 Quelques réponses : et ;o — = — et .. — ——1
- 32 B6 63 B6 42 36 36 36

Bien s(r, beaucoup d'autres réponses justes peuvent étre données.

39 2 _ 70 -4 _-60 6 _ - 126 1_ 12 1_ 3 I _ 2
3.i6B ' - TsSb 6t - B  10B 2 24 ' 8 24 12 24
-3 -72 - 7B 4 _ 32
et
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Lesrepcmes,d.arslordre,sort:1—2 ; - ]:80 S m o w 3 0.
, , i o2 . vV 6l 137
Lesremrses,darslordre,sat.-l-ab, ,go,satencoref),l—B, -
les 18 &rs Tord 1 8 B -34 sﬁﬁl63' -3
IépOoNses, orre,sat.ﬁ R AT 8l encore —
n 1 113
24 ' 6 ' '@ '
Il est préférable de donner une écriture sas parenthéses. Le premier nomore et - 24-
soitenoore:-é%fl : Iedewdérrem"rbreest-l—g. soite_noor%g. 5
Les réponses, dans l'ordre, sont :éﬂ; —41 VA~— soit encore 41 —_1
12 12 10 8
-1 -7
T T
A U - 88 .-10 -.]'5 . . 3. B.
Les réponses, das l'ordre, sont R . 1 T T

S —est une écriture du rationnel t, dos a=bt ; de méme, c= dt. Doc
k ad'c
a4c=bt+dt e a+c = (b+td)t et finalement 5 t

b+d
Les deux autres démonstrations sont arslogues.
. a— 2a't'3c
La condition, pour ~—- et que b-d# 0 et pour 2 T3 que 2b + 3d=:0.



COMMENTAIRES DU CHAPITRE TR

Les translations

I - COMMENTAIRES GENERAUX.

11 Nous poursuivons donc la construction de la théorie par I'étude des transla-
tions pour les raisons suivantes

— c'est une fagon dynamique de percevoir la géométrie ;

— on peut le faire tout de suite : en effet, pour étudier les translations il
n'est pas nécessaire que le plan soit lié & IR, c'est-a-dire que les droites soient graduées
de fagcon a ce que la propriété de Thalés soit vérifiee ;

— s le morceau de théorie construit dans DP était de toute évidence assez
pauvre, il n'en est plus de méme ici ; en particulier, dés la fin du chapitre TR, |l
va étre possible de résoudre des probléemes de géométrie relativement variés et en
méme temps suffisamment accessibles pour que les éléves puissent commencer a y
apprendre a faire fonctionner les propriétés qu'ils connaissent.

1.2 La notion de permutation de plan n'est sans doute pas trés simple, mais
nous espérons que ce qui a été proposé dans le chapitre TM aidera a son acquisition.

En tous cas, il nous a paru préférable de faire les choses dans I'ordre qui
va des translations aux vecteurs. Sinon, il aurait fallu commencer par I'étude de la
partition de I'ensemble P X P par la relation d'équipollence des bipoints, ce qui est

franchement compliqué.

1.3 Bien qu'on en ait déja parlé a propos des projections, la notion de composée
d'applications géomeétriques est trés nouvelle pour les éléves. Aussi, pour préparer son
introduction, nous avons proposé les manipulations de TR2 et TR3 ou nous n'avons
pas hésité a répéter deux fois la méme chose : une fois avec des «gros points», les
hexagones, et une fois avec des «points ordinaires».

Nous avons essayé de faire comprendre, aussi bien dans ces manipulations
que dans le début de TR4, que la loi de composition des applications est une
opération interne pour l'ensemble T. Cela n'est pas sans probléeme. Par exemple,

— il est nécessaire d'introduire I'application identique du plan, qui est une
notion tres abstraite ; de plus, il faut assimiler cette application a une translation,
alors qu'on a dit qu'une translation ne laisse aucun point invariant ; nous avons
essayé de faire comprendre cela en composant une translation et sa réciproque, ce
qui nous a de plus permis d'établir que la réciproque d'une translation est une
translation.
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— il est certainement difficile de comprendre ce que signifie «la compo-
sition des applications est associative» ; nous avons essae de le faire comprendre
par des schénes plutbt que par un discours.

14 Les translations sont des bijections du plan sur lui-méme qui transforment
une droite en une droite paralléle et qui ne laissent aucun point invariant. Les axiomes
proposés dans le chapitre DP ne permettent pes de démontrer qu'il existe de telles
permutations du plan.

Il était donc nécessaire d'introduire un nouvel axiome au moins. Si on
avait pris comme axiome : «étant donnés deux points A et B, il existe au nmoins
une translation t telle que B= t(A)», on aurait pu démontrer que cette translation
est unique, et que la composée de deux translations est une translation.

Nous n'avons cependant pes jugé utile dencombrer les éléeves avec des
démonstrations pénibles dont I'intérét ne serait pes évident pour eux. Cest pourquoi,
id encore, nous navons pes choisi une axiomatique minimale.

15 Dans le méme ordre didée, nous n'avons démontré que partiellement la
commutativité de la composition des translations. Plus précisément, nous avons montré
que s r et s soit des translations de directions différentes, ros=sor ; et nous
avons admis la propriété dans le cas ou r et s sont de méme direction.

Voici une démonstration de cette propriété.

Soit s et r deux translations de directions différentes (et donc distinctes
de Idp).

Soit A un point ; définissons B, C et D :
B= s(A) , C=t(A) et D= s° t(A).

Nous savons, daprés la démonstration donnée dans le chapitre TR, que
tos= sot, et donc que t° s = D.

Le point D nest pes sur la droite d/
AB : la droite CD est paralléle a la droite
AB puisque D= sot(A) = SO et B= s(A),
et C nest pes sur la droite AB puisque t
et s nont pes la méme direction. On en
déduit en particulier que D#A et que
sot=£Idp ; on peut donc parler de la /b
droite AD, et ce qui précede montre que
les droites AB et AD n'ont pes la méme direction ; puisque S(A) = B et sot(A) = D,
les translations s et sot ont des directions distinctes ; il en est de méme pour t
et sot.

Soit maintenant r et s des translations distinctes de Idp et ayant la méme
direction ; soit t une translation distincte de Idp et ayant une autre direction que r
et s (on = convaincra facilement qu'il en existe). Puisque, daprés ce qui précede,
sot et r nont pes la méme direction,

ro(sot) = (sotyor ;
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pusque t e r nont pes la méme direction.
tor=r°t ;
on peut aors écrire que
rog°t=r°@s°t)=(s°t)or =s°(t°n=s°(rot)=(s°not
Donc rog°t=(s°not.
et puisque (T, °) est un groupe.

On comprend pourquoi nous navons pes proposé une telle démonstration
aux éeves.

16 En définissant un vecteur comme ensermble de bipoints qui définissent une
méme translation, on évitait d'avoir recours au parallélogramme considéré comme
ensemble de quatre points ayant un centre de Ssymgétrie.

Dune part, il était inpossible de faire appel a cette notion puisque le
plan n'est toujours pes lié a IR

Dautre part, nous pensons que Cce que nous proposons est plus sinple.
En particulier I'équipollence est de toute évidence une relation d'équivalence lorsqu'on
l'introduit de cette facon.

Néanmoins, il sagit de faire une partition de l'enserble des bipoints et
cela reste difficile a percevoir. Cest pourquoi

— nous avons commencé par I'examen d'un ensenble de points, ou l'on peut
produire tous les vecteurs et tous les bipoints de chague wvecteur,

— nous avons demandé beaucoup de dessin dans TR5 et TR6,

— nous avons insisté sur la bijection entre l'ensemble T des translations
et l'ensenble V des wecteurs.

17 Nous avons délibérément insistté sur la structure de groupe de (T, °) et de
(V. +).
D'abord, pour les raisons données dans lintroduction : rapprocher des situa
tions apparemment différentes. Cest dans cet esprit, par exemple, que nous avons
traité le probleme de la différence de deux vecteurs.

Ensuite, nous avons pu construire
le groupe (V, +) par transport de la struc
ture du groupe (T,°). Le vecteur u+ v
est adlors le vecteur assodé a la translation
t ot . Cette facon de procéder aidera
peut-étre les éléves a comprendre ce quest
la somme de deux vecteurs, et I'égalité
AC= AB + BC
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18 Un vecteur étant une dasse d'équivalence, nous avons utilisé la notation
AB pour désigner le vecteur dont (A, B et un représentant. Bien que nous e
layons pes sigalé aux éeves, nous avons utilisé le sige —* pour désigner I'appli-
cation qui a tout bipoint fait correspondre le vecteur associé. Cette notation est
donc une notation fonctionnelle, comme la notation |..| qui désigne I'application
valeur absolue. De méme qu'il serait facheux d'écrire «soit |a» pour introduire un
élément de IR+ il est facheux décrire «soit u» pour introduire un élément de V.
L'expérience nous a montré que la notation que nous utilisons ne perturbe absolu
ment pes les éaes.

I - COMMENTAIRES DE DETAIL.
TR1 | - DEFINITION DES TRANSLATIONS MATHEMATIQUES e 169

15 La notation tjA B est évidemment un peu lourde meis elle dit
clairement & quelle translation on sintéresse. Hle sera utile pour établir la relation
de Chesles.

II - BEXERACES e 171

21 Outre l'application de ce qu'on vient d'apprendre, cet exercice permet
ass détudier la question assez dassigue de l'alignement de trois points. La démarche,
id auss, est assz dassique : démontrer que trois points sont alignés revient a démon-
trer que deux droites sont confondues — les droites CD et CE sont cornfondues
parce quelles ont un point commun et quelles sont paralleles.

22 La question : «Pourquoi peuxtu écrire que t(A B = tjc Dj» et
l'occasion de réfléchir sur l'intérét de la propriété 4 : deux points déterminent
une translation unique. Cest le cas des points C et D. Cette translation est évidem
ment t(c D et nous venons détablir que c'était t(A B).

Il serait intéressant que les éléves puissent comprendre que cette pro-
priété n'est pes Vérifiee par toute application. Malheureusement, pour le moment, nous re
disposons pes d'exemple dont on soit assué qu'il soit trés convaincant. On  peut
essayer d'étudier la question pour une projection. Soit deux droites sécartes dt et d2
estce que la donnée dun point de dt et dun point de d2 suffit pour définir
une projection de d; sur d2. Ce nest évidemment pes trés enthousiasmart.

On pourra, un peu plus tard, essayer de traiter cette question pour
une rotation matérielle (chapitre SR).

On peut ass essayer de s poser ce probleme pour une application
algéorique. Par exemple : soit f une application affine : xax+ b ; on st que
f(5) = 13. Cela suffit-il pour connaitre f ?

23 Cet exercice sinple re dewrait pes arréter les édleves neis on e
peut évidemment pes sattendre a ce quiils rédigent clairement un «raisonnement par
I'absurde».



TR2 page 173

Une nouvelle fois = pose la question de la quantification : ce qu'on obsenve
pour quelques dalles estil wai pour TOUTES les ddles ? Tout le monde dira oui,
évidemment. Ce n'est pes une raison pour évacuer la question.

TR3 pee 176

Ce quon fait id est vraiment la préparation directe & TR4 : le groupe
des translations.

TR4 I - RECIPROQUE DUNE TRANSLATION pece 179

Une nouvelle fois, nous insistons sr ce quest l'égalité de deux applications.
Les applications sor et Idp sont éghdles parce que tout point du plan a méme imege
par sor et Idp.

I - LE GROUPE DES TRANSLATIONS pee 180

24 Nous avos profité de l'occasion pour dire une fois pour toutes que
la composition des applications est associative (dans toutes les situations ol cette ques
tion a un sems).

Nous re savos pes trés bien quelle signification peut avoir ure telle
question pour un éléve de cet & ; asd avonsnous préféré nous limiter aux manipu-
lations sur les translations matérielles, et au dessin proposé idl.

25 Voici une nouvelle occasion de montrer I'utilité de la propriété 4.
Les applications sor et ros sont des translations et s»r(A) = ros(A|. Appelons A7
e point. Les points A et A; définissent une translation unique, donc sor= ros

26 Méme remarque.
Exercice 2 : pour résoudre les équations proposées, on peut faire
apparaitre une solution en utilisant la relation de Chesles et en prouver l'unicité en
utilisant les propriétés du groupe (T, 0).

TR5 I - VECTEURS DU PLAN pece 184

21 Comme nous l'avons déja fait remarquer, la relation «.. a méne
imege que .» est de toute évidence ure relation déquivalence. Cest une des raisons
pour laguelle nous avons choisi cette démarche.

Nous avons fait démontrer aux ééves qu'un bipoint appartient a une
dasse unique. Cest la facon la plus commode de démontrer qu'une relation est une
relation d'équivalence : ce procédé est bien moins lourd que d'étudier la réflexivité,
la symétrie et la transitivité.
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23 Nous avons noté le vecteur nul 9, et non 0, pour éviter les
confusions. Cette notation n'est pes universelle.

TR6 I - SOMVE DE DEUX VECTEURS page 187

11 Nous avons employé le signe + pour l'opération de V déduite de
I'opération ° de T. Cest l'usage, nmeis tout autre synbole : ¢, *, n, .. conviendrait
ass bien. Nous avons pensé quiil était préférable de suivre cet usage quasi universel,
nmeis il faudra prendre garde aux confusions qui pourront s produire entre I'addition
des nonbres (rationnels puis réels) et celle des vecteurs.

Il - EXERCICES ET PROBLEMES.

31 Commentaires généraux ; classement des exercices.

Les numéros 4 et 5 concement les translations matérielles, et donnent des
exermples de pavege du plan matériel.

Les numéros 1, 2, 3, 6, 7, 8 10, 11 et 25 utilisent la notion de trans-
lation. Le numéro 1 peut étre traité des que l'on connait la définition d'une translation.
Les numeéros 2 et 7 nécessitent de savoir que limage d'une droite par une translation est
ure paraléle a cette droite. Les autres ne peuvent étre traités quaprés l'étude de la
composition des translations.

Le numéro 9 fait appel a la notion de parallélogramme et de bipoints
équipatllents.

Le numéro 12 concermme les équations dans les groupes (T, °) et (V,+).

Les numéros 13 a 24 utilisent la notion de vecteur et, sauf le
probléme 13, l'addition des vecteurs.

3.2 Commentaires particuliers ; réponses.

1 Les dates CX & CY sat padldes (G padldes a la droite AB) ; dles ont un paoint
commn : dles sat donc cofodues

8 les pans C et C7 sat les inages des points A et A7 par la méne tradlation  s°r.

10 les dates EC e OF sat padldes (ca padldes a la dote BD) ; dles ot un point
cormn : dles sat donc cofordues.

n 'y a dux s a eMsagr @ s° r=£ldp ; sor= Idp.

12 2 On poura st faire dlusion au fait qe les vedeus sgoutet come les tradlations <
corposat, sait fare ue démorstration adloge a odle ce la guestion 1

18 O paut asd drorer e AB+ c5- (AD+ CB) = 6.

20 M= D 2 M=D 2 M= C PA] M=C

24 G prddene et ue mowdle coceson e revenir ar 'ussge ce letires muettes.
1  uM)=CB, & doc uA =uB =u0 =&
2  v(M)=Cwi, et doc v(A)=C" , v(B)=C? & vQ=d
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IV - COMPLEMENTS MATHEMATIQUES.

Dans [TR], nous avons défini les translations comme les bijections du plan
s lu-méme qui transforment chaque droite d en une droite parallele a d, et qui
n'ont pes de point invariant. Nous avons en outre choisi comme axiomes les énoncés
suivants.

1 Etant donnés deux points distincts A et B, il existe une et une saue
translation t telle que t(A) =B

2 la corposée de deux translations est une translation.

Nous verrons dabord qu'il était logiquement inutile de supposer qu'étant donné
deux points distincts A et B , il existe au plus une translation t telle que t(A) =B
(paragraphe 4.1) : Cest uniquement pour des raisons pédagogiques gue nous avons retenu
cette condition comme axione. Il était également superflu, logiquement, de supposer que la
la conposée de deux translations est une translation (paragraphe 4.2). Pus nous donnons
un contre-exemple montrant qu’il était par contre indispensable d'introduire un nouvel
axiome assurant que, quels que soient les points distincts A et B, il existe au noins
une translation t telle que t(A) = B (paragraphe 4.3). Enfin nous donnons deux
exermples de plans Vérifiant les axiomes de [TR] (paragraphes 4.4 et 4.5).

41 Soit A et B deux points distincts, et solent s et t des translations

telles que s@A = t(A) = B

S M est un point qui nest pes sur la droite AB , son imege par s
est sur la pardiéle a la droite AB qui pese par M, et également sur la paraiéle a
la droite AM qui pesse par B (ced résulte directement de la définition des transla
tions, indépendament de l'existence et de l'unicité de cellesci). Ces deux droites, que
nous noterons respectivement m et b, sont Ssécantes car les droites AB et AM e
sont, par hypothese. Donc s(M) et a lintersection des droites b et m Il en et
de méme pour t(M), et sous l'hypothése faite, t(M) = s(M).

Soit C un point extérieur a la droite AB ; daprés ce qui précede,
on sat qe SO =tC ; notons D le point s(C). La droite CD est parallele a
la droite AB, et distincte de celleci.

S N est un point de la droite AB, B
il Nest pes sur la droite CD ; il suffit de refaire
aec N, C et D ce qui vient détre fait avec M,
A et B pour savoir que s(N) = t(N).

Donc quel que soit le point M du / X" T?-
plan, s(M)=t(M) ; nous pouons affirmer que
s=t Il exste donc au plus une translation qui b
transforme A en B

42 Soit (P,D) un plan (au sas du paragraphe 41 du commentaire du chapitre DP).

Rappelons qu'une permutation de P est une bijection de P vers P. Nous
appelerons dilatations de (P, D) les permutations p de P telles que limage par p
dune droite d du plan soit une droite parallele a d (signalons que la dénomination
dilatation, bien que fréquemment utilisée, n'est pes universelle).
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Les translations de (P, D) et Idp sont des dilatations de ce plan. On
démontre que les autres dilatations, Sil en existe, ont un unique point invariant ;
on les appelle les homothéties du plan ; elles ne nous intéresseront pes du tout idi.

Montrons dabord que l'enserble A des dilatations du plan est un
sous-groupe du groupe des permutations de P.

* A<£0 cr ldp GA

*S pGA e qGA, dos p»gGA En effet, sot d une droite
du plan ; par hypothése q(d) est une droite parallele a d ; puisque g(d) est une
droite, p(q(d)) est urne droite, paralléle a g(d), et donc a d : linege de d par
poqg est une droite, parallele a d, et p° qGA

* S pGA dos plGA. En effet, soit d'
d7 ure droite ; notons e lensenble pP'1(d7 : nous
allons montrer que e est une droite, parallele a &' B
Soit A/ et Bl deux points distincts de a' ; notons /

A et B leus imeges par p'l : ce sont des éléments
de e distincts car p'l est une permutation. Remar-
quons que A e
P(A) = popl(A) = IdplAJ= Al e p{B) = Bl

Notons d la droite AB ; limege de la droite d par la dilatation p
est une droite parallele a d qui pese par p(A) et p(B), cest-adire par A* et Bl :
cette image est donc 01 Donc, p(d) = d7 et dHd7

Dautre part e=p"1(d/) ; donc

pe) = p° pMd) = ldpfdj =
et p(d) = pe) = d;. Les sousensembles e et d de P ont la méme inege par une
bijection (la permutation p), donc e= d Finalement, pl(d)=e=d, et pl(d)
est une droite parallele a &' ; concluons : pP1GA

I nous suffit maintenant de montrer que T est un sousgroupe de (A °©)
pour pouvoir affirmer que (T, °) est un groupe.

Nous avons déja remarqué que T C A Les deux propriétés suivantes
suffisent donc a montrer que T est un sousgroupe de (A °).

*T#H0 ca IdpGT.

* S sGT e tGT, alos S1°tGT. En effet, soit s et t des
éléments de T ; puisque (A °) est un groupe, nous savos déja que S1°tGA, et
donc que limage dune droite d par s1°t est une droite paralléle a d. Il suffit
donc de montrer que

soit sl1°t= Idp,
soit slot na pes de point invariant.

Supposons donc que S1°t ait au moins un point invariant, et notons
A l'un deux. Alors s1°t(A) = A, et s°s1°t(A) = s(;A) ; puisque
soslot(A) = Idp ° t(A) = t(A), les translations s et t donnent la méme image d'un
point. Suivant le résultat du paragraphe 4.1, on peut conclure que s=t, et donc que
slot=1Idp : ou bien s1°t na pas de point invariant, ou bien sl1°t= Idp ;
dans les deux cas, sl1°t GT.
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[Soit (G,*) un groupe ; si g£G, notons @'l son symétrique pour la
loi * ; soit H un ensemble. Rappelons que, pour que H soit un sous-groupe de (G, *),
il suffit que HCG ; HIJ=9¢ ; si x£H et y£H, alors x »y"l£ H],

Nous avons vu que (T,0) est un groupe commutatif.

4.3 Considérons a nouveau le plan (IR2,A7 défini au paragraphe 4.4 du
commentaire du chapitre DP.

Nous avions indiqué que (IR2, A)) Y
est un plan, c'est-a-dire qu'il vérifie les axiomes
du chapitre DP. Nous allons montrer que, cepen- y' X
dant, il existe dans ce plan deux points distincts
M et N pour lesquels il n'existe aucune transla-
tion t telle que t(M) = N.
Définissons A, B, C, D, et F : y
A=(-1,0) ; B= (0,0 ; C= (1,1 ;
D= (0,1 ; E=(1-1 ; F=(0,-1).

Supposons que t soit une
translation du plan (IR2, AX telle que \ Y / (2/3. 1/3)
B = t(A). Le point t(C) est sur la paralléle
a la droite AB qui passe par C, et sur la
aralléle a la droite AC ui passe par B ;
gonc t(C) = D, et de m(;me pt(E) —pF B /V \
T T / i4.0)

Le point t(B) se trouve sur /\
la droite AB, sur la paralléle a la droite CB

qui passe par D et sur la parallele a la droite

(10

EB qui passe par F ; or ces trois droites ne

sont pas concourantes, comme un calcul simple

— ou une figure correcte — le montre (se rap-

peler que les droites montantes de (IR2, A7 sont «cassées»). Il ne peut donc pas
exister de translation de (IR™~A7 qui transforme A en B.

Il est donc impossible de démontrer, a l'aide des seuls axiomes du chapitre
DP, qu'étant donnés deux points distincts M et N, il existe une translation t telle que
N = t(M).

4.4 Reprenons le plan (Q, E) donné en exemple au paragraphe 4.2 du chapitre
DP. Ses points sont A, B, C et D ; ses droites sont {A, B}, {A, C}; {A, D}, {B, C},
{B, D} et {C, D}.

Notons t I'application Q A B ¢ e N

définie ci-contre. Q B A D C /

On peut remarquer que t est une permutation de P qui n'a pas de
point invariant ; en outre, le tableau suivant montre que si d est une droite de
(Q, E), limage de d par t est une droite parallele a d.
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E AB {AC {AD {BC} {BD} {CD} v

E {AB} {8D {BC} {AD {AC} {CDy F

Donc t est une translation. Outre l'identité, les autres translations de
(Q BE) sot les applications u et v définies d-dessous (toutes les autres permutations
de Q ont au mMoins un point invariant).

Q A B C D\
C

Ju
Q D A B *
II en résulte qu'étant donné un couple (M, N de points, il existe une
translation qui transforme M en N.

AlB1C D
IdQ t u v

u v IdQ t

A
B t I1dQ v u
Cc
D \% u t  1dQ

Donc (Q, E) vérifie les axiomes des chapitres DP et TR.
Indiquons a titre de curiosité que ce plan na pas d’homothétie ; une
vérification simple permet de Sen assurer.

45 Le plan (IR2,A) présenté au paragraphe 4.3 du commentaire du chapitre
DP vérifie lui ass l'axiome des translations.
En effet, soit (3 p) et (g O des points de IR2. Il est facile de vérifier
que
R —* IR
X X)— X+qg-pXx+q-p)
est une translation de (IR2,A), qui transforme (p, p7 en (g, ).

Diailleurs, 9 l'on définit les éléments de A comme les parties de IR2
qui admettent une équation en (x,y) de la forme ax+ by+c=0 (ou a b et c
sont dans IR et tels que (a b) # (0, 0)), il est possible de remplacer (IR, +, X) par
nimporte quel corps commutatif. Cest ainsi que l'on pourrait donner une autre pré-
sentation du plan a 4 points du paragraphe précédent, en utilisant le cops a deux
éléments CZZ/27Z, +, X).
Remarquons en passant que 9 (& b) € IR et a G IR* I'application
R -—* IR
X y)*=*@+alx-a)b+aly-h)
est une homothétie de centre (g, b) de (IR2, A) ; et toutes les homothéties de (IR2, A)
sont de cette forme.



COMMENTAIRES DU CHAPITRE R

Les réels

I - COMMENTAIRES GENERAUX.

11 «Pratique des opérations (sur les rationnels) sur les réels». Le moins qu'on
puisse dire est que le programme laisse toute liberté sur la maniére d'introduire IR

L'introduction de (D a posé pas mal de problémes de cohérence dans la
progression mais, en fin d'étude, les éleves ont sans doute une idée précise de ce
qu'est un rationnel, qu'ils pensent aux fractions (un rationnel est un nombre qui
admet une écriture fractionnaire), ou aux quotients (un rationnel est le quotient de
deux entiers).

Rien de comparable n'est possible pour imaginer ce qu'est un nombre réel.

Aussi nous nous sommes contentés d'essayer de faire comprendre les points
suivants

— il n'est pas déraisonnable d'imaginer des nombres qui ne sont pas rationnels ;
nous avons étudié Il'équation x2 = 2 ;

— on peut donc imaginer un nouvel ensemble, qui prolonge © ;

— quel que soit n dans IN, tout réel admet des valeurs approchées décimales
a 10‘'n prés.

Pour les rationnels, on peut trouver des valeurs décimales approchées en effec-
tuant une division. Imaginer que cette méthode ne soit pas applicable pour d'autres
nombres est encore une fagon d'imaginer les nombres irrationnels. Ce que nous avons
raconté sur [l'histoire de ir n'a pas d'autre but.

1.2 Le plus rapidement possible, nous avons dit qu'il existe des bijections d'une
droite matérielle sur IR. Ce n'est pas une idée simple dans la mesure ou, comme nous
l'avons fait remarquer dans l'introduction, une droite matérielle est intuitivement «recouverte»

par des nombres décimaux.
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Néanmoins on ne peut s contenter de
ID, N méme de (1 Sinon on pourrait, par exemple,
avoir la situation suivarte :
sot ¢ un cerde de rayon r et d une droite
dont la distance au centre du cercde est inférieure
a r;il & peut que cHd=f

1.3 Dans cette étude concernant les droites nwatérielles, nous avons

— fixé le vocabulaire relatif au repérage sur une droite ;

— essay@ de faire comprendre que certaines de ces bijections ont un rdle
privilégié : celles qui sont suggérées par des échelles régulieres ;

— étudié des questions relatives au milieu, en particulier celle du parallélo-
grame aplati, préparant ainsi le chapitre SR

14 La liaison de IR aec les droites matérielles permet ass

— de prolonger facilement l'ordre de O,

— d'introduire la valeur absolue comme une distance sur la droite. Nous
pensons que le support géométrique est id une aide précieuse. Nous avons été assez
bref sur cette question, que nous comptons reprendre en 3éme.

15 Pusgque (IR +, X) et un cops commutatif, comme (Q, +, X), il était possible
de franchir de nouvelles étapes dans I'apprentissage du calcul algébrique, poursuivant
ainsi la progression commencée d&s le début de l'année. Cest I'objet du paragraphe |
de R3.

16 En ce qui conceme le calcul approché, en dehors de la question des valeurs
approchées décinales, nous nous soMMes contentés des exercices manipulatoires de R5
et nouis navons pes voulu faire d'étude plus théorique de ces questions d'encadrements.
Nous comptons reprendre ce sujet plus en détail dans le manuel de 3eme.

Nous avons cependant introduit la notation 10n (o0 n£Z), qui est tout de
méme bien commode lorsqu'on parle de valeurs approchées décimeles.

17 De méme, nous avons été le plus bref possible, ic, en ce qui conceme
les équations et les inéquations, ne dépassant pes le probleme déja connu d'une
équation dans un groupe et l'application immédiate du fait que

9 a”b, 4dos a+c”™b+c.
I nous a paru plus raisonnable de partager cet apprentissage difficile des
équations et inéquations sur les deux années de 4eme et 3eme.
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I - COMMENTAIRES DE DETAIL
R1 | - ENCORE DE NOUVEAUX NOMBRES 1 page 199

1.2 Voici un exemple de démonstration difficile comme il en existe souvent
en algébre. D'abord, c'est un raisonnement par [|'absurde. Ensuite on donne I'impression
de jongler avec des écritures alors, qu'en fait, on utilise pas mal de propriétés anté-
rieures.

Ce qui augmente encore la difficulté, c'est que certaines de ces propriétés
ne sont pas nécessairement connues des éléves, telle celle que nous avons indiqué aux
éléeves : «un nombre dont le carré est pair, est pair», mais aussi, sans doute, les

a\2 a2

régles de calcul sur les exposants utilisées pour passer de (tb) a -b et de (2a/)2 a
)

4a'2.

L'objectif est donc ici plus de faire comprendre I'existence et la nature
du probleme posé que le détail de la démonstration. C'est 'pourquoi nous n'avons pas
détaillé outre mesure cette démonstration.

1.3 Remarque. Voir a ce sujet le probléme 23.
1.4 Cette analogie avec des probléemes comparables, étudiés antérieurement,

nous parait essentielle.

Exercices. Nous avons proposé deux graphismes pour cet exercice sur
I'inclusion des ensembles de nombres, car il nous semble que certains éléves voient
mieux sur l'un et d'autres sur [lautre.

Il - BIJECTIONS D'UNE DROITE MATERIELLE VERS IR page 201

2.1 Comme la question est posée, on peut s'attendre a ce que les éléves
proposent \J2 comme abscisse du point V. Bien entendu, il est tout a fait raisonnable de
de proposer par exemple 1,4 ou 1,5.

2.2 Cette manipulation n'a pas d'intérét pour elle-méme. Il est possible cepen-
dant qu'elle aide a comprendre, un peu plus tard, que lorsqu'on veut que le plan
mathématique vérifie I'axiome du milieu (4éme) ou I'axiome de Thales (3eme) on ne
peut munir chaque droite de n'importe quelle bijection de cette droite sur IR.

Il - OPERATION DANS IR page 203

3.1 Nous sommes passés trés vite sur la structure algébrique de IR. Comme
pour indiquer que, de ce point de vue, IR n'apporte rien de nouveau par rapport
a ©.

3.2 Nous avons tout de méme profité de Il'occasion pour revenir sur la

question du zéro.

IV - ORDRE DANS IR page 204

Méme remarque qu'au 3.1.
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R2 I - SURLIGNES pece 205

12 On peut faire remarquer qu'on sait que l'équation en x dans IR x-2 =8
a une solution unique puisque cest I'équation d'une soustraction dans le groupe (IR, +).
Or il est probable que 10 est une solution évidente pour tous.

I - MLEU DUN BIPOINT pece 207
24 L'équation en y dans IR -5:3-1—V pose un probleme sur lequel on
na pes encore fait réfléchir les éleves. En effet, elle a méme ensenble de solutions
que l'équation -10=8 +y qui, €elle, est I'équation d'une soustraction dans le groupe
(IR, +)e

25 Cette propriété sera reprise au moment de la synthese sur les parallélo
grames dans SR3.

R3 | - QU ON UTILSE LA MULTIPLICATION ET LA DIMVISION pece 209

Tous ces exercices auraient pu étre traités beaucoup plus tot 9 on e
tient compte que des conmaissances quiils mettent en ocawmre. Cependant, I'apprentissage
du calcul algébrique nest pes une chose simple et comme nous lavons déja dit, nous
avons tenu a répartir cet apprentissage dans une progression qui couvre les quatre
chapitres d'algebre.

1.3 Les exercices de factorisation proposés ne demandent pes une factorisa-
tion optimale et I'éleve qui écrit par exemple que - 7ab2 + 14a2b= a(-7b2+ 14ab) a
parfaitement répondu a la question. Cela n'empéche pes de lui faire remarquer que
dautres écritures sont possibles.

19 Nous avons voulu solenniser le moins possible les «produits remarquables»
utilisés dans le sens du développement ; ils ne sont aprés tout qu'un cas particulier
du produit de deux sonTTES.

1.10 Par contre, utilisés dans le ses de la factorisation, ils apparaissent souvent
112 aux éeves comme un tour de negie. Cest pourquoi nous avons tenu a
expliguer en détail ce qu'on faisait.

R4 I - VALEUR ABSOLUE DUN REEL pege 216

21 Exercice 4.

De fagon inconsciente, les éléves pensent que les problémes qu'on
leur pose ont toujours une solution et que cette solution est unique et il faut bien
reconnaitre que la pratique scolaire habituelle ne peut que les renforcer dans cette
icée.

Les deux questions posées id ne sont donc peut-étre pes ass
«naives» quelles le paraissent.
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22 Exercice 1
Cest évidemment de propos délibéré que nous avons orienté les éaves vars
un raisonnement geométrique.

Exercice 2.

Cest un exercice difficile que nous proposons de conduire collectivement au
tableau. Le fait que les deux nombres trouvés ne soient pes solutions de I'équation va
certainement surprendre les déves. Nous essayos par e type dexenples d'éviter que e
=« oaéé lidée que lorsguon «transforme» une équation, on trouve nécessairement une
équation équivalente.

R5 | - ARTHUR ET SON JARDIN pece 217

Le résultat, 0,63 X 3B< £< 0,68 X 3B, doit étre facilement trouvé par
tous. Par contre, il y aura peut-étre une discussion intéressante pour comprendre
pourquoi les données nous imposent de prendre 0,63 X B7 et 0,68 X BB comme valeurs
approchées par défaut et par exces de L

Il ne sagit évidemment pes id de faire appel aux propriétés théoriques
de l'ordre dans IR Les résultats :

2206< E< 2380 - 3591 < L< 3944 - 11592< P< 12648 -

791,815 5<5<938,672 0.

Une nouvelle discussion peut sengager sur la nécessite de garder toutes
les décimales, sur le choix dencadrements raisonnables et sur le fait qu'il faut alors
diminuer les valeurs approchées par défaut et augmenter les valeurs approchées par
exces,

Il - ARTHUR SOPHE ET LE GADGET pece 219

Aucune information n'est donnée pour placer le quadrillage sur le dessin
Les édleves vont donc trouver des résultats différents qu'il est certainement intéressant
d'afficher au tableau.

On aura donc une suite de nombres inférieurs & s et une slite de
nobres supériers a s La discussion qui conduira a choisir le plus grand des nombres
de la premiere suite et le plus petit des nomores de la seconde suite pour encadrer s
Sera certainement  intéressante.

R6 | - PUSSANCE DE DIX pe 21

11 Nous avos bien weillé a re pes confondre une puissance de dix et
I'écriture d'un tel nombre sous forme 10n. Les nombres mille, un centieme, sot des
pussances de 10, méme quand ils ne sont pes éaits 103 et 102. Il est donc prudent
de lire l'écriture 10n  «dix exposant m» et non pes «dix puissance n». Cette der-
niere locution conduit de plus a parler de «puissances positives» et de «quissances
négetives» de 10, ce qui est tres facheux.
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II - VALEURS APPROCHEES DECIMALES DUN RATIONNEL e 223

21 FExercice 1
Nous avions das D4 demandé les quotients approchés a 105 et 1013
pes par défaut de 11 per 7.
Nous navons pes indiqué quun décimal est égdl a s valeurs approchées
par défaut a partir dun certain rang. En effet, comme nous l'avons déja indiqué, nous
re voulions pes étre long sur cette question des valeurs approchées.

- VALEURS APPROCHEES DECIMAL DUN RERL e 25

32 3160 < %0?1 < 3161 - 3142< ? < 3143 - 3141 5929< ::f:

33 Nous avons déja traité des exercices comparables das Q7.

< 3,141 593 0.

Il - EXERCICES ET PROBLEMES.

31 Commentaires généraux ; classement des exercices.

Les nur@ros 2, 3, 5 et 25 portent sr les droites gaduées et les sudigés.

Dans les numéros 4, 5 et 6 intervient l'ordre dans IR

Les nurdros 3, 6, 23 et 25 sot des exarcices oU léleve et armené a
faire des démonstrations.

Les numgros 7, 8, 9 et 11 a 21 sont des exerdices progressifs de caleul
algérique.

Le numéro 10 a bour but de rappeler la priorité de I'exponentiation.

Les numéros 22 et 24 sont des exercices de calcul comportant des
radicaux.

Le numéro 26 fait résoudre des équations dans IR

Le numéro 27 fais résoudre des inéquations dans IR

Le numéro 28 est l'occasion d'un retour sur les applications et bijections.

Les numéros 29 a 34 concement la valewr absolue dans IR

Les nuréros 35, 36 et 37 sont des caads sr des valeus approchées.

Les numéros 38 et 39 sont des exercices s les puissances de 10

Les nungéros 40 a 42 sot des exercices a données concretes.

3.2 Commentaires particuliers ; réponses.
S a=2x dos @=4x2, au eore @2=2(2x2). Lentier 2 et un dvisaur e &, doc
et par.
9 b=2y+1 das k= 2y + 12,
=42+ 4y + ]
=22+2) + 1 5
Le redte das la dvison edidee ik b pr 2 et doc 1, e b et un etier inpar.

S le raud nzestpair,n re paut pes ére inpair e 9 n éait inpair n le saat 2
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25 D i +mb=mT+ ia + ml+ib.
Le point | est le milieu du bipoint (A, B), donc IA = -IB, ou encore IA + 1B = 0.
Donc MA + MB = Ml + Mi et MA + MB = 2Mi.

2) MA2 - MB2 = (MA + MB) (MA - MB) ;

or MA - MB = BA et MA + MB = 2MI.
Donc MA2 - MB2 = 2MI X BA, et comme Ml et BA sont les opposés de IM et AB,
MA2 - MB2 = 2iM X AB.

28 fO=-6 ; f@)=9 ; f(-1)=-9 ; f(-2=0 ; f(@)=0 ; f(s/i)y=6+9\/2 ;
g0 =-7 ; 9g1)=16 ; 9g(-1)=0 ; g(-2=25 ; g(1)=0 ; giva)= 10V 2 + 23.
L'application f n'est pas une bijection car 0 possede au moins deux antécédents pour f,

a savoir - 2 et — ; l'application g n'est pas une bijection car 0 posséde au moins deux antécé-

dents pour g a savoir -1 et —

29 Les réponses dans l'ordre sont : 1,6 ; 391 ;L

31 Les réponses dans l'ordre sont : IR+ ; IR ; IR+ ; IR.

33 Les solutions dans IR de I'équation |x- 2| = 2,5 sont - 0,5 et 5.
Les solutions dans IR de I'équation |3 - x] =5 sont - 2 et 8.

Les solutions dans IR de I'équation |x -\/2| = \/2~ sont 0 et 2\[2.

On peut résoudre ces équations géométriquement ; par exemple, la premiére correspond au dessin
suivant.

--------- T T e ¥ ) SIS
-05 2 4,5
35 Dans certains cas, il est bon de calculer des valeurs approchées des nombres
15 . 9 1579
— <089 et — =09, donc,_— < — ;
17 10 17 10
21 <1,93 et 49_ 1,96 donc21 '4<9 ;
114 257 T 14 25
103 402 . 1 987432 193 103402 987 432 193
——————————— <1 et onc
103 403 987 432 192 ' 103403 987 432 192
10 113
—<0,114 95 e —_>0,11495, donc
87 983 87 983
36 1,414 <V 2 < 1,415 et 1,732 < \[z < 1,733, donc 3,146 < \p2 +\/3 < 3,148 ;

d'autre part 3,141 < 7T< 3,142.

Comme 3,142 <3,146 on peut affirmer que #<\/2 + \/3. Un dessin peut ici aider les
éleves a comprendre.

3,141 3,142 3,146 3,148
1 A 1 * X *—
m \[2 + \[1¥
41 Pour résoudre la derniere question, on peut se reporter & I'exercice 8, 3eme question,

pour affirmer que 12 X310<Cwvt~ 14 X 370, c'est-a-dire que 3720~ vt~ 5 180.
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Des éleves seront certainement surpris d'apprendre que la lumiére a une vitesse ; ils deman-
deront probablement des explications (a trés peu pres, cette vitesse est 300 000 km/s ; c'est ainsi
qu'il faut un peu plus dune seconde pour gu'un signal lumineux, ou radio, vienne de la lune a la
terre, et qu'il faut environ 8 minutes pour qu'un signal lumineux vienne du soleil & la terre).

42 1) La longueur du cercle sur lequel se déplace le soleil est environ 1,5 X 1018 km.

2) Le temps mis par le soleil pour couvrir le cercle entier est environ 6 X 101S secondes,
. ] 6 X 101Ss . L v, 8 ,
soit environ ———- années, c'est-a-dire 2X10 années.
3X107

2 000 1
La fraction du cercle parcouru depuis 2000 ans est alors environ 2—)1(1-1--6-«, c‘est-é-direﬁt__’.

109
Le nombre de tours décrits par le soleil en 4 milliards d'années est environ — [------- , soit 20.
10s X2 000

IV - COMPLEMENTS MATHEMATIQUES.

Rappelons ce que nous avons dit de (IR, +, X, <)

* l'ensemble O est un sous-ensemble de IR ;

* (IR, +, X, <) est un corps commutatif totalement ordonné, dont les lois et I'ordre
prolongent ceux de (Ci, +, X, <) ;

* étant donnés un réel a et un naturel n, il existe un décimal d tel que
d< a< d+ 10"'n ;
* une unité de longueur étant choisie, il est possible d'attribuer a tout segment

un réel positif comme mesure.

Cette fagcon d'aborder les réels pourra surprendre, surtout si l'on a en téte l'intro-
duction des réels par les suites décimales telle que la décrivait le commentaire du
programme de 1971.

Nous essaierons ici d'éclairer notre choix, en particulier en rappelant quelques faits
historiques ; ceci nous conduit d'ailleurs a nous demander si une théorie est bien
nécessaire.

41 Une théorie des réels est-elle nécessaire ?

De nombreux mathématiciens, qu'on pourrait appeler pragmatiques, on conduit
des calculs sans se poser de questions sur les nombres qu'ils manipulaient. Citons Héron
d'Alexandrie (environs du début de I'ére chrétienne) qui donne un algorithme, particu-
lierement efficace, pour calculer des racines carrées : si l'on désire connaitre la racine
carrée d'un nombre a, on choisit une valeur approchée u0 de cette racine carrée,

puis on calcule i{fu0 + —j ; si cette valeur Uj n'est pas assez proche, on calcule

1/ a\ V

ttlu + — 1, etc... Il est dailleurs probable qu'Héron n'a fait que reprendre une

2\ \V4

méthode connue des Babyloniens qui, vers le 18eéme siécle avant J.C., avaient proposé

une valeur de y/2 avec une erreur inférieure a 2 ¢ 10"6. Ces calculs n'étaient pas
accompagnés d'une reflexion sur Il'existence ou la nature de \[2.

Les algébristes italiens de la Renaissance, lorsqu'ils introduisaient de facon

formelle dans leurs calculs intermédiaires des écritures correspondant a ce que nhous
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écrivons aujourd'hui - 3 ou A 4 se comportaient un peu de la méme maniére

ni les nombres négatifs ni les nombres complexes n'étaient a I'époque définis, mais
on ne se préoccupait pas trop du statut de ces écritures du moment qu'elles permet-
taient finalement d'aboutir a la solution.

Cette facon de procéder est évidemment refusée par les mathématiques officiel-
les d'aujourd’hui ; mais ne serait-elle pas celle que suivraient la plupart de nos éléeves
si nous ne les guidions pas vers d'autres démarches ? Il faut un peu de sens méta-
physique, ou passablement de culture mathématique, pour pouvoir avoir un doute sur
I'existence d'un nombre qui mesure la diagonale d'un carré dont le c6té a pour
mesure 1.

4.2 La théorie des proportions.

Cette métaphysique, ou cette perspicacité, s'est trouvée chez des penseurs grecs,
peut-étre en premier chez les Pythagoriens (6eme et 5eme siecle avant J.C.) qui faisaient
jouer aux nombres un rdle primordial dans leurs discussions philosophiques. La plus an-
cienne démonstration de [I'irrationalité de \/2 que nous connaissons se trouve dans les
éléments d'Eudide (environ 300 ans avant J.C.), mais le fait qu'il n'y a pas de ration-
nel qui soit racine carrée de 2 était trés probablement connu et peut-étre démontré
bien avant ; en témoigne la trés jolie et trés triste histoire qui veut que le pythagori-
cien Hippasios ait été jeté d'un bateau en pleine mer pour avoir dévoilé que \f2 est
irrationnel (5éme siécle avant J.C.).

Pour réduire ce scandale de [l'irrationnalité, le livre 5 des éléments d'Euclide

introduit et développe la notion de proportion. Il nous semble intérressant d'en donner
un apercu, méme en se contentant d'a peu prés (ainsi il est totalement anachronique
d'utiliser le concept d'ensemble pour un texte de Il'antiquité ; la quasi totalité des

notations algébriques n'ont été introduites qu'au 16éme siecle, ou apres).
Voila, en termes modernes, un exposé rapide de la théorie des proportions.

Soit G un ensemble, soit + wune loi commutative et associative sur G, telle
que si a, b et c, éléments de G, vérifient I'égalité a+ c= b + c, alors a= b ; on

suppose en outre que si nG IN* et aG G, il existe x unique dans G tel que
X+ x + ..+ x = a (autrement dit, on sait définir ). Soit < un ordre total sur G,
n fois

compatible avec la loi +, c'est-a-dire telle que si a, b et c sont dans G et si a< b,

alors a+ c< b+ c ; on suppose que si a et b sont dans G et si a> b, il existe
y dans G tel que a= b+ y. Enfin, si a et b sont dans G, il existe n dans IN*
tel que af a+ ..+ a> b (axiome d'Archiméde).

n fois

Sous ces hypothéses, nous dirons que G, muni de + et <, est un ensemble
de grandeurs. On peut remarquer que les longueurs des segments, avec I'addition et
I'ordre usuels, semblent bien étre un ensemble de grandeurs, et c'est ce qu'on admet
d'habitude.



- 79 -

On définit alors sur G X G la relation d'équivalence 'V ainsi définie : étant
donnés a, a7 b et b7 dans G,
(a, a9 'v (b, b? si
quels que soient les naturels non nulsp et q, les trois équivalences suivantes sont vraies
qa > pa7 <=> qb > pb7
qa = pa7 <=> qb = pb7
ga < pa7 <= gb < pb7

(1l faut naturellement démontrer qu'on a bien affaire a une relation d'équivalence).

Pour mieux comprendre le sens de cette définition, imaginons un moment
. e - a -
qu'on puisse utiliser I'écriture a# si a et a7 sont dans G. Si a et a7 sont dans G,
le «rapport de grandeurs» —, divisera l'ensemble des rationnels positifs en deux parties

n

n P P
I'ensemble des rationnels positifs — tels que pa7<ga, c'est-a-dire tels que —< .7 ,
q a

et l'ensemble des rationnels positifs — tels que —> — ; de plus si a et af sont
commensurables, il y aura en outre un rationnel unique — tel que —= —a7. Dire que les
q q a

couples de grandeurs (a, a7 et (b, b7 sont équivalents au sens donné plus haut, c'est

A a b . . R .
dire que -7 et b7 divisent I'ensemble des rationnels positifs de la méme maniére,
a

Naturellement, si on construit cette théorie assez compliquée des proportions,
c'est justement parce qu'on ne sait pas encore donner un sens a I|'expression «rapport
des grandeurs a et a® : on peut rencontrer des grandeurs a et a7 telles que, quels
que soient les naturels p et q, on constate que qa + pa7 ; pour de telles grandeurs,

. ) 9 )
il ne sera pas possible de représenter T par un rationnel.

Appelons K I'ensemble quotient de G X G pour la relation d'équivalence définie
ci-dessus ; comme l'ordre < sur G est compatible avec la relation d'équivalence, on peut
définir sur K un ordre quotient, que nous noterons encore <.

On est alors amené a imposer une derniére condition a (G, X,<) : s a,
b et c¢ sont des grandeurs, il existe une grandeur g telle que (a, b) 'V (g, ¢) (avec
la notation de «rapport de grandeurs», il existe une «quatrieme proportionnelle» g

telle que S = ?)—, ou encore, avec des notations aussi approximatives, telle que g= ¢ *c).
Avec cette condition supplémentaire, on peut définir les éléments de K comme des
opérateurs sur G : la classe de (a, b) fait correspondre a la grandeur c¢ la grandeur g

telle que (g, c) 'v (a, b) (il faut naturellement s'assurer que cette définition a un sens).

Le texte d'Euclide ne va guére plus loin ; mais a partir de la, on peut
construire une multiplication commutative X sur K, comme composition d'opérateurs. Si

I'on confond alors le rationnel positif ~ avec la classe du couple

(a+ a+ ...-fa, a+ a+ ...+ @ ou a est un élément quelconque de G, alors (K, X,<)
p fois q fois
est un prolongement de (([}*, X, <) (avec les notations peu correctes introduites plus haut,

cela revient a confondre — et £—).
q qa
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On pourrait enfin construire une addition + sur K, puis introduire des éléments
nul et négatifs coome on le fait pour pesser de IN* & 22 On obtiendrait alors un
cops commutatif totalement ordonné dont O et un souscops ; en outre, § U et
v sot des éléments strictement positifs de ce coms, il existe un naturel n tel que
u+ u+ ..+ u> v:on dit que le cops ainsi construit est archimédien.

n fas

4.3 Quelques remarques.

Le cops totalement ordonné (IR, +, X, <) a toutes les propriétés d-dessus ;
neis il existe dautres corps totalement ordonnés qui ont toutes aes propriétés. Nous en
donnerons quelques exermples plus loin.

Les propriétés algébriques du corps des réds que nous avons indiquées aux
édéeves (Cest un surcops commutatif totalement ordonné de ({, +, X, <), dont les
éléments peuvent étre approchés par les décimaux) sont équivalentes aux propriétés du
cops construit d-dessus : elle ne caractérisent donc pes (IR,+, X,<).

Pour la construction euclidienne, ce sont les propriétés de (G, +, <) qui
fixeront celles du cops quon en déduit ; il nest dailleurs pes sir qu'on ait pris
conscience de ce fait avant le 19me siégde. On pourrait penser qu'indiquer, comme
nous l'avons fait, que IR permet de mesurer tous les segments, une fois I'unité de
longueur choisie, suffit a caractériser les réels. Cest un faux semblant : la structure
des droites mathématiques nest évidemment pes arbitraire ; meis elle n'est pas non plus
imposée strictement par I'observation des droites matérielles. A partir de cette observation,
et de bien dautres considérations, tout un systeme abstrait Sest progressiverment cons
titué ; meis croire guil est logiquement déduit des propriétés des droites matérielles est
un cercle vivieux du méme genre que celui qui consiste a cacher dans les hypothéses
les conclusions qu'on veut atteindre ; par exemple, la «démonstration» que nous
avons donnée que la diagonale d'un caré de cbté 1 a pour mesure \[2 repose s de
nobreuses  hypothéses  implicites.

44 Avant le 19%me .siede.

Jusquau 1%me siede, on na pes fait de progrées formels importants pour
construire (IR,+, X,<). Cela re signifie pes quaucun des problemes liés a ce que nous
appelons maintenant les réds n'ait été étudié pendant tout ce tenps. Bien au contraire ;
meis ce nest quau 19%me siede que l'état de ces questions a a la fois permis et
imposé de donner une construction rigoureuse de (IR,+, X,<).

A titre d'exemple, voici la traduction du latin d'un texte de Buridan (mort
en 1358) ; il montrera que la notion de borme supérieure ne date pes du 19%me siede ;
e texte nest sOrement pes le premier od l'on peut repérer cette notion ; il a du nmoins
l'avantage de remettre en cause l'idée que le Moyen-Age occidental a été un désert
scientifique absolu.

«Soit A urne puissance propre a lever un grand poids. On re saurait assiger
le poids maximum que A peut lever. Cette conclusion s prouve en admettant qu'il
n'y a pes action lorsque l'agent est égll ou inférieur a la résistance .. Supposons donc
qe A leve le poids B et que ce sot |a au dire de notre adversaire, le poids maxi-
mum que A puise lever ; cest alors quil y a quelque exces de A sw B ; a B
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suspendons un poids tel que la résistance devienne égale a la puissance de A, et soit
C ce qui a été suspendu ; il est constant que A ne peut lever l'ensemble de B et
de C. Mais, comme C est divisible, enlevons-en une moitié, et laissons l'autre moitié,
que nous nommerons D, unie a B ; la puissance de A surpasse l'ensemble de B et
de D, et par conséquent peut le lever ; cependant, cet ensemble est plus grand que
B ; B n'était donc pas le poids maximum que A puisse lever». (Cité d'aprés le sys-
ttme du monde de Pierre Duhem, cinquiéme partie. Ch. I, 6 - tome VII, publié par
Hermann en 1956).

Ce n'est toutefois que lorsqu'on disposera du symbolisme mathématique qu'il
pourra se poser des questions plus précises sur les nombres. En particulier, ce formalisme
permettra de faire de Il'analyse, et sera perfectionné pour répondre aux besoins d'une
analyse de plus en plus raffinée. Citons quelques étapes.

Vers 1700, Newton (1643 - 1727) et Leibniz (1646 - 1716) ont introduit le
calcul des intégrales et des dérivées, ce qui revient a calculer une aire plane Ilimitée
par une courbe, ou a trouver la pente d'une tangente ; ils avaient naturellement eu
des précurseurs, comme Cavalieri, Fermat, Descartes et Pascal au 17éme siécle, ou méme
Archimede (287 - 212 avant J.C.).

Et I'on s'intéresse également aux séries ; on écrira ainsi que

1
1+ x+x2+t ..+ x"+ .=
1- x
. 1 Xn+1 ) .
(parce que. si x=£ 1, alors 1+ X+ X2 + ...+ XN = Z---- |—l— —————— ) ; cela conduira a
1 —X —X
. 1 1 1 ; . .
écrire que 1+ —+ —+...7+ ~ri+ ...= 2, mais aussi que 1- 1+ 1- 1+ ..+ 1- 1+

comme le fit Euler en 1730 !

Les difficultés révélées par ces nouveaus outils que sont l'intégration, la déri-
vation et surtout les séries conduiront a se poser de nouvelles questions, comme les
difficultés venant de I'existence de rapports irrationnels avaient suscité la création de Ila
théorie des proportions.

4.5 Une tentative qui échoue.

Le probleme des ensembles usuels de nombres devait étre complétement résolu
dans la deuxiéme moitié du 19eme siécle. Signalons auparavant la tentative de Bolzano,
en 1817, de démontrer que si f est une fonction numérique continue sur le segment
[a, b] telle que f(a) <O et f(b) > 0, il existe au moins un nombre c telle que
a< c< b et f(c) = 0.

Cette tentative est intéressante : elle
montre qu'on prend conscience de la nécessité
de démontrer une propriété qui auparavant
allait de soi.

Mais elle échoue, et cet échec

lui-méme est intéressant : le statut des nombres
réels, ou de la droite, n'était pas encore fixé I
et il était bien difficile de démontrer une

N



- 82 -

propriété, en l'occurence celle de la bome supérieure, alors qu'on navait pes une défini-
tion prédse de l'objet sur lequel on travaillait.

Nous avons mentionné cet échec pour mieux faire sertir que I nous avons
attribué une propriété géométrique a IR (bijection avwec les droites), ce n'était pes du
tout pour prédser logiquement ses propriétés.

46 Les constructions des réels.

Cest vars 1870 que sort apparues plusieurs constructions régoureuses, et équi-
valentes, de (IR, +, X, <). Citons surtout celles de Cantor et de Dedekind, publiées
toutes les deux en 1872

La construction de Dedekind est peut-étre le plus intuitive ; cest en tout cas
celle qui = rapproche le plus de la construction du lire 5 des éléments d'Euclide. La
construction que donne le premier commentaire du programme de 1971 Sen inspire
fortement. Rappelons en le principe.

On appelle coupure de O les couples (A, B de parties non vides de O
telles que

AUB=0 , AOB=0 , 9 aftA e bGB ados a<b ;
ainsi (0, 0*) et une coupure de U de méme que (0%, (ii.

Il exste des coupures (A, B) telles que soit A ait un maximum, soit B ait
un minimum ; cest le cas de (0., &) et (Q* @), auxquelles on assode O.

De méme, § u est un rationnel, notons id I'ensenble des rationnels
strictement inférieurs a u et U\ l'ensermble des rationnels supériers ou égaux a U
définissons de fagon aralogue et ; a&C s notations, (U”, W) et (UM,

sont des coupures ; on décide de confondre chaque rationnel u avec l'enserble des
deux coupures (UN, UM et (UM, UN).

II existe ass des coupures dune autre sote : ainsi, 9§ B est I'ensenble des
rationnels b tels que 2< b2 e¢ b>0 et § A=C\B, le coupe (A, B et ure
coupure, A na pes de nmeximum et B na pas de minimum (Sil n'en était pes ainsi,
2 aurait ure racine carée rationnelle). On appelle ces coupures les irrationnels, et on
note IR l'enserble des rationnels et des irrationnels.

II reste naturellement a définir une addition +, une multiplication X et
un odre < sur IR qui prolongent ceux de 0 et font de (IR,+, X,<) un cops com
mutatif, totalement ordonné, archimédien.
On montre dlors que ce cops ordonné a la propriété des segments  emboités
d a et b sot des sutes de réds telles que
a<a <...<an<...<bn<...<b1l<b0,
il exdste au moins un réd qui appartient a tous les segrents de la forme [an, bn],
o0 nGIN (autrement ditt, n [an, bj =£0).
nGIN
On peut montrer que tous les cops commutatifs totalement ordonnés et
archimédiens sont isomomphes a un souscaps du cops des réds ; ceux qui ont en
outre la propriété des segrents emboités sont isomomphes a (IR,+, X,<).



4.7 Pour conclure.

Nous arrétons id ce sunvd presque caricatural a force d'étre bref. [Pour avoir
un expose détaillé et une premiére bibliographie sur cette question, on pourra = repor-
ter a nombre, mesure et continu - épistémologie et histoire de Jean Dhonbres
(Cedic/Nathan - 1978) dont nous avons repris linterprétation du livie 5 des éléments
dEuclide ; on pourra ass consulter philosophie et calcul de l'infini de Ch. Houzel,
JL Owveert, P Raymond et JJ. Samsuc (Maspero - 1976)].

Nous avons tenté ce sunvol pour mettre en évidence deux points.

* D'une part la construction de IR est difficile ; la longue histoire des réels
en et un indice : 94 @ nétait pes g9 difficile, on n'aurait pes mis 9 longtenps !
Meis ass un examen, méme superficiel, des diverses constructions mene a la méme
conclusion ; elles mettent toutes en jeu des collections infinies denserbles infinis
(ou, ce qui narange rien, dapplications dont la source est infinie). De plus, pour
comprendre un peu ce quon fait, et pourquoi, un minimum danalyse est indispensable
(segrents enboités, ou bome supérieure, ou encore complétion) ; et l'analyse inpose
inévitablement de manier des files de plusieurs quantificateurs, alternativement existentiels
et universds ; la difficulté du maniement de oes files de quantificateurs nest plus a
prouver.

* Dautre part, I'histoire des réds tend a montrer que les problemes posss
par les norbres ont ét¢ résolus progressivement, compte tenu des questions qui =
posaient. Pourquoi dewrions-nous imposer une démarche plus anbitieuse et plus rigo
riste & nos deves ?

4.8 Quelques exemples de corps.

Il existe des cops ordonnés qui sont des sauscaps de (IR,+, X, <). Tous
as cops Vvérifient les propriétés algéhriques que nous avons données. lis sont tous
archimédiens, et peuvert de ce fait étre obtenus par la construction euclidienne.

Voici un exemple. Soit d un rationnel positif tel que \/d ™ <O Notons K
l'ensenble des réds de la forme u+ vVd, o0 u e v sot des rationnels. Il est
facile de vérifier que K est fermé pour l'addition et la multiplication : § u, ulv et
v/ sont des rationnels, (u+ WAd) + (u;+\i'\fd) = U+ u)+ (v+ vwvd, e u+ u; et
v+v/ sont dans 0 ; (U+ wid) (u;+ v™d) = (Uu7+ dw™ + (uv7+ uMVci, et
uu/ + dw; et uv;+ uy sot dans Q

Les éléments neutres 0 et 1 sont dans K

Tout élément de K a un opposé, et tout élément non nul de K a un
inerse @ solent u et v des rationnels ;

u+WAd) + (-u+ (-viv™d) —0,” et -u et -v sot das (B ;
d u+ M\fa=£0, dos WR-vd=0 ca d nest pss le caré dun rationnel, et dans
® s

(u+ de){'&-_vsa'} GZ—_V%\"d):l, et [12—-“\77(3 et u2 yvzd sont dans Q

Bien entendu, les los + et X sont assodatives et commutatives et la lo X
est distributive sur la lo + dans K comme dles le sont dans IR
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Donc (K, +, X) est un cops ; on le note généralement (®NAd], +, X). I
est asxz facile de démontrer que ce cops nlest pes isomomphe a (IR, +, X).

L'exemple de (&[a/2] montre quiil n'était pes nécessaire d'introduire IR pour
résoudre le probleme des diagonales des carés ! Naturellement Q[->/2] ne résoud pes le
le probleme de \A3 ou de \[2. Mais on peut montrer qu'il existe des souscops A de
(IR,+, X), distincts de IR qui sont tels que § aQ at, ap sot des éléments de
A, dors les solutions réelles de I'équation en X

Ppraxs a,x2+ .+ ebxp:O
sont dans A ; en particulier, il y en a un qui est plus petit que tous les autres
(au sas de linclusion) et il = trouve qu'il est dénombrable ; ceci est suffisant pour
étre sr qu'il nest pes isomorphe a (IR, +, X). Comme en outre (1 est inclus dans
0es souscops (comme dans tous les souscops de (IR, +, X)), chacun deux contient
\/2, V3 et \[2 qui sont respectivement solutions des équations en X

xX2-2=0 , x2-3=0 e x3-2=0.
Les coefficients de ces trois équations sont des rationnels ; pour une raison
analogue, 0es sous-comps contiennent tous les nombres de la forme ol af @ et

p€ IN*

Par contre, un nombre tel que w peut appartenir, ou non, a de tels
sous-cops ; il ne faudrait dailleurs pes croire qu'un souscomps qui contient w est
nécessairement isomorphe a (IR, +, X).



COMMENTAIRES DU CHAPITRE SR

Symétrie centrale et repérage

- COMMENTAIRES GENERAUX.

11 Dans ce chapitre, nous allons établir un lien entre le plan mathématique et
I'ensemble des nombres réels (SR2). C'est une idée nouvelle qui n'apparaissait pas dans
les chapitres DP et TR. Il existe d'ailleurs des plans qui Vvérifient les axiomes des
chapitres DP et TR et qui ne peuvent pas étre liégs a IR.

Notons qu'on peut aborder ce chapitre dées qu'on a traité R2 (calculs dans
IR et graduations).

Lier le plan a IR c'est, dans cette construction, associer a chaque droite d
du plan une ou plusieurs bijections de d sur IR. Il suffisait, d'abord, de redire pour

les droites mathématiques ce qui avait été dit pour les droites matérielles dans R1 et R2.

Le fait que pour chaque droite d d'un plan mathématique, il existe des bijections de
d sur IR, apparait donc comme un nouvel axiome.

Si d est une droite et f est une bijection de d sur IR, le milieu d'un

L R . - f(A) + f(B) . .
bipoint apparait comme le point dont [I'abscisse est ’2‘ ; ce point dépend donc

de f (Vous pourrez trouver un exercice a ce sujet dans les commentaires de détail).
Nous l'avons dit aux éléves mais nous n'avons pas voulu aborder le probleme difficile

suivant : quel est l'ensemble des bijections de d sur IR pour lesquelles tout bipoint
de d a méme milieu que pour f ? En particulier, cet ensemble se réduit-il a la

classe affine de f ?

Des observations dans un plan matériel conduisent a accepter I|'axiome du
milieu : on peut munir chaque droite d de bijections de d sur IR de fagon que
«le milieu se conserve par projection».

Il est alors possible de munir chaque droite d'une SEULE bijection de facon
que l'axiome du milieu soit vérifié. Ceci évite d'avoir a donner une réponse a la ques-

tion théorique posée ci-dessus.

Il reste que les éléves auront sans doute du mal a comprendre en quoi
I'axiome du milieu est une propriété des bijections des droites sur IR. Ce que nous
faisons dans le manuel de 3eéme a propos de I'axiome de Thalés améliorera sans doute
la compréhension de cette question.
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i reste égaenent quon ne poura pes éecuer totalement le probléme du

changement de graduations lorsguion Sintéressera aux questions  relatives au repérage du
plan methémetique.

I et dar guun plan qui wérifie la propriété de Thales, wérifie égalenent
la propriété des milieux, dasie id conme axiome. On peut £ denender 9 la réci-
prooue est wraie

42 L'axiome du milieu étart adopté, il était possible de traiter le problene
e la synétrie centrale [SR3, paragraphe [, Nous avos préparé cette étude par des
manipulations [SR1] conduites de la méme fagon que odles qui ont introduit les trans
lations.

Nous axos présenté ure Synmétrie centrale matérielle conme cas particulier
dure rotation metérielle. Cétait l'occasion de fournir une nowelle transformetion meté
riclle, et des manipulations intéressantes.

43 Le paragephe 2 du sousdeptre SR3 et la synthése entre e qui viert
détre fait et les translations. Un paradlélogramme a é¢é défini das le chapitre TR
par pardldlisTe de droites ; nEis Cest ass un ensarble de quatre points qui a un
centre de syndtrie, et on dénortre id que ces deux définitions sont équivalentes.

On peut expliguer naintenant pourquoi MOUs Navos pes voulu définir un
parallélogramme comme un quadruplet. En effet un quadruplet nest pes ue partie du
pan (et re sawrait donc avoir un centre de synétrie !). Dautre part, définir un paral-
l[€logranme comme un quadruplet conduit a distinguer le parallélogranme (A B C D) du
pardlélogramme (B, C, D, A), .., a noins de dire quun paradlélogranme et un ensenble
e 8 quadruplets... !

Le choix que nas avons fait conduit évidenmrent a la notation {A, B, C, D},
qui re donre pes dinformation sur l'ordre des points ; il faut donc prédiser deux som
mets gposss. Une fois cette prédsion apportée, on peut parler du paralélogranne ABCD
ou asd bien du paralélogramme BCDA, etc...

44 les propriétés des paraldogramres particdiers sont traitées au niveau netériel.
Il serait meintenant possbde de nunir le plan mathémetique d'une distance puisquil est
i€ & IR neis cda demanderait un nowel effort théorique inportant que nous préférons
reporter en 3ame.

45 De méne, nos avwos traité le repfrage das un plan netériel. Gela évite de

saposerlaqnﬁlmwd\argarertdeg&atlorsmsqjemsamainsqjear
ue droite metérielle, | edste une graduation et ue sede de repére doné

Cela pemet de = comsager a e qui Nous inErese id : manipdler des coor-
domées et conduire des caads éémentaires sr ces coordonnées.

Ben entendu, la question sya largement reprise dans le livie de 3ame.
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I - COMMENTAIRES DE DETAIL.
SR1 I - UNE NOUVELLE TRANSFORMATION MATERIELLE pece 237

On aurait pu proposer aks des manipulations conparables a celles de TM3,
montrant qu'une suite de 2 pliages autour de deux droites concourantes est une
rotation matérielle et, quiinversement, une rotation matérielle peut = décomposer de
plusieurs facons en une suite de 2 pliages autour de deus droites concourantes.

Nous re lavons pes fait uniquement par soud d'économie de terrps.

12 Cette manipulation peut peut-étre faire comprendre qu'un point et s
transformé e suffisent pes pour définir une rotation. Cette remarque est a rapprocher
utilement de e qui a é¢é fait pour les translations.

I - SYMETRE CENTRALE MATERIELLE pece 238

24 les deux observations sont également importantes
— un point aligné aec A et B a pour transformé un point aligné aec
A7 et B7;
— un point aligné aec A7 et B7 est le transformé d'un point aligné aec A
et B

25 Exercice 5
On peut sas doute faire une remarque sur le centre de gravité d'un
triangle équilatéral qui et un centre de répétition dordre 3, nMEis pes un centre de
Syétrie.
Il - SYMETRIE CENTRALE ET TRANSLATION pee 239

Nous avons fait pour symétries centrales et translations ce que nous navons pes
voulu faire pour pliages et rotations.

Symétries centrales et translations figurent au progrante de la dasse et |l
était intéressant de rapprocher ces deux transformations.

Dautre part, l'analogie aec ce qui a été fait en TM3 sur pliage et translations

3.2 En particulier, lorsquon cherche a décomposer une translation en une suite
de deux pliages, la premiére droite choisie appartient nécessairement a la direction ortho-
godle a la direction de la translation. Ici au contraire, le premier centre de symétrie
peut étre chaisi librement.

SR2 | - AXIOVE DES DROTES pee 241

13 Nous avos dit que s on changeait de bijection, on trouverait peut-étre
un autre milieu.

On peut fare sentir cela en = placant dans un plan metériel.
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Soit d une droite matérielle munie dune échelle réguliere graduée. Soit
A et B deux points de d

B 0 R A
----- H—2%3—2—2—-23——%—23 -3 -2 %3 33—} 3
-2 0o 1 4

Soit R le point dont Pebedsse et X0SE de A+ dmdse de B

Labsdsse de R et 1 On constate que R est le milieu du segrent matériel AB.
Reproduisons la droite d et les points O, A et B

Consernvons  les échelons de la demi-droite OB, et partageons en deux
chague échelon de la demi-droite OA

B O S A
2 1 h— % 2 1 Frrrrr-i-2 i i i i il il m—=
-2 01 3 8

Le dessin sugere lidée quune autre hijection de d s R Soit S le point
dom],djsd.sseaatmssedeA+atmssedeB_

Labscsse de S est 3. Le point S est un autre milieu (au sas mathématique).
I est a remarquer que ce nest pes le milieu du segrent netériel AB.

I - AXIOVE DU MILIEU e 242
22 Lénoncé chisi a la troisieme ligne re dit pas § plusieurs bijections de

d sur IR peuwent convenir. Cest volontairement que nous avos laisse cet aspect de
la question dans le flou, pour les raisons indiquées dans les commentaires généraux.
L'important, pour le moment, est de savor qu’il y en a au nmoins une puisquon a
l'intention de munir chaque droite dune SEULE bijection de cette droite sur IR

— Nous avos préféré décrire la situation par une figure plutbt que par
un texte au risque dailleurs que cette figure ne recouvre pes toute la situation étudiée.
Un texte aurait été id assez long et s lecture pouvait faire perdre de we ce quon
était en train de faire.

25 Ici, nous avos préféré donner des énoncés complets, en examinant les dif-
férentes situations qui peuvert s rencontrer dans les problémes.

Il - RECIPROQUE DE L'AXIOVE DU MILIEU p 244

La rédaction choisie a pour but de faire comprendre qu'un théoréme de ce genre
contient trois parties : I'énoncé dune situations — une hypothése p et une conclusion
q@E p dos Q.

La propriété réciprogue doit donc contenir I'énoncé de la méne situation et
avoir q pour hypothése et p pour condusion (8 g dors p). La réciprogue dune
propriété waie nest pes nécessairenent une propriété wraie, contrairement a ce que pensernt
souert des ééves.



IV - ETUDE DUN PROBLAVE e 244

Ce probleme na pes dautre intérét que de faire fonctionner les propriétés quon
vient d'apprendre.

SR3 | - SYMETRE CENTRALE Pee 246

13 On a dénontré que § = s" Cest ue nowelle occasion dinsister sr ce
quest I'égalité de deux applications.

Il - PARALLH OGRAVIVE pee 247

24 Nous avons admis id deux propriétés.

— L'équivalence entre I'égalité AB= DC et le fait que (A, O et (B, D) ont
méme milieu £ démontre sr une droite mathémetique comme sur ue droite  matérielle.
II Ny avait donc pes lieu de recommencer.

— Voici ue dénonstration de l'équivalence entre I'égalité AB —DC et le
fait que (A, Q et (B, D ont méne milieu. Hle et un peu longue. Cest pourquoi
mus re l'aons pes nise das le livre
Hle peut par contre constituer un sujet A B J D I
de problene.

e Soit A BC et D quatre
points aigés tels que (A, O et (B, D
aient méme milieu. Appelons J ce milieu.

Soit A7 et B7 deux points
qui nN'appartiennent pes a la droite AB
tels que {A B B7 A} soit un para-
lélogranme de sommets opposés A et BY
Appelons K le centre de symétrie de ce A7 B
parallélogranmre.

Dans le triangle ABTC, J et le milieu de (A, O et K est le milieu de
(A, Bj donc les droites KJ et Bt sont pardléles.

Dans le triangle BAD, J et le milieu de (B,D) et K et le milieu de
(A7 B donc les droites KJ et AD sont paralléles.

On en déduit que les droites AD et Bt sont pardléles et que
{A7D, C, B7} et un pardlélogramme de sommets opposés D et B7

On sat nmaintenant que A/B/=AB et A/B/=DC. Donc AB=DC.

e Soit A, B C et D quatre points aligés tels que AB= DC. Soit A7 et B7
des points qui nappartiennent pes a la droite AB et tels que A/B/=AB.

{AB, B, A%} e un parallélogranme de sonmrets opposés A et B7 Appelons
K sn centre de symétrie.

AB/=DC donc {A7D, C B% et un paralélogramme de sommets opposés
D et B7 et les droites AD et BT sont paraléles.
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Appelons J le point dintersection de la droite AB et de la droite paral-
ldle & la droite AD qui pesse par K

Dans le triangle AB”, le point K est le milieu de (A Bj et la droite
KJ est paralléle a la droite B'C, donc J est le milieu de (A, O ; de méme K est le
milieu de (A7 B et les droites KJ et AD sot paraléles, et J est le milieu de (B, D) :
donc (B,D) et (A, O ont le ménme milieu.

26 On re peut faire I'économie de cette propriété tres utile dans les problemes.
La démonstration est un peu pénible parce qu'on re dispose pes de la multiplication
externe.

IV - SYMETRES CENTRALES ET TRANSLATION e 51

II sagit évidemment d'un exercice et pes dun résultat a retenir.

SR5 | - DROTES DE SYMETRIE DUN PARALLEFI OGRAMVE e 252

1.2 Remarque .
I faudra évidemment lutter contre la tendance des éléves a écrire :
«A= (3 ;- 2» L'égalité et un verbe entre deux écritures du méme objet, ce qui n'est
pes le cas id puisquon a affaire & un point et un couple de nombres. Et surtout,
cet abus d'écriture est trés dangereux puisque les coordonnées d'un point dépendent
évidemment du repére choisi.

Il - LOSANGE ree 252
23 Encore un exemple ou et pose le probleme de la quantification.
s . L._-2+X .
L'éguation en X das IR : 1= —-—" pose un probléme sur lequel
on na pes encore fait réfléchir les éleves. En effet elle a méme enserrble de solutions
que l'équation 2= -2 + x qui elle, est I'équation d'une soustraction dans le groupe
(R, +). Nous avons déja rencontré ce probleme dans R2, paragraphe 2.4.

Il - EXERCICES ET PROBLEMES.
31 Commentaires généraux ; classement des exercices.

Les numéros 1 et 2 sont des compléments aux études faites antérieure-
ment dans les chapitres TM et SR sur les pliages.

Les nuneros 3, 4, 6, 7, 8, 10, 12 et 16 utlisent une ou plusieurs des
propriétés ou figure suivantes :

— conservation du milieu par projection,

— droite qui pese par les milieux de deux co6tés d'un triangle,

— équivalences liges au fait qu'un ensermrble de quatre points est un
parallélogranme.
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Dens les numéros 5 et 7 intervient la notion de centre de symétrie
dune figure.

Les numéros 9, 14, 17 et 18 nécessitent d'avoir étudié la symétrie
centrale et la notion de symétrique d'un point.

Les numéros 13 et 15 sont relatifs aux parallélogrammes aplatis.

Le numéro 11 fait démontrer une propriété admise dans le document SR3.

Les numéros 19 a 24 et le numéro 27 concement le repérage dans un
plan matériel. Pour ces exercices une réponse qui Sappuie sur l'observation du dessin
nest pes a rejeter a priori.

Les numéros 25 et 26 sont une premiere approche des représentations
graphiques.

Le numéro 28 est un probleme résolu.

3.2 Commentaires particuliers ; réponses.
Question 3 : on rawait s troné le méne résutat

2 Le pisage autor de dj suM du pliage ator e A et & a pisge autor e A2
v du piage autor ce dj. Il sa bon de fare remarquer quil Nen et s todjours
ard pour la copos®e e deux diages (vor prodéme nunéo 1)

3 Les dées saot areés 4 codtater que les draites traodes sont conoourantes et ls
pouront I'exliouer en utlisant les dosenvations faites das D5 s le padidisne et
lothogordlité qui pemettent de dénontrer que les draites tracdes sot les nediatrices
du tage BG
{a,BC d} et un padidogame e somres qposs A e C
{E F G H} et un padldogame e somets gpoesss E e G
Lasdse ce D et 55 ; cdle e E et - 35

17 Cet l'oxadon e nontrer aux déves qe le raisomearent enployé en dgdre pour résoude
dss égetios et uilis® ass en géorétrie

18 Les gestios 1 & 2 sot fadles Das la question 3, le dessin davient corpliqué

IV - COMPLEMENTS MATHEMATIQUES.

Dans [SR] nous introduisons deux nouveaux axiomes : chaque droite du plan
est en bijection avec IR et il est possible de munir chague droite d'une graduation de
facon que les projections paralleles conservent le milieu ; on suppose alors que, doréna-
vant, les droites sont munies chacune d'une graduation de fagon que le milieu soit
consernvé par projection.

Nous constaterons id que ces axiomes re sont pes superflus : les axiomes
précédemment retenus nassurent pes que les droites soient en bijection avec IR (para-
gapre 1) ; méme d chague droite du plan peut étre mise en bijection aec IR |l
peut « faire, pour certains plans, que quelles que soient les bijections vers IR assodées
aux droites, le milieu ne s conserve pes par projection (paragraphes 2 et 3). Le
paragraphe 4 donne un exemple de plan Vérifiant tous les axiomes de [DP], [TR] et
[SR]. On peut constater qu'un changement de graduations peut permettre de consenver
I'axiome du milieu sas que la nouvelle graduation soit obligatoirement dans la dasse
affine de I'ancienne (paragraphe 5).
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Nous terminons en examinant les relations entre I'énoncé de Thales et
I'axiome du milieu (paragraphe 6) : 9 I'énoncé de Thales est vérifie, il en est de
méme par l'axiome du milieu ; la réciprogue est fausse

41 Nous avons wu que le plan (Q B a 4 points étudié dans les commentaires
des chapitres DP (paragraphe 4.2) et TR (paragraphe 4.4) vérifie les axiomes des chapi-
tres DP et TR. Bien évidemment, il n'est pas question de trouver une bijection de la
droite AB, cest a dire de {A, B}, vars IR Le milieu de (A, B) serait dailleurs bien
difficile a définir : il doit étre sur la droite AB, c'est-adire étre l'un des points A
et B ; lequel ?

On comprend donc pourquoi nous avons été amenés a Ssupposer gue  pour
chague droite d du plan il y a au moins une bijection de d wves IR Cest dailleurs
ure démarche qui nous a paru raisonnable, car elle rattache la notion de milieu a celle
de mesure sur une droite ; indiquons pourtant qu'il est possible de procéder autrement,
en introduisant des axiomes différents.

42 Revenons au plan (IR2, défini dans les commentaires du chapitre DP
(paragraphe 4.4).
Il est évidemment possible dassocier a chaque droite S de ce plan une
bijection de S vers IR : 9§ 5 est sot une droite montante, soit une droite descendante,

soit une droite horizontale, on peut lui assocer S -—%IR, qui est une bijection ; g
(X, y) 2 x

5 est une droite verticale, on peut lui assoder S ) IR
Xy Py

Supposons qu'il soit  possible
dassocier & chaqgue droite de ce plan ure
bijection vers IR de fagon que le milieu
Soit conservé par projection ; nunissons
chague droite d'une bijection vers IR de
facon que cette propriété soit Vérifice.

Appelons a nouveau B et E B0, 0) /

les points (0,0) et (-1,-1). Soit G le

point de la droite EB tel que EB= BG ; X
autrement dit, B est le milieu de (E, G).

Ne sachant rien sur la graduation de la

droite EB, nous ne savons pes ol est G,

sinon que G# E e¢ G# B Les trois E-1-19

figures suivantes indiquent pourquoi I'hypo-

these faite’ est contradictoire, quelle que

soit la position de G.

Sur chague dessin, B' est le milieu de (E, G) ; le milieu de (E, G")
devrait = trouver sur les trois droites en trait fort.
Concluons : dans un plan, méne 9 l'axiome des droites est vérifie, il n'est pes sr
que l'axiome du milieu le soit.
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4.3 L'exenple précédent peut lassy insatisfait : le plan (R ,A) re vérifie pes
l'axiome des translations. Maeis il existe des couples (P, D) qui vérifient les axiomes des
chapitres DP et TR, tels que chaque élément de D pusse ére muni dune bijection de
d vas IR et pourtant tels que, quelles que soient les hijections attachées a chaque
droite, l'axiome du milieu re sott pes satisfait. Nous allons donner une construction
trés succinte d'un tel plan

Soit (P, D) un plan qui Vérifie l'axiome des droites ; sugposos quiil soit
possible dassocier a chagque droite ure bijection vers IR telle que l'axiome du milieu
soit Vérifieé. Nous avons démontré dans le livie de l'dleve que 9§ {A, B C D} et un
paralélogranmre, les diagodles de ce parallélogramme sont sécantes (elles s coupent
méne en ler milieu, mEis cda re nNous senira a rien id).
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Il existe des cops (K, +, X) tels que § on note O I'élément neutre de
leur addition, quel que soit x dans K, il est wva que x+ x=0.

GCes cops sot dits de caractéristique 2. Un exenple de cops de caracté
ristique 2 est le cops a deux éléments (7Z127Z, +, X). Un autre exenple est
({0, 1,a, b}, +, X) ou les los + et X sont données par les tables suivantes.

(+ O 1 a b f>r 0 1 a b
0 0O 1 a b 0 0 0O 0 oO
1 1 0 b a 1 0 1 a b
a a b 0 1 a o0 a b 1
b b a 1 0 b 0 b 1 a

Un demier exemple : le cops des fractions rationnelles a une variable a
coefficients dans 721272

Soit (K, +, X) un cops commutatif de caractéristique 2, tel quil existe
ue bijection de K vers IR (nous admettrons id sas démonstration qu'il existe de
tels cops ; on peut par exenple considérer le cops des fractions de l'anneau des
hies formelles a coefficient dans 72/227). On peut munir K2 d'un ensemble de droites
D, coome il a éé fait pour (IR f, X) au paragraphe 4.3 du commentaire du chapitre
DP. Les axiomes des chapitres DP et TR sont érifiés, comme pour (IR2,A). Chague
droite d peut étre nmunie d'une bijection de d wvers K, et donc dune bijection de
d vers IR Les droites déquation y=0 et y= 1 sont paralléles, de méme que les
droites d'équation x=0 et x= 1 ; donc {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)} est un para-
lélogramme de somets opposés (0,0) et (1, 1). En tenant compte du fait que (K, +, X)
est de caractéristique 2, il est facile de vérifier que les diagondles de ce parallélogramme
qui sont les droites d'équation y=x et y=-x+ 1 ne sont pes sécantes. Ceci, joint
a la remarque portant sur les parallélogrammmes des plans qui peuvent étre munis de
graduations pour lesquelles l'axiome du milieu est Vérifié, permet de conclure.

44 1l existe des plans érifiant les axiomes des chapitres DP, TR et SR On
peut par exemple considérer le plan (IR2, A) défini et étudié au paragraphe 4.3 du
chapitre DP et au paragraphe 4.5 du chapitre TR.

Chaque droite de ce plan peut étre muni dune bijection de d wvers IR
de la maniére suivante :

d d nest pes une droite verticale, la bijection fait correspondre au couple
X y), élément de d, le redd x ;

d d et ue droite verticale, la bijection fait correspondre au couple (X, Y)
€lément de d, le réd .

Il est facile de vérifier quavec ces bijections, le plan Vérifie l'axiome du
milieu ; il vérifie dailleurs I'énoncé de Thales.
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4.5 On peut considérer IR, muni de son addition habituelle, comme un espace
vectoriel sur (0, +, X) ; la loi externe fait correspondre a un rationnel q et un réel
t le réel qt. Il existe des applications bijectives linéaires f de IR vers IR, qui ont les
propriétés suivantes

* comme f est linéaire, quels que soient u et v dans IR et p et ¢

dans ©,
f(pu + qv) = pf(u) + af(v) ;

* il existe des réels u et v et des réels h et k tels que

h+ k=1 et f(hu + kv) ¥= hf(u) + kf(v).

Nous admettrons I'existence de telles bijections sans démonstration. [Voici
pourtant une indication succinte : supposons qu'une base de IR sur O admette 1 et \J~2
comme éléments ; on peut alors considérer I'application linéaire f, telle que f(1) = \J~2
et f(v~2) = 1, et qui laisse inchangés tous les autres éléments de la base ; on peut

enfin définir h, k, u et v ainsi : u= 1, v=\[2, h= 1-yfT et k= \f2).

Supposons que les droites d'un plan (P, D) soient munies chacune d'une
bijection de fagon que Il'axiome du milieu soit vérifié.

Soit alors d une droite et gd sa graduation. Soit f une permutation de
IR ayant les propriétés indiquées ci-dessus ; alors f ° 9d est une bijection de d vers IR,
car c'est la composée de deux bijections.

—

1
Soit A et B des points de d, et M son milieu : gd(M) = ~¢ (A) + —gd(B).

Suivant I'hypothése faite sur f, puisque ™ £ ®,

fegd<M = f(]gd(A) +"gd<B>),

~f(gd(A)) + ~f(gd(B»,

¢f° gd(A) + ~ g d(B).

Donc, si l'on remplace gd par f° gd sans rien changer d'autre au plan,
les milieux des couples de points de d resteront les mémes, et I|'axiome du milieu sera
bien vérifié.

Pourtant, on peut constater que f ° 9d n'appartient pas a la classe affine
de gd ; nous allons le démontrer par I'absurde. Supposons donc que f ° gd soit dans
la classe affine de d, et soit a dans IR* et b dans IR tels que, quel que soit le
point M de d,

f° gd(M) = agd(M) + b.
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Soit u et v des réels et h et k des réels tels que
h+ k=1 et f(hu + kv) =£ hf(u) + kf(v).
Soit P et Q les points de d tels que gd(P) = u et gc(Q) = v
f° gd(P) = f(u) = agd(P) + b= au + b, et
f° gd(Q)
Notons R le point de d tel que gd(R) = hgd(P) + kgd(Q) = hu + kv

f(v) = agd(Q) + b= av + b.

f°gd(R) = agd(R) + b= a(hu + kv) + b= h(au + b) + k(av + b) car h+ k=1,
et f « gd(R) = hf(u) + kf(v).
D'autre part f o gd(R) = f(gd(R)) = f(hu + kv). Nous aboutissons a une con-
tradiction, puisque par hypothése f(hu + kv) hf(u) + kf(v).
Donc f ° gd n'appartient pas a la classe affine de gd, bien que f ° gd

permette que Il'axiome du milieu soit Vvérifié.

4.6 Soit (P, D) un plan dont les droites sont munies de graduations telles que
I'énoncé de Thalés soit vérifié. Cet énoncé de Thalés est rappelé par la figure.

4
JIC _ ac A+ B).
aTb7 AB
/ M d
. . AC . AT’
Si B est le milieu de (A, C) alors — -= 2 ; puisque ~ ==-= 2, le point
Ad A B
By est le milieu de (A;, C? (nous avons gardé les notations de la figure). Donc si un
plan vérifie I'énoncé de Thales, il vérifie aussi I'axiome du milieu.

Mais la réciproque est fausse. Soit (P, D) un plan vérifiant I'énoncé de
Thalés, et donc Il'axiome du milieu. Soit d wune droite et gd sa graduation. D'apres
le paragraphe 4.5, il existe une permutation f de IR, des points P, Q et R de d
et des réels h et k tels que

» s l'on remplage gd par f°gd sans rien changer d'autre, le nouveau
plan ainsi obtenu vérifie I'axiome du milieu ;

* pour la graduation gd, le point R est le barycentre des points P et Q
affectés des masses h et k ;

* pour la graduation f og le point R n'est pas le barycentre des points

P et Q affectés des masses h et k.

On en déduit aisément que le plan obtenu en remplagant gd par f° grff
vérifie l'axiome du milieu et ne vérifie pas I'énoncé de Thalés.
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