
Chapitre C : ENTIERS ET D E C IM A U X

Document C 1

DES ECHELLES

I -  O B S ER V A TIO N  D 'EC H E LLE S  REGULIERES.

Dessine une d ro ite  m atérie lle  e t marque sur celle-ci deux po in ts  

A  e t B. S ur le b o rd  d 'une bande de papier reproduis en P e t Q les em

placements des p o in ts  A  e t B com me sur la figure suivante :

A B

P Q

Fais glisser la bande le long de la d ro ite  matérielle, de façon à 

fa ire co in c id e r P e t B.

La nouvelle position de la bande permet de placer un po in t C sur la 

d ro ite  matérielle en face du po in t Q.

A B C

P Q
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Fais a lors g lisser à nouveau la bande de façon que  P e t  C 

c o ïn c id e n t, e t p lace  un  p o in t  D en face de Q  ;  e t a in s i de suite.

T u as tracé une E C H E L L E  sur une d ro ite  m a térie lle .

Les po in ts  A , B, C, D, ... marqués sur la d ro ite  m a térie lle  son t les 

B A R R E A U X  de l 'éche lle  e t nous appellerons E C H E L O N  le segment m atérie l 

com pris  en tre  deux barreaux successifs.

1.1 Première m a n ip u la t io n .

— Trace une éche lle  su r ' une  d ro ite  m a té rie lle  en u t ilis a n t la  m é

tho de  précédente.

— R epo rte  ce tte  échelle  s u r le  b o rd  re c tilig n e  d 'u n e  bande de p a 

p ie r  com m e su r c e tte  fig u re  :

A B C D E F G H

— L 'é ch e lle  e t  sa co p ie  é ta n t mises en co in c id e n ce  com m e su r la 

figu re , qu 'observes-tu  s i tu  glisses la bande de u n  o u  p lus ieu rs  échelons vers 

la  d ro ite  o u  vers la gauche ?

1.2 D eux ièm e m a n ip u la t io n .

V o ic i une échelle :

A  I! C I> E F G  H  I J K  I. M

_ 1 _ _ _ _ l_ _ _ _ I_ _ _ _ _ I_ _ _ l_ _ _ _ l_ _ _ _ _ I_ _ I I I_ _ _ _ I_ _ _ _ I_ _ _ _ L_ _

— C onstru is  s u r une bande de p a p ie r une co p ie  de ce tte  échelle.

— M ets l ’éche lle  e t  sa co p ie  en co inc id ence , p u is  fais g lisser la 

co p ie  de tro is  échelons vers la  d ro ite  o u  vers la  gauche. Que p e u x -tu  obser

ver ? Recom m ence en fa isa n t g lisser la  co p ie  de u n  o u  de ux  échelons.
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L 'échelle utilisée dans la première m an ipu la tion  est une E C H E LLE  REG U 

L IE R E , celle de la seconde m an ipu la tion  est une échelle qu i n'est pas régulière.

C om m ent vérifie ras-tu qu 'une  échelle est régulière ?

Exercice.

S ur ce tte  d ro ite  m atérie lle  on  a dessiné une échelle régulière d o n t  

P é ta it l 'u n  des barreaux ;  pa r la  su ite  les barreaux o n t été effacés à / 'excep

tio n  de P. Que su ffira it-H  de con na ître  p o u r reconstitue r la même échelle ?

P

1.3 Trois ièm e m anipu la tion.

V o ic i une échelle sur une dro ite . Par les barreaux de cette échelle 

on a fa it  passer des dro ites parallèles.

V érifie  que ce tte  échelle est régulière.

— Place une bande de pap ie r com m e sur la figure suivante de fa

çon que ces parallèles coupen t son b o rd  rec tiligne  e t m arque au crayon les 

p o in ts  où  son t situés les croisements. Tu ob tiens une échelle.
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L 'éche lle  ob tenue est-elle régulière ?

Recom mence avec une nouve lle  bande de p a p ie r placée dans une 

p o s it io n  d iffé ren te .

Enonce les résultats de ces observations.

I l  -  C O M M E N T D E SIG N E R  LES B A R R E A U X  D 'U N E  E C H E LLE  R E G U LIE R E  ?

Nous avons m ain tenant à no tre  d ispos ition  des échelles régulières et la 

dernière observation nous perm et d 'en cons tru ire  fac ilem ent plusieurs sur des 

bandes de papier ; nous pouvons alors les reproduire  sur la feu ille .

Pour désigner les barreaux d 'une  échelle on peut placer un signe à côté 

de chaque tra it  com m e sur les dessins suivants :

Echelle n°1

A B C D E F G H I J K L

Echelle n °2  :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Echelle n°3  :

8 7 6 5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3

Echelle n°4  :

-3 -4 -1 5 0 2 1 3 4 7 8 6
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Exercice.

Observons l'échelle num éro 1. Les couples de barreaux ( B ,E )  et ( G , J ) 

o n t une proprié té  com m une : si, par glissement d 'une copie de l'échelle, la 

cop ie du barreau B v ien t en face du barreau G, la cop ie du barreau E vient 

en face du barreau J.

Nous d irons que les couples de barreaux (B, E) et (G, J) sont 

SUPERPOSABLES.

Trouve d 'au tres couples de barreaux superposables sur l'éche lle  n u 

m éro  1.

Sur l'échelle num éro 2 les couples de barreaux ( 2 ,7 )  et ( 4 ,9 )  sont 

superposables

Compare 7 - 2  e t 9 - 4 .

Fais un ca lcu l analogue p o u r d 'au tres couples de barreaux superpo

sables des échelles num éro 2  e t num éro 3.

Tu as constaté pour les échelles num éro 2 et numéro 3 que si ( a , b ) 

et (c, d) sont des couples de barreaux superposables, b -  a =  d -  c. Nous 

d irons que les échelles régulières num éro 2 et numéro 3 son t GRAD UEES.

L 'éche lle  num éro 4 est-elle graduée ?
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E s t- il po ss ib le  de g ra d u e r les échelles régu liè res  c i-dessous en u t i l i 

sa n t p o u r  les p o in ts  m arqués les no m b re s  d é jà  é c r its  ? S i o u i, recop ie -les  e t  fa is-ls.

0 1

2 -1

3 8

4 0

-2 -3

4 5
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CODAGES

I -  CODAGE DE B AR R E A U X .

On a dessiné une dro ite  matérielle sur laquelle on a marqué les points 

A, B, C, D, E, F, G, H, I, M, N et O.

A O G B H M M C E F D

- 1 0 1 2

Les points A, B, C, D sont les barreaux d'une échelle régulière. On a 

codé ces quatre points :

points A B C D

codes -1 0 1 2

Le po in t M n'est pas un barreau. Il est entre B et C ; au po in t M 

on fa it  correspondre le couple (0 ,1 ) . Le po in t F n'est pas un barreau, il 

est entre les barreaux C et D ; on lui fa it correspondre le couple (1 ,2 ) .

Quel couple peut-on faire correspondre aux po in ts  E, G, H, I, M,

N e t O ?
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Tu peux observer qu 'a u x  po in ts  M et N, on a fa i t  correspondre le 

même couple . P ou rtan t ces po in ts  son t d is tincts .

S i on  te  d i t  q u 'a u x  de ux  p o in ts  M e t  N correspo nd  le  m êm e  

cou p le  (0, 1 ) p e u x -tu  d ire , sans regarder le  dessin, s i les p o in ts  s o n t rangés 

dans l'o rd re  B, M, N , C o u  dans l 'o rd re  B, N , M , C ?

I l  -  DE N O U V E A U X  B A R R E A U X .

2.1 On a re p ro d u it  le dessin ci-dessus, pu is on a a jou té  des barreaux.

A I 0 G B H M N C E F D

- 1,0 - 0,2 - 0,1 0,0 0,1 0,2 1,0 1,1 1,2 2,0

On a ainsi une nouvelle  échelle p o u r laquelle  les barreaux sont 

codés : -1 ,0  ; ... ; 0 ,0  ; 0,1 ; ... ; 1,1 ; 1,2 ; ... ; 2 ,0  e t on  a m a in te 

nant le codage su ivan t :

points A B C D

codes - 1,0 0,0 1,0 2,0

P arm i les p o in ts  E, F, G, H, I, M, N, O quels s o n t ceu x  q u i 

so n t des ba rreaux de ce tte  no uve lle  éche lle  ? Q ue l est le u r code ?

Q uel co u p le  p e u x -tu  fa ire  co rrespondre  aux p o in ts  q u i ne son t 

pas des ba rreaux ?

2 .2  On a re p ro d u it  en p lus p e t i t  dans la marge le dessin du paragraphe

précédent. On a ainsi une nouvelle  échelle p o u r laquelle les barreaux son t co 

dés : -1 ,0 0  ; ... ; 0 ,0 0  ; 0,01 ; ... ; 0 ,1 0  ; 0,11 ; 0 ,1 2  ; ... ; 2 ,0 0  ; 2,01.
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et on a maintenant le codage suivant :

points A B C D

codes - 1,00 0,00 1,00 2,00

Parmi les points marqués quels sont ceux qu i sont des barreaux 

de cette nouvelle échelle ? Quel est leur code ?

Quel couple peux-tu faire correspondre aux points qu i ne sont 

pas des barreaux ?

2.3 Reproduis le dessin du paragraphe 2.2. A joute des barreaux de 

façon analogue. Code-les.

Tu auras ainsi une nouvelle échelle régulière.

2.4 Reprends l'échelle du paragraphe I. Le p o in t 0  est le milieu de 

l'échelon AB.

Penses-tu qu'en construisant des échelles par le procédé précédent 

(division des échelons en 31 on arriverait à en trouver une pour laquelle 0  

serait un barreau ?
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N OUVEAUX CODAGES

I -  SUR UNE ECHELLE.

On a dessiné une droite matérielle sur laquelle on a marqué les points 

A, B, C, D, E, F, G, et H.

G A D F H C B E

0 1

Les points A et B sont les barreaux d'une échelle régulière. On les a

codés :

points A B

codes 0 1

Le po in t D n'est pas un barreau. Il est entre A et B. Au point D 

on fa it correspondre le couple (0, 1 ).

Quels couples peut-on faire correspondre aux po in ts  C, E, F, G

et H ?

Remarque qu'aux points C et D on a fa it correspondre le même cou

ple ; pourtant ces points sont distincts.

On ne peut donc trouver sans regarder le dessin si les points sont 

rangés dans l'ordre A, D, C, B ou A, C, D, B.
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I l -  CODAGE AVEC DES DECIMAUX.

2.1 Pour pouvoir déceler l'ordre de ces quatre points, on a reproduit 

le dessin ci-dessus, puis on a ajouté des barreaux.

Nous avons dessiné une autre échelle régulière telle que entre A 

et B il y ait 10 échelons.

G
A

D F H C
B

E

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,9 1,0

Nous avons codé les barreaux dessinés avec les nombres : 0,0 ; 

0,1 ; 0,2 ; 0,3 ; ... ; 0,9 ; 1,0.

0,8

Nous noterons IDf l'ensemble des décimaux qui peuvent s'écrire 

avec au plus un seul chiffre après la virgule.

Exemples :

0,1 e iD ,  ; 23,4 €  ID1 ; -4 ,8  e  ID, ; 3 3 e iD l ; -42,73 6! ID, ; 4,05(2 0 ,

1 732,1 e  ID, ; 0 £  ID, .

Exercices :

Indique parm i les nombres suivant ceux qu i sont éléments de ID, :

7,8 ; 0,13 ; 81,90 ; -43  ; 102,0 ; -81,304 ; 7,10 ; -8,91 ; 0,07 ; 13245.

Observons la nouvelle échelle : tu peux remarquer que les points D et 

F sont des barreaux de cette nouvelle échelle.

Vérifie que le p o in t G est un barreau de cette échelle. Quel est

son code ?

Quel est le couple associé au p o in t C ? au p o in t E ?

2.2 Nous avons reproduit le dessin ci-dessus et nous avons divisé l'éche

lon DF en dix. A partir de ces nouveaux barreaux, tu pourrais dessiner une 

nouvelle échelle régulière sur la droite AB.

G
A

D F H C
B

E
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P our c e tte  no u ve lle  échelle  dans l 'é c h e lo n  D F , les ba rreaux sera ient 

codés pa r les nom bres  : 0 ,3 0  ; 0,31 ; 0 3 2  ; 0 ,3 3  ; ... ; 0 ,3 8  ; 0 ,3 9  ; 0 ,4 0 .

T o us  les codes que tu  tro u v e ra is  p o u r  c e tte  no uve lle  éche lle  seraient 

des no m bre s  d é c im a u x  p o u v a n t s 'écrire  avec au p lus  d e u x  c h if f re s  après la v ir 

gule.

Nous n o te ro n s  ID2 l 'ense m b le  des d é c im a u x  q u i p e uven t s 'écrire  avec 

de u x  décim a les (d eux  c h if f re s  après la v irgu le ).

E xerc ice

Quels s o n t les é lém en ts  de  ID , p a rm i les d é c im a u x  su ivan ts  :  0,01 ;

4 0 ,3  ; 75 ,321 ; -4 2 ,3 0 0  ; - 8 ,7  ; -8 ,9 3 0 7  ?

2 .3  S’ il nous é ta it  poss ib le  de m a rq u e r les p o in ts  d 'u n  très e x trê m e m e n t 

f in ,  o n  p o u r ra i t  a lo rs  d iv ise r chaque  éche lon  de c e tte  n o uve lle  échelle en d ix .

Les codes de ces no uveau x  ba rreaux  se ra ien t a lors des é lém ents  de

ID ,.

Il se ra it m a té r ie l le m e n t im po ss ib le  

de d iv ise r en d ix  les no uveau x  échelons 

o b te n u s  ; o n  p e u t p o u r ta n t  im a g in e r une 

échelle  p lus  f in e , d o n t  les ba rre a u x  sera ient 

codés pa r des é lém en ts  de ID4 . Si n est 

u n  e n t ie r  sup é rieu r à 4, on  p e u t m êm e 

im ag ine r une éche lle  e x trê m e m e n t f in e  

d o n t  les ba rreaux  sera ient codés avec des 

d é c im a u x  qu i p e uven t s 'éc rire  avec au p lus  

n c h if f re s  après la v irg u le  ; a u tre m e n t d i t ,  

ces ba rrea ux  sera ien t codés avec des é lé 

m en ts  de ID . B ien e n te n d u , il est t o u t  

à fa i t  im po ss ib le  de dessiner une te lle  

échelle.
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E N C A D R E M E N T  DE SOMMES ET DE P R O D UITS

I -  A R T H U R  ET SON J A R D IN .

Devant la maison d 'A r th u r ,  il y  a un ja rd in  m agnifique dans lequel 

poussent tou tes  sortes de plantes extraord ina ires : pe tits  pois, carottes, po i

reaux,....

Ce ja rd in  cause bien du souci à A r th u r  depuis que son ami Eusèbe 

lui a demandé :

«ton ja rd in , il est grand com m ent ? »

A r th u r  a été bien embêté et il n'a pas su répondre. Depuis, il a 

beaucoup ré fléchi et puisque son ja rd in  est rectangulaire, il a décidé d'appe

ler L sa longueur et C sa largeur.

Mais cela n'a rien arrangé du to u t,  bien au contra ire . Depuis ce jour- 

là, les choses n 'o n t fa i t  qu 'em p ire r et il arrive même que la nu it , A r th u r  

fasse des cauchemars où il est poursuiv i par des grand L et des pe tits S.

Aussi, un beau mercredi m a tin  où il fa isa it du soleil e t où il n'avait 

pas de devoir de m athém atique à faire, A r th u r  a décidé d 'en avo ir le cœur 

net. Il a lla it en fin  savoir et pou r cela il a lla it mesurer son jard in.

Après un cop ieux p e tit déjeuner bien nécessaire avant de pa rtir  pour 

une te lle  aventure, A r th u r  se m it  à la recherche d 'un  ins trum en t de mesure. 

Les choses com m ença ient mal. Il ne réussit qu 'à  trouver un v ieux double 

décim ètre à peine en tier et pas mal ébréché.
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A r th u r  alla s'asseoir sur le banc qu i se trouve  sous le pom m ier au 

fo n d  du ja rd in  et se m it  à ré fléch ir. Il se d i t  que mesurer le ja rd in  avec 

cet ustensile a lla it être un trava il très éprouvant et to u t  à coup, il eut 

une idée : il a lla it mesurer le ja rd in  avec ses pas.

Dans le sens de la largeur, il trouva  35 pas. Il recommença plusieurs 

fo is  et il t ro u va it  à chaque coup 35 pas.

Il décida de remplacer 8 par le nom bre 35 e t il é c r iv it sur son

carnet

8 =  35 .

S 'il avait été très savant, il au ra it d i t  que 35 é ta it la mesure en pas 

de la largeur de son ja rd in .

Dans le sens de la longueur, avec 57 pas, il n 'a rr iva it pas to u t  à fa it 

au bo u t du ja rd in , mais il ne resta it pas assez de place pour faire encore 

un pas.

A r th u r  se gratta la tê te  deux ou tro is  fo is  et il éc r iv it sur son carnet : 

5 7 < L < 5 8 .

Il avait donné un encadrem ent de L.

T o u t cela avait c o n d u it un A r th u r  très satis fa it de lu i jusqu'au diner, 

et c’est avec bon ap pé tit q u 'i l  se m it  à table. T o u t  à coup, au m om ent où 

il a lla it a ttaquer son dessert (une glace à la pistache...) une idée affreuse le 

poignarda :

«et si les pas que j'a i fa i t  ce m a tin  n 'ava ient pas tous la même lon 

gueur... ? ».

Il fa l la it  c o n trô le r cela to u t  de suite. Laissant la glace à la pistache 

fon dre  dans son assiette, sous le regard ahuri de ses parents, A r th u r  se pré

c ip ita  dans le ja rd in . Sur l'a llée très dure qu i traverse le ja rd in , il marqua 

to u te  une série de ses pas e t les mesura avec son v ieux double  décimètre. 

Catastrophe ! il n 'y  en ava it pas deux pareils.

La plus co u rt m esurait 0 ,63  m et le plus long 0 ,68  m.
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A r th u r  décida d 'im aginer un nom bre p , mesure théorique  de son pas 

en mètres, e t il éc r iv it sur son carnet

0 ,63  <  p <  0 ,6 8 ,

puis il re tourna s'asseoir sur son banc. Il avait donné un encadrement de p.

A r th u r  appela i '  la mesure de la largeur du ja rd in  en m è tre s , L ' 

la mesure de la longueur du ja rd in  en mètres, et découvrit q u 'i l ne connais

sait tou jou rs  par 8 ' e t L 7. Par con tre , il pouva it fa ire  quelque chose de 

beaucoup plus amusant e t calculer un encadrement de &' e t un encadrement 

de U .

A r th u r  é ta it enchanté. Si bien q u 'i l  appela :

P la mesure du périm ètre  du ja rd in  en mètres, et

S la mesure de la surface du ja rd in  en mètres carrés,

e t q u 'i l  calcula un encadrem ent de P et un encadrement de S.

Fais les mêmes calculs q u 'A r th u r  e t donne des encadrements des 

nom bres  fi', L 7, P e t  S.

I l  -  A R T H U R , EUSEBE ET LE  G A D G E T.

A  quelque tem ps de là, A r th u r  reçut la visite de son ami Eusèbe. Ce

lu i-c i ava it trouvé  un ob je t très curieux. C 'é ta it fermé, en métal, lourd, et im 

possible à décrire ; aussi en vo ic i un dessin :
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Les deux amis é ta ien t très intrigués. Ils to u rn è re n t cet ob je t dans tous 

les sens un certa in  nom bre  de fo is  sans arriver à deviner à quo i cela pouvait 

bien servir.

«Un tru c  com m e ça, d i t  Eusèbe au b o u t d 'u n  m om ent, cela ne peut 

servir à rien. Cela d o it  ê tre  un gadget q u 'o n  tro uve  avec les paquets de les

sive. Il n 'y  a q u 'à  le je te r» .

Mais A r th u r  é ta it  d 'u n  au tre  avis. Il ava it vu un jo u r  dans son d ic t io n  

naire q u 'o n  pouva it tro u ve r le nom bre  qu i mesure le vo lum e d 'u n  ob je t. Pour 

cela, il su ff isa it de :

— cho is ir une u n ité  p o u r mesurer les longueurs, e t par conséquent une 

un ité  p o u r mesurer les surfaces et une u n ité  p o u r mesurer les volum es ;

— con na ître  le nom bre  qu i mesure la surface de la base de l 'o b je t  ;

— c on na ître  le nom bre  qu i mesure la hauteu r de l ’ o b je t ;

— m u lt ip l ie r  ces deux nombres.

De p lus A r th u r  ava it envie de fa ire  p ro f i te r  Eusèbe de ses connaissance; 

tou tes  neuves en m atière  d ’encadrem ent. Il proposa donc à son ami de cher

cher un encadrem ent du nom bre  qu i mesure le vo lum e  du gadget.

C ette idée n 'en thous iasm a it pas pa rticu liè re m e n t Eusèbe, mais après to u t  

puisque ce jo u r  là il p leuva it, a u tan t fa ire  cela que de passer une après-m idi 

devant la té lévis ion.

A r th u r  alla che rcher un v ieux  pa rchem in transparent q u 'i l  ava it trouvé 

par hasard dans une m alle  du grenier en che rchan t un ins trum en t de mesure. 

Ce pa rchem in ava it dû ê tre  ra pporté  par sa tan te  G ertrude à la suite d 'une 

de ses périlleuses exp éd it ion s  en Transvalachie.

Nous t'avons donné sur la fe u ille  de m a n ip u la t io n  C 5 une cop ie  (en 

m e illeu r é ta t) de ce pa rchem in transparent.

Les deux am is décidèren t de ch o is ir  :

— com m e u n ité  de longueur : la longueur du côté  d 'u n  carré du qua

drillage num éro  3 ; ils appelèrent u cette  un ité .

La longueur du cô té  d 'u n  carré du quadrillage num éro 2 est donc 

2u ; celle  du côté  d 'u n  carré du quadrillage  num éro  1 est 4u.
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— Com m e un ité  de surface : la surface d 'u n  carré du quadrillage nu

m éro 3. Ils appelèrent u 2 ce tte  un ité .

C om bien d 'u n ité s  u 2 mesure la surface d 'u n  carré du q u a d ril

lage num éro  2  ? D u quadrillage  num éro  1 ?

— Com m e un ité  de vo lum e : le vo lum e d 'un  cube d o n t une face est 

un carré du quadrillage num éro 3. Ils appelèrent u 3 cette un ité.

Ils appelèrent :

— h le nom bre qu i mesure en unités u la hauteur du gadget ;

— s le nom bre  qu i mesure en un ités u 2 la surface de la base du 

gadget ;

— v le nom bre qu i mesure en un ités u 3 le vo lum e du gadget.

Et ils tro uvè ren t :

— un encadrem ent de h ;

— plusieurs encadrements de s ;

— e t donc- plusieurs encadrements de v.

Nous a llons fa ire  com m e eux.

Encadrem ent de h.

V o ic i un segment qu i a même longueur que la hauteur du gadget :

U tilise  un  cô té  du  quadrillage num éro  3  p o u r tro u ve r un  enca

d rem en t de h.

Premier encadrem ent de s et de v.

V o ic i un  dessin de la base du gadget, en vraie grandeur.
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Pose le  q u a d rilla g e  n u m é ro  1 s u r ce dessin.

C o m p te  tous les ca rreau x  que tu  vois e n tiè re m e n t gris.

C om p te  tous les ca rreau x  que tu  vois e n tiè re m e n t o u  en p a rtie

gris.
A vec  tes cam arades, éc rivez  au tab leau  la d o u b le  lis te  des résu l

ta ts  que  vous avez trouvés.

Choisissez u n  en ca d re m e n t de  s. tP o u r cela, / /  ne fa u t pas o u 

b lie r  q u e  s est m esuré en u n ité s  u 2J.

D éduis-en u n  en ca d re m e n t de  v.

D eux iè m e  encadrem en t de s e t de v.

R ecom m ence en u t i l is a n t le  q u a d rilla g e  n u m é ro  2.

C hois is de la m êm e fa ço n , avec tes cam arades, u n  encadrem en t

de  s.

D édu is-en u n  e n ca d re m e n t de  v.

T ro is ièm e  encadrem en t de s e t v.

R ecom m ence en u t il is a n t le  q u a d rilla g e  n u m é ro  3.

Choisissez u n  n o u ve l e n ca d re m e n t de s .

D édu is-en u n  e n cad re m en t de  v.

Q uelles ob serva tio ns  fa is - tu  s u r les tro is  encadrem ents de  v que  

tu  as tro uvés  ?
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Document C 5

D IV IS IO N  DES NOMBRES D E C IM A U X

I -  EXERCICES.

1.1 Le graphique sur papier m illim étré  de la feu ille  de manipulation 

C 5 indique la correspondance entre les nombres qui mesurent une distance 

en miles anglais et en kilomètres.

Le tra it  rouge t 'ind iq ue  que 100 miles correspondent à 160 km.

Cela signifie que, pour deux voitures, l'une de marque française, l'autre de

marque anglaise, lorsque le com pteur totalisateur de la première indique 160, 

le com pteur totalisateur de la seconde indique 100.

En u tilis a n t ce graphique, donne le nom bre de miles qu i 

correspond à 80  km . D ivise le nom bre trouvé pa r 80.

Même question p o u r 240  km , 40  km , 2 8 0  km. Que cons

tates-tu ?

En u tilis a n t ce graphique, donne le nom bre de kilom ètres  

q u i correspondent à 2 5  miles. Divise le nom bre trouvé p a r 25.

Même question p o u r 125 miles, 75  miles. Que constates-tu ? 

Calcule à qu o i correspond : 1 m ile  ;  4 7  miles ;  72,3 miles. 

Tu viens de trouver que 1 mile correspond à 1,6 kilomètre.
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C alcu le  à q u o i co rrespo nde n t : 3 5  k ilom è tres  ;  14,1 k ilo 

m ètres ;  1 k ilo m è tre .

Pour savoir à quo i correspond 1 k ilom è tre , tu  as sans do u te  d i

visé 1 par 1,6 e t tu  as tro uvé  0 ,625. Donc :

0 ,625  X 1,6 =  1.

On d i t  que 0 ,6 25  est l'inverse de 1,6 et que 1,6 est l'inverse de

0 ,625.

Pour savoir à quo i co rresponden t 35 k ilom ètres , il est possible que 

dans la classe, vous ayez u tilisé  les deux m éthodes suivantes :

— d iv iser 35  par 1,6 ;

— ca lcu le r à qu o i co rrespond 1 k ilo m è tre  en d iv isan t 1 par 1,6 

puis m u lt ip l ie r  35  par 0 ,625.

V érifie  que les d e u x  m éthodes d o n n e n t le  m êm e résu lta t.

Donc d iv iser par 1,6 ou m u lt ip l ie r  par son inverse 0 ,625 donnen t 

le même résultat.

Remarque.

Dans ce t exercice, nous avons supposé que 1 m ile  anglais correspond 

à 1,6 k ilo m è tre  so it 1 6 0 0  mètres. Ceci n 'est pas la va leur exacte du m ile  

anglais et nous l'avons cho is ie p o u r s im p lif ie r  l'exerc ice . Sur to n  d ic tionna ire , 

tu  peux lire  une va leur approchée p lus précise du m ile  anglais : 1 609 mètres.

Q uant au m ille  m arin , une va leu r approchée en est 1 852 mètres.

1.2 Dans le p rem ie r tableau de la page 2 de la fe u ille  de m an ipu la tion  

C 5, on a donné en m ill io n s  d 'h a b ita n ts  la p o p u la t io n  des d iffé ren ts  con tinen ts  

en 1 920, en 1 961 e t une prév is ion p o u r l'an  2 000.

A  la prem ière ligne, on  a vou lu  savoir par com b ien  il fa l la it  m u l

t ip l ie r  la po p u la tio n  de l'A s ie  en 1 9 2 0  p o u r o b te n ir  la p o pu la tio n  prévue en 

l'an  2 000. Pour cela nous avons posé la d iv is ion  :

3 720

840
720

48

960

3,87
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Nous avons arrêté cette div is ion lorsque nous avons trouvé la 2ème 

décimale. On d it  que 3,87 est le q u o tie n t approché à 0,01 près par dé faut de 

3 720 et 960. Cela s ignifie que si les prévisions sont bonnes, la popula tion de 

l'As ie  en l'an 2 000 sera approx im ativem ent la popula tion de 1 920 m ultip liée 

par 3,87

Fais le même ca lcu l p o u r les autres con tinents. Partagez-vous 

le  trava il dans la classe.

1.3 Tu sais peut-être que lorsque le m inistre des finances é tab lit le bud 

get de la nation, il p révo it plusieurs sources pour les recettes, par exemple : 

les im pô ts  sur les revenus, la T .V .A ., etc...

Sur le deuxième tableau de la feu ille  de m anipulation, nous avons 

indiqué, en m illia rds de francs, le m ontan t de certains de ces postes pour le 

budget de 1 972.

A  la dernière ligne, nous avons indiqué le m ontan t to ta l des recettes 

prévues : 200 ,3  milliards.

A  la première ligne, nous avons calculé ce que représente en pour 

centage l ' im p ô t sur les revenus par rapport au to ta l des recettes de l'é tat. Pour 

cela nous avons divisé 34,26 par 200,3 ce qui revient à diviser 342,6 par 2 003.

V o ic i cette div is ion :

342,6 

142 30
02 090

0 0870

2 003

0,171 0

Nous avons arrêté cette div is ion lorsque nous avons trouvé la qua

trièm e décimale. On d it  que 0,171 0 est le q u o tien t approché à 0,000 1 près 

par dé faut de 34 ,26  et de 200,3.

Cela signifie  que sur 1 F de recette, la part qu i prov ient de l ' im 

pô t sur le revenu est 0 ,1 7 1 0  F.

L 'hab itude est de donner cette part pour 100 F ; elle est ic i de 17,10 F.

Fais les mêmes calculs p o u r les autres lignes. Partagez-vous le 

trava il dans la classe.
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I l  -  R E F L E X IO N S  SUR LES E X E R C IC E S  PR EC E D EN TS.

2.1 Dans les tro is  exercices précédents, on a fa i t  des d ivisions de no m 

bres entiers ou de nom bres décim aux en cherchan t des qu o tien ts  approchés.

Certaines de ces d iv is ions nous o n t donné un q u o tie n t en tie r ou dé

c im al e t un reste nul.

100

40
80

0

1,6

0 ,625

40

0

10

4

1er exercice : ca lcul du nom bre  de 

miles correspondant à 1 k ilo m è tre .

2ème exercice : ra p p o rt entre la popu la tio n  

de l 'an  2 000  e t celle de 1 972 pour l'Océanie.

Pour d 'au tres div is ions, nous nous sommes arrêtés à la deuxièm e dé

c im ale (2ème exercice) ou à la qua trièm e (3ème exercice) p o u r des raisons 

pratiques alors que le reste de la d iv is ion  n 'é ta it  pas nu l.

Nous ne nous sommes pas posé la question  de savoir si «en p o u r

suivant la d iv is ion  assez lo in»  il é ta it  possible de tro u v e r un reste nul.

Pour certaines de ces d iv is ions, on p o u rra it  le constater sans e f fo r t

excessif.

Exemples :

35

30
140

120
080

0

1,6

21 ,875

14,1

130
020

4

1,6
8,81

1er exercice : nom bre  de m iles c o r

respondant à 35  kilom ètres.

1er exercice : nombres de miles correspondant 

à 14,1 k ilom ètres.

420

100
40

8

160

2,62

3 720

840
720

48

960

3,87

2ème exercice : ra p p o rt en tre  la po 

p u la t io n  de l'an 2 000  et celle de

1 9 2 0  p o u r l'U .R .S.S.

2ème exercice : ra p p o rt en tre  la po p u la tio n  de 

l'an  2 00 0  e t celle  de 1 920  pour l'Asie .
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Term ine to i-m êm e ces d iv is ions.

T u vois que

3 5 =  1,6 X 2 1 ,8 7 5  ;

14,1 =  1 ,6 X 8 ,8 1 2 5  ; 

420  =  160 X 2 ,6 25  ;

3  720  =  960  X 3 ,875.

S o it a et b deux nom bres décim aux

si la d iv is ion  de a par b  tom be juste  c'est q u 'i l  existe 

un  nom bre  décim al q te l que a =  b X q,

s 'il existe un nom bre  décim al q te l que a =  b X q, alors la 

d iv is ion  de a par b tom be  juste.

On p e u t se poser la question  : est-ce que to u te  d iv is ion  de nombres 

déc im aux tom be  juste  ?

Dans le paragraphe su ivan t nous a llons donner une réponse à cette 

question  dans le cas où le deuxièm e nom bre  a un  inverse.

2.2 S o it  a e t b deux nom - Considérons les nombres

bres déc im aux tels que déc im aux 35 e t 1,6 :

b a un inverse. 1,6 a un inverse (1er exercice).

Appe lons c ce t inverse. Cet inverse est 0 ,625.

Supposons q u 'i l  existe un  Supposons q u 'i l  existe un

décim al q te l que décim al q '  te l que

a =  b X q. 35 =  1,6 X q '.

J u s tifie  les égalités suivantes. J u s tif ie  les égalités suivantes.

c X ( b X q )  =  c X a ; 0 ,6 25  X ( 1,6 X q ' )  =  0 ,625  X 35 ;

c X (b  X q )  =  (c  X b ) X q ; 0 ,625  X (1 ,6  X q ' )  =  (0 ,625  X 1 ,6) X q '  ;

(c  X b ) X q =  1 X q ; (0 ,6 2 5  X 1 ,6 ) X q '  =  1 X q '  ;

1 X q =  q ; 1 X q '  =  q '  ;

q =  c X a . q '  =  0 ,625  X 3 5 .

Nous avons m o n tré  que Nous avons m on tré  que

s'il existe un nom bre  q te l que s'il existe un nom bre  q '  te l que

a =  b X q, nécessairement 35 =  1,6 X q ', nécessairement

q =  c X a. q '  =  0 ,625  X 35.
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Il n 'y  a do n c  pas d 'a u tre  II n 'y  a do nc  pas d 'a u tre

n o m b re  q que le n o m b re  c X a n o m bre  q '  que le nom bre  0 6 2 5  X 35

p o u r lequel a =  b X q . p o u r  lequel 35  — 1,6 X q '.

Il fa u t  m a in te n a n t che rcher Ce nom bre  répond à la ques

si le n o m b re  c X a répond  à la t io n .  En e f fe t  tu  as dé jà  consta té  dans

q u e s tio n  le p re m ie r exerc ice q u 'i l  rev ien t au même

de d iv ise r pa r 1,6 ou de m u lt ip l ie r  par

M o n tre  que  0 ,6 2 5  ; en p a rt ic u l ie r

a =  b X (c X a). 35  =  1,6 X (0 ,625  X 35 ).

Nous venons de m o n tre r  que,

si a e t b son t des nom bres  d é c im a u x  e t si b  a un  inverse, il ex is te  

un  n o m b re  u n iq u e  q te l que a =  b  X q ; ce n o m b re  est le p ro d u it  de a par 

l'inve rse  de b ;

donc, dans ce cas, la d iv is io n  de a par b to m b e  jus te  (il s u f f i t  de poui 

suivre l 'o p é ra t io n  assez lo in ) .

Dans le cas où  b n 'a  pas d 'inve rse , on  ne sa it pas encore répondre  

à la q u e s tio n  posée à la f in  du paragraphe précédent.

E xerc ice  :

M o n tre  qu e  to u te  d iv is io n  p a r  2  to m b e  ¡u s te  s i o n  la  p o u r

s u it  assez lo in . M êm e q u e s tio n  p o u r  5, p o u r  4  e t  p o u r  8.

I I I  -  IN V E R S E  D 'U N  N O M B R E  D E C IM A L .

3.1 E xem p le  1.

C herchons si le n o m b re  3 a u n  inverse. P our cela, posons la d iv i 

s ion de 1 pa r 3 :

10

1

3

0,3

Est-ce qu e  0 ,3  e s t l'in v e rs e  de  3  ?

Le reste de ce tte  d iv is io n  est 1. P our t ro u v e r  le c h if f re  su ivan t, on 

va a jo u te r  0 au reste, c 'es t-à -d ire  le m u lt ip l ie r  par 10.

Q ue l c h if f r e  va-t-on  tro u v e r au q u o t ie n t ? Q ue l sera le  n o u 

veau reste  ? Que va-t-H se passer s i o n  c o n tin u e  la  d iv is io n  ? L e  n o m b re  3 

a - t- i l u n  inverse ?
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3.2 Exem ple 2.

Cherchons si le nom bre 7 a un inverse. Pour cela posons la d ivision 

de 1 par 7.

1 7

On est amené à d iv iser 10 par 7. Le reste est 3. On d o it  alors d i

viser 30  par 7. Le reste est 2. A rrê tons-nous là pour le m om ent.

Sans c o n tin u e r la  d iv is ion , p e u x -tu  d ire  quels son t les restes 

possib les p o u r ces d iv is ions successives ? P o u rq u o i ?

Supposons q u 'o n  so it arrivé à la s ixième décimale du q u o tien t et 

q u 'o n  n 'a it  to u jo u rs  pas trouvé  0 com m e reste.

P o u rq u o i est-on assuré que la d iv is ion  suivante donnera p o u r  

reste un  no m bre  dé jà  tro uvé  ?

V érif ion s  :

1 0

I 3 0

2 0
6 0

4 0

5 0

1 0

L i

7

0 ,142 857 1

T u  vois donc q u 'o n  ne pourra  pas trouver 0  com m e reste si lo in  

q u 'o n  poursuive la d iv is ion. On est assuré que 7 n'a pas d'inverse : en e ffe t, 

on sait que lo rsqu 'un  nom bre a un inverse, to u te  d iv is ion par ce nom bre to m 

be juste  lo rsqu 'on  po u rsu it assez lo in .

On a de plus trouvé qu 'o n  peut écrire le q u o tie n t approché à 10“ n 

près par dé fau t sans poursuivre la d iv is ion. A ins i :

— le q u o tie n t approché à 1 0 '6 près par dé fau t de 1 par 7 est :

0 ,142  857 ;

— le q u o tie n t approché à 10’ 7 près par dé fau t de 1 par 7 est : 

0 ,142  857 1 ;

— le q u o tie n t approché à 1 0 '*  près par dé fau t de 1 par 7 est : 

0 ,142 857 14.

Ecris les q u o tie n ts  approchés à 10” 13 près, à 10 "17 près p a r 

d é fa u t de 1 p a r 7.
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3 .3  E xem p le  3.

Dans l'e x e m p le  p récéde n t, o n  a vu que dans la d iv is io n  de 1 pa r 7, 

il n 'é ta i t  poss ib le  de tro u v e r  que  6  restes d if fé re n ts  e t d i f fé re n ts  de 0 . En fa i t ,  

o n  les a to u s  trouvés.

C herchons  si 37  a u n  inverse. En ra iso nna n t c o m m e  ci-dessus, on 

p e u t a f f irm e r  que dans la d iv is io n  de  1 pa r 37 , il n 'es t pas possib le de tro u v e r 

p lus  de 3 6  restes d i f fé re n ts  e t  d if fé re n ts  de 0.

M ais avan t d 'e f fe c tu e r  c e tte  d iv is io n , o n  ne p e u t pas savoir si ces 36  

restes appara issent e ffe c t iv e m e n t.

E ffe c tu e  la  d iv is io n  de  1 p a r  37. Tu arrê te ras  c e tte  d iv is io n  :

— s o it  s i tu  tro uves  c o m m e  res te  0  ;

— s o it  lo rsq u e  tu  penses a v o ir  tro u v é  tou s  les restes possib les.

Le  n o m b re  37  a - t - i l  u n  inverse  ?

R em a rqu e  :

Les tro is  exem ples  p récédents  nous m o n tre n t  q u 'i l  ex is te  des coup les  de 

n o m b re s  d é c im a u x  (a , b )  te ls  que  la d iv is io n  de a pa r b ne se te rm in e  pas.

P our ces coup les , il n 'e x is te  pas de n o m b re  déc im a l q te l que 

a =  b X q .

O n n 'es t jam a is  dans c e tte  s i tu a t io n  si b a u n  inverse.

3 .4  N om b res  d é c im a u x  a y a n t un  inverse.

Dans u n  des exe rc ices p récéden ts  nous avons vu  que 16 a un  inverse, 

q u i est 0 ,0 6 2  5. D onc

16 X 0 ,0 6 2  5 = 1 ;

(1 6  X 0 ,0 6 2  5 )  X 104 =  1 X 104 ;

16 X (0 ,0 6 2  5 X 10 4 ) =  104 .

Mais 0 ,0 6 2  5 X 1 0 4 =  6 2 5 .

D onc  16 X 6 2 5  =  104 .

Ceci m o n tre  que 104 est d iv is ib le  pa r 16.

S o it  b u n  n o m b re  e n t ie r  a ya n t un  inverse. O n p o u rra it  m o n tre r  c o m 

m e ci-dessus q u 'i l  ex is te  u n  e n t ie r  n a tu re l n te l que  10n s o it  d iv is ib le  pa r b.

Inve rsem ent.

S o it  b un  n o m b re  en tie r. S upposons q u 'i l  ex is te  un  n o m b re  e n tie r 

n a tu re l n te l que 1 0 n s o it  d iv is ib le  pa r b.
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S o it alors p l 'en tie r te l que 

b X p =  1 0 ".

J u s tifie  les égalités suivantes :

(b  X p )  X 1CTn =  10n X 10_n ; 

b X (p  X 1CTn ) =  1 .

Cette dernière égalité m o n tre  que b a un inverse décimal.

Exemples :

1 000  est d iv is ib le  par 8, donc 8 a un inverse ;

100 est d iv is ib le  par 25, donc 25 a un inverse ;

10 000  est d iv is ib le  par 400, donc 400  a un inverse.

C alcule ces inverses.

Exercices :

S o it r e t s deux entiers naturels.

Est-ce que  2 r a un  inverse ?

Est-ce que  5S a u n  inverse ?

Est-ce que  2r X 5 S a un  inverse ?

Remarque :

Si b est un en tie r qu i a un inverse décim al alors, si p E Z ,  le déci

mal b X 1 0 p a aussi un inverse décimal.

Exemples :

C alcule les inverse de  4 ; 0 ,4  ; 0 ,04  ; 40.

Calcule l'inverse  de 0,08.

Calcule l'inverse  de 25.

3 .5  C onclusion.

Il résulte de ce qu 'o n  a fa i t  dans le paragraphe I I I  que :

— certa ins nombres décim aux o n t un  inverse, d 'au tres pas ;

— on sait reconnaître  les nombres décim aux qu i o n t un inverse.

En e ffe t si on é c r it  un nom bre décimal sous la fo rm e  : 

a X 10 P avec a €  Z  et p £ Z ,  

ce nom bre  a un inverse, si et seulement si, il existe un en tie r naturel n 

te l que 10" so it d iv is ib le  par a.
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Document C 6

IN T E R V A L L E S  ET EN CA D R E M E N TS

I -  D E F IN IT IO N S .

1.1 V o ic i tro is  nombres décim aux :

1 ,3 1 , - 4 ,5 ,  3 ,1 .

Range-les pa r o rdre  de grandeur croissante. Tu remarques que : 

-4 ,5  < 1 ,3 1  e t  1,31 < 3 , 1 ,

On d it  que 1,31 est com pris s tric tem ent entre -4 ,5  et 3,1, ou en

core que 1,31 est encadré stric tem ent par -4 ,5  et 3,1.

Donne d'autres nom bres encadrés s tric te m en t pa r -4 ,5  e t 3,1.

L'ensemble des nombres décim aux encadrés stric tem ent par -4 ,5  et

3,1 est appelé intervalle ouvert dans ID et noté

]-4 ,5  ; 3,1 [ .

Pour un nombre décimal a , les deux propriétés suivantes sont donc 

équivalentes :

-4 ,5  <  a <  3,1 et a e  ] -4 ,5  ; 3,1 [ .

Nous avons déjà écrit plusieurs fo is  de tels encadrements depuis le 

début de l'année.
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1.2 On peut d é fin ir  aussi l'ensemble des nombres encadrés par -4 ,5  et

3,1. Cet ensemble est appelé intervalle ferm é dans ID et noté

[ - 4 , 5 ;  3,1 ] .

Les nombres -4 ,5  et 3,1 appartiennent à cet in tervalle fermé.

Pour un nom bre décimal a, les deux proprié tés suivantes sont donc 

équivalentes :

-4 ,5  < a  < 3 , 2  et a e  [ - 4 ,5  ; 3,1 ] .

1.3 Exercices.

C alcule la d iffé ren ce  des nom bres  3,1 e t  -4 ,5 .

Ce nom bre est appelé d iam ètre  de l'in terva lle .

M o n tre  que le nom bre -4 ,5  +  3,1 est un nom bre  décim al
2

q u i a p p a rtie n t à c e t in te rva lle .

Ce nom bre est appelé centre de l'in te rva lle . 

V o ic i une échelle régulière graduée :

0 1

S u r ce dessin, où  se tro u ve n t les barreaux correspondant à

3,1 , à - 4 , 5  e t au cen tre  de l'in te rv a lle  ?

Ecris d 'au tres in te rva lles ouverts ou fermés.

Sous chacun d 'eux, écris des nom bres appartenan t à l'in te r 

valle, e t ca lcu le  le  d iam ètre  e t le  cen tre  de l'in te rva lle .

P our l'u n  d 'en tre -eux, fais un  dessin com m e ci-dessus.
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1.4 Exercices.

V o ic i deux intervalles de ID :

]4 ,7  ; 1 3 ,2 [ , ]9 ,1 3  ; 1 5 [ .

Q uelle  est le u r in te rse c tio n  ? L e u r ré u n io n  ?

Fais un  dessin.

Les ensembles que tu  viens de tro u v e r son t-ils  des in te rva lles

de  ID ?

Mêmes questions p o u r  les in te rva lles  su ivan ts :

1-5,2 ; 2 [  e t  [ - 3 ,7  ; -1  ] ;

11,5 ;4 , 3 7 [  e t ] 5 ; 6 , 3 [  ;

[6 ,41  ; 8 ,2 ]  e t  [8 ,2  ; 1 0 ] ;

]6 ,41  ; 8 ,2 [  e t ]8 ,2  ; 10 [ .

1.5 Nous ^vons dé jà  u tilisé  la n o t io n  d 'encadrem en t dans le do cum en t 

C 5 p o u r encadrer un  nom bre  inconnu.

A ins i, A r th u r  ava it appelé P le nom bre  inconnu  mesurant le périm ètre  

de son ja rd in  en mètres e t il ava it tro u vé  :

115,9 2 < P <  125 ,12 .

On d i t  que 115,92 est une valeur approchée par dé fau t de P, et que 

125 ,12  est une valeur approchée par excès de P.

S o it d un décim al qu i a p p a rt ie n t à ] 115,92 ; 1 2 5 ,12[.

Peut-on d ire  s i d est une  va leu r approchée p a r excès ou  

p a r d é fa u t de  P ?

Exercice.

S o it x  un  nom bre  décim al te l que 

-2 ,571  < x  <  1,73.

D onne une va leu r approchée p a r d é fa u t de x , une va leur ap

p rochée  p a r excès de  x .

P eux-tu  d ire  s i le  ce n tre  de l'in te rv a lle  ] —2,571 ; 1 ,7 3 [ est une  

va leur approchée de x  p a r excès ou  p a r d é fa u t ?
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1.6 Dans le d o cu m e n t C 9  nous avons ca lculé l'inverse de 1,6 ; notons

ce nom bre 1 Nous savons que 1 =  0 ,6 2 5 .
1,6 ’ 1.6

On pe u t donc  écrire  que

0 < 1
1,6

< 1 ,

0,6 < 1

1,6
<  0 ,7 ,

1
1,6

<  0 ,6 3  ,

0 ,6 2 5  < 1
1,6

<  0 ,6 26  ,

_ L
1,6

<  0 ,6 25  1 .

E cris  les de u x  d o u b le  inégalités suivantes.

Les nom bres 0  ; 0 ,6  ; 0 ,6 2  ; 0 ,6 2 5  ; 0 ,625  0 ; etc... sont

des valeurs approchées par d é fau t de 1
1,6

On d i t  que ce son t des valeurs approchées à 1 un ité  près, à 10 1

près, à 10“ ’  près e tc... T u  remarques que 1
1,6

est égal à sa valeur approchée

par d é fau t à 10 3 près.

C om pare
1,6

e t ses valeurs approchées p a r d é fa u t à 10_n

près lo rsq ue  n >  3.

Les nom bres 1 ; 0 ,7  ; 0 ,6 3  ; 0 ,6 26  ; 0 ,625  1 , etc... sont des va-

leurs approchées par excès de 1
1,6

Com pare-les avec 1
1,6

On d i t  que ce son t des valeurs approchées à 1 un ité  près, à 10 '" 

près, à 1 0 'J près, etc... Avec la co n ve n tio n  cho is ie  p o u r l 'u t i l is a t io n  des signes

<  e t < ,  le no m bre 1

1,6
ne pe u t être égal à aucune des valeurs approchées

par excès trouvées ic i.
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Remarque-

Dans ce qui précède, nous avons choisi d'écrire des valeurs approchées 

par défaut ou par excès à 1 0 '1 près, 10‘ 2 près, etc...

Bien entendu, il est possible d'écrire d'autres valeurs approchées de 1
1,6 '

Ainsi, 0,5 <
1.6

< 0 ,8 1 .

Le nombre 0,5 est aussi une valeur approchée par défaut de
1

1.6
; le

nombre 0,81 est aussi une valeur approchée par excès de 1

1,6

Ecrivons la suite d'intervalles :

10 ; 1[ ;

(0 ,6  ; 0,7 [ ;

[0 ,62  ; 0,63 [ ;

[0 ,625 ; 0,626| ;

0,625 0 ; 0,625 1 [ ;

[ 0,625 00 ; 0,625 01 [.

On pourrait continuer.

0 0,6 0,7 1

0,62 0,63

0,62 0,625 0,626 0,63

0,6 250 0,6 251

Sur la première figure nous avons représenté les 3 premiers intervalles. 

Sur la deuxième figure nous avons représenté l'intervalle [0 ,6 2 ;0 ,6 3 [  

en grossissant 100 fois ce qu'on avait obtenu sur la première figure. Puis nous 

avons représenté les deux intervalles suivants.
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Ecris le 8éme in te rva lle .

Calcule le  d iam ètre  de chaque intervalle . Qu'observes-tu ?

Quelle observation p e u x -tu  fa ire  su r les nom bre  de gauche ? 

Les nom bres de d ro ite  ?

E n fin  tu  rem arqueras que to u t nom bre  de la co lonne de 

gauche est in fé rie u r à to u t nom bre  de la co lonne de dro ite .

Exercices.

Choisis un  nom bre  dans la 6ème in te rva lle . A p p a rtie n t- il aux  

in tervalles précédents ?

P our chacun des 6  intervalles, m u lt ip lie  les deux nombres 

écrits  p a r 1,6. Tu ob tiens une nouvelle  su ite  d 'in te rva lles. Qu'observes-tu ?

1.7 Exercicë.

C alcule l'inverse  de 400.

Ecris une su ite  d 'encadrem ents, pu is  d 'in te rva lles  fermés à 

gauche e t ouverts à d ro ite  com m e ci-dessus, en u tilis a n t des valeurs approchées 

pa r d é fau t e t p a r excès à 1 u n ité  prés, à 10-1 près, à 1 0 '2 prés, etc...

P eux-tu  fa ire  des observations analogues à celles du paragra

phe p récédent ?

1.8 Dans le docum ent C 9, nous avons vu que le nom bre 3 n ’avait pas 

d'inverse. Nous avons posé la d iv is ion de 1 par 3,

10

10

1

3

0,33

et observé que lo rsqu 'on  arrête la d iv is ion, tous les ch iffres du quo tien t qui 

suivent 0 sont des 3 et que le reste est 1. On sait que l'inverse de 3 n'existe 

pas dans ID : donc on ne peut pas parler d 'encadrement de l ’ inverse de 3.
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Ecrivons cependant la suite d'intervalles :

[0 ; 1l ;
[0 ,3 ; 0,4 [ ;

10,33 ; 0 ,341 ;

[0,333 ; 0,334 [ .

0 0,3 . 0,4 1

0,33 0,34

0,33 0,333 0,334 0,34

0,3 333 0,3 334

Ecris le 6ème intervalle.

Tu remarques qu'on peut faire sur ces intervalles les mêmes obser

vations que sur les précédents :

— les diamètres de ces intervalles sont 1, 10 "’ , 10"2, etc... ;

— tou t nombre de gauche est inférieur au nombre de gauche sui

vant ;

— tou t nombre de droite est supérieur au nombre de droite sui

vant ;

— tou t nombre de gauche est inférieur à tou t nombre de droite.

Il y a cependant une différence. Dans les exercices précédents, à 

partir d 'un certain rang, tous les nombres de gauche étaient égaux. Cela ne 

se produit pas ici.

Exercice.

Pour chacun des quatre intervalles, m u ltip lie  par 3 les deux

nombres écrits.

Tu obtiens ainsi une nouvelle suite d'intervalles.

Qu'observes-tu ?
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1.9 Pose la d iv is ion  de 141 p a r 37. A rrê te -to i lorsque tu  penses

a vo ir trouvé tous les restes possibles.

Ecris alors une suite d 'in te rva lles com m e ci-dessus. Ecris-en 8

p a r exemple.

Peux-tu faire des observations analogues à celles du paragra

phe précédent ?

I l -  EN CAD R EM ENTS ET OPERATIONS.

2.1 Encadrements et add ition.

Nous avons déjà réalisé un tel exercice dans le document C 5. Nous

avions écrit

22,05 <  8 ' <  23,80

35,91 <  L 7 <  39,44

22,05 +  35,91 <  « ' +  L ' <  23 ,80 +  39,44 

et nous avons ju s tif ié  ce résultat dans le docum ent C 10.

Exercice.

V o ic i un encadrement d 'un  nombre inconnu x et un encadrement d 'un 

nombre inconnu y

-3 ,27  < x  < - 3 , 1 5  ;

2,4 <  y  <  2,5 .

Donne un  encadrem ent du nom bre  x +  y .

2.2 Encadrements et différence.

Exercice.

V o ic i deux encadrements de deux nombres inconnus x et y ;

3,41 <  x <  3,45 ;

1,13 < y  <  1,20.

Donne un encadrem ent du nom bre  x  -  y  .

Compare avec tes camarades.

S oit a, b, c et d des nombres décimaux.
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V o ic i deux encadrements des nombres inconnus x et y  : 

a <  x <  b ;

c <  y  <  d .

J u s tif ie  ce q u i s u it  :

Si c < y < d ,  alors - d < - y < - c .

Si a <  x <  b «  - d < - y < - c ,  alors a +  ( - d )  <  x  +  ( - y  ) <  b +  ( - c ) .  

Si a <  x  <  b et c <  y  <  d , alors a - d < x - y < b - c .

Est-ce b ien  ce que tu  avais fa i t  dans l'exe rc ice  p récéden t ?

Exercice.

V o ic i des encadrements de de ux  nom bres inconnus x  e t y.

-2 ,7  < x  <  1,03 ;

-4 ,1  « y  < - 0 , 1 6 .

D onne un  encadrem en t de x  -  y  .

2 .3  Encadrements e t m u lt ip l ic a t io n .

Mous avons déjà réalisé un te l exercice dans le docum en t C 5. Nous 

avions é c r it  :

22 ,05 < 8  < 2 3 , 8 0 ,

35,91 < L  < 3 9 , 4 4 ,

22 ,05  X 35,91 <  8 X L <  23 ,80  X 39 ,44  , 

e t nous avons ju s t if ié  ce résu lta t dans le d o cum en t C 10.

Exercice.

V o ic i des encadrements de deux nombres inconnus x  e t y  :

2,1 <  x <  2 ,3  ;

1,7 < y  <  1,8 .

D onne un  encadrem ent de  x  X y  .

T u  remarqueras que tous les nom bres écrits son t positifs.

Exercice.

A u  paragraphe 1.8, la d iv is ion  de 1 par 3 nous a co n d u it à écrire une 

suite d 'in te rva lles.
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Ecris à nouveau les quatre premiers.

Ecris de même les quatre  prem iers intervalles obtenus de la 

même façon en d iv isan t 1 p a r 7. Tu peux u tilise r le résultat trouvé dans le 

docum ent C 9  au paragraphe 3.2.

Ecris de même les quatre  prem iers intervalles obtenus de la 

même façon en d iv isan t 1 p a r 21.

Nous avons écrit sur une même ligne, les intervalles de diamètre 1 , 

1 0 '1 et 10~2.

Recopie ce tableau e t com plète-le.

division de 1 par 3 : d ivision de 1 par 7 : division de 1 par 21 :

[ 0 ; 1 [ [ 0 ; 1 [ | 0 ; 1 [

[ 0 ,3 ;  0,4 [ [ 0 ,1 ;  0,2 [ [ 0 ,0 ;  0,1 [

[ 0 , 3 3 ;  0,34 [ [ 0 , 1 4 ;  0,15 [ [ 0,04 ; 0,05 [

Ind ique  p o u r chaque ligne s i le nom bre de gauche obtenu  

p o u r  21 est le  p ro d u it des nombres de gauche obtenus p o u r  3 e t 7.

Recommence p o u r les nombres de droites.

Exercice.

Nous avons divisé 1 par 6 et écrit les 4 premiers intervalles obtenus 

com me ci-dessus :

[ 0  ; 1 [

[ 0,1 ; 0,2*1,
[ 0 ,16 ; 0,17 [ ,

[ 0,166 ; 0,167 [ .

Choisis un nom bre décim al q u i appartien t au quatrièm e in 

tervalle.

Pour chacun de ces intervalles, nous avons m u lt ip lié  les deux nombres 

écrits par 6. Nous avons obtenu quatre nouveau intervalles :



I 0 ; 6 [,

[ 0,6 ; 1,2 [,
[ 0,96 ; 1,02 [ ,

[ 0,996 ; 1,002 [ .
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M ultip lie  par 6 le nombre que tu as choisi. Qu'observes-tu ?

La figure suivante illustre cette situation.

Sur chacune des deux droites, nous avons représenté les trois derniers 

intervalles de chaque suite.

Les deux parties du dessin n 'ont pas été faites à la même échelle. Un 

intervalle de diamètre 10"1 a été représenté.

— Sur la première droite matérielle par un segment de 10 cm de lon

gueur ;

— Sur la deuxième droite matérielle par un segment de 2,5 cm de lon

gueur.

0.2

0,167 0,166

0,17 0,16 0.1

1,2

1.02

1,002

0,9®

0.996

0,6
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2.4  Dans le paragraphe précédent, tous les nombres utilisés sont positifs.

Exercice.

V o ic i des encadrements de deux nombres décim aux inconnus x et y  :

5,7 < x  <  10,9 ;

- 3 < y  « - 2 .

D onne un encadrem ent de  x X y . Com pare avec tes cama

rades.

Ceci est essentiel, l 'exercice suivan t te m ontre ra po urquo i.



40Chapitre C : E N TIER S ET D E C IM A U X

Docum ent C 7

RACINE C ARR EE D 'U N  NOM BRE D E C IM A L

I -  C A R R E  ET R ACINE CARREE.

1.1 Notons A  l'ensemble { 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 , 1 0 } .  So it B l'ensemble 

des carrés des éléments de A  :

B =  { 0 , 1 , 4 , 9 , 1 6 , 2 5 , 3 6 , 4 9 , 6 4 , 8 1 , 1 0 0 } .

S oit f  l'app lica tion  de A  vers B qu i à to u t élément de A  as

socie son carré. Nous pouvons donner la table de cette application :

A 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B 0 1 4 9 16 25 36 49 64 81 100

L 'ap p lica tion  f  est-elle une b ije c tio n  ?

Cette table donne l'image de to u t  élément de A  par f  c'est-à-dire 

le carré de to u t nombre appartenant à A.

Quel est le  nom bre de A  d o n t le carré est 36 ?

On d it  aussi que 6 est racine carrée de 36.

La table permet d'associer une racine carrée à chaque élément de B.
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1.2 Considérons m a in tenant l'a p p lica tio n  g de IN vers BM qu i à to u t 

nom bre en tie r nature l associe son carré.

P o u rq u o i ne pe u t-o n  pas écrire  la tab le  de ce tte  ap p lica tio n  ?

On peut cependant cho is ir deux nombres entiers quelconques a et 

b et écrire la tab le  des carrés des nombres com pris  entre a et b .

Par exem ple, vo ic i la tab le des carrés des nombres com pris  entre

13 et 21

13 14 15 16 17 18 19 20 21

169 196 225 256 289 324 361 400 441

Cette  tab le  perm et com m e ci-dessus de tro uve r le carré d 'un  nombre 

de la prem ière ligne, ou une racine carrée d 'u n  nom bre  de la deuxième ligne.

Par exem ple :

Quel est le  carré de  17 ?

Q uelle est la  rac ine carrée de 361 dans l'ensem ble des nom  

bres com pris  en tre  13 e r 21 ?

Penses-tu que l ’a p p lica tio n  g de IN vers IN so it une b i/e c tio n  ?

S o it a e t b des entiers nature ls tels que a <  b.

M o n tre  que  a2 <  b 2 .

Penses-tu q u 'u n  e n tie r n a tu re l puisse a vo ir p lus  q u ’une racine

carrée ?

1.3 Nous avons jo in t  à ce do cum en t une tab le  des carrés des nombres 

de 1 à 999.

Sur ce tte  table, tu  peux lire  :

— à la prem ière ligne, les carrés des nombres de 0 à 9 (de 00 à

09) ;

— à la deuxièm e ligne, les carrés des nombres de 10 à 19 ;

— à la deuxièm e ligne, les carrés des nombres de 20 à 29 ;

— etc...
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Ainsi, voici un extra it de cette table :

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

15. 22 500 22 801 23 104 23 409 23 716 24 025 24 336 24 649 24 964 25 281 15.

16. 26 600 25 921 26 244 26 569 26 896 27 226 27 556 27 889 28 224 28 561 16.

17. 28 900 29 241 29 584 29 929 30 276 30 626 30 976 31 329 31 684 32 041 17.

27 889 est le carré de 167

Exercices.

Lis sur la table les carrés des nombres : 123 ; 421 ; 79. 

Lis sur la table les racines carrées des nombres :  164 836 ;

5 476 ; 95 481.

1.4 Calcule le carré de 12 ;  de 1,2 ;  de 0,12 ;  de 0,012. Que

remarques-tu ?

Soit b un nombre décimal qui appartient à IDn sans appartenir à

ID n -  . '

Pour illustrer le raisonnement qui suit nous supposons que 

b =  1,374.

Le nombre 1,374 appartient à ID3 et n’appartient pas à ID2.

Tu sais que b peut s'écrire 

sous la forme :

a X 10‘ "

où a est un entier dont le nom

bre des unités n’est pas 0. Ainsi, 1,374 peut s'écrire 

1 374 X 1 0 '3.
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Le carré de b est (a X 10 n )2, 

so it encore a2 X 10~2n.

M o n tre  que le nom bre  

a2 est un nom bre en tie r d o n t le 

c h iffre  des un ités n 'es t pas zéro.

Le carré de b appartient 

donc à ID2n sans apparten ir à 

ID2 n - . -

Si un nom bre décimal écrit 

sous fo rm e de nom bre à virgule a 

n décimales d o n t la dernière n'est 

pas zéro, son carré a 2n décimales 

et la dernière n'est Das 0.

A insi le carré de 1,374 est 

(1 374 X 10“ 3 )2, so it encore 1 3742 X 10- 6 .

Le nombre 1 374 est terminé 

par un 4. Donc son carré est term i 

né par un 6 puisque 4 2 =  16.

Le nombre 1 3742 n'est donc 

pas term iné par un zéro.

A insi le carré de 1,374 appui 

t ie n t à ID6 et n 'appartient pas à IDS.

A insi 1,374 a 3 décimales ; son 

carré à 6 décimales.

V o ic i des nombres décim aux :

0,47 ; 19,5 ; 0,327 ; 4,81.

Dis com bien le carré de chacun d 'eux a de décimales.

Calcule ce carré en u tilis a n t la  table.

Les nom bres  87 ,025 ; 7,399 0 sont-ils  les carrés de nombres dé

c im aux ? S i ou i, quelle est le u r racine carrée ?

I l  -  E N C A D R E M E N T  DE L A  R A C IN E  C A R R E E  D 'U N  NOM BRE D E C IM A L.

Dans les exercices qui suivent, on considère un carré. On appelle a la 

mesure en décimètres du côté de ce carré et A  la mesure en décimètres carrés 

de l'a ire  de ce carré.

Tu sais que A  =  a2 .
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2.1 S i A  =  9 8  5 9 6 ,  ca lc u le  a. 

S i  A  =  9 ,8 5 9  6  , ca lc u le  a.

2 .2  S i  A  =  0 , 1 6 ,  ca lc u le  a.

S/' A  =  9 ,8 8 6  4 , c a lc u le  a.

2 .3  O n suppose que  A  =  0 ,2 4 8  00 4 .

T u  vo is  sur la ta b le  que  2 4 8  0 0 4  est le ca rré  de 4 9 8 , d o n c  

0 ,2 4 8  0 0 4  est le ca rré  de 0 ,4 9 8 .

O n p e u t, c o m m e  o n  l'a  f a i t  dans le d o c u m e n t p récéden t, éc r ire  des 

en cad re m en ts  de a :

0  <  a <  1 

0 ,4  <  a <  0 ,5  

0 ,4 9  <  a <  0 ,5 0  

0 ,4 9 8  <  a <  0 ,4 9 9  

0 ,4 9 8  0  «  a <  0 ,4 9 8  1

E cris  les d e u x  en cad re m e n ts  su ivan ts .

P e u x -tu  en co re  fa ire  ic i  des o b se rva tio n s  'ana logues à ce lles que  

tu  ava is  fa ite s  dans le  d o c u m e n t C  71 s u r  d 'a u tre s  su ite s  d 'e n c a d re m e n t ?

R em arque .

Dans c e tte  é c r itu re ,  le 0  représente  des dé c im è tre s , le 4  des cen tim è tres , 

le 9  des m il l im è tre s  e t le 8  des d ix iè m e s  de m il l im è tre s .

Du p o in t  de vue  p ra t iq u e , il est sans d o u te  p lus  ra isonnab le  de d ire  que 

0 ,4 9  ou  0 ,5 0  s o n t des va leu rs approchées de a que  de d ire  qu e  a =  0 ,4 9 8 .

P o u rq u o i ?

2 .4  P o u rq u o i 1,3 ne  p e u t-H  ê tre  le  c a rré  d 'u n  n o m b re  d é c im a l ?

Puisque 1 2 =  1 e t 2 2 =  4,

15 <  1.3 < 2 2 .

O n d i t  que  1 est la ra c in e  carrée a p p roch ée  à une u n ité  près par 

d é fa u t  de 1,3 , e t que  2 est la ra c in e  carré  a p p roch ée  à une u n ité  près par 

excès de  1,3.
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T u sais que 1,3 d m 2 =  130 cm 2 .

V é rifie  s u r la  tab le  que  121 e t  144 so n t de ux  carrés consé

c u tifs  q u i en cadren t 130.

Donc 121 <  130 <  144 ,

1,21 <  1,3 <  1,44 , et 

(1,1 )2 < 1 , 3  <  < 1 ,2 )2.

On d i t  que 1,1 est la racine carrée approchée à 1 0 " ' près par dé

fa u t de 1,3, e t que 1,2 est la racine carrée approchée à 10_ l près par excès 

de 1,3.

T u  sais aussi que : 130  c m 2 =  13 00 0  m m 2 .

V é rifie  su r la  tab le  que  12 996  e t  13 225  so n t deux carrés 

con sécu tifs  q u i en cad re n t 13 000.

Donc . 12 996  <  13 0 0 0  <  13 225  ,

1 ,299 6 <  1,3 <  1 ,322 5 ,  et 

(1 ,14 )*  <  1,3 <  (1 ,15 )2 .

On d i t  que 1,14 est la racine carrée approchée à 10-2 près par 

dé fau t de 1,3 e t que 1,15 est la racine carrée approchée à 10 “ 2 près par 

excès de 1,3.

Remarque.

Dans l 'é c r itu re  1 ,1 4 , si le c h if f r e  1 représente des décimètres, le c h if fre  

su ivan t représente des cen tim è tres  e t le c h if f re  4  représente des m illim ètres .

Cela s ign ifie  que :

— si on  a un  carré d o n t le cô té  mesure 1,14 dm , l'a ire  de ce carré 

aura p o u r mesure en d m 2 un  nom bre  in fé r ie u r à 1,3 ;

— si on a un  carré d o n t le cô té  mesure 1,15 dm , l'a ire  de ce carré 

aura p o u r mesure en d m 2 un  nom bre  supérieur à 1,3.

Avec une tab le  p lus grande que celle que tu  as, on p o u rra it con tinue r 

ce calcul.

V o ic i des e x tra its  de tables p lus  grandes ; tu  utiliseras d 'ab o rd  l 'e x t ra i t  I.
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Tu vois que :

1 299 600 <  1 300 000 <  1 301 881 , donc (1 .140)2 <  1,3 <  (1 ,141)2 ;

129 982 801 <  130 000 000 <  130 005 6 0 4 ,  donc (1,140 1)2 <  1,3 <  (1,140 2 )2.

Faisons l'inventaire de ce que nous avons trouvé :

— il n 'existe pas de nombre décimal do n t le carré est 1,3 ;

— à ce nombre, nous avons pu associer la suite d'intervalles

] 1 ; 2 [ ,

] 1.1 ; 1,2 [ ,

] 1,14 ; 1,15 [ ,

] 1,140 ; 1,141 [,

] 1,140 1 ; 1,140 2 [ ;

— le diamètre de ces intervalles sont 1, 1 0 * ' ,  10 "2, etc...

— si on cho is it un entier n quelconque, avec beaucoup de patience et 

une très grosse table, ou mieux encore avec une machine, on pourra it trouver 

un te l intervalle de diamètre 10~n ;

— to u t nom bre de gauche est in fé rieur au suivant ;

— to u t nombre de d ro ite  est supérieur au suivant ;

— to u t nom bre de gauche est in fé rieur à to u t nombre de droite.

Remarques.

1) Ces résultats ressemblent beaucoup à ceux que nous avons trouvés 

dans le docum ent C 9 lorsqu'on a divisé 1 par 3, ou 141 par 37.

Dans ces divisions, cependant, nous avons vu qu 'à  pa rtir  d 'un certain 

m oment, il é ta it possible de prévoir les décimales suivantes. A insi :

— lorsqu'on a divisé 1 par 3, les c inq premières décimales étaient :

3 — 3 — 3 — 3 — 3 — 3 ;

— lorsqu'on a divisé 141 par 37, les sept premières décimales étaient :

8 — 1 — 0 — 8 — 1 — 0 — 8.

Nous n'avons rien observé d'analogue dans la recherche des racines car

rées aprochées de 1,3 et nous ne savons donc pas ce qui se passerait si on 

con tinua it encore ce calcul.

2) Dans l'exercice 2.3, tu as remarqué qu 'à  pa rtir  d 'un certain rang 

tous les nombres de gauche éta ient égaux : 0,498 ; 0,498 0 ; 0,498 00 ;

0,498 000.
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Tous ces nombres o n t év idem m ent p o u r carré 0 ,248  004. On sait donc 

que si on  é c r it  des intervalles suivants, les nom bres de gauche seront encore 

égaux à la racine carrée de 0 ,248  004. Par exem ple les deux suivant sont

0,498 000  0 et 0 ,4 98  000  0 0 .

Dans l'exerc ice 2.4, on n'a rien observé d 'analogue. Les nombres écrits 

à gauche : 1 ; 1,1 ; 1,14 ; 1 ,140 ; 1,140 1 n 'o n t pas p o u r carré 1,3 puis

que tu  as m o n tré  que 1,3 n'a pas de racine carrée dans ID. On ne peut 

rien p révo ir p o u r les intervalles suivants.

2 .5  Exercice.

P o u rq u o i 11,2 n 'e s t- il pas le  carré  d 'u n  nom bre  déc im a l ?

A  11,2, tu  vas associer com m e ci-dessus une su ite  de c inq

intervalles.

Tu vas d 'a b o rd  che rche r : 

deux carrés con sécu tifs  q u i encadrent 11,2 ;  

deux carrés consécu tifs  q u i encadrent 1 120 ;  

deux carrés consécu tifs  q u i encadren t 112 000 ;  

deux carrés consécu tifs  q u i encadren t 11 200  000 ;  

deux carrés con sécu tifs  q u i encadren t 1 120 000 000.

P our cela, tu  u tilise ras ta tab le  des carrés e t l 'e x t ra it  I I  de

la page 46.

2.6 Exercices.

D onne la  racine carrée approchée à 10“ 1 près p a r d é fa u t de 62 

D onne la racine carrée approchée à 10-2 près p a r d é fau t de

8,3.
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Chapitre C : ENTIERS ET D E C IM A U X  

SYNTHESE

I PUISSANCES DE 10.

Nous savions déjà que, si n est un entier naturel tel que n > 2 ,  10n 

est une écriture du p rodu it de n facteurs égaux à 10.

Ainsi : 103 =  10 X 10 X 10.

Nous avons convenu d'écrire

101 =  10 ; 10°  =  1 ; 10" ' = 0,1 ; 10 ' 2 = 0,01 ; 10~3 =  0 ,0 0 1 .

De façon générale, si n est un entier naturel non nul, 10“ n s'écrit avec

1 précédé de n zéros (y com pris celui qui est avant la virgule).

Nous avons appelé E 10 l'ensemble des puissances de 10, c'est-à-dire l'en

semble des nombres 10p où p est un entier re latif.

Nous avons m ontré que

-  si n e z  et p e  2 ,  10n X 10p =  10n + p  ;

— (E 10, x )  est un groupe com m uta tif.

II -  ENSEMBLE D  DES NOMBRES D E C IM A U X .

Nous avons étudié l'ensemble ID des nombres décimaux.

1) Cet ensemble con tien t Z .
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2) Il est m u n i d 'u n e  a d d it io n , d 'u n e  m u lt ip l ic a t io n  e t d 'u n e  re la tion  

d 'o rd re  to ta l  te lles que

— les nom bres en tie rs  s 'a d d it io n n e n t dans ID com m e dans 7Z. ;

— les nom bres en tie rs  se m u lt ip l ie n t  dans ID com m e dans ~2L ;

— les nom bres en tie rs  se rangen t dans ID com m e dans 5Z.

3) L 'o rd re  dans ID possède une p ro p r ié té  que n 'a  pas l 'o rd re  dans 7Z. :

Si a et b son t de ux  nom bres dé c im aux  quelconques tels que a <  b,

il ex is te  to u jo u rs  un  n o m bre  déc im a l s tr ic te m e n t co m p r is  en tre  a e t b.

4 ) Si a e t b son t de ux  nom bres dé c im aux  te ls  que a <  b, l ' in te rva lle  

fe rm é | a ; b | est l ’ensemble des nom bres dé c im aux  co m p ris  entre  a et b .

Si x  est un é lém en t de fa  ; b ] ,  on peu t écrire

a <  x <  b ;

on  d i t  que x  est encadré par a e t b.

5) Nous avons vu que to u t  é lém en t de ID pe u t s 'écrire  de p lusieurs fa 

çons sous la fo rm e  a X 10p où a £  ID e t p £ Z .

Si le n o m bre  décim al é tu d ié  est d i f fé re n t  de zéro, il y  a une seule

é c r itu re  dans laquelle  a est un  e n tie r q u i ne se te rm in e  pas par zéro.

Si le n o m b re  décim al é tu d ié  est s tr ic te m e n t p o s it if ,  il y  a une seule

é c r itu re  dans laque lle  a est u n  n o m bre  décim al co m p r is  en tre  1 et 10.

E xem p le .

15 ,3  =  153 X 10 ‘ l =  1 530  X 10~2 =  15 3 0 0  X 1 0 '3 ;

=  1 ,53  X 10 =  0 ,1 5 3  X 1 0 2 .

1 , 5 3 X 1 0  vé r if ie  1 <  1,53 < 1 0 ;

153 X 10~‘ vé r if ie  153 est un e n tie r  q u i ne se te rm ine  pas par zéro.

I l l  -  LE  Q U A D R U P L E T  (ID , + , X , < ) .

L 'exp é rien ce  que nous avions des nom bres dé c im aux , nous a c o n d u it  à 

d o n n e r des p rop r ié tés  des o p é ra t io ns  e t de l 'o rd re  de ID. Ces p roprié tés , nous 

ne les avons pas dém ontrées. N ous d iro n s  que ce son t des axiomes.

E lle p e rm e tte n t d 'o rgan ise r l'ensem ble  ID m u n i de ses deux opéra tions  et 

de sa re la t io n  d 'o rd re ,  c 'es t-à -d ire  le q u a d ru p le t  (ID, + ,  X , < ) .
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Rappelons ces proprié tés.

1) ( ID ,+ )  est un groupe c o m m u ta tif .

Cela s ign ifie  que l 'a d d it io n  des décim aux est com m uta tive , associative 

e t possède un é lém ent neutre  ; tu  sais que cet é lém ent neutre  est le nom bre 

0.

Chaque nom bre  décim al a un opposé.

2) La m u lt ip l ic a t io n  des déc im aux est com m uta tive , associative et pos

sède un é lém ent neutre  ; tu  sais que cet é lém ent neutre est le nom bre 1.

3) La m u lt ip l ic a t io n  est d is tr ib u t ive  sur l 'a d d it io n . Cela sign ifie  que si 

a, b  e t c son t des nom bres déc im aux quelconques,

a(b +  c) =  ab +  a c .

4) La re la tion  <  est une re la tion  d 'o id re  to ta l.  Cela sign ifie  que si a, 

b et c sont tro is  nom bres déc im aux quelconques,

a <  a ;

si a <  b et b <  a , alors a =  b ; 

si a <  b et b <  c , alors a <  c ; 

a <  b ou b <  a .

5) La re la tion  d 'o rd re  est co m p a tib le  avec l 'a d d it io n  e t la m u lt ip lica t io n . 

Cela s ign ifie  que si a, b e t c son t tro is  nom bres décim aux quelconques,

si a <  b, alors a +  c <  b +  c ; 

si 0 < a  e t 0  <  b, alors 0 < a b .

IV  -  C O N S EQ U E N C ES  DE CES A X IO M E S .

Ces p roprié tés  nous o n t perm is d 'en dé m o n tre r d 'au tres d o n t vo ic i une

liste.

1) Conséquences des p roprié tés  du groupe ( I D , + ) .

— L 'opposé de la som me de deux nom bres décim aux a et b est la 

som me de leurs opposés :

-  (a +  b) =  (-a) +  ( - b ) .
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— S o it a, b et c tro is  nom bres dé c im aux  quelconques ;

si a +  c =  b +  c ,  a lors a =  b .

— S o it a e t b deux nom bres dé c im aux  que lconques ; il ex is te  un 

no m bre  x te l que b +  x =  a . Ce n o m bre  est la d iffé ren ce  de a et b, et 

se no te  a -  b .

2) Conséquences de  la d is tr ib u t iv ité .

S o it  a, b  et c tro is  nom bres dé c im aux  quelconques : 

a X ( -b )  =  (-a) X b  =  - (a  X b) ; 

on n o te  ce n o m bre  -a b  : c 'est l'opposé  du p ro d u it  ab ;

(-1 ) X a =  -a  ; 

a(b - c )  =  ab -  ac.

3) O rd re  et a d d it io n .

S o it a, b, c, e t d qua tre  dé c im aux  quelconques :

si a +  c <  b  +  c , a lors a <  b ; 

si a <  b, alors - b  <  -a  ;

a < b  si e t seu lem ent si 0 <  b -  a ; 

si a <  b e t c <  d , a lors a +  c <  b +  d .

E n fin  c e tte  p ro p r ié té  nous a perm is de d é m o n tre r que si x  et y  sont 

deux  nom bres dé c im aux  inconnus te ls que

a <  x  <  b e t c <  y  <  d  , 

a lors a +  c < x  +  y < b + d .

4) O rd re  e t m u lt ip l ic a t io n .

S o it a, b, c e t d  qua tre  nom bres dé c im aux  que lconques ;

si a <  b et 0  <  c , a lors ac <  bc ;

si a < b  e t c < 0 ,  a lors bc <  ac ;

si 0 < a < b  et  0 < c < d ,  a lors 0 <  ac <  b d .

C ette  p ro p r ié té  nous a perm is d 'é ta b lir  que si x et y  son t deux no m 

bres dé c im aux  inconnus te ls que

0  <  a <  x <  b e t 0 < c < y < d ,  

a lors ac <  x y  <  bd  .
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V  -  IN V ER SES.

1) Dans l'ensemble 2Z, seuls les nombres 1 et -1 o n t un inverse.

2) Certains nombres décim aux o n t un inverse, d 'autres pas. Tu n 'o u 

blieras pas en p a rticu lie r que le nom bre 0 n'a pas d'inverse.

On sait reconnaître  les nombres décim aux qu i o n t un inverse.

En e ffe t, si on éc r it un nom bre décimal sous la fo rm e 

a X 10 P avec a £ Z  et p £ Z ,  

ce nom bre a un inverse si et seulement si a divise une puissance positive 

de 10.

A ins i par exem ple le nom bre 2,5 a un inverse parce q u 'i l peut s'écrire 

25 X 10“ ’ et le nom bre 100 qu i est une puissance de 10 est div is ib le par 25.

3) S o it a et b deux nombres décim aux. Supposons que b a it un 

inverse. N otons c cet inverse ; cela sign ifie  que b X c  =  c X b = 1 .  Il existe 

alors un nom bre décimal q te l que

b X q =  a.

Le nom bre q est appelé q u o tie n t de a par b et

q =  a X c.

Cela sign ifie  que la d iv is ion  de a par b tom be juste si on la pour

su it assez lo in .

S o it a et b deux nombres décim aux. Supposons que b n 'a it pas d 'in 

verse. Il peut se fa ire  que la d iv is ion  de a par b ne tom be pas juste.

Cela sign ifie  q u 'i l  n 'ex is te  pas de nom bre décim aux q tel que 

a =  b X q .

V I -  R A C IN E  C A R R E E .

Nous avons vu que si un nom bre  décimal éc r it sous fo rm e de nombre 

à virgu le  a n décimales, la dernière n 'é tan t pas 0, son carré a 2n décimales, 

la dernière n 'é tan t pas 0.
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Cela nous a permis d 'a f f irm e r que certains nombres décim aux o n t une 

racine carrée, d 'autres pas.

S oit a un nom bre décimal. Supposons que a a it une racine carrée 

et no tons x cette racine carrée : alors a =  x 2 .

V I I  -  SU ITE S  D 'IN T E R V A L L E S .

Dans l 'é tude  de plusieurs problèmes, nous avons été condu it à écrire 

des suite d 'intervalles. Rappelons tro is  de ces exemples.

Recherche de nombres dont 
D iv is ion de 1 par 1,6 D ivis ion de 1 par 3 . . .  „

le carre est voisin de 1,3

I 0  ; 1 [ ] 0  ; 1 [ ] 1 ; 2 [

[ 0 ,6  ; 0,7 | ] 0 ,3  ; 0,4 [ ] 1,1 ; 1,2 [

[ 0 , 6 2 ;  0 ,63  [ ] 0 ,33 ; 0 ,34 [ ] 1 ,1 4 ; 1,15 [

[ 0 ,625 ; 0,626 [ ] 0 ,333  ; 0 ,334  | ] 1,140 ; 1,141 [

[ 0 ,625  0 ; 0 ,625 1 [ ] 0 ,333  3 ; 0 ,333 4 [ ] 1,140 1 ; 1,140 2 [

[ 0 ,625 00  ; 0 ,625 01 [

Dans chacun de ces tro is  cas, on pouva it écrire des intervalles de rang 

quelconque.

Ces tro is  suites d 'in te rva lles o n t des proprié tés communes :

— les diamètres des intervalles sont 1, 10“ 1, 10~2, etc...

— to u t  nom bre de gauche est in fé rieu r au nom bre de gauche de la li

gne suivante ;

— to u t  nom bre de d ro ite  est supérieur au nom bre de dro ite  de la l i 

gne suivante ;

— to u t nom bre de gauche est in fé rieu r à to u t  nom bre de dro ite .

Dans le prem ier cas, nous sommes assurés cependant qu 'à  p a rt ir  d 'un  

certa in  rang, tous les nombres de gauche seront égaux puisque 1,6 a pour in 

verse le nom bre 0,625.

C st po u r cela d 'a illeu rs que nous avons ë c ' t  ' our ia première su'te

d ‘“  — t;»s fermés è o '> c n e



55

E nfin  cette étude nous a perm is de d é fin ir  :

— le q u o tie n t approché par dé fau t ou par excès à 1 un ité  près, à 

1 0 '1 près, à 10~5 près, etc... de 2 nombres décim aux ;

— la racine carrée approchée à 1 un ité  près, à 10 ~1 près, à 1 0 "2 

près, etc... d 'u n  nom bre décimal.

UN PEU D 'H IS T O IR E  

E m m y N O E TH E R .

E m m y N oether est née à Erlangen, en Allemagne, en 1 882 c'est-à-dire

1 an après Picasso et 8 ans avant le Général de Gaulle ; il y avait 11 ans 

que l'A llem agne ava it été un if iée  sous la d ire c tion  de la Prusse.

Elle avait à peu près to n  âge au m o m ent des premières séances de c i

néma des Frères Lumières en 1 895.

Son père é ta it professeur de mathém atiques à l'un iversité. P ourtant ce 

n'est guère avant 40  ans qu 'e lle  devient une mathém atic ienne célèbre.

En 1 900, elle est l 'une  des deux seules é tudiantes de la faculté 

d 'E rlangen, parm i près de 1 000  étud ian ts ; elle su it les cours sans passer 

d'exam en car ce n'est qu 'en  1 904 que l'un ivers ité  d 'Erlangen autorise les é tu 

diantes à présenter des examens.

Par la suite, elle e n tre p r it  des recherches m athém atiques et en 1 916 

(donc pendant la guerre de 1 9 1 4  - 1 9 1 8 ) ,  elle s 'installa à G ôttingen. Là, un 

grand m athém atic ien, H ilbe rt, essaya longtemps, en vain, de la fa ire accepter 

com m e professeur à l'un ivers ité . Ce n'est qu 'en 1 922 que le conseil de l 'u n i

versité accepte en fin  qu 'une fem m e devienne professeur.

Tu as vu que ( Z , + ,  X) et ( D , + , X )  o n t des proprié tés communes : 

( Z , + )  e t ( ID ,+ )  sont des groupes com m uta tifs , la m u lt ip lica tio n  de 2  et 

celle de ID sont associatives, d is tr ibu tives sur l'a d d it io n . On d i t  que ce sont 

des anneaux.
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Etudier les anneaux en général, au lieu d'étudier ( 2 , + ,  X) puis ( ID ,+ ,  X) 

puis..., c'est faire de l'algèbre abstraite. C'est seulement à la fin  du 19ème siècle 

que l'on a eu l'idée de faire des mathématiques aussi générales et aussi abstraites. 

Jusqu'en 1 933, Emmy Noether peut contribuer de façon très importante au dé

veloppement de l'algèbre abstraite.

Mais Emmy Noether était juive : comme bien d'autres, en 1 933 elle dut 

qu itte r l'Allemagne pour échapper aux persécutions racistes du nazisme. Elle se 

réfugia aux Etats Unis où elle travailla encore deux ans avant de mourir subite

ment des suites d'une opération.
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