
C H A P IT R E  A : GROUPES  

Document A 1

DES J E U X  POUR DES GROUPES

I -  EN R E G A R D A N T  UNE M O N TR E.

1.1 Imaginons une m ontre  s im plifiée don t le cadran ne com porte qu 'une seule 

aiguille, elle indique les heures. Le cadran est gradué comme l ' ind ique le dessin. 

Nous dirons qu 'i l  est 9 heures si l 'a iguille  est sur la région numérotée 9.
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La m on tre  indique 9 heures.

Quelle heure sera-t-il dans 2  heures ? Dans 8 heures ?
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Désignons pa r H l 'ensem ble  des no m bre s  éc r its  sur le cadran :

H =  {1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 1 2 ; .

Ce que nous avons fa i t  est un  exe m p le  d 'u n e  o p é ra t io n  dans l'ensem b le  H. Nous 

no te ro n s  ce tte  o p é ra t io n  par le sym b o le  * ( tu  liras : « é to i le» ) .

9 * 2  = 11 ,
9 * 8  =  5 .

Reproduis m ain tenan t ta table ci-dessous.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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T u  rem arques que dans la co lo n n e  de gauche, lue de ha u t en bas, et 

dans la ligne  du hau t, lue de gauche à d ro i te ,  les é lém en ts  de H son t ins­

c r i ts  dans le m êm e o rd re .

Tu vas re m p lir  ta table en respectant la règle suivante : le p rem ier 

élém ent de l'o p é ra tio n  se l i t  dans la co lonne de gauche, le deuxièm e élément de 

l'o p é ra tio n  se l i t  dans la ligne du haut, le résu lta t se Ht en face de chacun des 

éléments précédents.

1.2 Que remarques-tu dans la dern ière co lonne de ce tableau ? Dans 

la ligne du bas ?
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Tu  en dédu is  :

Le n o m b re  12 est ne u tre  p o u r  l 'o p é ra t io n  * dans H.

Com plète les égalités suivantes :

5 * .....  =  12 ; ....... 5  =  12 .

N ous d iro n s  que le n o m b re  7 est le s ym é tr iq u e  de 5.

Vérifie  que to u t nom bre de H possède un symétrique.

T u  rem arques que 7 . 3 = 1 0  et  3 * 7  =  10.

Regarde com m ent ces deux résultats son t inscrits sur la table :

3 7

3 - 10

7 10

T u  vois  que si tu  p l ia is  la fe u i l le  de pa p ie r  a u to u r  du t r a i t  ponc tué , 

les d e u x  cases c o r re sp o n d a n t  à 7 * 3  e t 3 . 7  v ie n d ra ie n t  l 'u n e  sur l 'au tre .

Tu  vois, de p lus, que  dans ces d e u x  cases on  a é c r i t  le m êm e résu lta t :

10.

Les deux cases correspondant à 2 . 9  et 9 . 2  viennent-elles aus­

si l 'u n e  sur l ’au tre  ? Contiennent-elles le même résu lta t ?
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La d ro i te  rouge est appelée D IA G O N A L E  P R IN C IP A L E  de la tab le.

On d i t  que  la ta b le  est S Y M E T R IQ U E  P A R  R A P P O R T  A  S A  D IA G O ­

N A L E  P R IN C IP A L E  si, dans le pliage a u to u r  de ce t te  d ro i te ,  d e ux  cases qu i 

v ie n n e n t  l 'u n e  sur l 'a u t re  c o n t ie n n e n t  le m êm e résu lta t.

V érifie  que ta tabie est sym étrique  pa r ra p p o rt à sa diagonale p r in ­

cipale, c'est-à-dire que si a e t  b  désignent des éléments de H ,

a * b — b * a .

L 'o p é ra t io n  *  est c o m m u ta t iv e  dans H .

On p e u t  écr ire  les égalités su ivantes :

( 3 * 1 2 ) . 8  =  3 * 8 ,  3 . ( 1 2 * 8 )  =  3 * 8 ,

( 3 -  12)  * 8  =  11 , 3 .  ( 1 2 . 8 )  =  11 ,

d o nc  ( 3 * 1 2 ) . 8  =  3  * ( 1 2 . 8 ) .

De faço n  analogue,

( 5 *  4 ) *  9 =  9 *  9 ,  5 *  ( 4 * 9 )  =  5 * 1 ,

( 5 - 4 ) * 9  =  6 ,  5 * ( 4  * 9 )  =  6 ,

d o nc  (5  * 4 )  *  9  =  5 * ( 4 * 9 ) .

Crois-tu que si a , b e t  c désignent des éléments de H,  on a to u ­

jou rs

( a * b ) * c  =  a *  ( b  *  c )  ?

Com bien de vérifica tions faudrait-H  fa ire  p o u r en être sûr ?

N ous a d m e tt ro n s  le résu lta t.

L 'o p é ra t io n  * est associative dans H.

B ilan

N ous avons d é f in i  dans l 'ensem b le  H, une o p é ra t io n  no tée  *  et possédant 

les p ro p r ié té s  suivantes.

— L 'o p é ra t io n  * est associa tive.

— Il y  a un  é lém en t neu tre  p o u r  l 'o p é ra t io n  » (c 'est 12).

— T o u t  é lém en t de H a un  s y m é tr iq u e  p o u r  l 'o p é ra t io n  *  .
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N ous résum erons ces t ro is  p rop r ié tés  en d isan t que le cou p le  ( H , * )  est un groupe. 

C o m m e  de plus, l 'o p é ra t io n  * est c o m m u ta t iv e ,  nous d iro ns  que (H , «) est un groupe 

c o m m u ta t i f .

1.3 C ons idé rons  l 'éga lité  suivante,

7 . x  =  7 * y  , 

où x  e t  y  désignent des é lém ents  de H.

Le sy m é tr iq u e  de 7 est 5. On p e u t écrire 

5 * ( 7 * x )  =  5 . ( 7 * y ) ;  

co m m e  la lo i  *  est associative, on  pe u t d o nc  écr ire  

( 5 * 7 )  * x  =  ( 5 - 7 )  . y ,

e t pu isque 5 * 7  =  12,

1 2 » x =  1 2 * y ;  

co m m e  12 est é lém en t ne u tre  de la lo i  * ,

x  =  y.

De l 'éga li té  7 * x  =  7 * y ,  nous po uvons  d o nc  dé d u ire  l 'éga lité  x =  y.

Form e d'autres exemples analogues.

S o it  m a in te n a n t  l 'éga lité

9  * x =  4 ,

où  x  dosigne un  é lé m e n t de H. Le s y m é tr iq u e  de 9 est 3.

Ju s tifie  les égalités suivantes :

3 *  ( 9 . x )  =  3 * 4 ;

( 3  * 9 )  * x  =  7 

1 2 . x  =  7 ;  

x =  7 .

Est-ce que  9 . 7  =  4  ?

Tu aurais aussi pu  trouver x  à l'a ide  de ta table ;  com m ent ?
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Il -  C O N S T R U C T IO N  D 'U N E  RE G LE  A  C A LC U LS .

V o ic i m a in tenant la descrip tion  d 'u n  p e t it  appareil qu i e ffec tue  l 'opé ra tion  

* dans l 'ensemble H et qu i peut donc remplacer ta table.
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S ur une feuille  de carton, tu  dessines un carré de 10 cm de côté 

et tu  marques son centre. En plaçant la po in te  du compas en ce po in t, tu  traces 

un cercle de 4 cm de rayon;  à l'a ide du rapporteur, tu  disposes régulièrement sur 

ce cercle les 12 éléments de H. Tu découpes un disque en carton de 4 cm de 

rayon et tu  disposes régulièrement sur le p o u rto u r les éléments de H, dans le- 

même ordre que précédemment. Tu perces le carton carré e t le disque mobile en 

leurs centres et tu  les relies par une attache parisienne.

La règle à calculs est prête à fo n c tio n n e r.

Pour calculer 9 * 8 ,  tu  peux procéder ainsi.

Tu amènes le 12 du disque m obile  en face du 9  du carré. La ré­

ponse est le nombre q u i se trouve é crit sur le carré en face du 8 du disque mo­

bile.

Imagine un autre procédé p o u r e ffectuer la même opération. Imagine 

un procédé perm ettan t de trouver les symétriques avec cette règle.
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I I I  -  JOUONS A VE C  DES GOBELETS.

3.1 Tu disposes de trois gobelets. Tu peux utiliser trois pots de yaourts 

vides et identiques ou bien trois gobelets de distributeur automatique de boissons.

Tu poses ces trois gobelets sur ta table, en ligne, chacun étant droit

ou renversé.

Voici, par exemple, deux dispositions.

Donne toutes les dispositions possibles.

Nous avons donc un ensemble de h u it dispositions, que nous noterons E. 

Nous allons coder ces hu it dispositions en utilisant les signe V  et A. Ainsi les deux 

dispositions dessinées ci-dessus seront codées V V V  et V A A .

3.2 Sur chacun des tableaux de la feu ille  de manipulation A  1-a, nous 

avons recopié la liste des hu it dispositions.

Sur le tableau 1, écris en face de chacune d'elles, la disposition 

obtenue en appliquant la consigne suivante :

«On échange le premier et le troisième gobelets sans toucher au second».

Ainsi, par exemple,

A pplication  de la consigne 

A W  I-------------------------------- ----------- ►  V V A

disposition initiale disposition finale

Nous avons inscrit ce résultat sur le tableau 1.

Vérifie qu'à cette consigne, nous avons ainsi associé une bijection de

E dans E.
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A p p e lo n s  S ce tte  b i je c t io n .  N ous  p o u rro n s  d o n c  n o te r  l 'e x e m p le  ci-dessus par 

S : A V V  l---------- ►  V V A ,

ou encore  par

S ( A V V )  =  V V A .

Ecris  S ( V A V ) ,  p u is  S ( A A V ) .

3 .3  Recommence le m êm e trava il su r le  tableau 2  avec la consigne 

suivante :

«On p rend  le gobe le t de gauche e t o n  le place à d ro i te  sans le re tou rne r» .

A in s i,  par exem p le .

A p p l ic a t io n  de  la c ons igne  

A A V  I----------------------------------------------- - A V A

d is p o s it io n  in i t ia le  d is p o s it io n  f in a le

N ous avons in s c r i t  ce ré su lta t sur le tab leau  2.

V érifie  qu 'à  ce tte  consigne est encore associée une b ijec tion  de E

dans E .

N ous  l 'app e l le ron s  D. On a

D ( A A V )  =  A V A .

Ecris  D ( V V V ) ,  pu is  D ( V A V ) .

3 .4  N ous a l lon s  m a in te n a n t  a p p l iq u e r  successivem ent la b i je c t io n  D et 

la b i je c t io n  S. P our cela, u t i l is o n s  le tab leau  1 de la fe u i l le  de m a n ip u la t io n  

A  1-b. Dans les d e ux  prem ières co lon nes , nous avons recop ié  la tab le  de la 

b i je c t io n  D.

T u  vo is  que D ( V A V )  =  A V V .

S ur la ta b le  de la b i je c t io n  S, la d is p o s i t io n  A W  f igu re  à la 

5èm e ligne  e t  tu  vo is  que S ( A W )  =  V V A .  C 'est d o n c  ce résu lta t que nous 

avons in s c r i t  à la 3èm e ligne du  tab leau.

De mêm e, tu  vo is  que  D ( A V V )  =  V V A .
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S ur la tab le  de la b i je c t io n  S, la d ispo s it ion  V V A  f igu re  à la 

2èm e ligne e t tu  vois que S (V V A )  =  A V V .  C'est donc ce résu lta t que nous 

avons insc r i t  à la 5ème ligne du tableau.

Fais de même p o u r les 6  autres éléments de E.

A  to u t  é lém en t x de E, tu  as associé un é lém ent y  de E.

Vérifie qu 'on  a d é fin i a insi une b ijec tion  de E dans E.

A p p e lo n s  M ce tte  nouve lle  b i je c t io n .

Recopie le résulta t obtenu sur le tableau 5  de la feu ille  de 

m anipu la tion  A  1-a.

N o ta t io n .

Nous avons é c r it  ci-dessus :

D ( V A V )  =  A V V  , S IA V V )  =  V V A  .

N ous pouvons  donc  écr ire  :

S | D (V A V )  | =  V V A .

Vérifie que les égalités suivantes son t vraies :

D (A V V )  =  V V A  ,

S (V V A )  =  A V V ,

S | D ( A V V )  ] =  A V V .

A  to u t  é lém en t x  de E, on a donc  associé par une b i je c t io n  un élé­

m e n t de E, qu i est S [ D (x )  j .

Nous no te ro ns  ce tte  b i je c t io n  S o D. A ins i,

S o D ( V A V )  =  V V A  :

S D
V V A  «----------1 A V V  -----------1 V A V

So D
V V A  ------------------------------------ 1 V A V

N ous avons no té  M la b i je c t io n  S « D.



10

3-5  N ous a llons  d é f in i r  de fa ço n  analogue la b i je c t io n  D o S .  P our cela 

u t i l ison s  le tab leau 2 de la fe u i l le  de m a n ip u la t io n  A  1-b. Dans les de ux  p re ­

mières co lonnes, nous avons recopié  la tab le  de la b i je c t io n  S.

T u  vo is  que S (V A A )  =  A A V .

Sur la tab le  de la b i je c t io n  D, la d is p o s it io n  A A V  f igu re  à la 

7ème ligne, e t  tu  vois que D ( A A V )  =  A V A .  C 'est d o nc  ce résu lta t que  nous 

avons insc r i t  à la 4èm e ligne du  tab leau.

Fais de même p o u r les 7  autres éléments de E.

A  to u t  é lém en t x  de E, tu  as associé un é lém ent y  de E.

Vérifie  qu 'on  a d é fin i a ins i une b ije c tio n  de E dans E.

A p p e lo n s  N ce tte  b i je c t io n .

Recopie le  résu lta t ob tenu  sur le tableau 6  de la feu ille  de ma­

n ip u la tion  A l - a .

N o ta t io n .

Nous avons é c r it  :

S (V A A )  =  A A V  , D ( A A V )  =  A V A  .

Nous pouvons  d o nc  écr ire  :

D [ S (V A A )  | =  A V A .

Vérifie  que les égalités suivantes son t vraies :

S (A A V )  =  V A A  ,

D( V A A )  =  A A V ,

D [ S (A A V )  ] =  A A V .

A  to u t  é lém en t x  de E, on  a associé un é lém en t y  de E q u i est 

D | S (x ) J pa r une b ije c t io n .
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Nous noterons cette bijection D o S. Ainsi :

D o S (A A V ) =  A A V .

D S
A A V  «------- 1 V A A  •»------- 1 A A V

Do S
A A V  * ---------------------------1 A A V

Nous avons noté N la bijection D o S.

3 .6  Compare : S o D ( W A )  e t  D °  S IW A l .

Tu sais que deux bijections de E dans E sont égales si, lorsqu'on 

les applique à un élément quelconque de E, elles en donnent la même image.

Les b ijec tions  S o D e t D o S sont-elles égales ?

3.7  U tilise  de même le tableau 3  de la fe u ille  de m an ipu la tion  A 1-b 

p o u r dresser une tab le de l'a p p lica tio n  S ° S. Recopie les résulta ts sur le tableau

3  de la fe u ille  de m an ip u la tio n  A 1-a.

Constate que  S o S est une b ije c tio n  de E dans E.

Appelons I cette bijection.

Quelle consigne s im p lifiée  correspond à la b ije c tio n  I ?

Que penses-tu des app lica tions

l o i .  S o l ,  l o S ,  D o I , I o D , M o l ,  l o M ,  N o l  e t I o N ?

3.8  U tilise  le  tableau 4  de la  fe u ille  de m an ipu la tion  A1-b p o u r  

dresser une table de l'a p p lica tio n  D o D. Recopie les résulta ts sur le  tableau

4  de la  fe u ille  de m an ip u la tio n  A1-a.

Constate que  D o D est une b ijec tion .

Appelons L cette bijection.

Que penses-tu des app lica tions  I o L e t L o i ?
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IV  -  UN GROUPE DE BIJECTIONS.

4.1 Dans le paragraphe l i t ,  nous avons é tu d ié  l'ensem ble E des 8 p o ­

s itions  de 3 gobelets et nous avons d é fin i 6  b ije c tio n s  de E dans E : I, D, 

L, S, N e t M. N o tons G l'ensem ble { I ,  D, L, S, N, M } .

La fe u ille  de m a n ip u la t io n  A  1-a te  donne  la tab le  de ces 6  b i­

jections.

Regarde le tableau suivant :

I D L S N M

I

D N

L

S

N

M

Nous avons no té  N la b ije c t io n  D o  S. On l i t  D dans la co lonne de gauche

et S dans la ligne du haut. Le résu lta t N est lu en face des deux lettres 

précédentes.

4 .2  Nous connaissons d 'au tres  résultats. R eportons-les sur le tab leau :

I D L S N M

I I D L S N M

D D L N

L L

S S M I

N N

M M

Recopie ce tableau.
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P our re m p lir  les 21 cases q u i restent, vous allez vous partager 

le  trava il dans la classe, de façon b ien sûr à avo ir tous les résultats néces­

saires mais aussi à p o u v o ir  c o n trô le r ces résultats.

Par exemple, chacun d 'en tre  vous p e u t ca lcu le r deux résultats.

Pour cela, tu  peux u tilis e r les tableaux 5  e t 6  de la feu ille  de m anipula­

tio n  A  1-b.

4 .3  Lorsque to n  tableau sera rem p li, constate que l'o p é ra tio n  o est 

une lo i in te rne  dans G.

Com bien de fo is, un é lém ent de G fig u re -t-il dans chaque ligne de 

to n  tableau ? E t dans chaque co lonne ?

Vérifie  que la  b ije c tio n  ! est un é lém ent neutre  p o u r l'opéra tion  o .

C ons idé rons  la b i je c t io n  D. N ous co n s ta to n s  que 

D o L  =  L o D  =  I.

La b i je c t io n  L  est do n c  s y m é tr iq u e  de la b i je c t io n  D p o u r  l 'o p é ra t io n  o . 

V érifie  que chaque b ije c tio n  de l ’ensemble G adm et une b ijec tion

s y m é tr iq u e .

Rem arque.

On appe lle  aussi bijection réciproque ce tte  b i je c t io n  sym é tr ique .

A vec tes camarades, constate que les b ijec tions  ( S o D ) o L  e t S o ( D o L )

son t égales.

N ous éc r iro n s  p lus  s im p le m e n t S o D o L ,  ce qu i s ign if ie  que  l 'o n  app lique  

d 'a b o rd  la consigne co r re sp o n d a n t à la b i je c t io n  L, puis ce lle  co rre sp o n d a n t à D, 

pu is  ce lle  co r re sp o n d a n t à S.

N ous a d m e ttro n s  que si f , g e t h désignen t t ro is  é lém en ts  de G,

( f  o g ) o h =  f o ( g o h ) .

S i tu  voulais, le  p rouve r com bien de vérifications fa u d ra it- il que tu

fasses ?



14

En conclusion, l'opération o est associative dans G .  (Nous n’avons pas dé­

m ontré com plètem ent ce résultat).

Bilan :

( G , o )  e s t  u n  g r o u p e .

Est-ce un groupe com m utatif ?

4.4 Exercices.

Simplifie les écritures suivantes :

D o  D o  D o  S o  D  ;

( D o S ) « ( S o  D )  o D  ;

D o ( D o D ) o ( D o S ) o ( S o D o S ) o D .

Pour chacune des égalités suivantes, détermine l'ensemble des b i­

jections X  pour lesquelles l'égalité est vérifiée.

D  o X  =  S  ;

L o X o M  =  D  ;

X o X  =  I ;

X o  X  =  D .

Cherchons l'ensemble des b ijections X de l'ensemble G  telles que

S »  X  =  N .
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En re gard an t ta  tab le , tu  p e u x  observer ceci :

L

S N

P o u rq uo i p eux-tu  en conc lu re  que ce t ensemble est le singleton

{ L }  ?

N ous po uvons  m a in te n a n t p ro cé d e r d 'u n e  a u tre  m an ière  p o u r  che rcher X

te l que

S o X  =  N : 

la b i je c t io n  s y m é tr iq u e  de S est S, e t

S o (S o  X )  =  S o N .

Ju s tifie  les égalités suivantes :

( S o S ) o X  =  So N ;

I o X  =  L ;

X  =  L.

D onc  si X  est te l que

So X  =  N , 

nécessairem ent X  =  L.

Vérifie  que s i X  =  L , alors  S o X  =  N.

La q u e s tio n

«Quel est l 'ense m b le  des é lém en ts  X  de G te ls  que S o X  =  N ? »  S 'ap ­

pe lle  une é q u a t io n  en X  dans G. Y  ré p o n d re  s 'appe lle  résoudre  l 'é q u a t io n .

Résous l'é q u a tio n  en X  dans G 

X  o S =  N.
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D'AUTRES GROUPES

I -  JOUONS ENCORE AVEC DES GOBELETS.

1.1 Comme dans le document A  1, nous disposons de trois gobelets 

identiques et nous notons E l'ensemble des hu it dispositions possibles.

Nous conservons la consigne suivante :

«On prend le gobelet de gauche et on le met à droite sans le retourner».

Cette consigne conduit à une bijection de E dans E ; nous notons D cette 

bijection.

Tu as dressé la table de cette bijection sur le tableau numéro 2 de la 

feuille de m anipulation A1-a.

Soit maintenant la nouvelle consigne :

«On retourne tous les gobelets sans les changer de place».

Ainsi par exemple

A pplication de la consigne 
V A A  |_________________________ > A W

disposition initiale disposition finale

Dresse la table correspondant à cette consigne.

Vérifie qu'à cette consigne est associée une bijection de E dans E.

Appelons R cette bijection :

R : V A A  l---------*  A W ,

ou encore R ( V A A )  =  A V V .
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1.2 V érifie  que les égalités suivantes son t vraies :

D I W A I  =  V A V ;

R ( V A V )  =  A V A .

Nous écrivons R [ D ( W A | ]  -= A V A ,  

ou encore R o D ( W A )  =  A V A .

Comme tu  as appris à la fa ire  dans le docum ent A  1, dresse les 

tables des app lica tions  R o  D e t D o  R.

Vérifie  que ces app lica tions son t des b ijections de E dans E et 

que  R o D =  D o R.

A ppe lo ns  A  ce tte  b i je c t io n .

V érifie  que  R o R =  I. Pouvais-tu p ré vo ir ce résu lta t ?

Dans le d o c u m e n t A l ,  tu  as vé r if ié  que D o  D  é ta it  une b ijec tio n . 

Nous avons appelé L  ce tte  b i je c t io n .

O n p o u r ra i t  d é m o n tre r  de m êm e que A  o D est une b ije c t io n . Ap-

pe lons-là C.

N ous avons do n c  un  ensemble de s ix  b ije c t io n s  de E dans E. Nous 

no te ro ns  G j c e t ensemble :

G , =  { I ,  R, D, A , L, C } .

1.3 N ous a llons m a in te n a n t m o n tre r  que l 'o p é ra t io n  o est une lo i in te rne 

dans G , .

Pour cela recopie la table suivante.

I C D R L A

I

C

D A

R

L

A
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Nous avons noté A la bijection D o R. On lit D dans la colonne de 

gauche et R dans la ligne du haut. Le résultat est lu en face des deux let­

tres précédentes.

Inscris dans cette table tous les résultats qui sont déjà connus :

— ceux qui ont été calculés dans le document A l :

D o D, L o L, L o D, D o L, D e l ,  I o D, L o i ,  I o L, I o I ;

— ceux qui ont été donnés ou calculés au début de ce docu­

m ent :

R o R, R o D, D o R, A o D.

Que penses-tu des applications :

I o A, A o I, I o R, R o i ,  I o C, C o l ?

Inscris les résultats dans la table.

1.4 Pour terminer cette table il reste donc 17 cases à remplir. Nous 

l'avons fait pour toi. Voici la table complète.

I C D R L A

I I C D R L A

C C D R L A I

D D R L A I C

R R L A I C D

L L A I C D R

A A I C D R L

Constate que dans chaque ligne et chaque colonne de ta table, 

tu obtiens une fois e t une seule chaque élément de G r

La bijection  I joue-t-elle un rôle particulier vis à vis de l'opé­

ration  o ?

Tu constates que DoB =  Bo D =  I.

La bijection B est donc symétrique de la bijection D pour l'opération o.
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Vérifie que tous les éléments de G , adm ettent un élément symé­

trique.

Vérifie que

( D o  B ) o  A  et D  o  { B o  A  ) .

Que peux-tu  en conclure ?

Nous ad m e ttrons  que le résu lta t reste vrai p o u r tro is  b ijec tions  quelconques 

de l'ensem ble G ! : si f ,  g e t h désignent tro is  éléments de G , ,

( f  o  g )  o h =  f  o  ( g o  h).

Nous disons que l 'o p é ra t io n  o est associative dans G , .  Par la suite nous pourrons 

donc nous dispenser de m e ttre  des parenthèses.

B ilan :

( G j , o )  est un  groupe.

M ontre  que c'est un groupe com m uta tif.

1.5 Exercices

S im p lifie  les écritures suivantes :

D 0 R 0 A 0 L 0 D  ;  D o  D o  O  ;

D 0 D 0 D 0 D 0 D 0 D 0 D  \ A 0 A 0 A 0 A 0 A 0 A 0 A ;

( A  o  L )  o  C  o  ( D  »  L )  ;  ( A  o  L )  o  ( A  o L )  o ( A  o L )  .

Nous a llons m a in tena n t che rcher l'ensem ble des éléments X  de l'ensemble 

G , qu i v é r if ie n t  l 'éga lité

L  o  X  =  R .

Rappelons que ce p rob lèm e p o rte  le nom  d 'éq ua tio n .

Résous-le d ’abord  à l'a ide  de la table.

En supposant que L o X = R ,  ju s tif ie  m aintenant les égalités sui­
vantes :

D o ( L o X )  =  D o R ;

( D . L ) o X  =  A  ; 

l o  X  =  A  ;

X  =  A .
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Donc s i  l 'o n  a L « X  =  R, a lo is  X  =  A.

Vérifie que si X  =  A ,  alors  L  o X  =  R .

Nous pouvons a f f i im e r  que l ’équa tion  a une so lu t ion , un ique, qu i est A.

Résous les équations en X  suivantes dans G , :

A o X  =  R ; C o X  =  D ;

A o X o L  =  R ; X o X  =  I ;

C o X  =  D » X j  R.

Il -  U N E  N O U V E L L E  M O N T R A .

2.1 Im aginons une m o n tre  encore p lus s imple  que celle que nous avons dé­

couverte  dans le do cu m e n t précédent. Elle ind ique des tranches de deux heures. Son 

cadran n'est donc gradué que de 1 à 6.

1

2

34

5

6

Si nous appelons période une tranche de deux heures, nous voyons que 

la m o n tre  ind ique  la qua tr ièm e période.

Quelle période indiquera-t-elle dans 2  périodes ? Dans 4 périodes ?

Nous définissons ainsi une op éra t ion  dans l 'ensemble P des nombres ins­

c r its  sur le cadran.

P =  { 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6

Nous no terons ceti. opéra t ion  par le sym bo le  .  :

4 * 2  =  6 ,  4 . 4  =  2 .
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Reproduis ia table ci-dessous e t remplis-la.

6 5 4 3 2 1

6

5

4 2 6

3

2

1

Que peux-tu  d ire  de l'é lém en t 6  ?

Les éléments de P adm ettent-ils  tous un sym étrique ?

Nous a d m e ttro n s  que la lo i * est associative ; nous pouvons donc d ire 

q u e  ( P , * ï  est u n  g roupe .

Le groupe  ( P , *  ) est-il co m m u ta tif ?

2 .2  L 'ensem b le  P c o m p o rte  s ix  é lém ents, t o u t  com m e l'ensem ble G t du para­

graphe précédent. Défin issons une b i je c t io n  de G j dans P de la façon suivante :

I I----------*• 6 R I----------» 3

C I----------*  5  L l----------*  2

D l----------» 4  A  l----------1- 1.

Prends un calque de la table du groupe  ( P , *  ) e t pose le sur la 

table du groupe  ( G , o ).

Que constates-tu p o u r deux éléments superposés ?
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I I I  -  R E G A R D O N S  PLU S A T T E N T I V E M E N T  LES G R O U P E S  P R EC E D EN T S.

De la tab le  du groupe ( P , » ) ,  nous pouvons t i re r  l 'e x t ra i t  suivant :

6 4 2

6 6 4 2

4 4 2 6

2 2 6 4

En posant P'  =  { 6 , 4 , 2 } ,  vérifie  que  (P',  . )  est un groupe com­

m utâ t if.

De la tab le  du groupe ( G ,,<>),  nous pouvons t i re r  l ' e x t ra i t  su ivant :

I D L

I I D L

D D L I

L L I D

En posant G '  =  { l , D , L } ,  vérifie que ( G ' , o ) est un groupe

com m uta tif.

Trouve une b ijec tion  de P' dans G{  te lle que le calque de la ta­

ble de (P , . )  se superpose à la table de ( G ' , o ) .



23

De ta table d,; groupe (G, o )  étudié dans le document A 1, nous pou­
vons tirer l'extrait si vant

I D L

I I D L

D D L I

L L I D

Posons G ' =  { l , D , L } .

Vérifie que  (G ', o) est un groupe com m uta tif.

Peux-tu superposer sa table aux deux tables précédentes ?
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IV  -  DES G R O U P E S  R E N C O N T R E S  EN C LA S S E  DE 5ème.

Tu as é tud ié  en classe de 6èm e et de 5ème l 'ensemble 7Z. des entiers 

re la t i fs  :

71 =  { . . . , - 2 , - 1  , 0 ,  1 , 2 , . . .  } .

Il ex is te dans cet ensemble une o p é ra t io n  appelée a d d i t io n  e t notée + .  Rap­

pe lons les p rop r ié tés  de ce tte  op é ra t io n  :

— le n o m bre  0 est é lém ent neu tre  ;

— to u t  nom bre  de Z  a un sym é tr iq u e  que l 'o n  appelle son opposé ; 

si a est é lém ent de 2Z,

a +  ( - a ) =  ( - a ) +  a =  0  ;

— l 'a d d i t io n  est associative :

si a , b e t c désignent t ro is  é lém ents de Z ,

( a + b ) + c  =  a + ( b  +  c).

Que peux-tu  dire de ( 2 ,  + )  ? Est-ce un groupe com m uta tif ? 

Pourquo i (IN, + )  n 'est-il pas un groupe ? Est-ce que (2£, X) est

un groupe ?

Exerc ice :

Uoit U  l 'ensemble { - 1 ,  +  1 } .

M ontre  que ( U , X ) est un groupe com m uta tif.
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Chapitre A  : GROUPES

SYNTHESE

I -  NOTION DE GROUPE.

Dans les deux documents précédents, nous avons rencontré de nombreuses 

fois la situation suivante :

Un ensemble E est donné ; dans cet ensemble, il y a une opération qui, à 

deux éléments de E, fa it  correspondre un élément de E. Désignons cette opéra­

tion  par le symbole . .

— Cette opération est associative :

si a, b et c sont tro is éléments de E,

(a « b) • c =  a •  (b  * c).

— Il y a dans E un élément particulier qui est neutre pour l'opération 

* ; notons e cet élément neutre :

si a est un élément de E,

a * e =  e . a  =  a.

— Etant donné un élément a de E, il existe dans E un élément a', 

appelé symétrique de a, tel que :

a » a ' =  a ' * a =  e.

Chaque fois que nous avons rencontré cette situation nous avons d it que 

le couple (E:, * )  éta it un groupe. En résumé, nous dirons que ( E , . )  et un 

groupe si l'opération * est interne à E et possède les propriétés suivantes :
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1 ) L 'o p é ra t io n  *  est associative.

2) Il existe un é lém ent neutre  p o u r l 'o p é ra t io n  .  .

3) T o u t  é lém ent de E possède un sym é tr ique  po u r l 'o p é ra tio n  *  .

Si de plus, l 'o p é ra t io n  * est c o m m u ta tive , nous d irons que le groupe 

( E , * )  est c o m m u ta t i f .

I l -  C A L C U L S  D A N S  U N  GR O U PE.

— S o it ( E , * )  un groupe d o n t  l 'é lém e n t neutre  est e ;  so it a, x  et 

y  tro is  é lém ents de E. On suppose que :

a .  x =  a * y.

L 'é lé m en t a adm et un sym é tr ique  ; no tons-le  a' : 

a ' *  (a * x ) =  a ' ,  ( a . y )  ;

(a ' *  a ) .  x  =  (a 7 « a ) *  y  ; 

e « x =  e » y  ; 

x =  y .

Dans le groupe ( E , * ) ,  de l'éga lité  a .  x =  a ♦  y ,  on  peut tou jou rs  

dédu ire  l'éga lité  x =  y.

— S o it a e t b deux é lém ent du groupe ( E , * ) .  Cherchons s'il existe 

des é lém ents x  de E tel que a *  x  =  b.

S o it  a'  le sym é tr ique  de a ; si x  est tel que a * x  =  b, 

a'  .  (a .  x )  =  a' *  b ;

(a '  * a) * x =  a ' » b ; 

e » x  =  a'  *  b ; 

x  =  a' « b.

D onc si un  é lém ent x est tel que a * x  =  b, alors x  =  a' *  b.

Et

a * (a '  .  b )  =  (a * a ')  * b, 

a .  (a ' * b )  =  e . b ,  

a .  (a'  « b)  =  b.
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D onc, dans le groupe (E, »), le p rob lèm e de la recherche des éléments 

x de E te l que,

a * x =  b

adm et to u jo u rs  une so lu t io n , un ique  ; ce tte  s o lu t io n  est a' .  b si a' désigne 

l 'é lém e n t sym é tr ique  de a.

UN PEU D'HISTOIRE

Evariste GALOIS.

Ce m a thém atic ien  français, né en 1811, deva it co n na ître  une vie aussi 

agitée que cou rte . Génie précoce, il est refusé au concours d 'en trée  à l'école 

P o ly tech n ique  dans des c irconstances obscures, pu is adm is à l 'E co le  N orm ale 

S upérieure à 19 ans.

Chateaubriand e t Lam art ine  son t alors en p le ine gloire. V ic to r  Hugo est 

déjà très connu . A lexand re  Dumas c o n n a ît  un ce rta in  succès avec ses pièces 

de thé â tre  mais il n 'éc r ira  «Les tro is  m ousquetaires» qu 'en 1844. C 'est aussi 

l 'époque  où les machines à vapeur com m ence n t à ê tre  utilisées de façon cou ­

rante : par exem ple, les prem iers chem ins de fe r  fo n c t io n n e n t  en Angleterre 

et en France.

Galo is fa i t  d 'im p o rta n te s  découvertes sur les groupes e t les équations 

mais il est poursu iv i pa r la malchance : t ro is  m ém oires, q u 'i l  a rédigés à 

l ' in te n t io n  de l 'A ca d é m ie  des Sciences, son t égarés ou incom pris .

A  la même époque, Galo is se lance dans la p o li t iq u e . Il pa rtic ipe  à la 

ré v o lu t io n  de J u i l le t  qu i, en 1830, écarte Charles X  au bénéfice de Louis-Philippe.

C ette a c t iv ité  p o li t iq u e  le fa i t  renvoyer de l 'E co le  N orm ale  ; en 1832, il est 

em prisonné pu is relâché.

Une in tr ig ue  sen tim enta le  le c o n d u it  à un  duel. Pressentant l'issue de cette 

rencontre , il rédige dans la n u it  précédente la pa rtie  essentielle de ses recherches 

m athém atiques ; il est, de fa it ,  m o rte l le m e n t blessé et m eurt à 21 ans.
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