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PROBABILITES

INTRODUCTION.

Notion intuitive développée a l"occasion des jeux aux 17 et 18iéeme

siecles. Premiére étude sérieuse de Bernoulli.

Au 20ieme sieécle, systématisation, axiomatisation : création d"un
MODELE MATHEMATIQUE. On n"étudiera pas l"adéquation de ce modele, ce se-
rait le réle de la statistique mathématique (et non de la statistique

descriptive, seule enseignée dans le Secondaire).

Notre modele sera la théorie de Kolmogorov.

I - ESPACE PROBABILISABLE.

1 - vztiyuXeon. On appelle espace probabilisable le couple (ensemble,
tribu de parties de cet ensemble) : (fi, a).
fi est I univers.
a est une tribu de parties de fi, c"est-a-dire un ensemble de

parties de fi(a c: P(fi)) répondant aux conditions suivantes

1) fiea ;

2) A ea==Ae a (la tribu est fermée pour la complémentation)

D (V €INN,A ea = U A € a (la tribu est fermée pour
11 11 n e Tm * n
1"union dénombrable).



2 — Consequenses.
* 0ea car 0 = C.
* a est fermée pour I"union finie. En effet, soient

Ai’ A2» A3 € a

A UA,L, UA UOUO ... e a.
1 2 3
* a est fermée pour I"intersection finie ou dénombrable car

n*an— u L
n e IN n el

* a est fermée pour la différence, propre ou non, car

B
A\B = A H B.

* a est fermée pour la différence symétrique, car
A A B = (AB) V (B\A).
(= désigne I1"union disjointe).

REMARQUE. Un autre systéme d"axiomes commode pour définir une tribu
consiste a conserver les axiomes (2) et (3) ci-dessus et a remplacer

1"axiome (1) par :

1') a est fermée pour I1"union finie et est non vide. On véri-

fie aisément I1"équivalence aes deux systémes d"axiomes.

* a = P(fi).

* Tribu engendrée par un élément A de P(E), c"est-a-dire



fi la plus petite tribu qui contient A

a=4{0, fi, a, a}.

La plus simple tribu est donc {0, fi}

* Tribu engendrée par deux éléments de P(Ffi). Dan: le cas
néral, A et B divisent fi en quatre parties deux a deux disj( ntes :
A\B, B\A, et AH B et AU B.
Tout élément de la tribu est une union de certaines de ces parties : la
tribu compte donc 2, soit 16 éléments.
Si ACBou A ilB=0, il ny a plus que 8 éléments dans la tribu.

* Plus généralement, on appelle tribu engendrée par un sous-
ensemble E de P(fi) I"intersection de toutes les tribus de fi contenant E.
Cet ensemble de tribus n"est pas vide, puisqu™il contient P(fi) et il est
aisé de montrer que I1Tintersection d"un ensemble, fini ou non, de tribus
de fi est une tribu de fi.
La tribu engendrée par E est donc aussi la plus petite tribu

de fi qui contienne E.

* A étant un sous-ensemble de fi et a une tribu de parties de fi,
on appelle trace de a sur A I"ensemble des intersections de A et des élé-
ments de a. On montrera aisément que c"est une tribu de parties de A et que,

si A e a c"est aussi I"ensemble des éléments de a inclus dans A.

a

C"est la tribu engendrée par les ensembles ] - «, a [- On y trouvera donc :

ge-



- les ensembles [a, + °°[, par complémentation ;

- les ensembles Ja» + °°[, car

la, + o[ =
n

ta + —» + °°[,
1 n

e 8

et donc les ensembles ]- a], par passage au complémentaire.

Comme intersections d ’ensembles ci-dessus, se trouvent dans la
tribu tous les intervalles fermés, ouverts, semi-ouverts, tous les
ensembles a un élément en particulier et, comme unions de ces der-

niers, tous les ensembles finis ou dénombrables de JR.

Plus généralement, on trouve dans la tribu tous les ouverts
(car tout ouvert de H est union finie ou dénombrable d"intervalles

ouverts) et, par complémentation, tous les fermés de H.

On désigne cette tribu par 8 et I"on montre que ce n"est pas
PAR) : 8 e P(H).
*

Généralisation : la tribu des boréliens de notée 8\:Kn  Elle

est engendrée par les ensembles : 7F - °°, a.[- On définit ainsi
i =1 1

8U” puisque 1°on peut identifier € a H2.

5 " CO paNrce.cfECeA. riu>a e-Apfic.e
On peut utiliser P(F) : card P(fi) = 2carc*
De toute facon on peut se libérer de la condition d* "union dénombra-

ble™ : la fermeture pour 1"union finie suffit. Une tribu 8(fi) s ap-
pelle alors algébre de Boole des parties de fi ; les conditions sont :

D fie B(fi) ou (@7) 8(fi) non vide ;
2) A e 8(fi) A e B(fi) ;
3 AeBfi)) == A gB £ B(ft).

B e B(fi);

8(fi) est donc fermée pour I17union finie, par associativité et de proche

en proche.



THEOREME. Si fi est un ensemble fini et 8(fi) une algebre de Boole
de parties de fi, il existe une partition de fi en parties (nhon vides)
@ < i1 <n) telles que 8(fi) est constitué de 0O et toutes les unions

finies d"ensembles A‘i'

Les parties A™ sTappellent les atomes

fi de B(Fi).
A A . i, . i,
Soit, en effet, la relation binaire sui-
A vante entre élémentsde fi : w, n d,

tout élément de B(fi) qui contient 1%un
des éléments w. ou g'2 contient Il"autre
(ou encore : aucun élément de B(fi) ne

sépare w. et u.).

C"est une relation d"équivalence, comme on le montre aisément.

Soient, A’l’ ZA A3, An les classes d"équivalence. Soit A e B(h)
il ne peut partager un A ; soit @A S I <nN ™ (A chA v & 1A =0).
Ce qui fait que A est vide ou union d"ensembles A" . Réciproquement, toutes
les unions d"ensembles AN appartiennent-elles a B(fi) ? 1l suffit de mon-

trer que A <i< ®W B (A~ e B(h)).

Considérons I1"intersection de tous les éléments de B(fi) qui contien

nent A~ (i en fait partie, donc cette famille n"est pas vide)

- c"est un élément de 8(fi) qui contient A.

- c"est une union d"ensembles A:J dont A_ fait partie ;
i
- c"est A™ seul, sinon cette union serait une classe d"équiva-
lence .

Remarquons que, dans la démonstration, intervient seulement le
fait que 8(fi) est finie, mais non le fait que fi est fini. Comme, d"autre
part, il y a bijection entre 8(fi) et P(fi"), ou fi" = {Aj, A2 ,ee=, An}, le
cardinal d"une algébre de Boole finie de parties d"un ensemble est toujours
une puissance de 2.



Il - ESPACE PROBABILISE.

1 - On appelle espace probabilisé le triplet (f, a,
constitué par les deux éléments d"un espace probabilisable et par une

probabilité P définie sur (fi, a) c"est-a-dire une application
P -a->»> R
possédant les propriétés

D VA ea, P(AA >0 ;
2) PCFi) = 1 : .
3) Quels que soient les ensembles AM(n € EN' ) de a, deux a

deux disjoints,

on a: PC WA ) = E P(A).
n

n* *x*
n e IN n e IN

2 7 Cottiegaence”

* P@@) = 0. En effet, soit - Vn € IN* , An = 0.
Alors P(U An) = PO = E P(0O)
et cette somme n"existe que si P(0) = O.

* Quels que soient les ensembles A0 < n < N) de a deux a
deux disjoints,

on a: P( W A) = E P(A ).
1< n<N n 1<n"™N n

Il suffit de prendre A = 0 pour n >N et d"appliquer I"axiome (Q3).

* Soit Aea;AeaetP(AUA = Pdfi) = P(A) +P(A) = 1,

d"ou : P(A) = 1 - P(A).
On en déduit :
0 <P(A) < 1.

* Si AcB (AeaetBea), P(A < P(B).
En effet :
B =AW (B\A) et B\A e a.

P)



D%U :  P(B) = P(A) + P(B\A) > P(A).

* Si A et B sont des éléments de a,
on a: AUB=AN (B\ WD,
d*ou : P(A U B) = P(A) + P(B\A).

D autre part :
B=CGCO0B W (BW,
d"ou : P(B\A) = P® - P(AT1B).

On en tire :
PAUB -P® + PMB) - PA fiB).

Cette formule peut se généraliser : si les (1 < 1T < A) sont des élé-
ment de a, on a :

P(A, UyA U ... UA D) = E P(A.) - E P@.Na))

+ E Pe-Na.Na,) + ... +(-i)n+lp(a.na n.. Na).

1<i< 1<kSn

Le second membre peut encore s"écrire

n
z (-yP*1 E p@. Na. N .. Na,

1 1<il< i2<...<ip-n ! 2

C"est la formule de Poincaré ; on peut la démontrer par récurrence sur n-

REMARQUE.

A\J; v (B\A),

Puisque : AAB

on a : P(A A B) = P(A) + P(B) - 2P(A D B).

3 - T™Mme¢ngloQ,ce.

fi est 1"univers ;
tout élément de la tribu est un événement ;

U est la disjonction ('ou™ non exclusif) ;
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D est la conjonction (et™) ;
0 est I’événement impossible ;
fi est 1"événement certain ;
si A réalise P(A) =0 , A est dit presque iImpossible ;

si A réalise P(A) =1 , A est dit presque certain.

4 . Cow paAlticudLleA d’un uyUvoju A¢ng.

n = card fi fi = {Uji’ 2h|., Iun}.
fi Soit a = P(fi) ; les nombres = Puk)
a v) doivent réaliser a 0, et,
o) d puisque : fi = 0 {uk},
l1<1i<n 1
1S1 £n

S"étant ainsi donné les p», a-t-on défini une probabilité sur (A, P(fi)) ?
Tout sous-ensemble A de fi est I7union disjointe des ensembles {uk} tels

que &, soit élément de A ; d"ou, nécessairement

PA) = g

E _ E
a, e Al PAW-}) = 1 .ca e A} Pi*

On vérifie aisément que I"on a bien défini une probabilité.

Si a est une algebre de Boole distincte de P(fi), considérons

les atomes Aj, A, ..., ANk < t®) ; on se donne les nombres
p =PA)

tels que :
- 10 et E P - 1,
P 1<i <k

et I"on définit, de méme, pour tout élément A de I"algébre de Boole

— E
P(A) = i ;a. c A} Pi-
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5 - RemeA-oue. —unposviXnze.

Pour définir une probabilité sur (i, P(fi)) ou sur (f, 8(fi)), il
nous a suffi de nous donner convenablement les probabilités d"éléments
particuliers de a : les ensembles a un élément si a = P(fi), les atomes

si a = 8(fi) . La probabilité est alors définie de facon unique.
On a ici un exemple de "prolongement"™ de probabilité.

De mime, si fi et a sont infinis, il suffit de se donner (convena-
blement) les probabilités d"éléments particuliers de a pour définir, et
de facon unique, les probabilités de tous les éléments de a. Mais nous

n"étudierons pas ce probléme du "prolongement'.

6 - ExolicAcel> conduU”ant a de& dé.nombsie.nrmn£&.

Beaucoup d"exercices de probabilité (en particulier tous ceux que
1"on peut aborder dans I1"enseignement secondaire) conduisent a adopter
un univers fini fi : ensemble de tous les événements que I"on peut con-
sidérer comme élémentaires. La tribu est alors l1"ensemble des parties
de fi, P(Fi).

La probabilité, on I%a vu, est alors entierement déterminée par la
donnée des probabilités des événements élémentaires {uk}.

Les hypothéses du probléme permettent éventuellement de considérer
que les événements élémentaires {uk} jouent des rbéles symétrigues et,
ainsi, de leur attribuer la méme probabilité p. ; on a alors, néces-

J
i - = IAS i Ay é A i -
sairement : Py, uarq’ﬂi' On dit que les événements {Q{} sont équipro
bables.

Si A est un événement quelconque, on sait alors que :
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PA = E .
{i;:d e P
soit :  P(A) = g::g o

L"exercice se raméne donc a faire des dénombrements. C"est le cas
des exercices d"urnes, de dés, de cartes, etc... Mais il ne faut pas,
pour autant, en négliger la partie proprement probabiliste : la carac-
térisation des événements que l1%on peut considérer comme élémentaires,
donc la définition de fi, et la justification du fait qu”ils sont équi-

probables, eu égard aux hypothéses du probléme.

7 - ContimuJié. dej> vfiobab”cLités.

THEOREME. Soit (A, a, P) un espace probabilisé. Si A%(n e N ) est
une suite décroissante d"ensembles de a dont la limite est vide (c"est-a-

dire tels que H* An = 0), P(An) tend vers O.
ne®

Quel qup soit Oe A,, il existe un entier positif unique n tel que
i) e An s U) l\an+1.

Aj est donc I"union disjointe des ensembles (An\ An+])>

d"ou : PUp = 2 # P(An\ An+]).
netN

Comme, d-autre part : n-1

P(AD = 2 PAANA D + PR,
=1

P(A ) apparatt comme le reste d"une série convergente : cette quantité tend

vers O
COROLLAIRES.

1°) Si An(n e TN*) est une suite décroissante d"ensembles de a de
limite A (c"est-a-dire tels que O An = A), P(An) tend vers P(A).

*
nejN’

2°) Si An(n e 3V ) est une suite croissante d"ensembles de a de limite A

(c"est-a-dire tels que U a = A), P(A) tend vers P(A).
neff™ " n
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11l - PROBABILITE CONDITIONNELLE. EVENEMENTS INDEPENDANTS.

1 - ?nob<xbiJLAX& concUXlonmZte..

@, a, P

Soit A un événement de a tel que
P * O. B

Si A est l"ensemble des éléments
de a inclus dans A (A, A) est un
espace probabilisable (A est la

trace sur A de la tribu a).

(A, A, P) n"est pas probabilisé sauf si P(A) - 1.

On normalise : (A, A, P ) probabilisé en prenant P" P VB e a

P®
et Bc A, ona :
P®
P (B) P
Plus généralement, soit B, méme non inclus dans A, élément de a
BfiAeA

On définit alors :

pk Na)
P ») P

P~ est la probabilité conditionnelle a 1"événement A.

Remarque : (@, a, PA) est un espace probabilisé, mais PA(R) =J ; toute
la masse de probabilité est concentrée sur A.

- Interprétation

On sait que A s"est produit et 1%on cherche la probabilité
de B. B se réalise '"sous la forme"™ B fl A seulement. On dit que PA(B)
est la probabilité de réalisation de B 'sachant que A s"est produit"

~

ou "conditionnellement a la réalisation de A".

- Notation :
P B = P(BjA).
P(BIA) = P(B D A)

PA
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On utilise cette relation pour calculer P(BJA) ou pour calculer P( B flA)

si I"on connait, grace aux hypothéses du probléme, P(B]A).

- Théoréme de Bayes :

ou théoréme de probabilités des causes ;

ou théoréme des probabilités a postériori.
Etudions-le sur un exemple.

Soient 3 urnes :

ul u?2 U3
moitié 1 le

de 3 0
blanches blanches blanche

On choisit une urne au hasard et une boule dans cette urne, au hasard.

On demande :

D la probabilité de tirer une blanche ;
2) sachant que 1"on a tiré une blanche, les probabilités de
1"avoir extraite de Uj, U2 ou U3

L*univers est l1"ensemble de toutes les boules (les événements élémentaires

ne sont pas équiprobables).

Soient les événements Aj, A2, A} et B : Al fi
A - on tire dans 1 urne Us >
A2
B : on tire une blanche. B
A3
P(A) = P(A2) = P(A3) = ]
- 1 1 -
P(BIA]) =, P(BIA2) = P(B]A3) = O.

B= BHA)U BAIA)U (B AA ) (événements 2 a 2 disjoints).

p(b nax) + p(b na2) + p(b n a3l)

P(A ).P(BIA ) + P(A ).P(BIA ) + P(A ).P(BIA )

p@®)

1 1 1 5
3 2 370 18
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Les réponses a la deuxiéme question sont

11
P@A, H B
P(A [B) = .73
P@®) o
p(a2 N Lx1?
P(A2 |B) = 2% &
P® o
p(a, N o)
p(a3lb) = - 0
P(B)

On vérifie que la somme de ces trois probabilités est bien égale a 1.

2 - Indépendance.

Si P(A) * 0,A et B sont indépendants si P(BJA) = P(B) ,

dou : P(ADB) =P .P@B)

On peut adopter cette relation comme définition de I"indépendance de
deux événements.

Si P(A) =0, P(AHB) =0 , puisque A il B CA.
D"ou : un événement presque impossible est indépendant de tout autre.

Il en est de méme si P(A) = 1.

- Propr iété

Si (A, B) est une paire d"événements indépendants, il en est

de méme des paires
A, B, A B, @A B.

Par exemple
P(A H B) = P(B\A) = P(B\(A D B))

P(B) - P(A D B)
P® - P® PGB
PGB Q@ -PM®)
P(B). P(A) .
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- Indépendance de plus de 2 événements :

A., 1 e l, 1 fini ou infini (pas nécessairement dénombrable).
Les sont indépendants si la probabilité de I1"intersection d"un nombre

fini quelconque d"entre eux distincts est égale au produit des probabi-

lités de chacun.

Soit V P> BIETERI distincts dans 1.
P(A. HA_. ... nA_. ) =PC(A. ).P(A.) ... P(A.).
I, 2 ot il 2 "
- Propriété :
Si les A (i e I) sont indépendants, les @el, ou

B_I = A.i ou Ai’ le sont également,

On sait déja que la propriété est vraie pour deux événements.

Soit a démontrer, par exemple :

p(Alnji2n ...nj nAptl n ... n An) = pia,) p(a2>... p(ap) p(Ap+p---p(An) .

On opére par récurrence sur p. On a :

p(A, n a2n eee n An>=p@2N ... N An) -pG@jnN a2n ... n An)
= P(A2)...... P(An) . (1 - PtA}))
= PTAJ) P(A2)....P(An).
pUinA2n a3n ...nat) = p(Aln a3n ... n An) - p(Aln a2n ... n An)
= P(A:).P(A3) ... P(An) - Pa~.P~). ... P(An)
= P(A1).(1 - P(A2)). P(A3) ... P(An)
= P(A ). P(A2) .P(A3) ... P(An)

etc ...
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3. P~rodu” _d™pac”_p~rgbab~*”abt”1 _PAoba.b"XAXézp~odu-It.

Soient 2 espaces probabilisés : (i, a, P) et (A", al, P").

L"espace probabilisable produit est défini par : fi * fi", produit
cartésien de fi et de fi" ;
a x a° = tribu engendrée par les A X A", ou A e a et A" e al.

Si a = P(fi), a& = P(fi") et si fi et " sont finis,
- Pfi x n”).

D
X
o))
I

Probabilité-produit : dans le cas fini et avec P(fi * fi"),
on adopte pour probabilité le produit des probabilités

wt = P(>., 0)".)>) = P{w.}) x P"({ooM) = p£ p’j

Est-ce bien une probabilité ? Puisque fi x fi"* est fini, il suffit de

vérifier :

D)tk . >0 ;

2) E tt. . o= 1.

i.,J. 1J

La premiére condition est remplie et I"on a, si n et n" sont les cardinaux

de fi et de fi"

n n / n \ / n \
E E .=Ff x E p".)

E e, .= p.p .= p. .
i J 1311 J vieivVo o \j-1 V
D "autre part, si A et A" sont deux sous-ensembles de fi et de fi" respecti-

vement , on a
« (@ x AY) = P(A) -P" (A" .

En effet, si 1%on pose :
I={i;a)ieA} et J={i;oo'JeA'},

On a
tt(A X A") = E it =( E p-}y*/ E p"-\ =PQA) P"(A").

Gi.pdclxj 13 \iel V' \jes V
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Dans le cas général, on cherche a munir 1"espace probabilisable
produit d"un probabilité 7T telle que, quels que soient les événements A et
A" de (A, a) et de (fi", al) respectivement, les événements (A * fi") et
(i x A") soient indépendants et de probabilités respectives P(A) et P"(A"),

Puisque
(A X fi») H i x A") = A x A",

on doit donc poser
tt(A x A") = PQ@) P (A7) .

Pour les autres événements de la tribu-produit, on doit effectuer un pro-
longement .

Enfin, la notion de probabilité-produit peut s"étendre a un pro-
duit de plus de deux espaces et, méme, a un produit d“une infinité dénom-
brable d-"espaces.

On applique cette notion a la théorie des épreuves reépétées.
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IV - VARIABLES ALEATOIRES.
1. No~gn_d[app”ca”gn_m£EAL~abEEt P~gbarb¢£2é-irnaq/(i.

- Définition :
Etant donné deux espaces probabilisables (fi, a) et (fil1, a“),

une application @ de fi dans fi" est dite mesurable si

VA" ea”", ol (A") e a.

- Probabilité-image

Soient (fi, a, P) un espace probabilisé et @ une application
mesurable de (f, a) dans (fi", a") ; @ définit une probabilité de P" sur
(1", a") de la facon suivante

VA" ea , PP(A") = Pl1(A"]-
C"est une probabilité

P*(A") e [0, 1] de toute évidence ;

Pr(fi’) = P(fi) = 1, car fi= q@1(fi) ;

00

cpl/ U A" )= U[pl@ )

1" ) Hep 1(A™) = @ LA™, FIA".) =0 si A", HA*. =0.

Ceci permet de démontrer

PY u A"\ = E P*"(A" ),
\n = 1 n/ n =1

lorsque les A" sont deux a deux disjoints.

On va appliquer ces notions au cas ou fi*f = H et al 1 B (boréliens).

2 - VeMi-Yvction <t ;o¢ d"um /i-labte. aZicutoAJie tiéelltz.

- Définition :

Une variable aléatoire réelle (en abrégé : v.a.r.) définie sur
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(fi, a, P) est une application mesurable de (i, a) dans (IR, 8).
On la note X

X - fi>H
telle que

VB €S8 X-1(B) € a.

REMARQUE.

Si a = P(fi), toute application est mesurable.

Si a = {0, f1}, seules les applications constantes sont mesurables.

- Propriétés (données sans démonstration).

D L"ensemble des variables aléatoires réelles définies sur

(fi, a) est un espace vectoriel réel.

2) L"ensemble des variables aléatoires réelles définies sur

(i, a) est fermé pour le produit.

- Cas ou fi est fini.

Dans le cas ou fi est fini et muni d"une algebre de Boole de

parties 8(fi), 1"ensemble des images est Tini

XCR) = {XJ, X2, oy Xéw -un, Xn} (n ¢ Card fi).

Alors, quel que soit le borélien B,

X-1(@B) = u X-1(X.) -
{i; e B} 1

En particulier {x*} est un borélien. Une condition nécessaire et suffi-

sante pour que X soit mesurable est donc que, quel que soit X réel, on
ait: X 1(X) € B(Fi).

Autrement dit, il faut et il suffit que I"application X soit constante

sur les atomes de 8(fi).
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- Loi d"une variable aléatoire réelle-

C"est la probabilité _image PA sur R:V B e B, PA B = P(X-1(B)).
On a donc l1"espace probabilisé (H, B, PA). Considérons les générateurs de

B, les ensembles ]- <=, X[

Px{- 00, X[)

P(x-1d- =, xD
PHoj e fi ; X©@I) < x}),

quantité que I"on note P(X < x), par abus d"écriture.

FA ) = P(X < X) est une probabilité.

C"est la fonction de répartition de la variable aléatoire X.

- Propriétés de FA-

1) Elle est monotone croissante :

X< X1=>1]- 00, X[ Ci]l- 00, x“[ =>FX(X) < Fx(x"').

2) Elle est continue a gauche ; soit h positif

FA(X) - FA(x - h) = P(X< X) - P(X< X - h)

P(Xx -h <x < X

Px(Ix - h, X[)-

Si h O, [X = h, X 1 0 ;on en déduit (d"apres la propriété de
continuité établie au paragraphe 7 du chapitre II).

Px(Cx - nh, xpPD ---1- O.

De méme :

Fx(x+h) —FA(X) = P(X < x< X + h) =Px([x, X + h[) .
Si : h -~ 0, [X, x+ h[ 1 {X}.
Dou : Fx +h) - FX) —=;—» PXHP) = PX =X ;
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d "ou un saut

FX(X + 0 -F X =PX = X).

D F KO -——- » O F (X)—————- » 1.
X -“m - 00 +
Si o« X a- = J- X[ 4 0, donc FA(x) -+ 0.
Si X m+ M , on considére le complémentaire : FA(X) 2> 1.

Réciproquement, une loi de probabilité P sur (R, B) peut étre
définie par la donnée des probabilités des ensembles générateurs
1- =, X[, c"est-a-dire par la donnée d"une fonction F ; P doit alors
réaliser : V Xe R, P(Q- XD = FXX).

On peut montrer (il s"agit d"un probléme de prolongement) que
1"on définit ainsi une probabilité P et une seule sur (H, B), a condi-

tion que F posséde les propriétés 1, 2 et 3 ci-dessus.

REMARQUE.

Deux variables alétoires de méme loi ne sont pas nécessairement
égales (méme si elles sont définies sur le méme espace probabilisé) ; le
fait d"avoir méme loi est évidemment une relation d"équivalence (souvent
notée X WwY) entre variables aléatoires définies sur le méme espace proba-
bilisé.

* Lois discreéetes.

Pour tout X, F(X) est constante dans un voisinage de X ou discontinue
en X.

X

(Les points entourés font partie du graphe).
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THEOREME.

L"ensemble des points ou F est discontinue est fini ou dénom-
brable. Cela tient au fait que F est monotone et de variation totale
finie.

En effet :
- il y a un saut au plus d’amplitude appartenant a Ty,1 1] ;
- il y a deux sauts au plus d"amplitude appartenant a Jy»y 1 T

1 1

- il y a n sauts au plus d"amplitude appartenant a ] n+l N

- etc...

On a la un dénombrement des sauts.

Soient X™(i e 1) les points de discontinuité de F ;
on a : 1=9{1,2, ..., nt ou 1 =N

= P(X = X.) = F(X. + 0) - F(Xi)-

On peut avoir dTautres points images, mais
PMH-{x ;;iel} =0,
X -

soit : P({e ; Viel, X * X*p = 0.

Si fi est fini, on a toujours une loi discrete.

* Lois absolument continues.
La fonction F est

- continue en tout x réel ;
- contindment dérivable sur IR sauf peut-étre sur un ensemble

de mesure de Lebesgue nulle, (par exemple , un ensemble fini ou dénombrable).

La fonction f dérivée de F, est appelée DENSITE DE PROBABILITE de la loi

ou de la variable.
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FX + h)
h

lim - FOO

f(x) =

P(X < X< X + h)
h h

1im

Une fonction f est une densité de probabilité si et seulement si

- elle est définie et continue presque partout sur H ;

- elle est positive ou nulle ;

+

- elle réalise

La fonction F est alors

devient infinie négative.

* Lois singuliéres.

Ce sont des

primitive qui

[e]¢]

I f(xX) dx = 1.

tend vers 0 quand la variable

X
FOG) = I f(t) dt

lois pour lesquelles la fonction F est continue mais ne rem-

plit pas les conditions ci-dessus (on sait qu™il existe des fonctions

continues sur R et qui

THEOREME.

Toute fonction de répartition F est combinaison

ne sont dérivables en aucun point de H)

convexe de trois fonc-

tions de répartition des types ci-dessus

avec - X

REMARQUE.

Toute combinaison convexe,

de répartition est une fonction
F= E X F. q
iel 1 1

avec :

1 1 TI 1

On parle de combinaison convexe

X.S0 , E X. =
e

finie ou dénombrable, de fonctions

de répartition.

= {1, 2, ..., nfoul = IN),

de lois de probabilité.
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V - NOTIONS SUR LT"INTEGRATION

Dans tout ce chapitre, on considérera des applications mesurables

d*un espace probabilisable (h, a) dans (H , B).

J - Applications étagées

Définition. On appelle application étagée définie sur (i, a), une
application X de fidans H telle qu"il existe une partition finie (Aj, A2,.-

An) de fi en éléments de a et des nombres réels @ <1 <n vérifiant :

i

Une telle application est mesurable, puisque,quel que soit le
borélien B

X"1 B = U Al e a .
{i;a,i e B}

On dit que I°"ensemble des Ai et I"ensemble des ai constituent une
représentation de 1 application étagée X. Il existe de X une et une seule
représentation, dite représentation canonique, dans laquelle les ai sont
distincts : ces ai sont les éléments de X(fi) et les Ai correspondants en
sont les iImages réciproques. Ou encore : la représentation canonique est

obtenue a partir d"une représentation quelconque en remplacant par leur union

ceux des Al auxquels correspond le méme ai.

Propriétés. On montrera aisément les deux propriétés suivantes

D L"ensemble des applications étagées définies sur (fi, @) est un
sous-espace vectoriel de l1"espace vectoriel des applications mesurables
de (h, a) dans (H , B) .

2) L"ensemble des applications étagées définies sur (i, a) est fermé pour
le produit.

THEOREME. Toute application mesurable X de (i, a) dans (H , B) est limite
d"applications étagées Xn définies sur (fi, a). Si, de plus, X est positive
ou nulle, on peut imposer aux applications Xn d"étre positives ou nulles et

de former une suite croissante.

Démontrons ce théoréme en commencant par la deuxiéme partie.
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Soit X une application mesurable positive ou nulle de (fi, a) dans
R, B
Soit n un entier positif ; on découpe I"intervalle [0, n [en n.2n

intervalles égaux disjoints fermés a gauche et ouverts a droite :

@ <1 <n.2n)
2n 2n

et 1"on pose

-
!
=

1
-

-1 i
on si 2N < X(u) <

¥ O€n , Xnw) =
n si X(©) > n.

Xn est une application étagée : on en a une représentation en

posant :
. i -1 i . -1 g <i<n.2n),
AL = X1 2n 2n at = 5,
Ag = X' 1 n, + ® ] , a0 =n ,

et en excluant ceux des Ai qui seraient vides ; on remarque que les Ai sont
bien des éléments de a.
Enfin, on montrera aisément que, pour tout élément (i de fi, on a :
X @ >0 ;
Xn+,@) > Xn @) ;

Xn (03) » X (uj)
n [o's}

Dans le cas général ou X est de signe quelconque, on remarque

que : X = X+ - X* ,
ou l1l"on a posé :
X+ = Sup(X, 0) et X" = - Inf(X, 0) ,
c"est-a-dire : Vae fi,
A - . -
) si @) >0 ; (0 si X@) > 0 ;
X+ @ = X~(@) =
sinon ; -X(go) sinon.
sinon ; (~XEgo sinon
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On applique la demonstration de la page précédente aux applications
mesurables positives ou nulles X+ et X- et I1%on utilise ensuite le fait que

les applications étagées constituent un espace vectoriel.

Remarque :@ |[x] = X+ + X~ .

2 - Intégration des applications étagées
On suppose désormais que les applications sont définies sur un espace
probabilisé (, a, P).
"Propriété et définition. Etant donné une application étagée X définie

sur l"espace probabilisé (fi, a, P) , la quantité P(A¢), ou les A. et

Ith =

i=1

les (d < 1 < n) constituent une représentation de X, ne dépend pas de la

représentation choisie ; on I"appelle intégrale de X et on la note J X d P.
Pour établir la propriété, il suffit de remarquer que la quantité

ci-dessus obtenue a partir d"une représentation quelconque de X est égale a

celle que 1%on obtient a partir de la représentation canonique de X.

Intégrale sur un événement. Soit A un événement (A e a). On appelle
intégrale de X sur A et 1"on note X d P I"intégrale fx.\ d P (X.”A est
bien une application étagée, puisquelle est le produit de deux applications
étagées).

Si les A et les (@ < 1 < n) constituent une représentation de X,

on a :

>
1
Im3

ai f{A
J

soit X. 11\

ar My A

N ms
Q
-
>
7
m

D"ou fA( d P =

ai P(AT n A).
1

-
Ihm?>

En particulier, si X est I"application constante égale a 1(X =

on a =

/A 1dp=P@®

ou, avec une notation plus légére : / dP = P(A).
oA

On remarque, enfin, que Jx dP n"est autre que X dP ;
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S

on aura parfois intérét a adopter cette derniére notation pour éviter des

confusions et, méme, a écrire :

f X dP @ ou x(jog dP @ ,
U étant alors dite "variable muette"™ (voir la fin de ce chapitre, par exemple).

Propriétés de I intégrale. Dans les énoncés ci-dessous, X et Y dési-
gnent des applications étagées définies sur (fi, a, P).

D L intégrale est une forme linéaire sur l"espace vectoriel des
applications étagées définies sur (fi, a, P). On le montrera aisément.

2) Si ITapplication X est P-presque partout positive ou nulle (c"est-
a-dire si I"ensemble sur lequel elle est strictement négative est de probabi-
lité nulle), son intégrale est positive ou nulle.

Cette propriété est évidente.

3 Si X>Y Pp.p. , fXdP >FYdP
C"est un corollaire des propriétés précédentes ('P.p.p." signifie

"P- presque partout').

Hf k+ty|dP <Ff XI dP +/ || dP.
C"est un corollaire des propriétés précédentes.

5 P*XdP | <f K]dP.
En effet, |x] > X et |x] > - X et I1"on applique la propriété 3).

6) Si A est un événement et si les nombres réels X et y réalisent :
VoeA , X<X@1y ,
on a : XPA <fAXdP <yPQ@ .

En effet, Voefi,on a : X. A*X(w).11A<y.U)A-

7) Si X >0 P.p.p- et si A et B sont deux événements tels que A c B,
on a
fA X dp </BX dP.

En effet, X.1]™ < X.1p P. p-p-

8) Additivité finie ou dénombrable.

Soient Bj (g e J) des événements deux a deux disjoints, J étant

fini ou dénombrable. Posons B = u B*.
J«J
On a
/B X dP - E /,.3dP.
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En effet, si les et les @ a i a4 n) constituent une représentation de X,
on a :
Jgxdp = B awwpPinB = B osa[E PQ nBY)
i=J i=1 J£J
_n
E E P(AinBj) = E /B.XdP.
Jed Li=1 > jeld J

Remarque . On pourra chercher si les propriétés ci-dessus sont encore vraies en

y remplacant les intégrales sur fi par des intégrales sur un événement quelconque.

3 - Applications intégrables

On considére maintenant des applications mesurables de l"espace proba-
bilisé (A, a, P) dans (H , B), c"est-a-dire des v.a.r. définies sur (fi, a, P).

Théoreme et définition. Soit X une v.a.r. positive ou nulle définie
sur (fi, a, P) et soit une suite croissante d"applications étagées X" tendant
vers X. L"existence et la valeur de la limite de J n dP ne dépendent pas de
la suite choisie, pourvu quelle soit croissante et tende vers X. Si cette
limite existe, on dit que X est intégrable ou sommable et la limite, notée

f X dP, est appelée intégrale de X.

Définition. On dit qu une v.a.r. définie sur (i, 4,P) est intégrable
ou sommable si les v.a.r. X+ et X" (définies p.26) sont integrables.
L*intégrale de X, notée J*X dP, est alors définie par

/X dP = /x+ dP - JIx" dP.

On peut enfin définir I1"intégrale de X sur un événement quelconque A

c"est jf)(.H dP et on la note f X dP ; elle existe dés que X est intégrable.

Propriétés.

OL"ensemble des v.a.r. intégrables définies sur (fi, a, P) est un

espace vectoriel réel.
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D a 8) Les propriétés 1) a 8) énoncées au paragraphe précédent pour
des applications étagées sont encore vraies pour des v.a.r. intégrables.

Autres propriétés. X désigne une v.a.r. intégrable définie sur
h, a, P .

1) Si X est P- presque partout positive ou nulle,
fx dP =0 et X =0 P.p.p.
sont des propositions équivalentes.
2) Si A est un événement presque impossible (P(A) = 0),

JAX dP =0

3) Si X est strictement positive P- presque partout sur I"événement
Aetsi FAXdP =0, P =O0.

4 Si X dP =0 pour tout événement A, X est nulle P- presque
partout.

Enoncons enfin deux théorémesm

) Si X et Y sont des v.a.r. définies sur (fi, a, P), si Y est intégrabl<
et si [X] < IY] P.p-p- , X est intégrable.

2 Si X est une v.a.r., lTintégrabilité de X et celle de [x] sont
équivalentes.

Changement de variable. Soit X une v.a.r. définie sur (fi, a, P). Si h
est une application mesurable de (R , B) dans lui-méme, hQX est une v.a.r.
définie sur (f, a, P).

THEOREME. Pour que (hDX) soit intégrable sur (A, a, P), il faut et il suffit

que h le soit sur (R, B, Px) ; les intégrales sont alors égales :

/fi o> ap -/»hdPx =m

En particulier, si h est 1"application identique sur R (h = Idﬁ?),
on a :

/fi X dP */k I1dE dPX -
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ce que I"on pourra noter : X(@) dP W) =JE x dPx-Q) -

On se raménera donc a calculer des intégrales sur R . On montre,

enfin, les formules "pratiques’ suivantes

E pc hCx™) si la loi de X est discréte ;
j‘R h® dPx = Iel

h(x) f(X) dx si la loi de X est absolument continue
de densité f.

Si la loi P® de X est combinaison convexe d"une loi discréete Pj et
d“une loi absolument continue P2 :

A = N1 A1 + A2 AD (/\ > OS5 A) S ©7 A14NA) = AN
on a :

fM h® dPx X = Xj h) dPj () + X2 h(x) d?2 ) -
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VI - MOMENTS.

1 - §~~cmge_mc™hémaque. .

Cest, par définition, le nombre : / X)) d P)), s"il existe.
Jdn

On la note : E(X). On I"appelle aussi "moyenne de X".

Propriétés :

- EX +Y) = E(X) + E(Y), donc E(X + @ = E(X) + a ;

- E(X X)) = X EQ) ;

- E(a@a X+ b) =a E(X) + b, par conséquent.
Si fi est fini, I"application X est étagée ; si elle prend les valeurs a®
sur le n atomes de 1"algébre de Boole, on a :

n
EQX) = iél ai'P(Ai)'

soit, sur [I"ensemble image X(fi1) = {X1’2X -ees Xgs - XK} &k <n

X. P(X = X.),
13 J

EQX) =

n N X

aprés avoir réuni les A~ qui ont méme iImage.

Définition : on dit qu“une variable aléatoire est centrée si
sa moyenne est nulle. En particulier, si X a pour moyenne m, (X-m) est

centrée.
2 - Momznta_~"o”<e_gue£congue.

On appelle moment d"ordre r (r e IN ) 1le nombre (s"il existe)

[ S p- xf
i ci1 1l 1
U = EXr) = f Xr(@ d p@p) = f Xrd P X < ou
A y » J
{If+mxr f(x) dx.

w - 00

(L"application h considérée au chapitre V est ici h X ¥ -X ).
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On montre que, si le moment d"ordre r existe, tous ceux d"ordre
inférieur existent. 1l peut donc y avoir une borne supérieure des or-
dres dont le moment existe. On parlera de variable de carré sommable,
de cube sommable, etc...

REMARQUE.

On peut définir les moments d"ordre non entier si 1 applica-

tion X est positive ou nulle.

3 - VcevUja.ncE et (LcoAX-tupu.

Posons m = E(X). On appelle variance de X le moment centré d"ordre
deux de X, c"est-a-dire le nombre (s"il existe) défini par :

/ E p.(X. - m)2
l mel1 1 1

VOO = E[CX - m)2] = N\ ou

T 7 - m2 fo dx .

La variance de X donne une idée de "1 "étalementl de X autour de sa moyenne.
On a, en développant :
VIX) = e(®2) - 2me(X) + m2 = e(x2) - [e(x)]2.

Pour que la variance de X existe, il faut et il suffit que X soit de carré

sommable.
Propriétés :

- VX + a = VX)) ;
- V(@x) = a2 v(xX) ;
- V(@ax + b = a2 V(X), par conséquent.

Ecart-type ou écart moyen quadratique. C"est le nombre :

o =V V(X) -

REMARQIE.

Tous ces moments sont liés a une loi plutdt qu*a une variable ;

on parlera de moyenne ou de variance d"une loi donnée : c"est la moyenne ,
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ou la variance, de toute variable aléatoire qui suit cette loi.

4 - Jniga™é_de._Bnenl/mé:Tcké.b™Mthe .M.

Soit X une v. a. r. de carré sommable, c’est-a-dire admettant
des moments d’ordre 1 et 2, définie sur (fA, a, P).

Posons - m = E(X). on a

02() = e[(x - m)2] = Jf xXw) - m)2 d PWw)
fi
@) -m2dP + f XU - m2dPL),
fit J fi,
avec : = {0 ; | X(cd -m |]>to}ou t >0 ;a="JVX .
On a : a2 > f xX@W>) - m)2 d P(co) > t2 02 f d P(oj),
Jn i
d ou : a2 s t2 a2 P(Fi;).
On en déduit (a * 0) :
PCFix) < |
t2
soit : vVt >0 p[Ix—m|>to]<-

t2

Si t est inférieur ou égal a 1, cette inégalité n"a aucun intérét. Sinon,

prenons t = 2, paryemple :

m - 20 m m + 2 a
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La probabilité pour que X appartienne a I"une ou l"autre des deux demi-
droites fermées est inférieure ou égale a 1/4, ou encore, la probabilité

pour que X appartienne a l"intervalle ouvert est supérieure a 3/4.
L*inégalité peut aussi s"écrire

Vvt >0, p[lx -m < ta] > 1 - !
12

ou encore, en posant e = t a
az2
e2

Ve >0 , P[IX = m] > e] <
inégalité qui n"a d"intérét que si e > a .
On pourra interpréter ces différentes inégalités en se souvenant

que la variance donne une idée de 1""étalement"” de X autour de sa

moyenne (parametre de dispersion).
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VIl - VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES.

1 - Vg*yyutlon.
n variables aléatoires définies sur (fi, a4, P) sont indépendantes
si,quels que soient les boréliens e B @ <1 <n), les événements

X7*(B™) sont indépendants. 11 suffit de vérifier que :

p[? Xriv] = . p XT1(Bi) »

en prenant, au besoin, certains B" égaux a H.

Des variables en nombre infini sont indépendantes si, par définition,
tout sous-ensemble fini de ces variables est constitué de variables Iin-

dépendantes .

2 . noryvLe.to.;>.

* Si des v. a. sont indépendantes, des fonctions mesurables de ces

variables sont indépendantes : si les XA(i e I) sont indépendantes et si

les £ 1) sont des applications mesurables de (H, B) dans lui-méme,
les v. a. Y. = f.(X.) sont indépendantes.
* Si les v. a. X < i < n) sont indépendantes, quels que soient

les réels X*(1 £ 1 s n), on a

n
K < x.y - J PX.< x)

0
5 >

i 1
en considérant les boréliens B = ]- <, X.[-

On écrit cette égalité sous la forme

FX _ Fy (X.)
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RE est la fonction de répartition du vecteur aléatoire X = (Xi» X, » eee» Xn)'

Réciproquement, on peut montrer (c’est un probléme de prolongement)
quil suffit que I1"égalité ci-dessus soit satisfaite pour tout vecteur

X de 1 pour que les v. a. r. XM soient indépendantes.

Nous reviendrons sur ces questions au chapitre XI.
* Si les v. a. r. X sont discretes, on écrira plutét que, quels que

soient les réels X5 -

n n
P H XK. =X} = 1f PX.,4= X)),

i-1 1 1 i=1 1

égalité qui n"a d"intérét que si les probabilités écrites sont non nulles.
Prenons, par exemple, le cas de deux variables X et Y prenant les valeurs

recpectives :

(Xj ,X2 hdd 4 ®A Cyj y /\2 * oee>

Vie {1,2, ..., my , VJ€{l,2, ..., n},

p X =X}n{ =yH =PX=X).PK =y.).

Ceci revient a faire le produit des deux espaces images.

THEOREME.

Si n variables aléatoires indépendantes sont sommables, leur
produit est sommable et I"espérance mathématique du produit est le pro-

duit des espérances mathématiques.

Conséguence.

La variance de la somme de n variables aléatoires indépendantes

est la somme de leurs variances.

Montrons le pour deux variables X et Y, par exemple

VX +Y) = E[CX + Y)2] - [ECX + Y)]2
E[X2 + 2 XY +Y2] - [EQO + E(N ]2
E(X2) - [ECX)]2 + E(Y2) - [E(Y)]2 + 2[ECXY) - ECX).E(Y)]

V(X)) + V(Y).
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VIIl - FONCTION GENERATRICE. FONCTION CARACTERISTIQUE. PRODUIT DE CONVOLUTION

1 << Fonction QIng&icutAAcss.

- Défini tion :
Soit X une variable aléatoire a valeurs entiéres positives
ou nulles. La fonction génératrice de X est la fonction définie par :

Gx - u » - E(UX) ;
GX ) = E(uX).
X est discrete ; si nous posons

pn - P<x . (J opn-,,

om g8

on a : GX(Q) = p ull (série entiére ou polynbme) .
n

On voit immédiatement que, pour qu“une fonction soit génératrice, il faut
et il suffit

- quelle soit développable en série entiere ;

- que les coefficients du développement soient positifs ou nuls
et de somme égale a 1.

On a une série absolument convergente sur le disque fermé de rayon 1,

donc de rayon de convergence supérieur ou égal a 1.

- Calcul des moments a partir de la fonction génératrice

00

En p un 1.
) n

G (W)
X

00

u=1: G;(I) = £E£n p =E(X - (Si ces quantités existent).
o] n

00

En{n - D p yn- 2
o n

@
> =
~\
c
o/
1]



39 -

u m | : G"(l) = 1 n(n - 1) p - E(X(X - 1))
X 0
= E(X2) - E(X)~

(Si ces quantités existent).

On obtient ainsi les moments factoriels successifs :

E(X), E[X(X - 1)1 , E[X(X - 1) (X - 2)] , etc..

2 . £c¢ng”Qn_catacf£és™&que. .

Soit X une variable aléatoire. La fonction caractéristique de
X est la fonction V définie par

<X (t) = E(e itx),

ou t est une variable réelle.
La fonction caractéristique de X est déterminée par la loi de

X ; on montre qu®"elle la caractérise, d"ou son nom.
Remarque : Si X est a valeurs entiéres positives ou nulles, on a :

<% () = Gx (e ifo) .

PRlosaé 84>

D &@ = 1.

2) Vt €B , | ()] < 1-

3) VteR |, (-t) = 9X (t) =

Toutefois, ces propriétés ne suffisent pas pour qu“une fonction donnée soit
une fonction caractéristique.

Enfin, on peut calculer les moments de X a partir de sa fonction
caractéristique :

<F}/(r>(t) e (Iir xr e i1tx) ,

(@) ©

ir E;Xr) . (Si ces quantités existent).
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3 - P*odu™ dE convgEuEdion.

Vé.~yudU.on. On appelle produit de convolution de deux lois
P, et P2 de (* , B) la loi suivie par la somme de deux v.a. indépendantes de

lois respectives Pj et P2-
On note : P] * P2.

Cette composition est, de toute évidence, commutative et associative.
Si Pj et sont des lois discrétes sur les entiers positifs ou nuls, on a
X suit la loi Pj, Y suit la loi P2)

Gx + YW = EX +Y)

E (u?uY) = EQX).EQY)

/\X+

*/\X/\U N

La fonction génératrice de la loi Pj * P2 est le produit des fonctions géné-

ratrices des lois Pj et P2>

Plus généralement

2x + y(®) = E(e it:X + Y>)= E(e itX . ity) = E(e itX).E(e itY).

9X + Y(®

9X (D) * 9Y(b)e

La fonction caractéristique de la loi PJ * P2 est le produit des fonctions

caractéristiques des lois Pj et P2»

On remarquera que le produit de convolution de deux lois, défini a partir
de variables aléatoires qui suivent ces lois, ne dépend pas du choix de ces
variables, pourvu qu®"elles soient indépendantes. 1l s"agit bien d"une opération

sur les lois de probabilité, c"est-a-dire sur des probabilités définies sur

(m, B).
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IX - LOIS USUELLES.

1 - Lo*u> d-Li>cli(lEej>o

* Loi de Dirac.
La loi de Dirac au point a, notée DI, est définie par
[+

P(X = a) = 1,

soit : X(0a) a sauf sur un ensemble de probabilité nulle.

On écrit X(oo) a P.p.p- (se lit ™"P presque partout'™).

F

Fonction de répartition

a
On a : EQX) = a, a2(X) = O.
Réciproquement : a2 = 0 =>loi de Dirac, car :
@) - m)2dPw) = 0=>x(uO =m P.p.p-

* Loi de Bernoulli.

Elle est définie par

iP(X = 1) = p ;
< avec p +q =1
\P(X = 0) = g

On la note : B(p)-
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E(X) =p, E(X2) = p, E(Xr) = p(r >0).
02(X) =p - p2 = pg.
Gx(u) = pul + u© = pu +Q.

* Loi binomiale.

On effectue n épreuves indépendantes ; a I"issue de chacune
d"elles peut se produire, avec la probabilité p, un certain événement
E. On pose - q =1 - p.

Soit X le nombre de réalisations de E a I"issue des n épreuves.

On peut montrer, par des méthodes combinatoires, que :

P(X =k - pk g1 ~ V (O < k <n).

On peut aussi associer a chaque épreuve une variable de Bernoulli définie

par
PN . fw s R S .
I si E se réalise a la 1i1-iéme épreuve ;
0 sinon.

Toutes les variables XM suivent B(p) et sont indépendantes. On a

n
X = Z X. .
i=1 1
D "ou
n n _
G (w T G (U = (pu + g)n I C (pu) qu
X i =1 Xi k =0 n

On sait que P(X = k) est le coefficient de Uk dans le développement de

GA(u). D*ou le résultat déja donné ci-dessus.

On appelle la loi de X la loi binomiale et on la note 8(n, P)

>
I
I m3

X. ==E(X) = np et a2 = npg-
1 1

Enfin

B(n , p *B(Mm ,p =Bm+n ,p).
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*Lol de Poisson.

On sait que

Si X est positif,

somme 1.

Le moment

Enfin

de chacune d"elles, peut se produire, avec la probabilité p,

eX = ¥ An ou E An e X =
_ n! - g N!

On définit alors la loi de Poisson P(X) par

on a une série entiére a coefficients positifs de

PCX =) = e An (e N
Gx (W) = E(uX) E e.A ﬁp u”
n =20 )
e—A eAn eA(u - 1)
A(u - 1) _ Vu - 1) P \lu -1
e GXQD = a2e GS% = A" e

E(X) = X,

E[X(X - D] = X2,

E(X2) = X2 + X,

a2(xX) = X

factoriel d"ordre p est :
GM"P) @) = Xp-

PO * P(y) = P(X + y).

* Lol géométrique.

Soit une suite illimitée d"épreuves indépendantes

ment E. On pose - g =1 - p.

; a I"issue

un événe-
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Soit X le rang de la premiére réalisation de E. On a

P(X =n =gl ~ 1p (ne m*) .

Les probabilités sont en progression géométrique,dou le nom de la loi.
On a :
pu

Gx(ui\‘ % /F;qn_lunzl_qu

Le rayon de convergence, eégal a est inférieur a ], ce qui justifie

les calculs qui suivent. .
G P dot : EQO =Gr() = >
XU) 5 u = ) =6,Q = P
(1 qu)
2pq . 2pq 29
GE(U) = d’ou : E[X(X - D] =
(1 - qu)3 P3 P2
q
azx) =
p2
2 . Lg-U> abAoZtmznX. conginu&e>.

* Loi uniforme sur [0, 13 .

La densité est constante sur 30, 1, nulle en dehors.

D “ou
FQOO
1 si 0< X< 1 ;
fx(x) = 0 sinon. 1
/0 si x 10 ;
0 1
F &) = <Xx si 0 <X < 1;

\ ] si X > 1
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c00 = N X f00 dx = et E(X2) =J X2 f() dx = |

D"ou : a2 = 3 4 12

Dans le cas général d"une loi uniforme sur le segment [ai b]

(@< b), la densité est égale a b } q SUur Ja, b[ et I"on a

EQO = 2 ) b et az2¢p = @ 1'23)2

* Lol normale.

Admettons
X2
2 -
e dx = 2 T
La fonction f définie par :
uz2
1
f = e °
2 1T

est donc une densité de probabilité. La fonction de répartition corres-
pondante est

t2
1

FQ) = e ? dt.
com -«

Elle est tabulée. On a

FQU + FC W = 1

On montre que cette loi admet pour fonction caractéristique la fonction
t-2

ti—— re-

Si U est une v. a. r. suivant cette loi, on a
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uz2

E(U2) = a2U) = ! uze 2 du-=i (grace a une intégration

2 mJ-o par parties).

/*+ o0

Plus généralement

Te(u2p + 0 =0,

(e @ 2p) «1.3. 5... (2p-1).

La loi est dite centrée, car m = 0 ; elle est dite réduite car a2 = 1.
On la note N(O, 1) : loi normale centrée réduite.

Soit U une v. a. r. de loi N(O, 1) ; quelle est la loide la v. a. r

X définie par :

X=aU+Db (ae3R*,be]R)?
Fx(X) = P(X< X
X - b X - Db . .
P U< a - Fu a sta >0 ;
=P(aU+b<x) =
pus>Xx2P X-b sia<o
a a i i
1 X -b - }
a fu a st a>0;
fX(x) m
1 X - b -
a fu a si a< 0.
D ~ou f.0x) = C fux'b
la |
x - b)2
1 e 2a2
twal 2T
On a : E(X) =a EU) + b =D,

RO = E[(X - b)2] = E(a2 U2) = a2 E(U2) = a2.

Posons :m = b et a = |q] -
La loi de X est dite normale et on la note N(m, a2). Elle a une densité

fA définie par
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X -m2

1 lal

fX(X) -aVZtt

X -m
Réciproquement, si X suit la loi N(m, a%, a suit la loi N(@©, 1)-

Plus généralement, si X suit la loi N(m, 02), Y=aX+b suit
N(am + b, a2 02).

On le montre aisément par la méthode déja utilisée ci-dessus.

* Fonction caractéristique et propriété de convolution.

X -m
Si X suit la loi N(m, 02),U = suit la loi N(Q, 1).
dlou :
Ax(t) = E (e itXj = Efe it(m + au)j = e itm.E/e itaU\ = e ~ “ .A(at).
a2t2
() = e itm " 2

D"ou la propriété de convolution

N(m, a2) * N(m", a"2) = N(m + m", a2 + a“"2).
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X - CONVERGENCE.

1 - PaOb-tenie..

Soit une suite de variables aléatoires Xn(n > 1) définies sur
(i, a, P). Dans quelles conditions dira-t-on que XN tend vers X, X

étant une variable aléatoire également définie sur (A, a, P) ?
Nous aurons plusieurs types de convergence.

Rappelons que XN et X sont des applications de fi dans JR.

2 - Conv’ge.nc(L_e.n_f£o.l.

- Définition.

On dit que X tend, en loi, vers X et 1"on note :

en tout X réel ou FA est continue.
En fait, on devrait plutét écrire

P, ———— » Py ;

il s"agit d"une convergence sur les lois plutét que sur les variables

aléatoires.

On montre que, pour que XN tende en loi vers X, il faut et il suffit

que :
¥Yt€ R , ®O—@® .
n
- Exemple 1.
Soit : Y = sup X. .,
n l<i1<n 1

ou les X sont des v. a. réelles indépendantes de loi uniforme sur

[0, 1]. Quelle est la loi de Yn ? Quelle est la loi limite ?



- 49 -

Yn prend ses valeurs sur 10O, 1].

Si xe J0, 1, Fy &
n

P(Yn< X) = P(sup XL < x),

p™Mn (xi < X

n
=J P(X.< X)) = xn.
1
fyn
1
0 si X <0 ;
FY D = X si 0 <X <1
1 si X M
0 1
La fonction limite F vérifie donc
F
1
0] st X< 1 ;
FOO =
1 st X > 1
0 1

La loi limite est la loi de Dirac en 1 :

PY —————- > V
n n @
On écrit :
L
Y — ——— 1.
n n -»

On remarquera que la limite F de F* n"est pas exactement
n

la fonction de répartition de la loi D1 ; mais ces deux fonctions ne

différent qu®en leur point de discontinuité.

- Exemple 2.

Quelle est la limite de la loi binomiale B(n, p) lorsque
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p tend vers O, n vers ITinfini, le produit np ayant une limite finie

X non nulle ?

On cherche la limite de chacune des masses de probabilité.
P(ank)=Chpkqn~k (k < n).

On peut prendre k quelconque, en ne commencant I1"étude qu®a partir
de n = k.

I:,(X:k)zn(n—l)...(n—k+1) Pk(1~P)\m_k
k!
nk . X Xk
P(X = k) v Pk (I - pn=>ce
k! k!

car 1 - p)n tend vers e ~ ~Mog(l - p)n = n log(l -p)~-np-"--XJ .

La loi limite est la loi de Poisson P(A).

3 - ConyeAgence_ en_p”~obab-{JLitt..
- Définition.

On dit que X tend vers X en probabilité et I%on note

si,V e >0, P(|XH—X| >e)—n—,*(ﬁo,

c"est-a-dire

P{a) ; Xn(w) - X(u>) 1 >e}] n " 0,

ou encore

Ve >0, Va >0, 3 N tel que n >N implique

PL{ar 5 IX (W) - X(w) I >e}] < a.
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THEOREME.

La convergence en probabilité entraine la convergence en loi.
C est-a-dire :

THEOREME.

Si la loi de Xn tend vers la loi de Dirac Da’ Xn tend,> en pro-

habilité, vers toute variable aléatoire de la loi D, (définie sur le méme

espace probabilisé).

Montrons-le

si X1 a ;
- 0)-

L1 si X >a.

On a: (0 si X< a ;
Fx OO -

n ¢ si X >a.

PCAIX, -XI >e = p(Ixn -al >e =P(x <a-e +Pkx >at+e),

Fx @ - + 1 -F @a+t+e+0] nn 0.
n n

La propriété est établie.

- Loi faible des grands nombres.

Soit une suite de v. a. réelles X indépendantes de méme loi,
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de carré sommable ; on pose :

X, + X,+ ...+ X
Y =
n
n
Montrons que :
P
'n na¥ EX.
n
V4 E(X.)
E<-I-) _ I - 1 n E(X) E(X)
n n
o (1) T R+ e +X )= T [a2(x) + ... + a2(x )]
n2 n2
na2Q0 = a2
n2 n

D"aprés 1"inégalité de Bienaymé-Tchébicheff

_ °Z(Yn
ve >0, PUY, - EXI > e < (Yn) g% O
e?2 TP2

4 - Conu§8A3g.nce_p~gae -0UAe.

- Défini tion -

On dit que Xn tend vers X presque sOrement et 1"on note :

si = X @) » X(o00) ,

sauf sur un ensemble de fi de probabilité nulle. C"est un mode de conver-

gence plus puissant que les autres, car on montre que : la convergence

presque slOre implique la convergence en probabilité.
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- Loi forte des grands nombres»

On reprend les hypotheses de la loi faible des grands nombres,

mais en supposant seulement que les sont sommables. On a
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XI' - VECTEURS ALEATOIRES

3 - VéAlyviton <X d'un vhcX hua aZé.cutoVif.

Vé.u<¢né£ion. Etant donné un espace probabilisé (i, a, P), on

appelle vecteur aléatoire de dimension n défini sur cet espace une appli

cation mesurable de (#, a dans (Rn, n)e
Une telle application X définit une probabilité-image sur
(Rn, BR n) :
V B e BRn P+(B) = P [X-1 (B)]-

D"ou la notion de fonction de répartition de X, application F/

de R n dans [0, 1] définie par

x = (XI,—, xn) p-—— APl n ] -@xig =P iX, < 3

==

On pourra écrire

F+ xJ] = P(X"< x) ,

en établissant sur R n une relation d"ordre évidente (qui n"est pas d"ordre

total) .
La fonction de répartition d"un vecteur aléatoire posséde des

propriétés analogues a celles d"une variable aléatoire (pp. 21-22)-

THEOREME . Les composantes d“un vecteur aléatoire défini sur (fi, a, P)

sont des v.a.r. définies sur (A, a, P).

En effet, soit X = (XJ,---, Xn) un vecteur aléatoire défini sur (fi, a, P).

Si B] est un borélien de R , on a

Xj @Bj) = X-1(B] X R X.... XR) e a

car By X R X... X R est un borélien de R n.

Plus généralement, tout "sous-vecteur™ d"un vecteur aléatoire

défini sur (fi, a, P) est un vecteur aléatoire défini sur (fi, a, P).

Nous admettrons la réciproque : une application de fi dans R n

dont les composantes sont des v.a.r. définies sur (fi, a, P) est un vecteur

aléatoire défini sur (A, a, P).
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2 - Type”™ der Zg<L&l

Lo-CO dloCxhQIiQli. 11 existe un ensemble fini ou dénombrable
d"éléments xJ de Hn (@ e J) tel que

Pt=xj) =p* , avec E p- = 1.
J JEJ J

La fonction de répartition admet des discontinuités en ces points.

LoA>> aboQJiumQ,nt continuasi). Il existe une application f de IIn

dans H + telle que

¥ Be 8in , P(XeB) = /g f®) d x

(il s"agit d"une intégrale de Lebesgue).

f s"appelle la densité de probabilité de X.

WhWI0ptviaJlQ.. Si la densité existe, la fonction de répartition F

est continue et, en tout point ou f est continue, on a :

3n F
Ox, ... dx

f(xj,»=m, xn) =

Il suffit de revenir a la définition ci-dessus, en prenant

B = i u XE [, pour établir ce résultat,

On pourrait aussi définir des lois singuliéres.

3 - Lo-TA maAQ-iyuxJiQj)-

Ve A"LyUXstovl. On appelle lois marginales d®"un vecteur aléatoire
les lois de ses composantes ou, plus généralement, de ses ''sous-vecteurs'.

Soit X = (Xj,---, X ) un vecteur aléatoire.
Cherchons, par exemple, la loi de Xj.
Si la loi de X est discréete, on a :

P(Xj] - x,) - ? p..
{0:x3 = x,} 3
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Si la loi de X est absolument continue de densité f, on a

ExyBah 2 Bk S X3 = RO d T .

ol b=71-= XiLXR X ... X H .D"ou

F *.D) - / < dt, f f(t) dt2 ... dtn

i » A" - 1
D"ou, par dérivation

fx ) - f f(T) d x2 ... d xn
1 J Jo e - 2

S

On généralise aisément ce résultat a toutes les lois marginales.

Indépendance dQp composantes. On a vu (chapitre VII) que, pour que
les composantes du vecteur aléatoire X = (XjJ, ..., X ) soient indépendantes,
il faut et il suffit que I7on ait
n
F+ & il F x.).-
X i= 1 Xi 1
Si la loi de X est discréte, on a

P(X = X) = P(Xi = Xi) :

1> 3

i 1

si elle est absolument continue, on a :

(| —f=]

fy LA ¢ o)
X 1

J

et ces conditions sont suffisantes, comme on 1"établira aisément.

THEOREME . Pour que les composantes d"un vecteur aléatoire X de loi abso-
lument continue soient indépendantes, il faut et il suffit que sa densité f

se factorise, c"est-a-dire qu”il existe des fonctiots telles que

yx€nn , f(x =

33>

gi(xi)
1
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Montrons—le en prenant, par exemple, n = 3.

Puisque J f) dx = 1, ona : k] K 7 = 1, °0 1%n a posé

1IR3
ki = S g™x) dx G =1, 2, 3).
R
On a :
>~ &) = gjx,) T 02(x2).g3(x3) dx2 dx3 = k2 k3 gjJ(xXj)-
1 R
De méme,
X ((x2) = k3 kj g2 (x2) et &~ (x3) = k§ k2 g3 (x3).
D "ou

F(x) = fx (Xj).Fx~ (x2)= ( * 3)-

On peut établir un résultat analogue pour une loi discréte : il
faut et il suffit que P(X = x) se factorise.

On peut, enfin, généraliser ces théorémes en cherchant des condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que des ''sous-vecteurs'" d"un vecteur

aléatoire soient indépendants.

4 — Ckangeme.~d”*vgjL"bZe..

R = , R n R -
Soit X un vecteur aléatoire de R de loi absolument continue
dont la densité est nulle en dehors d"un borélien A de Rn.

Soit une application injective mesurable et continiment déri-
vable de A dans R n. Posons A" = *P(A) et supposons que A" est un borélien
de Hn. V établit donc une bijection entre A et A".

o , . g H
Quelle est la densité du vecteur aléatoire Y défini par

Y =9 & ?
On peut, bien sdOr, prendre cette densité nulle en dehors de A-".

Soit B" un borélien de H n ; supposons-le contenu dans A", quitte

a le remplacer par B" n A".
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On a

PO EB) = PX el B = f ) KO dx .

d"ou, par changement de variable dans cette intégrale :

D(X)
P(? eBY) = f % x¥)) dy
DO

D(X)

vV N
ou désigne le jacobien de x par rapport a y, c est-a-dire
D(y) I"inverse du jacobien de P .

DGO
D"ou : xy)) siyeA" ;

0 sinon.

Ce résultat est d"un usage courant dans les exercices.

5 - E-6péumce. mcitkémcutiquil. McU”c&_d”_covaA”™nce_&t_coe.”.cie.nf
de coKKéHaJlJioYv.

EApéAance mcuth.(¢maluxjue. Si X est un vecteur aléatoire défini
sur (A, a, P), son espérance est, par définition, le vecteur (s"il existi

EQQ = /7 X(u) dP (@ ,
fi

c"est-a-dire le vecteur de composantes : J° XA (@) dP @) = E(XM).
fi

E(X) = (E(Xj),..., E(Xn)) .

Les propriétés de linéarité de l"espérance d"une v.a.r. se
conservent.

MdtAU.ee. de. COVAAXEFtCg.. La matrice de covariance d"un vecteur

aléatoire X de H n est la matrice A'ZL carrée d"ordre n dont le terme
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général X°j est défini par :

Al = E [Xi " E(X-))-( - EX)I = EX. X)) - ECXD).E(XD)-

C’est une matrice symétrique ; elle existe si et seulement si les composantes
de X sont toutes de carré sommable, comme on peut le montrer.

Les termes diagonaux de A;‘sont les variances des composantes de X ;

les autres sont appelés 'covariances'.

Si les composantes de X sont indépendantes, les covariances sont

nulles et la matrice A est diagonale ; la réciproque est fausse.

Coencx&n”™ de, coAJié-Uvtion. Soient X et Y deux variables aléatoires
définies sur le méme espace probabilisé, de carré sommable et de variances

non nulles (aucune des deux n"est de Dirac).

On appelle coefficient de corrélation de X et Y le nombre réel :

ECGY) - EQ -EM

P
XY a0 .a(Y)
Il est nul si X et Y sont indépendantes, mais la réciproque est
fausse. lac |
D"autre part, aX+b, cY+d= ac <XY.

THEOREME. Le coefficient de corrélation de deux variables aléatoires X et Y
est un élément du segment [- 1, + 1] ; il est égal a 1 ou a (-1) si et seu-

lement s*il existe une liaison affine entre X et Y.

Désignons par X" et Y1 les variables aléatoires centrées
déduites de X et Y. Le numérateur de Py ¥ n“est autre que la covariance
de X et Y, c"est-a-dire E(X"Y").

On a donc [ECX"Y") ]2

EQX"2) -E(Y "2)

2
XY

VAe R , E[LCX"+Y")2] >0 ,

soit : VXe R, X2E(X"2) + 2X E(X"Y") + E(Y"2) > o.

Le discriminant de ce trinbme en X est donc négatif ou nul.
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d ou : IPXYI1 ~ le

Pour qu"il soit nul, c"est-a-dire pour que IPx YI ~ 17 *1
et i1l suffit gqu il existe une valeur X0 de X
telle que :

EfLX X + Y")*] =0, donc telle que
X())(' + Y =0 P-p.p-

d"ou :

XgX + Y = XoE(X) + E(Y) P-p.p-

Il existe une liaison affine entre X et Y.

faut
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