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DES ANGLES QVI ONT LEVR SOMMET
HORS LE CENTRE DU CERCLE,

P
T

DONT LES ARCS NE LAISSENT PAS DE LES MESURER.

B P L off bienaisé de reconnoifire que les angles ne pexe
70 ;_% vent avoir posr veritable mefure que les ares d'un
(Y K\ cercle , & que touses les antres mefures., comme les

PO cordes , les finus , @ les bafes, ne penuent effre gue
fabfidiaires de celle I3, & que méme elles ne les mefurent g’ im.-
parfaitement. :

Mais on acren jufquesicy gu'onne powvoit employes pouy
mefurer un angle que les arcs du cercle am centre duqsel eff le
[fommet de ces angle. Etainfy arrivant rarement que dewx an-
gles que I'on compare ayent leur fommet aw centre. du méme
cercle , on ne powvoit pre[que jamais employer la mefure des
arcs dans la comparaifon de plafiears angles , €~ on effoit 0bli=
gé davoir recours & de longs circuits par la conference de ply
frenrs rriangles , ce qui obligeoit & confiderer tant délignes
quw’il cftoit impolfible que L'imaginasionn’en fuft extremement
fatigace , qui eff wne des chofes qean doit eviter autant gue
Pon pent dans I'effude de la Geometrie,

Cependant il ¢ff vray qu'il wy @ point dangle qu'on e

1,
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puiffe mefurer parlesarcs dun cercle en quelque endroit gu'e
foit le fommet an regard du cercle : C'efladire ,

1. Soir qu'il foit dans la circonference du cercle.

2. Soit gu'il foit an dedans , quoy qu’aillenrs quat centre.

3. Soitméme gu'il foit au dehors , pourven gue [es coflex
coupent ou tonchent le cercle.

. . - i on :
C'cf ce quelon verra parce Livre , qui ne [ervira pas [en-

lement & mefurer avec wne merveillenfe facilité toutes fortes
d'angles , mais donnera asffy par la de grandes owvertures

pour trouver beancoup de nowvelles chofes touchant la propor:

tion des lfgms.

Meis pour rendre les prewves pluas conrtes | il eff bon de -
Suppofer quelques Lemmes , ou clairs d'enx mémes , ou demon- - -

firex dans le Livre precedent , afin dy renvoyer quand on en
aura befoin. L L L
PrREMIErR LEMME. DErFINITION,
LorsquE dans toutes ces {orres d’angles.on dit qu'un
tel arc du cercle auquelils ont rapport leur fert de mefure,
cela veutdire, que fi ce méme angle eftoit au centre du

cercle,ilauroircerarc, ou un aurre qui luy feroit égal, *
pourfa mefure. Ou bien cela veutdire; qu'unabgle qui

fcroitau centre de ce cercle, qui auroit cet arc pour me-

o
arc pour fa mefure,

fure, feroit égald l'angle horsle centre qu'on dir avoir cet

Et de la il s’enfuir, que dans ces fortes d’angles, au"ﬂ'y'

bien que dans ceux qui font au centre du cercle, deux an-
glesfont égaux quandils ont pour mefure desarcs égaux,
ou abfolument quand ce font des arcs du méme cercle,

ou de cercles égaux 5 ou-proportionellemcnt quand ce

font des arcsde cercles inégaux : I'arc du pertit ayant [2
méme raifon 4 (a circonference, que 'arc dugrand 2 la
fienne: comme fi 'un & "autre eftoit la dixiéme parrie de
fa circonference , c’eftadire de 36. degrez, .

SEcoND LEMME.

apour mefurela
MorT1p

TouT angle qui¢de la demycirconference eft Dm’t.’
%d’un arc moindre que la demyc. Aign.

d’unarc plus grand que la demyc.0brxs
Et
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Etde liil senfuit, que quand on dit que deux angles,ou
trois angles font égaux 4 deux droits, cela veutdire que
ces deux angles, ou ces troisangles pris enfemble ont pour
mefure lademycirconference, c’eft a dire 180. degrez.

Et quand on dit que deux angles font égaux aundroirt,
cela veut dire que ces deux angles pris enfemble ont pour
mefure la moitié de la demycirconterence, c'eftadire go.
degrez.

TRorstEME LEMME.

QuanD untout eft partagé en pluficurs portions, com-
me Aen b, c,d; comme ces trois portions enfemble font
le tout, les trois moitiez de ces portions, ceftadire une
moitié de chacune, font toutes enfemble Ja moitié du
tour,de forte que ces trois expreffions font la méme chofe.

La moiti€ du tout. '

La moitié des trois portions que comprend le tout.

Les trois moitiez de ces portions, c’eftadire une de cha-
cune, ce qui s'entend todijours, quoyqu'onne le marque

as.

: Etainfy fuppofant qu’ # foit une circonference, & que
byc,d, ft))(ic'nr. troisarcs qui la comprennent toute,
de P'arc 4 ~ font égales prifes enfemblea la ; delacir-
del’arc c% conference, c’eft a dire a1a demycirconfe-
del’arc 4 9 rence, oud 180, degrez.
Et fuppofant qu’« foit une demycirconference , & que
} & ¢ foient deux arcs qui la comprennent, deux moiticz
decesarcs, une de chacun, valent la moiti¢ de lademy-
circonference, Ceftadire go. degrez.

Et alors on peut exprimer lamoitié de I'un de cesarcs
en deux manieres,ou par fon propre nom,comme laZdun
telarc, on par lamoitié du tout dont il eft porrion moins
la moitié de lautre arc.

Ainfy eftant donné une demycirconference qui com-

rend lesarcs 6 & ¢, 1at delarcé eft la méme chofe que
fa moitié de la demycirconference moins lazdelarce.

Enfin {i un tout 2 deux portions, la moitié de laplus
grande moins la moiti¢ de a plus petice eftia m;”:(me cho-

winwleuls
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162 NouviAux ELEMENS
fe quela moitié du cout moinsla petite cntiere. Car fi le
tout a pour portions 6 & ¢, lamoitic dutouteft €galeala
moiti¢ de 4 plus la moiti¢ de ¢ Il faut donc ofter deux
fois la moiti¢ de ¢ de la moitié du tout, pour rendre la
moiti¢ du tout égale 4 la moiti¢ de 4, dont on auroit ofté
la moitic de ¢.
QuaTrRIEME LEMME.

Exrin ilfe faut fouvenir,

1. Que routangle ilus les deux que F.,
font fes coftez fur fa bafe font égaux ™, X
a deux droits.

2. Que les deux angles fur la bafe
d'un angle droic font égaux 4 un ¢
droit. bL c

3. Que fi on prolonge un cofté de I'angle vers le fom-
met, le nouvel angle que fait ce cofté prolonge fur l'autre
cofté eft égalanx deux angles quifont fur la bafe du pre-
mierangle. Ainfy Pangle f & 6 eft ¢gal aux]angles vers
& vers ¢.

LA PREMIERE SORTE D'ANGLES
DONT LE SOMMET EST EN LA CIRCONFERENCE

puN CERCLE DONNE"

Division.

* Le fommer d’un angle ne {e peuc terminer en
la circonference d’un cercle qu’en 3 manieres.

1. Quand l'un des coftez eft au dedans du
cercle & l'autre au dehors.

2. Quand rousles deux fonrau dedans.

3. Quand ils font tous deuxau dehors du cer-
cle. Mais parceque la premiere fe fubdivife en
deux , on peut conter 4. genres de cetre forte
d'angles.

Let. Quand I'un des coftez eft audedans du
cercle, & en eft une corde, & que l'autre cofté
quieft audehorstouche le cercle.

Lez. Quand I'an des coftez eftant aufly au dedans du
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cercle celuy qui eft au dehors coupe le cer- .
cle, & entre dedans le cerclelorfqu’on le pro- N
longe de ce cofté]i: ou que ce nelt meme
qu’ﬁne corde J:mlongée hors le cexcle.

Le 3. Quand rous les deux coftez font au
dedans du cercle, & en font deux cordes,

Le 4. Quand ils font tous deux au dehors.

Mais parce qu'alors cette forte d’angle ne peat
avoirde rapport aucercle , que parcequ’il feroit
égal & un angle qu'on luy oppoferoit an fommet ,
qui [eroit neceffairement os du 1 on du 3 genre,
il ne fera point neceffaire de riendire de ce 4" genrey puifqu'on
en pourra juger par les aatres. '

Et ainfy il ne reflera qu'a donner lamefare des trois pre-
wmiers , ce que nows ferons par trois T heoremes tres clairs &
tres faciles , € dont méme les dewx derniers ne feront qu'une
fuite du premier: ¢ enméme temps [i feconds posr parler ain-
[ qu'untres grand nombre de propofitions qui ne [e prowvent
dans la Geometrie ordinaire gue par desvoyes tres obfeures &
tres embaraffées s'en deduiront fans peine , comme n'en effant
gue de fimples Corollaires.

Mais pour cela il eff neceflaire demarquer la maniere dont
on exprime les angles du 1 € du 3° genre dans lz geometrie
ordinaire. Car poar celuy dn 2°, perfonnene les a encore con-

[iderez,

PREMIER AVERTISSEMENT.
DEFINITIONS.

L’ancr g duier genre, qui eft celuy qui eft compris
entre une corde & une tangente , eft appellé ordinaire-
ment angle du [egmens , angulus [egmenti.

Et l'angle du 3¢ genre , qui eft comprisentre deux cor-
des qui fe terminent d’une partd un meme point dela cir-
conference, Langle dans le fegment , angulus in [egmento.
Ce que pour mieux entendre , il faut remargquer, que tou-

te corde partage le cercle en dcux portions , qui font ap.-

pellées fegmens, & que ces portions ou fegmens font ¢gaux
quand cette corde eft un diametre, & alors on lesappelle
X ij

VIIL,
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des demycercles, & I'arc de chacun eft une demycircon.
ference.

Mais qu'ils font inégaux, quand c’eft une autre corde
que le diametre, 'un eftant (Plus petit que le demyecercle,
& lautre plus grand. De forte que Four abreger nous
appellerons I'un le petit fegment , & lautre le grand feg.
meat, :

Erdelaileftclair que I'arc du petic fegment eft plus pe-
tic que la demycirconference, & que I'arc du grand feg-
ment eft plus grand que la demycirconference,

Cela fuppofé, {i on tire la corde
FG,&aupoint F la tangentemn; m 1
FxGeftle petit fegment, & FyG 3;,_{—\
le grand fegment.

Etl'angle G F m,l'angle du petit
fegment ; parcequela tangente m F
cft ducofté de cefegment la.

Et angle G 7z, Pangle du grand
{eoment. "

Maisl’angle F kG eftl'angle dans T 4
le petic fegment. \

Etl'angle FK G, I'angle dans le grand fegment,

SEcCoND AVERTISSEMENT.

O N peut encore remarquer qu'au re-
gard del'angle dufegment, il faur quela ¥
corde qui divife les deux fegmens foit dé. 2 \
crite , parce qu’elle faic I'un des coftez de y
Iangle. Mais que celan’eft pas neceflaire /
auregard de langle dans le fegment,parce .
quc la corde n’clf\?quela bafe decerangle, =
& qu'elle eft fuffifamment marquée par les deux points
de la circonference aufquels aboutiffent les deux coftez
de langle, comme Pangle 7 £ @, eft fuffiamment mar-
qué, quoyque la ligne G ne foit que foufentendui &
non tracee.

TROISIEME AVERTISSEMENT.

L'ancLe dans lc fegment fe peut exprimer en deux

FI

o
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manieres ; ou par rapport aufegmentdans Ie(qucl il eftinl-
crit, fonfommetfe trouvant dans 'arc dece [egment ; ou
parrapport a larc {urlequelil eftappuye. Etcelten cer-
te maniere qu'il vaut mieux l'exprimer, quand la corde
qui joindroit les extremitez de fes coftez n'eft pas mar-
quée ; comme dans l’an‘gle FkG, quieft appuye {urlarc
F zG; & alors on dit fimplement que c’el;tun angle inC
crit dans le cercle ,fans parler de fegment.

UATRIEME AVERTISSEMENT.

I eft aifé de voir quel'angle infcric dans un fegment
efttodijoursappuyé fur]l'arc du fegment oppof¢.Er quain.
{y 'angle dans le grand {egment elt a;:fuyé fur I'arcdu
petit e‘%ment : & au contraire I'angle dans le petit feg-
ment eftappuyé furI'arc du grand. .

CINQUIEME AVERTISSEMENT.
Enrin il faur remarquer, que quand on parle desarcs
ue foutiennent les coftez d’un angle infcrit dans le cer-
cle , on doit entendre les deux qui font A cofté I'un de I'au-
tre,, & tout 4 fait feparez I'un del'autre,, & qui avec celuy
fur lequel P'arc infcrit eft appuyé comprennent toute la
circonference. |
PREMIER THEOREME,
FONDAMENTAL DE TOUS LES AUTRES,

Tour angle compris entre une tangente & une corde,
a pour mefure la moitié de I'arc foiitenu par certecorde
du coftédelarangente. -

Et parceque cetangle eft aufly appellé 'angle du (eg-
ment vers lequel eft cette tangence , felon cela on doic
dire, qu'il a pour mefurela moitié del'arc de ce fegment
13. Deforte quefic’eft'angle du petit fegment , il a pour
mefure lamoirié del'arc du petit fegment; & fi c’eft I'an-
gle dugrand fegment , il a pour mefure la moitié de l'arc
du grand fegment. o

Ce Theoreme eftle fondement de 1a mefure des angles
pardesarcs de cercles hors le centre defquels eft leur fom-
met ; & la preuve en eft tres facile.

Soitlacorde F G & la ligne m » qui touche le cercle,

X iij

X1,

XII,

Xr4ir.
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dont le centre cft au pointe, langle m F G elt I'angle du
pe[i: fcgmcnt JEnFG l’:mg!e du grand.

Soit tir¢ le diametre £ K per- m
pendiculaire 4 FG; & le rayon & -
¢ F;& P ¢ perpendiculaireau dia-
metre K &, & par confequent pa- _\\ Q
rallele 4 # ¢, le diametre £ K
coupera par la moiti¢les arcs du
grand & du petic fegment. Dot/ P
il s’enfuir que Pangle au centre
F ¢k a pour mefure lamoiti¢ de
I'arc du petit fegment. Et que N
I'angleau contraire F ¢ K a pour - K.
mcfure lamoitié de Parcdugrand fegment.

De forte que le Theoreme fera demonftré ( par lexer
Lemme) fi on peut faire voir, que I'angle du petic feg-
ment m I G eft égal a Pangleau centre F ¢ K. Or cela eft
facile. Car ¢ P & FG eltant paralleles, les anglcs alter-
nes que faic fur P'une & furl'autre le rayon de 'atouche-
meunt ( c’cftadire lesangles 7 ¢ 7., & ¢ F G ) font égaux.

OrPangle m F ¢ ( quicomprend I'angle du fegment &
Pangle ¢ 7 G) eft droit : & par confequent égala 'angle
Pk, qui eft droit aufly , & qui comprend lesdeux an.
gles Fc k& PcF. Donc oftant de part & d'autre lesan-
Fles ¢ F G & P ¢ F(quel'on vient de faire voir eftre égaux}

angle du fegment demeurra égald l'angle F ek, quia
pour mefure la moitié de 'arc du perit fegment,

Dounclangle du petit fegment » F G, aaufly pourme-
fure la moiti¢ de cer arc du petit fegment. Ce qu'il fal-
leit demonftrer.

On fera voir de méme que Yangle du grand fegment
n F G eftegal i 'angle au centre F ¢ K, qui 2 pour mefure
la moitié de 'arc du grand fegment.

Car I'angle du grand fegment comprend 'angle droit
n Fc& Pangle ¢ F G. Or langle au centre FeK com-
comprend aufly 'angle droit 2 ¢ K & I'angle 2 ¢ F., :

Orlesangles¢ F G & 2 ¢ F {ont égaux , commeil vient

P.,,
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d'eftre dit. Doae eftant ajoutez chacun A un droit, ils
readent égaus Papele du fegment & Pangle au centre |, qui
a pour melure Ly mojrié dcT’arc du grand fegment,

Donc (parle i=r Lemme ) I'angle du grand fegment a
pour mefure la moiri¢ de l'arc du grand fegment,

Premier COROLLAIRE
L'ancre du demycercle eft droit: XIv,
Celuy du pegg fegment eft aigu,
Celuy du yrand, obrus.

Cela eft claie par le 2¢ Lemme,

Srconp COROLLAIRE. }

L orsQuE Jdeux cercles dont XV,
Puneft dans P'aucre fe toachent,
toutesles cordes mendes du point 7V
de 'attouchement 4 la circonfe- 7/ ~/ \\
rence du plus grand cercle fod- I.'j_[i-" ;Y
tiennent des ares proportionelie- b \—/
ment cgaux dany les «Fcux cercles:
c'eltadire que by hgne entiere(44)
foatient dans l¢ grand cercle un

[y

arc C'gal’\ﬁ. celuy que fotfitient dansle petit (&4 ) partie de
cette meéme ligne. :

Car les angles m 44 & mkd font le méme angle. Or
I'un a pour melure la moitié de 'arc £ 4, & Pautre lamoitié

del’arckd. Done cesdeuxarcs font proportionellement
égaux.

SEconp THEOREME

Tour angle dong le fommeteft en la circonference , & XV
qui eft compris ¢nere une corde & la partie d’une autre
corde prolongée hors le cercle du co[fé qu'elle efthors
le cercle, a pour mefure la moitié des deux arcs qui font
a coft¢ du fommer de cetangle , & quifont fotdrenus par
les deux cordes, dont Pune cﬁ le cofté de l'angle , & I'au-
tre en fait lautre cofté par fa partie prolongée hors le
cercle,

Soient les dcux cordes K D & K G, dont K G {oit pro.
longée en F hors le cercle 5 je dis que Pangle F K G a
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pour mefure la moiti¢ des deux
arcss KD& KG.

Car foit tirée par le point K
la tangente m n , 'angle F K G
comprend les deux angles F K »

& 2 K G. Or l'angle F K n elt m
égala langle m K D, parcequ’il
luy eft oppofé au fommer, Donc
I'angle F K G eft égal aux deux
angles n K G & m K D.

Or par le 1 Theoreme 2K G
a pour mefure la moiti€ de l'arc
KG, &mKD a pour mefure la moiti¢ del'arc K D.

Donc l'angle F K G , qui eft égal 4 tousles deux, a pour -
mefure 'une & 'autrt moitié de cesdeuxarcs. C'eftadire
la moitié de ces deux arcs , parle 3* Lemune.

COROLLAIRE.

S1 l'on joint les extremitez de
deux cordes par deux autres cordes
qui fe croifent, & que I'on prolonge
hors le cercle les deux premieres
cordes, lesangles quele prolonge-
ment de chacune fera {ur les cordes
qui fe croifent, feront égaux.

Soient les deux premieres cordes
cf& de.

Les L{%ux quife croifent, fd& ge. f

Les prolongemens K¢ & kf

Jedis que lesangles Keg & &kdf g
font égaux. _ _

Car f:u- le precedent Theoreme 'un & I'aucre a pour
mefure lamoitié desarcs fe, cd, dg. ‘

TroistemMe THEOREME.

TouTt angle infcrit au cercle , c'eftadire compris
entre deux cordes qui ne fe joignent qu'en la circonfe-
rence , 2 pour mefure la moitié de l'arc furlequelil eft .

appuyé. .E ~
t
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Et parce quon appelle aufly cesangles (angles dansle
fegment ) felon cela

Toutangle dansun {egment a pour mefure la moirié de
I'arc du fegment oRpofé. Voyez le 4° Avertiffement.

La preuve eneft tresfacile parle 1 Theoreme:

Soit langle f& g Je dis quil a pour mefure la moitié
delarc fg. o

Soit menée parle fommet £ '
la tangente ma, angle infcric M
fkg, plus les deux qui fontd
col%éfk'm , &g kn, valent
deux droits,

“ Donc ils ont pour mefure
lademycirconference, parle 2°
Lemme.

Douncils ont pourmefure les
troismoitiez desarcs£g , & f, & g ( parle 3¢ Lemme ) parce
que ces trois arcs comprennent toute la circonference.

"Or I'un de ces trois angles , {gavoir /& m , a pour mefure
lamoitié de 'arc & f; & l'autre ,fcavoirgé z, a pour me-
fure lamoitié deParc k£ ¢g. Donc il refte pour la mefure du
3¢, qui eft 'angle inferit la moiti€ duze arc, quieft fg.

" On peut encore prouver Ja mef-
me chofe parle 2* Theoreme. Carfi
on prolonge f k jufquesd 4, lesan-
glesfkg &(g k b valent deux droits,
& par confequent ont pour mefure
la moitié de la circonference ,& par
confequent aufly les trois. moitiez
destroisarcs £ f, kg , fg.

Or langle b kg apour famefure la
moitié des deux arcs 2 f& k¢, par
le 2¢ Theoreme.

Refte donc pour la mefure de Pangle infcritla moiti¢
du troificme arc, quieft f¢. B
PrREMIER COROLLAIRE
Iv paroift parld, que fionoftedela circonferenceen-  x1x,
Y
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tiere , c’eftadire de 360. degrez , les deuxarcs que fourien.-
nent les coftez de Pangle infcric, lamoiri¢ de ce qui refte-
ra fera la mefure de Pangle inferic, comme fi Punde ces
arcseftde roo degrez , & I'autre de 4.4, oftant 14.4 de 360,

reftera =16, dontla maitié eft 108 pour la mefure de I'an. -

gleinfcric,
SECoOND COROLLAIRE,

I paroiftaufly qu'on peut dire encore: Que tout an-
gle inlcrit a pour mefure la demycirconference moinsla
moiri¢ des deux arcs quifont{outenus Far ces coftez : ou
moins 'arc qui eft foutenu par I'undefes coftez quand il
eft Ifofcele. ,

Cela eft clair par la demonftration precedente, & par
le 3¢ Lemme,. -

Et cette mefure eft fouvent plus commode que lautre,
comme fi 'on fcait que desarcs que foutiennent les coftez
de 'angleinfcrit I'un eft de 100 degrez & l'autre de 44,
en oftant §o & 22, quifont72,de180, ce quireltera qui
eft 108 eft [a mefure de cer angle infcric.

Et cela eft encore plus facile , quand 'angle infcrireft
Ifofcele, comme {i I'un & Pautre de fes coftez foutient un
arcde 36 degrez: car oftant 36 de 180, ce quirefte , quiclt
144, eft lamefure de cerangle inferit. i

Troi1siEME COROLLAIRE.

Tous lesanglesinfcrits dans le méme fegment, ou ap-
puyez furle mémearc, ou fur des arcs égaux , font égaux.,
Car ils ont la moitié du méme arcoude deux arcs egaux
pour mefure. Donc ilsfontégaux parlercr Lemme.

Ecileft clair auily ( parle rer & le 2¢ Corollaire ) que des
angles inferits font égaux quand lesarcs que fouticnuent
les deux coftez de 'un pris enfemble font égaux aux arcs
que feutiennent les deux coftez de 'autre, & qu'ils ne peu-
vent eltre eganx que celane foi.

Que 1i au contraire des angles inferits font fuppofez.

¢eaux il faut qu'ils foiencappuyez fur des arcs égaux, ou

abtolument, fi c’eft dans le méme cercle ouen des cercles .
¢gaux que ces angles [oient infcrits ; ou proportionelle- *

g pinde s
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ment, ficelt dansdes cerclesinégaux. Ce qu'il faur aufly
{‘uppufcr dans la i® parue de ce Corollaire. Car lesarcs
Pm[mrcioncllcmcnt ¢yaux fontautant pour Iégalité des
angles, que s'ils I'cltoient.

QuatniemE COROLLAIRE.

S1 deux angles inferits en divers cercles font €gaux, &
qu’ils foient foutenus par des cordes égales , les cercles
dans lefquelsils font inftrits {onr égaux.

Car les angles infcrits en divers cercles ne fcauroient
eftre égaux , quils ne foient appuyez fur des arcs propor-
tionellement ¢gaux , & des arcs de divers cercles propor-
tioncllement ¢gaux ne {'?auroicnt eftre foutenus par des
cordes égales que les cercles ne {oient égaux. Donc, &c.

CinquieME COROLLAIRE.

Lorsque deux cercles dont l'uneftan
dedans de Pautre fe touchent, fidupoint
de l'attouchement on mene deux lignes
jufques 4 la circonference du plus grand,,
los arcs de 'unc & de l'autre circonferen-
ce compris entre ces deux lignes feront
proportionellement égaux. Car le méme angle fera me-
furf par la moiti¢ de 'un & deI'aytrede ces arcs.

SixipmE COROLLAIRE,

S; un cercle a pour centreun pointde
lacirconference X’un aurre cercle, & que
de ce point on tire deux lignes qui cou-
pent I'une & l'autre circonference , P’arc
de celle qui a ce poine pour centre com-
pris entre ces deux lignes eft proportio-
nellementégalala moitié del’arc de cel-

e dans laquelle eft ce point. Carlemé.
me angle a pour mefure le premierarc entier & lamoitié
de l'autre.

SErTiEME COROLLAIRE..”

St langleinferit & I'angle an centre fontappuyez fur le
mémearc, I'angle awcentre eft double de I'angle infcrir.
Car l'infcrit a pour mefure la moiti¢ de l'arc,, qui entier

Y jj
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eit la mefure de I'angle au centre.
HurtiEMe COROLLAIRE.

Tous les angles dans un fegment font égaux al'angle
dufegment oppofé. Etainfy I'angle dansle rand fegment
eft égal A angle du petit fegment ; & 'angle dans le petic
fegment égal d I'angle du grand. i

Car I'angle du grand fegment eft appuyé fur Farc du
perit. Donc il a pour mefure la thoiri de I'arc du petit,
qui eft aufly la mefure del'angle du petit fegment,

NeuviEME COROLLAIRE.

L’ancLE dans le demycercle eft droit.

Dans le grand {fegmént , aigu.

Dansle perit, obtus.

Celaeft clair par le 2¢ Lemme,

DixreMe COROLLAIRE.

Les angles infcrits en deux fegmens oppofez font égaux
3 deux droits. Car les arcs des deux fegmens compren-
nent toute la circonference. Donc la moitié de l'un qui
eft lamefure de 'un de cesangles plus la moiti¢ de l'autre’

ui eft Jamefure del'aucre angle, valent la demycircon-
erence ( par le 32 Lemme ). Donc pris enfembIe ilsone
pour mefure la demycirconference. Doncils valent deux
droits. '

OwnzieME COROLLAIRE.

St quatre cordes ne fe joignent quaux extremitez , ils
font quatreangles inferits dont les oppofez font égauxa
deux droits. C’eft lam&me chofe quele precedent.

DouzigsMe COROLLAIRE.

L'ANGLE aigbu qui eft dans le grand fegmenteft le coms
plement de 'obtus qui eft dans le petic. Cela eft clair,
puifque les deux enfemble valent deux droits.

TrerzieME COROLLAIRE.

"La moitié de la bafe d’un angle infcrit eft fon finus, s'il
eft carable d’en avoir , c’eftadire s'il eft aigu’: oudefon
complement, s'il eft obtus. Car le finus eft la moirtié dela
cordedu double deParc, Orla bafe d’un angle infcriveft
Jacorde d’unarc qui cft double de celuy qui mefure I'an-
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gleinfcrit. Donc la moiti¢ de cetre corde eft fon (inus
s'il eftaigu: ous’il eft obtus, lefinus de fon complement,
c'eftadire del’angleaigu quieftantinfcrit dansle fegment
oppofé aaufly cetre corde pour fa bafe.

UATORZIEME COROLLAIRE.

On ditqu'un fegment eft capable d’un tel angle quand X xx17.
rouslesangles dans ce fegment font égauxd cerangle.

Etquand cela eft, il eftimpoffible qu'un angle de cette
grandeur ait pour bafe la corde de ce fegment que fon
fommet ne fe trouve dans un des points de P'arc dufeg-
ment. :

" Suppofons par exemple quele X

fegment A foit capable de l’anﬁie '
k5 je dis que tout angle éEa a
Pangle £, quiaura 4 ¢ pour bafe,

aura fon fommet dans un des
pointsdelarcdufegment A. &
' Car s'il 'avoit au dedans du cer-
~ cle comme end, prolongeant ¢d
jufquesen £, pointde la circonfe-
rence, & tirantlaligne 4f, 'an-
Fle b fc fera égal a %angle kpar b
'hypotefe, Or I'angle 6d¢, par /
le 4¢ Lemme, eft égal a I'angle :
6 f¢ plus'angle £4 d. Doncil eft plus grand quele {eulan.
glebfe. Doncileft plus grand que langle .
Er filefommeteftoit hors du fegment comme €n g, ti-
rant une ligne de 4 au point ol cg coupe le cercle comme
~ Af,onprouveraquelangledfe, égalak, fera plusgrand
quel'angle b g ¢, parcequ'il fera égald b g c plus g 4 £, par
le4* Lemme.
Donc langle qui a 4 ¢ pour bafe ne peuceftre égal d £
?ui eft Iangle dont le fegment 4 eft capable quil n’aic
on fommet dans la circonference, puilque ¢il lavoitau
dedansil feroit plus grand , & s'il I'avoit au dehors il feroit
plus petit.

Y iij
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QuinzieMi COROLLAIRE.

St on fait le diametre d’un cercle de hy pothenufe d’un
angle droit, le fommet de cet angle droit {c trouvera dans
la circonference du cercle,

Car chaque demycercle eft capablede cet an cledroit.
Donc parle Corollaire precedent nulangle droit ne peut
avoir pour 'hypothenufe la corde du demycercle quielt
le diametre , que fon fommet ne {¢ trouve en un des points
de la demycirconference. i

Se1ztEME COROLLAIRE,

St du fommer d'un angle on tire une ligne au milien de
labafe, & que certe ligne {oit égale a lamoitic decerre
bafe, Pangle cft droit : mais fi elle eft pluslongue, il eft
aigu ; & fieclle eft pluscourte , il eft obtus. :

Car faifant un demycercle qui air pour centre le point
dumilicude la bafe , & pour intervale lamoitic de lagafc .
le fommer de P'angle fe trouvera dans un des points dela
demycirconference i laligne tirée dufommet au milicu
de la bafe cft égale a la moitié de la bafe. Donc l'angle
{era droit. ' :

Et le fommet fe trouvera au dehors du demycercle i
clle eft plus longue. Donc I'angle fera plus peric quun
droit par le 9° Corollaire, & par confequent aigu,

Etil fe crouvera au dedans du demycercle fielle eft plus
courte. Donc l'angle fera plus grand qu'un droit parle
9¢ Corollaire. Donc obtus.

Dix-sepriEME COROLLAIRE

Quaxp deux cordes égales fe coupent, chaque partic
delruneeft égale a chaque partie del'aure.

Soient lescordes égales B e & mn,
qui {e coupenten o, lesarcs bnec&
m¢n fout égaux , parce quils font
foutenus par des cordes égales.
Donc oftant de ces deux arcs I'arc
n ¢, qui leur eft commun les arcs
B n & m ¢ demeurent égaux, Donc
cirant laligne n ¢, les anglesinfcrics

N
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ne 3 & ¢ am fonr égaux, parce qu'ils fontappuyez fur des
arcs ¢gaux. Donc les deux lignes o n & oc font égales,
parte queftant mendes d’un méme poine elles font des
angles égaux furlamémebafe. Fr on prouvera de méme
en tirane la ligne Bm queom & o B font égales. Done
chaque partie de 'une de ces cordes eft égale 4 chaque
partie de l'autre,
PROBLEMES.
I. '

TrouvEr Pangle droit dont on a I'hypothenufe & la xxxvr.
diftance dufommeta 'hypothenufe.

Elever de 'extremité gc Phypothenufe une perpendi-
culaire égaled ceree diftance, & tirer par autre extremi-
té de cetre perpendiculaire une parallele 4 'hypothenufe.

L’un des deux points ot cetre parallele conperalecer-
cle qui aura Phypothenufe pour diamerre , oule pointde
I'atrouchement , fielle le touche, fera le fommer de ceran-
gle droit qui en determinera les coftez,

Carladiftance eftanc donnéedece
fommet a hypothenufe, il ne fe peut
trouver ailleurs ( d’un cofté ) qu'en
quelqu’un des points de cetre paral. \
lele; & parceque cet angle eft fuppo-
{é droir , il faut par le 11. Corollaire quil fe trouve aufly
en quelqu'undes points de la demycirconference. Donc
en un des points ot elle la coupe , ou en celuy auquel elle
Ie rouche. _

SEcoND PROBLEME. )
D'uxn point horsle cercle tirer les tangentes au cercle g ¢ ¢ ¢,
& montrer qu'on n'en peuctirer que deux, %
& qu’elles font égales. o
Soit £ le point hors le cercle, & ¢ le /’,’/',.;1__-__
centre du cercle , joindre ces points par f/ N§
uneligne, Décrirele cercle quiaura cet- [ N~ ! - \
te ligne pour diametre & qui coupera le |~ ¢ ]

premicr en deux pointscomme f & g ;&1 \—/
& kg, leront les deux tangentes tirees du

N
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point £ au premier cercle. i

Car 'angle que 'une & l'autre fairavec le rayon.du rer
cercle eft droir, parce qu'il eft dans un demycercle,

Ectil ne peut y avoir que ces deux lignes rirées du point
£ qui touchcnt}e cercle, parce que le fommet de I'angle
droit, qui doitavoir pour coftez la tangente tirée de £ &
un rayon du 1< cercle doit eftre enun point communaux
circonferences des deux cercles, puifqu’il doic eftre dans
la circonference du premier,  caufe qu’un rayon du pre-
mier en eftun des coftez ; & dans celle du fecond , 3 caufe
que tous lesangles droits qui ont le diametre du fecond
cercle pour hypothenufe doiventavoir leur fommet dans
la circonference de ce fecond cercle ( parle 13¢ Corol-
laire.) .

Oriln’y a queles points £& g qui foient communs aux
deux cercres.' Donc on ne peut tirer de £ que les deux
tangentes £ f& k g.

Ecileft clair quellesfont égales, puifque chacune fod-
tient des arcs €gaux dans la circon}z:rencc du nouveau
cercle. ’

TROISIEME PROBLEME. €

Courgr un fegment dansun cercle donné qui foit ca-
pable d’unangle gonné. '

Ayant tiré une tangente au cercle,
lacordequi fera avec cette rangente s
au point de I'atouchement un angle
€gala angle donné, fatisferaau Pro.-
bleme. Car le fegment du cofté op.
polé dceluy del'angle égal au donné
qui fait cetee corde avcc%a tangente ,
fera capable de 'angle donné , par le 5. & 10¢ Corol-
laire, ,

QuaTrRiEmME PROBLEME. :

Trouver le cercle dont le fegment terminé par une
ligne donnée foit capable d’un angle donné,

Soit la ligne donnée 44 , & langle donné £; foit tirée
6f quifafle fur 4 d unangle égalal'angle &,

Soit
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Soit élevé du point 4 une perpendiculaire '
a4 f, & quil yait une autre perpendicu-
laire & 4 d qui coupe 4 4 par la moiri€ ;
le point ¢, ot je fuppofe que ces.deux per-
pendiculaires fe rencontreront fera le cen-
tredu cércle, qui aura ¢4 ou ¢d pourin-
‘tervale, & pour tangente 4.
Donc lé fegment oppof€ & celuy vers
lequel eft /4 fera capable d’un angle égal
“al’angle f4 d, parle 5° Corollaire, parce-
que Pun feral'angle du fegment, & F’auzre
Tangle dans lefegmentoppofé.
CiNQuiEME PROBLEME.
CONNOISSANT Euelle eftladiftance de tgois points 'un
del'autre, commedeé,c,d, & nefcachant d’'un 4¢ com-
mex, finon de quel coftéil eft, dI'égard de ces trois-14,
8 quelle eft la grandeur de l'angle compris entre ces lie
gnesx b & x ¢, & de celuy qui eft compris entre ces lignes
- x ¢ & xdrrouver ce 4° point,

* Leslignesé ¢ & cd font données a
par 'hypothefe. b ! 4
Etlesanglesdonnez foient f&g¢.” % i [

Trouver parle Probleme prece- 7

dent le cercle dontle fegment ter-
miné paré ¢, rourné vers x, {oit ca-

oy
i
.".. : _.": vf’ mj'
pable de I'angle £. Y
Et trouver de mefme un autre %

cercle dont le fegment terminé par
¢d & tourné vers x , {oit capable del'angle ¢.

Ces deux cercles [e couperont endeux points,dont 'un
fera ¢ par la conftruction, & lautre x: ce qui {e prouve
ainfy, .
Lesdeuxangleséxc, & cxd,dontlagrandeus eft con-
ntie , ont leur fommetau méme point.

Or par le 10¢ Corollaire I'angle égal A fayant b ¢ pour
bafe ne peut avoir fon fommet aillenrs que dans un des
points del'arc dufegment qu’on a trouve eltre cazpable de

XL.
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Fangle £ Evpar la méme raifon 'angle égal :‘1§ ayant ¢d
pour bafe ne peut aufly avoir fon Iummm: que dans un des
points de l'arc du fegment qu'on a trouve eftre capable de
Fangle ¢. Donc il faur que ce point qui eft le fommer de
tous les deux angles foit commun a rous les deux cercles.
Doncil faur que ce foit ['un des deux points ol ils fe cou-
pent. Or il eft bien vifible que ce n'eft pas le point ¢,
Donc l'autre point owrils fe coupenteft le point x quel’on
cherchott.

Il
DES ANGLES

DONT LE SOMMET EST AU DEDANS DU CERCLE

ET AILLEURS QUAU CENTRE.

uaND le fommet d'unangle eft au dedans du cercle ,
mais ailleurs qu'au centre , comme peut cftre Pangle £, fes
coftez doivent todijours eftre confiderez comme terminez

ar la circonference, commeau point f& ¢ ; & de plusil
ﬁ.‘s fautaufli prolonger au deld du fommet jufques 4 fa cir-
conference de I'autre part,en prolongeant par exemple
f* julquesen ¢, & ¢ £ julques en 4,
Ec ainfy ces angles fe reduifent aux &
angles quife font dans la fection de deux (I,_i\ :
cordes qui {e coupent au dedans du cer- A
cle, on il fe fait quatre angles doncles /IN
oppolez fonregaux, & quifovtchacun ’
appuyé fur 'undes quatre arcs, aulquels \Jf
cetre circonference fe trouve divifde &
par ces deux cordes.
Voicy doncle Theoreme quinous apprendra la mefure
de cesang]es,
UATRIEME THEOREME,.
Tour angle fair par la fection de deux cordes qui fe

coupent au dedans du cercle, a rour mefure lamoitié de .

Parc furlequelil eftappuyé plus la moitié de I'arc oppofé.
Soient les deux cordes ¢ £ & d ¢ quile coupent en 4.
Prenon; lequel on voudra des quatye angles quelles font

AR L
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enie coupant , comme fk% ; je dis qu'ill aura pour fa me-
(ure lamoitié delarc fg plus la moitié de l'arcoppofe d <.

Soicnt joints les pointsd fl'angle fkg
eft ¢gal aux deux angles vers 4 & vers d__c
{( parle 4° Lemme. )

Or langle vers da pour mefure la moi-
tié de l'arc fg fur lequelileftappuyé, & 1
Panglevers f la moitié¢ del'arc ¢4, parla ;
méme raifon. , -

Donc 'angle f4 ¢ qui leur eft égal, a pour {a mefure les
moitiez de ces deux mémes arcs : ce qu'il falloit demon-
ftrer. :

COROLLAIRE,

Quanp deux cordes é%alcs moindres que des diame-
tres (e coupent,, elles divifent la circonference en quatre
arcs ,dontil y ena deux oppofez qui font €gaux, & deux
autres inégaux ; & alors les angles qui fontappuyez fur
chacun de ces arcs égaux ont pour mefure cet arc entier.

Car les oppofez eftant €gaux,un entier eft la méme cho-
fe que lamoitié¢ de 'un plus la moitié de lautre.

Je ne prouve point ce qui cftfuppof€ dans ce Corollai-
re ,?arce que ceft une fuite vifible de ce qui aefté de-
mohitré , fup. 35.

ITL
DES ANGLES
DONT LE SOMMETEST HORS LE CERCLE

QUE LEURS COSTEZ COUPENT OU TOUCHENT,

L es coftez d’un angle dont le fomgper eft hors le cer-
cle peuvent,

Ou le couper tous deux.

Ou le toucher tous deux. :

Ou'un le couper & l'aucrele toucher. .-~

Mais quand ils le coupent, on les confidere todjours
comme entrans dans le cercle felon fa convexité, & eftant
terminez par la circonference audedans du cercle {eldn fa
concavité,

7 1
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C’eft pourquoy ces anglesfont todjours
confiderez comme eftant appuyez fur deux
arcs du cercle, l'un concave & lautre con-
vexe.

uand les deux coftez le coupent , l'arc
concave eft celuy qui eft compris entre les
deux points, ol Yes deux coftez font termi-
nez audedans du cercle. Et le convexe eft
celuy qui eft compris entre les deux points
parouil entre dans le cercle. :

Quand rous les deux coftez rouchent le
cercle, I'un & Pautre eft compris entre les
déux points de I'atrouchement , mais 'un eft
concave au regard de langle , & I'autre con-
vexe. .

Et quand I'un rouche & l'autre coupe le
cercle, le concave eft compris entre le point
de lattouchement & celuy ol fe termine
Pautre cofté ; & leconvexe entrele pointde
l'attouchement & celuy oti lautre cofté en-
tre dans le cercle. ) :

2/ effoit neceffaire de bien expliquer ces deux [ortes ga,
parceque de la depend la mefure de ces angles felon ce Pheo-

reme.

CinqurgME THEOREME.

Lors que le fommet d’unangleeft hors le cercle, foit
que ces deux coﬁg_r;eui)ent lecercle, ou que tousdeux le
touchent, ou-qué I'un le coupe & lautre le touche ;ila
pour mefure la mgiti¢ de I'arc concave, moins la moitié
de l'arc convexe,

Preuve pans LE PREMIER Cas,

SoitPangle 42, dontle cofté £ Fcoupelecercleene,
&kgend;l'arc concaveeft fg, & leconvexe cd. Il faut
donc prouver que cet angle a pour mefure la moirié de
l'arc f¢ moins la moiti¢ del'arc ¢d, & on le prouve ainfy.

, Svictirée laligne fd. Parle 4* Lemmel'angle £d ¢ elt
egala langle ng plus langle ££d. )
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Donc l'angle & eft égal d langle fdg x
moins I'angle £ Fd. Donc il doit avoir . /\
pour mefure la mefure de l'angle f'd g e/ \d
moins lamefure de 'angle £ £ d. #

Or la mefure de l'angle fdgeftla moi- (/. °
tiéde larc concave f¢, furlequelil eftap- N
puyé; & la mefure de langle £ fd cft la !
moiti¢ de 'arc convexe de¢. 5§

Donc I'angle £ a pour mefure lamoitié
del’arc concave f g , moins lamoitié de 'arc convexe d ¢,

Preuve pu seconp Cas.

Soit I'angle £, dont les coltez & f X
& k g touchent le cercle, & foit & ¢
prolongée jufquesen 4. y; .

Langle f g heft égal alangle £ P
-plus angle £ f¢. Donc langle £ eft 4
égalalangle fg hymoins Pangle& f¢.

Or l'angle f¢ 5 a pour mefure la
- moitié del’arc du grand fegmentf¢,
& l'angle £ fg a pour mefure la mioi-
tié de I'arc du petit fegment fg. Doncl'angle £ a pour
mefore la moitié de I'arc du grand {egment, qui eftParc
concave moins I'arc du petit fegment, qui eft I'arc con-
vexe. :
La preuve dutroifiéme Caseft femblable  cesdeux 14,
tenant quelque chofe de I'un & del'autre. Il vaut mieux
la laiffer trouver. '

AVERTISSEMENT.
 Outre cette mefure qui off generale aroutes ces fortes dan-
gles, il y en a qui font particulieres 4 quelqués ans qu'il off
bonde marquer par des Theoremes particuliers.
*Six1EME THEOREME.

U w angle ayant fon fommet hors le cerele, fil'unde XLVI.
fes coftez qui coupe le cercle fe termine a Pextremité d’'un
diametre auquel Pautre cofté eft perpendiculaire, foit en
coupantle cerele , foit en le-rouchant , foit méme eftanc

hors le cercle ce diametre y eftant prolongé, entous ces
7 iij
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cas cet angle a pour fameture la moitié de I'arc que fod-
tient la partie de fon cofté non perpendiculaire au dia-
metre.

Iine [era pasinatile de donner ce Theoreme poar exemple
des diverfes woyes que les principes qw'on a établis pewvent
fournir pour demonfirer unc méme chofe.

PREMIERE DEMONSTRATION.

/ﬂ
my

Soit le diametre £ ¢ prolongé jufques & 4. Soit de £ ti-
récuneligne indefinie qui coupe le cercleen ¢,

Soit de divers Points de cette ligne hors le cercle com-
me de /, 72, n, tirées {ur le diametre les perpendiculaires /£
mg,nh. Yay a prouver que chacunde ces anglesvers/,
m , 1, a pour mefure Jamoiti€ del'arc £¢. Ce quon peut
faire en cette maniere,

Chacun desangles vers /, m, n, plus 'angle vers £, valent
un angle droit parle 4¢ Lemme , parce que ce font lesan.

les {furla bafe d’unangle droit. Donc chacun de ces an- -
gles plusl’angle vers ont pour mefure la dethycirconfe-
rence. Donc ils ontaufly pour mefure, parles® Lemme,
lesdeux moitiez des deux arcs k¢ & ¢ ¢, qui comprennent -
la demycirconference.. ' '
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Orl'angle vers £ apour {a mefure la moitié de arc g
furlequelileft appuye.

Relte donc pour lamefure de chacun desautres la moi-
ticdel’arc £ c. Cequilfaloit demonftrer.

SECONDE DEMONSTRATION.

SoiT encorctircela ligne cg,
I'angle & ¢ g clt droir, parce quileft
dansle demycercle. Donc l'angle
cgk cft cgal a chacun des angjes
vers [mn, pujﬁﬁuc chacun d¢ ces
angles plus"angle vers & fontaufly
¢gaux i undroit.

Orlangle cg 4 a pour mefure la
moirti¢ d¢ 'arc £ ¢ fur lequel ileft
appuyé. '

Donc la moiti¢ decetarc kceft
aufly la mefure de chacun des an-
gles vers /,m,n.

TROISTEME DEMONSTRATION.

Sorr tirée laligne ¢ d qui cou- n,
pe perpendiculairement le dia-
metre, ce qui fera que les arcs
k¢ & k d ferone egaux. Ecla m
ligne cd eftant parallele aux li-

nes/f,me,nh, lesangles que [
%om: ces paralleles fur la méme
l::gnc aux pointse,/, m,n,{ont
€TAuX.

Or l'angle £ cd a pour {a me-
fure la moicié del'arc £ d égald
Iarc k ¢. Donc chacun des an-
glesvers /,m n,a pour mefure
Ja moiti¢ de 'un ou laugge de
cesdeux arcs qui fonegaati®, k 4
& kc. Doncon pcwﬂuc qu'ils
ont pout mefure lamoitié de I'arc k¢, Ce qu'il faloit de-
monflrer.

XLVIIL.
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QuaTrRIEME DEMONSTRATION.

C’est Iapplication de la demonitragfon du Theoreme.
general & ce cas particulier, o “

Je fuppofe que la perpendiculaire Z £ L
coupe le cercle en p & eng. Parlade-
monftration du Theoreme general, I’an-
gle K Z 4 a pour mefure la moirié de fon e
arc concave K g, moins la moitié de fon /
arc convexe ¢ p. ~ :

OrParcconcave X ¢ eft égalaux deux K
ares Ko, & cp. .

Donc lamoiti¢ de I'arc K ¢ eft lamé-
mc chofe que la moitié delarc K ¢, plus 9
lamoitiédelarc ¢p , parles® Lemme, )

- Donc lamoitic del'arc K ¢, moinsla moitié de 'arcep,
eft li méme chofe que la moiié de larc £e.,

Donc la moitié Rc Parck ceftlamefurede langlek z 4.
Ce qu’il faloit demonitrer.

DES ANGLES DONT LES DPEUX COSTEZ
TOUCHENT LE CERCLE.

IL eft bon d’en dire quelque chofe en particulier outre
cequenena dicen general, ;

On lespeutappeller des angles circonferipts.
Etvoicy unenouvelle maniere de les mefurer.
SEPTIEMBE THEOREME.

L'anere circonferipr an cercle, c'eftadire dontlesdenx
coftez touchent lecercle, a pour mefure la demycircon-
ference moins 'arc convexe fur lequel il eft appuyé.

PREMIERE DEMONSTRATION.

Soitl'angle 6 d, 4 qui foit donné pour bafe la ligne
qui joint les deux points d’attouchement 44 l’angFe &
plusles deuxangles fur fa bafe font égaux 4 deux droits,
c’eltadire ont pour mefure Pri’en[‘emble la demycircon-
ference. .

Orlesdeux angles furla bafe ont chacun 'pour mefure
R ' la
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Ja moitié de l'arc convexe éd., par le 2¢ X
Theoreme.

Donc la mefure des deux eft cet arc
convexe. : i d

Donc oftant cet arc convexe de la
demycirconference, ce qui reftera fera
la mefure de I'angle £ circonfcrir au cer-
cle: cequ'il falloic demontftrer,

SECONDE DEMONSTRATION.

Parla demonftration generale 'angle £ a pour mefure
la moitié de I’arc concave moins la moitié de 'arc conve-
xe. Or ces deux arcs comprennent toute la circonferen-
ce. Donc parle 3¢ Lemme lamoitié de toutela circonfe-
rence moins ’arc convexe entier, eft la mefme chofe que
lamoitié de I'arc concave moins lamoitié¢ du convexe.

PremMiER COROELAIRE.

Dxux angles circonfcripts font égaux quand ils font
allapuyez fur des arcs convexes d’autant de degrez , & le
plus grand eft celuy qui eftappuyé furunarc de moins de
degrez.

Car de 180 degrez qui enofteun nombre égal , ce qui
refte eft égal, &:{{Ius le nombre qu'on en oftc eft petic,
plus ce qui refte efk grand. Donc, &ec. ¥

' Seconp COROLLAIRE.

S un angle circonfeript eft appuyé fur
un arc convexe qui foit fodrenu par le cofté
d’un angle inferit ifofcele, Pangle inferipe
& le circonfcript font €gaux.

Car oftant cetarc de la demycirconfe.
rence, ce qui reftera fera la mefure du cir-
confcripe par 52. 5. &del'inferipe par 20,5,

TroiSIEME COROLLAIRE, 5~

1. eft bon de confiderer todijours les coftez delangle
circonfcript commme terminez au poinc de ’attouchemét.
Ec felon cela il faut dire que tout angle cirlonfeript eft
ifofcelle = car les deux tangentes au cercle mences dumefl.

Aa
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me point font toujours ¢gales , par le :¢ Probleme,
UATRIEME COROLLAIRE

LA ligne menée dufommet de l'alm/,’ ¥
gle circonfeript aucentre le divife toy '
jours par la moitié, Et 'on peutapyel-
ler ces deux moiticz de I'angle circonf
cript des demyangles circonfcripts.

Car {i on tire deux rayons au point ‘,/’L\
de l'attouchement | on ne pourra confi- 0
derer ces deux demyangles qu'on ne (
voye fans peine que fcfs coftez de I'un £
font égaux aux coftez de'autre, & que
les rayons du méme cercle, & par con- 3
fequent égaux, enfontles inus. Donc ils fonr égaux.

CiNnQuieME CoOROLLAIRE

L s angles circonferipts an méme cercle font égaux
quand les tangentes de 'un font égales aux rangentes de
Pautre.

Soient £ J rangente de L ;
angle £ égaled zp ,tan- ‘ /ﬂ\
gente de langle 2. Jedis K ﬂ e -

que les anclesk & z fone c :
cgaux. Car cirant les li- \b//
gnes du centre £ c&X £, d

&lesrayonscé & cp,les angles k4 ¢ & z p ¢ font égaux,
parce quils font rous deux droits.

Etles coftez del'un font ¢gaux aux coftez de l'autre,
puifque parl’hypothefe b eltégale dzp, & quech & ¢ p
font les rayons du méme cercle. :

Doncles bafesde cesangles £ ¢ & z ¢ font égales.

Donclesangles 6 £¢ & pz ¢ font égaux, les coftez de
I'un eftant égaux aux coftezde l'aucre , & ayant les deux
rayous pour Jeurs finus. _

Orcésdeuxangles b & ¢ & p z¢ font chacun la moitié
de chaquec angle circonfcripe,par le Corollaire precedent.

Donc lesSangles circun[fripts font egaux: ce qu'il fal-
loit demonftrer. :

d
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SixteME COROLLAIRE.

Lxs angles circonfcripts an méme cercle font égaux
quand leur fommet eft egalement éloigné ducentre, &
les plus petits font ceux d3t le fommeten cft plus éloigné,

Cela eft facile & prowver par les demyangles circonferipts ,
& e lelaiffe a Lrowvera (ewx ui commencent pour faire cffay
de leurs forces.

RECAPITULATION DE LA MESURE DES ANGLES.

Lt fommet de Pangle eft ‘

Dans le {au centre. 1.
cercle Lhorsle centre. 2,

| Dansla Pun des coftez au dedans, ¢ le touchant, 3.
- onf & 'aucre audchors, le conpant, 4
circonf. ¢ o5 deux au dedans du cercle.’ 5.
Hors le cLes deux coftez le coupant. . 6.
{ cercle. 2Les deux le touchant. 7

) 1.'un le touchant & l'autre le coupant. 8.

o Et parmy ces angles, 'undes coftez coupant le cer-

cle & eftant terminé a Uextremité du diametre au-

quel lautre cofté eft perpendiculaire. . 9.
ONT POUR MESURE

1. Larc fur lequel il cft appuyé. VILL 0.

.. La moitié de I'arc fur Jequel il eft appuyé plus la
moiti¢ de I'arc opFofé. IX. 38. .

" Lamoitié de 'arc que foutient le cofté quieftau de-
dans du cercle. 1X. 13.

4. Lamoitié¢ del'arc que foutient le cofté qui eft au de-
dans du cercle , plus la moirié de celuy que (outientle pro-
longement du cofté quiefthors le cercle. IX. 15.

5. Lamoiti¢ de Parc furlequelileftappuye. 1X. 18.

6.3 La moiti¢ de P'arc concave fur lequel il eftappuyé

g% moins la moitié de Parc convexe. 1X. 41. ’
) L2

5. La demycirconference moins Parc co.rI\::exe fur le-
quelil eftappuyé, 1X. 41.
9. La mauti¢ de l'arc fouteniie par la partie du cofté

non perpendiculaire au diametre, 1X, 43.
' Aa jj
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GEOMETRIE
LIVRE DIXIEME. =
DES LIGNES PROPORTIONELLES..

551 A proportion des lignes dépendde desx cho-
LN | /25 » des paralleles é des angles, & ainfy elle
YL 2’2 pas ph [¢ bien traitter gu’ apres Lexpli=-
U2 cazion de l'une & Panire. Es mefme pouren.
bien comprendre tout le myflere s il fgxt yé=
- A prendre beauconp de chofes des.paralleles. que
nous propoferons en forme de Lemmes. Co
PREMiIER LEMME. DEFINITION.
U efpace compris d’une part entre deux paralleles &
indefiny de I'autre , foitappellé efpace parallele, ;
" SEconND LEMME DEFINITION.
CowmumE on ne confidere dans ces efpaces que la diftan-
ce entre les paralleles, leur grandeur dé end de cette.
diftance qui eft mefurée par les perpendiculaires compri-
fes entre ces paralleles, que nous appellerons pour cette
raifon les perpendiculaires des efpaces. -
Et’:‘db_If’il s'enfuit que ces efpaces font égaux quand les -
perpendjculaires de un font égales‘aux perpendiculaires.
de Payere. - - T = :
" TRoXStEME LemMme DEFINITION, .-
O dir quune ligne eft dans un efpace parallele quand.:

L
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elle elt terminée par les paralleles qui =~

l¢ terminent, comme laligne 4 eft dans st

efpace A. = A /5 :
Onditqu'uneligne eft parallele 3 un

elpace quand clle eft aux lignes quide , b

terminent, comme la ligne 4 eft paral.

lele 4 I'efpace 4.

~QuUATRIEME LEMME,

L’ incrLivaTion d’une ligne dans un efpace {e confi-

dere par I'angleaigu qu'elle fair fur l'une & I'autre paral-
lele le faifant totijours égal. .

D’out il s'enfuit que deux lignes font également incli-
nées dans le méme efpace ,.ou dans deux efpaces differens
quand les angles aigus que faitl’'une font €gaux auxan-
gles aigus que fait 'autre, |

Et que lamoinsinclinée eft celle qui fait fon angleaigu
moins aigu & plus approchant du droit. .

- CINQUIEME LEMME IMPORTANT.

Lor sQuE deux ou plufieurs lignes font menéesd'un
méme point fur la méme ligne, elles font cenfées eftre
dans '&mémc efpace parallele. Car il ne faut alors que
concevoir une ligne mence par ce point commun, quifoit

parallele 4 celle quilestermine. D’ot il s’enfuit que les:

coftez d’'unangle terminez par une bafe font tofijourscen.
fez eltre dans le mémeefpace parallele.
SixiemeE LEMME. :

Deux angles foient appellez femblables lors queftans
égaux lesangles fur la bafe deI'un font égaux auxangles
fur la bafe del'autre chacun d chacun,

Et on eft affeuré que celaeft; 1. quand on fGait qu'ils
font égaux , & qu'un des angles fur la bafe de I'uneft éfgal
a I'un desangles fur la bafe de 'autre : cardela il s’enfuic
que l'aucre eft ¢gal aufly.
~ 2. Lors qu'eftant égaux ils font de plus Ifofceles. VIIT 9.

SerTreme LEMME. ;
uAND les fommets de deux angles font également
diftans chacun de fa bafe (prolongde s’il eft befoin ) ces
Aaij
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deux angles peuvent eftre compris dans le méme efpace
arallele, Car metrant ces deux bafes fur une méme ligne,
Fa ligne qui paffera parles deux fommets fera paralleled
celle qui comprendra les deux bafes.
Huitieme LEMME.

Dans le m&me efpace parallele , ou dans les efpaces
paralleles égaux , toutes les égalementinclinées font €ga-
les, & toutes les égalesfont également inclinées. VIIL.g4.

Etaucontraire les efpaces paralleles font égaux quand
les égalementinclinées y font égales. Car deliil eﬁ cer-
tain que les perpendiculaires le fontaufy. VIIL 56.

NeuviEMe LEMME.

Lors quune méme ligne eft coupée par plufieurs li-
anes toutes paralleles , toutes les portions de cetreligne
coupée font également inclinées entre les paralleles qui
les renferment, VIIL 57.

: DixieME LEMME.

Lonrs Tﬁl y a proportion entre quatre lignes , on dit
que deux de ces lignes font proportionelles aux deux au-
eres lignes quand les deux antecedens de la proportion fe
erouvent dans les deux premieres, & les deux confequens
dans les deux dernieres, D’ou il s’enfuic aufly qu>.4/zer-
nando ,on peut prendre anfly les deux premieres pour les
deux termes d’une raifon, & les deux dernieres pour les
deux termes de I'autre.

PROPOSITION FONDAMENTALE
Des LicNES PROPORTIONELLES.

Lors que deux lignes font égalementinclinéesen deux
differens efpaces paralleles, elles font entr'elles comme
Jesperpendiculaires de ces efpaces, & leurs ¢loignemens
duperpendicule fontaufly en méme raifon.

Soient deux efpaces A & E.

Soient appelléesdansefpace 4. A p X} .

La perpendiculaire, 7, B\ -

L‘o{:lique , C
L’¢loignemét du perpendicule 5.
Et {oient demémeappellées dans

E P
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I'efpace, v3 E.

La perpendiculaire ?

L'oblique s
L’¢loignement du perpendicule 2. Je dis que

- Pp :: Cc :: Bb.

Et envoilala preuve tres naturelle,, dont je ne croy pas
que jamais perfonne fe {oit avifé. | o

Soit p divifée en quelques aliquotes que 'on voudra,
10. 20. §0O. 6000. 10000. &c. & ces aliquotes quelcon-
quesde p foiencappellées x, s

1 on tire par tout les fo_ints de cetee divifion- telle
qu'ellefoit des paralleles d I'efpace 4, cet efpace fera di-
vif¢ enautant de petirs efpaces paralleles qu'x fera dans p,
& ces perits efpaces feront égaux par le 2¢ Lemme, parce
qu’ilsauront tous x pour perpendiculaire,

Et delail senfuic que Cfera aufly divifé en aliquotes
pareillesd celles de 2, parce queles portions de €, qui fe
trouvent entre chacun de ces petitselpaces égaux y eftant
€galementinclinées parle 9.Lemme,y font égales parle 8.

Soient donc les aliquotes de C pareilles 4 celles de 2
appellées y. =

Quefidetousles points de divifion de C on tire des pa-
ralleles 4 2 ( qui feront par confequent perpendiculaires
alefpace) elles couperont encore B enaliquotes pareil-
les, parce que chaque y fe trouvant également inclinée
enchacun je ces nouveaux petits efpaces, ils feront égaux
' Far le9° Lemme. Etparconfequentles portionsde B qui

eront toutes perpendiculaires dans ces efpaces égaux, fe-
rontégales, ( Et celamémeferoit vray quand elles n’y fe-
roient pas perFendiculaircs . pourveu qu'elles y fuffent
¢galement inclinées. Ce qu'il faut remarquer pour une
autre occafion. )

Cela eftant fait, prenant x pour mefurer p de I'efpace E,
ottelle s’y trouvera precifement tant de f6is’, outantde
fois plus quelque refte, c’eftadire plus une portion moin-
dre qu'x. Etainfy tirant des lignes paralleles 4 I'efpace £
par tousles points de la divifion de p mefurée par x, I'ef.
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pace E fe trouvera divil€ enautanc de peritsefpaces gaux
entr’eux , & égaux d ceux quiont eu laméme x pour per-

_pendiculaire dans’efpace 4 ,qu'x fe fera trouvé dans p,

fi ce n'eft qu'il y en aura un plus petit, fi x ne s’y eft
trouvée que tant de fois plus quelquerefte. Carle perie
efpace ol fera compris ce refte fera plus petit que les au-
tres. o N
Etdelail s’enfuit que ¢ eftantauffy inclinée dans F que.
C dans 4 , les portions de ¢ comprifes dans ces efpaces
égaux 4 ceux d* 4 feront égales aux portions de C, & ainfy
fe pourront aufly appeller y, & s'il yavoit eu en p un refte
moindre qu’x , il y auroit auffly euen ¢ unrefte moindre
Donc par la definition des grandeurs proportionelles;
Lp:: Ceo -
puifque x & y, aliquotes quelconques pareilles des deux
antecedens 2 & C , font egalement conteniies dans les
deux confequens p & ¢, {idans l'un fans refte, dans l'au-
|:r<;t fans refte: fidans I'un avec refte , dans Vautre avee
refte.- : . e
On prouvera la méme chofe de B8 de . Car ficeftant
mefurce & divifée par y, on tire des paralleles 2 p (qui
feront perpendiculaires & I'efpace) par tous les pointsde
la divifion , 4 fera divif€e en autanc de parties que ¢, 8 ces
parties feront égales aux parties de B, que nous avons
nommées £: fi ce n’eft qu'il y en aura une moindre que g,
s'il yaeuun refte dans ¢ moindre qu’y.
Donclesaliquotes pareillesde C & de B feront égale-
ment conteniies dans ¢ & b. -
Donc Cc :: Bé. ‘ o
Donc Pp :: C¢ :: Bb. Cequilfalloit demont-
trer. : -
- PREMIER THEOREME R
St deux lignesinégalement inclinées dans le méme ef-
Facc le fontaurant chacune, que chacune de deux aueres
¢ font dans un aytre efpace, les également inclinées font
en méme raifon, '

Soient -
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Soient les efpaces 4 & E.

Soit C autant inclinée dans l'ef-
dans I'ef] g
pace A que ¢ dans I'efpace E A C/ k

Et D autantinclinée dans'ef
pace 4, que d dans I'efpace E.

Jedis que C¢ :: Dd.

Car par la propofition prece-

dente E ‘/ \d
C eftd ¢,comme la perpendicu-

faire " 4 4 la perpendiculaire d’E.

Or D eftauflyad, comme ces deux mémes perpendi-
culaires,

Donc C¢ :: Dd. .

On le peut aufly prouver immédiatement & par foy
méme fans avoir recours aux perpendiculaires par la mé-
me voye dont on s’eft fervi dansla Propofition preceden-
te, & que je ne repete point , parce qu'il eft tres facile de
la trouver. '

PREMIER COROLLAIRE.
Prusteuns lignes eftant diver-

fement inclinées dans le méme / / | \

efpace parallele,fi elles font tou-
tes coupdes par des parallelesd e
cetefpace, elleslefont propor. = f 7
tionellement, c’eftadire que cha-
que toute eft 4 chacune de fes parties, telle qu'eft lax™,
oulaa®, oula 3* &c. comme chaque autre toute alaméme
partie 17¢, ou2°, ou 3° &e.

Cleft une fuitte manifefte du precedent Theoreme,
puifque d’une part toutes les toutes font dans le méme ef-
pace,qui eft I'efpace total. Toutes les premieres parties
dansle  efpace partial , les 2 dansle 2°, & ainfy desau-
tres, Et que de Pautre chaque toute & chacune de fes par-
ties font zgalemcnt inclinées chacune dans fon efpace par
le9* Lemme. Donc la1*toute eft 4 fa 1** partie comme
lafeconde toute 1 fa sr¢ partie. i

Bb
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SEcoND COROLLAIRE.

St ploficurs lignes fOng - s
menées d'un méme point
fur une méme ligne , elles-
font coupées Proportio- .../ focue NN Dgmuveen
nellement par toutes les 7l NN
lignes paralleles 4 celle
qui les rermine.

C'eftla méme chofe que le precedent Corollaire, puif-
que rirant Tar le point commun d toutes ces lignes une li-
gne parallelealaligne ?ui les termine, ellesfe rrouveront
routes dans le méme efpace parallele , & par confequent
les paralleles 4 cet efpace les doivent toutes couper pro-
portionellement,

Tro1s1EME COROLLAIRE
St deuxlignes comprifes dans

un méme efpace fe coupent, el- \ /
les font cou{rées proportionelle- ... N orrninin

ment. Cleftadire que les parties / \

de l'unc font proportionelles .

aux parties de 'autre , outre que

la toute eft 4 la toute comme chaque partic 4 la méme
artic,

Creft encorela méme chofe que le 1er Corollaire, puif-
que menantune parallele 4 efpace par le point dela fec-
tion , ce feront deux lignes dans le méme efpace total qui
font coupées parune parallele a cecefpace, & qui par con-
fequent le doivent eftre proportionellement.

Qxya‘rn IEME COROLLAIRE.

?él quf?.trc 'ignclsi d!ont Il_‘es op-  — p—
ofées font paralleles fe joi-
Pncnt aux eztremitcz . ejllcs L’/7 /
%ont deux efpaces paralleles,
I'un d’un fens & I"autre de I’autre fens, & la ligne tirée de
coinen coin s'appelle diagonale. '
C&T i d’un point quelconque de ceree diagonale on tire
deux lignes comprifes chacune dans chacun de ces deux

R
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efpaces,, les partics de l'une de ces lignes feront propor-
tionelles aux parties de I'autre, ' P

Carlesdeux partiesde chacune -
font proportic?nellcs aux deux /- —7
parties dela diagonale, par le Co- .
rollaire precedent, parceque cha-
cune de ces lignes & la diagonale
font comprifes dans le méme efpace parallele & s’y cou-
pent. Doncles parties de chacune eftanten méme raifon
que celles de la diagonale, les parties de I'une doivent
aufly eftre en méme raifon que les parries de I'antre,, puif-
que deux raifons égalesa une 3° font égales entr’elles.

SEcoNp THEOREME.

Lorsque deux angles font femblables ( c’eftadire
felon le fixicme Lemme, lorfqu'eftant égaux les angles xvrrr.
fur la bafe de I'un font égaux aux angles fur la bafe de
Pautre chacun 4 chacun ) ces coftez font proportionels
aux coftez , & la bafed la bafe , & la hauteur A la hauteur.
C’eftadire queles coftez de cesdeux angles égalementin.-
clinez chacun fur fa bafe feront en méme raifon que les
deux autres coftez & que les deux bafes, & que les diftan:
ces de chaque fommet & chaque bafe : ce que j'appelle la
hauteur de chaque an%lc.

Soient lesdeux anglesnommez 4 & E.

Soitle grand cofté d’' 4 nommé C,

Le petit D.
La bafe B.
La hauteur H.
Et dans I'anele E.
Le grand cofle c.
Le peric d’
La bafe b,
La hauteur b.

Jedisque Cc¢ :: Dd:: Bb :: H b
On le peur prouver facilement de la méme forte quon
a prouvé la Propofition fondamentale , c'eftpourquoy je
- nelerepete point,
' Bb ij
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Mais on le peut encore de cetee autre forte,
Par le §¢ Lemme,
1°. C & D fontcenfées eftre dansle

méme efpace parallele , & de méme

Etdeplus par 'hypothefe C &ccfont,
également inclinées chacune dansfon
efpace, & deméme D & d.

Donc par la Propofition fondamen-
tale, & par le 1* Theoreme,

Cc :: Hbh.
Dd :: H h.
C: : Dd &4ltem4ndo CD : cd. .
Par le ¢ Lemme, C & B font dansle méme efpace -
parallele & de méme ¢ &:6 &de plus C & ¢ font égale-
mentinclindeschacanedansfone pace& de ménnc B&b.

Donc par le 1" Theoreme,

Bb. & alternando C B :: ¢ b. :
Par le méme scLemme, D & B font dans le mé&me
e{'pace parallele , & de méme d & 6.

Etdeplus, D & B font également inclinées chacune
dansfon cfpace & deméme 4 & &.

Donc par le 1** Theoreme, ;

Dd:: Bb & 41temmdo DB :: dbéb.

Donc 5 d} :: Bb. Cequ'ilfalloic demonﬁrei.

PREMIER COROLLAIRE.

Drux angles Ifofceles eftant égaux , ils-fone fembla-
bles , & par confequent les coftez font aux coftez comme
Ia bafc alabafe, & la hauteur a |2 hauteur. Car deux an-
gleseftant Ifofceles ils ne peuvent eftre égaux que les an-
glesfur la bafe de Punne foxeut ¢gauxauxangles fur la ba-
fede 'autre. VIII. 6o. .

SEcOND Cono LLAIRE.

S1 un angle a deux bafes paralleles, il s’ Y trouvera di-
vetfes {ortes de Proportlons e grand uﬁ e.

Mais pour le mieux faire entendre, nlfaut confiderer que

&
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les coftez de cet angle felon la derniere bafe comprennent
fes coftez felonla premiere , & c’eft pourquoy nous appel-
lerons les uns toares, & lesautres les premieres ou dernieres
parties dechacune de ces toutes. Soient donc nommées
Les deux toutes I A
Lesdeux premiergs parties p.& p.

Les deux dernieres q &g
Laderniere bafe & larre B. &i i
Deplus tirant par le fommet une 9 /
parallele aux deux bafes, il fe trou- B
vera trois efpaces paralleles.
Letotal entre le fommet & B , que j'appelleray a
Le premier partial entre le fommet & 4, A.
Lefecond partialentre 4 & B, E.
Cela eftanc parle 9° Lemme,
T eftautant inclinée dans w, que p dans A , & q dans B.
Et de méme 7" autant inclinée dans , quepdans A ,
& g dans E.
Donc par le 1¢r Theoreme,

L. Tp :: Tp & alternando. T T :: p p.
2. Tq:: Tg TT :: qg.
3. pq s P P?:qg

4. Parles* T%mcoreme chaque roure & fapremiere partie
fonten méme raifon que la derniere bafe & la premiere.
Tp :: Bl TB :: pé.

Tp :: Bbé. 7B :: pé.

Car cetangle qui a deux bafes paralleles doit eftre con. -

fideré comme fi c’eftoient deux angles égaux, dont l'un
euft pour coftez & pour bafes T. 7. B. & l'autre p. p. 4.
&ainfy les deux angles fur la bafe de 'un eftant égaux aux
deux angles fur la bafe de I'autre chacun i chacun, les
coftezde I'un font proportionelsaux coftez de I'autre, &
lesbafesaufly. Ecparconfequent Tp :: Z'p ;- Bé.
TRO1SIEME COROLLAIRE. "~
Lorsque deux angles ont leur fommet également dif-
tant de leur bafe, & que par confequent ils peuvent eftre
compris dans le méme efpace parallele(felonle 7 Lemme)

b iy

xx['
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{i l'on donne A ces deux angles de nouvelles bafes parallee
les aux anciennes , & dont chacune en foit également dif-
tante, ces deux nouvelles bafes feront proportionelles
aiix deux anciennes. :

Suppofons que les deux bafes de ces deux angles, lef-
quelles jappelleray B & B, foient furda mémeligne, la
ligne qui joindra les fommets fera paralleled cette ligne.
D'otiil s’enfuir,

1", Que confiderant dans chacun de ces angles un feul
cofté, dontj'appelleray 'un T & l'autre 7°, ce feront deux
lignes dans le méme efpace Earallclc. =

2°, Que les deux nouvelles bafes, que j'appellerayb & 4,
eftant paralleles aux anciennes,& en devant eftre chacune
également diftantes, fe troun-
veront neceflairement dans l2 ol 2
méme ligne parallele 4 I'ef- / \ 4

T/ n 7% |
pace. / -'7

Donc par le 1" Corollaire = ¥4 Z
du 1 Theoreme : cette ligne
parallele 4 I'efpace coupe proportionellement T & 7", &
ainfy appellant p la premiere partiede T & p la premiere
partiede T, Tp & Tp

Or par le Corollaire precedent chacun de ces angles
ayant deux bafes paralleles ¢ T p :: B b,

7p i Bé

Donc les deux raifons de Bb & de 74 font égales,
puifque chacune eft égale a chacune des deux raifons T p
& 7 p qui font €gales entr'elles. Donc

Bb :: Bé. Donc alternando B B :: bé.
QuaTrRIEME COROLLAIRE

St d’un MEME POINE OM ...oooovovveiiri s
tire pluficurs lignesa lamé-.
me ligne comprifes entre la
premiere & la derniere , &
qu'on tire des paralleles 2
celle-1a qui feient aufly
comprifes entre la premiere
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8 la derniere de ceslignds tirées du méme point , toures .
ces paralleles feront coupées proportionellement , c’efta-
dire que chaque route & fa premiere partie feront en mé.
me raifon que chaque autre toute & fa 1 partie, & ainfy
durefte. -

1l {uffic d’examiner deux de ces parallelgs commeeft fa
derniere d’en bas, quej'appelleray T , & fa premicre par-
tiep, & uneaurre quej'appelleray 77, & fa premiere par.
tie p, &ainfyil faur prouver que .

P i TP, :

Ecpourcelail ne (Eaut que confiderer , 1°. Que ces lignes
tirées d’'un méme point font diwersangles, quela premie-
re & laderniere fontl'angle rotal , qui a toutes les paralle-
les enticres pour fes diverfes bafes. Que la premiere & la
2 font le premier angle parrial , quia toutes les premieres
paﬁties de ces paralleles pour fes diverfes bafes , & ainfy du
reate, :

. 2% Que rous ces angles font dans le méme efpace pa-
rallele, parcequ’on peut tirer une ligne par leur fommet
comlmun qui E:ra parallele 4 la derniere bafe de l'angle
total,

Donc T eftant la dernicere bafe del'angle, & p la der-
niere bafe du 1°r angle partial , laquelle el% partiedela li-
gneT: T qui eftune aucre bafede I'angle total , & p une
autre bafe du 1°r angle partial, feront auffy fur uneméme
ligne parallele a 'efpace, puifque p eft [ivartie de 7.

Donc par le Corollaire precedent les deux dernieres
bafes de ces deux angles T & p feront en méme raifon que
leurs deuxautres bafes 7" & p. Donc

TopsaZaop. .

Donc par [a méme raifon chaqué parallele & farre par.
tie feront en méme raifon que chaqneautre parallele & fa
1'¢ partie. - 2

Et on prouvera la méme chofeavec la méme facilicé de
chacune des autres parties , en comparant tofijours en-
femble celles qui'font renfermées entre les deux mémes
lignes, |

B b iiij
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CinqurieMe COROLLAIRE
St I'une de ces parallelesrenfermées entrela i & lader..
niere de plufieurs lignes tiréesduméme point, & divifée
par ces lignes en parties aliquotes , c’eftadire en un éertain
nombre de parties égales, toutes lesautres font divifées;
par les mémeglignes en aliquores pareilles.

C’eft une {uitte manifefte du precedent Corollaire. Car
fi chaque partie de 'une de ces paralleles en eft par exem-.
ple ladixiéme partie, il faur que chaque partie de chaque
autre parallele en foiraufly la dixiéme partie , puilque cha-

ue parallele & chasune defes parties font en méme fai-
gm que chaque autre pasallele, & chacune de fes parries.
femblables. e
Six1EME COROLLAIRE.: .

Si un anc%le a plufieurs bafes paralleles, routes les li- .
gues tirées du fommet qui couperont ces bafes, les coupe-
ront proportionellement. D’owil s’enfuic qu'en ?uélques
aliquotes que I'une de ces bafes paralleles foit divifée , tou-
tes les autres le feront enaliquotes pareilles, | =

Ce n'eft quelesdeux precedens Corollaires un peu ai..
trement €noncez. '

SErTIEME COROLLAIRE

Les deux cordesd’un cercle font
proportionelles aux deux cordes
d’un autre cercle , fi les arcs que
fouticnnent les unes font propor-
tionellement égaux aux.arcs que
foutiennent les autres,chacun a cha-
cun.

Soient confiderées les deux cor-
des d'un cercle, comme jointes &
faifant un angle infcripe : telles que
font bc& bd d’unepart; & BC &
B D del’autre, ( Car fi ellesne fai-
foient pas d’angle infcripr dans cha
que cercle , il ne faudroit qu'en prendre d'égales 4 cel- .
les-14 qui en fiffent , puifque{ourenant des arcs égaux dans

chaqua

-~
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chaquecercle, par V. 26. cefera la méme chofe pour ju-
ger ge la proportion.) Celafuppofé,

L'angle ¢ é 4 infcric dans le premier cercle eft
égal A l'angle C B.D infcrit dans le Fecond cercle , par
I1X. 21, , .

Etlesangles que fontles coftez 4 ¢ 84 dfur la bafe 4 ¢,
font égaux aux angles que fontles coftez BC & B D fur
la bafe D €, chacund chacun, par IX, 21,

Doncparle 2 Theoreme,

be. BC :: bd. BD :: de. DO\

HuiTiEME COROLLAIRE.

St deux cordes de divers cercles foutiennent des arcs xxv 1,

proportionellement éga_ux, (c'eftadire d’aurant de de-

grez ) elles font proportionelles aux diametres de ces cer-

cles. .

Ceft une fuitte du precedent. Car les diametres fou-
.tiennentdes arcs proportionellement égaux dans chaque

cercle, puifqu'ils enfoutiennent la demycirconference,

C'eft donc la méme preuve & encore plus facile.

NeuvieMe COROLLAIRE,

St deux cordes égales de divers cercles foutiennent x x v,
chacune autant de degrez , les cercles font égaux, Car
ar le precedent Corollaire elles font en méme raifon que
ﬁ:s diametres des cercles. Donc fi elles font égales , les
diametres font éganx. Donclescerclesfont égaux,

TROISIEME THEOREME.

D Eeux Angles quoyquinégaux ont neanmoins leursxx v,
coftez proi)ortioneis, lorfque le cofté de I'un fur fa bafe
faitun angle égal 4 celuy que faitaufly fur fa bafe I'un des
coftez de l'autre , & que l'autre cofté du premier angle
faifane fur {abafe unangle obrus,& 'autre cofté du fecond
angle faifant un angleaigufur la ienne , l'aign eft le com.
plement de I'obrus, en forte que touslesdeux enfemble
valent deux angles droits,
Cc
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Cette derniere condition fe peut encore exprimer en
une autre maniere , qui eft que ces deux coftez, 'un d'un
angle & l'autre de 'autre , faflent chacun furfabafelemé.
me angleaigu , mais que I'un le faffe au dehors dela bafe
& l'autre au dedans,

Cette derniere expreflion fait..
entrer plus facilement dans la
demonitration de ceTheoreme.

Soient les deux angles, dont
I'an aic pour coftezC & D; & C D
pour bafe B. Et l'autre pour
coftez ¢ & d; & pour bafe é.

Je fuppofe, 1°. Que lesangles
que les coftez € & ¢ fontcha- “—p
cun fur leur hafe font égaux.

2°. Quelecofté D faicunan-
gle obtus fur labafe B, & dun
angleaigu furla bafe 4, mais que c
cet aigu eft égal au complement
de cetobtus. D’ouil 5'cnﬁ1ift_:,

ue I'angle aigu que D faic
fu?lfl;m(‘c e§1 dehgrs gn la conce-
vant prolongée , eft égal d I'angleaigu que d fait fur fa
ficnne en dedans. '

Celaeftant,jedisque  C.e :: D.d.

Car f{oient faits des deux angles deux efpaces paralleles
en prolongeant les bafes B & éautapt qu’ire{‘t neceflaire,
& tirant par chacun des fommets des parallelesa ces bafes.
Et celuy de ces efpaces dans lequel font C & D foitappellé
A, & l'autre E. :

Par 'hypothefe 'angle aign que fait C dans I'efpace 4
eft égal a langleaigu que fait ¢ daps I'efpace E.

Donc par le 4° Lemme.C & ¢ font également inclinées
chacune dans fon efpace.

De méme par I'hypothefe I’anglcai u que faic D dans
I'efpace 4 ( furlabafe B prolongce) c[%égala‘l. Pangle aigu
que fait 4 dans I'efpace E.
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Donc parle 4 Lemme D & d font également inclindes
chacune dansfon efpace, & iln'importe que D foitaurre-
ment tournée au regard dec, carcelane change enrien
l'inclination de chacune dans fon efpace. Donc parle
1r Theoreme, :

C.c :» D.d. & alternando C.D :: e d.
AuTrRE DEMONSTRATION. "

S1 ontire une ligne du fommet fur la ' XXXI.
bafe B prolongée égale 4 D, I'angleai- %
gu que feracetre ligne que jappelleray . ¢/ /p P
2 fur B prolongéefera égal au comple- K
mentde l'obtus que fait D fur B, & par hY
confequent 4 I'aigu que fait 4 fur I:f BT '

Doncles deux angles dont ['un a pour fes coftez € & 2,
& l'autre ¢ & &, font femblables par le 6° Lemme.

Donc C.c :: 2.4

Or parlaconftruion Peftégalea D. Donc
C.c :: D.d .
AVERTISSEMENT,

Cette derniere demonfiration , queyque moins bonne gue la XXX 11.
premiere , a cela d'utile qu’alle fait voir plus clairement s dif~
ference qu'il y a entre ce 3° Theoreme € le 2° , qui eff que dans
le 2° non feulement les cofiex d’an triangle font proporcionels &
ceuxdel antre, mais anfly la bafe ; aulicu que dans celuy-cy il
wy a que les coffex de proportionels , eflant bien clair que la
bafe B, [ar laquelle eff Vangle obtus , deitefire plus petite 2
proportion que la bafe b,

Car appellans'T la bafe B, prolongée jufqnes & P , ileft
clair que L angle qui a pour coffex C, &P & T powr bafe eff
[emblable a l'angle gui z pour coffez ¢ ¢d , & b ponrbafe.

Donc par le 2° T heoreme l(’: 3} :: T.b.

OrBnw'ef que partiede P, donciln’y a pas lamitnie raifon
deB ab, guede C a c. A
PrRemMiErR COROLLAIRE.
UnE ligne que jappelleray la coupanteeftant inclinde x xx 111,
fur unc autre quej'appelleray la coupée, fi del'extremité
cij
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& d’unautre point de cette
coupante on rire deux li-
nes de part & d'autre qui
Eaﬂenr desangles égaux fur
lacoupce, la coupante en-
tiere fera a fa partie versla
coupée comme la ligne ti-
rée de fon extremité a I'au-
tre ligne tirée de fon autre point.
Yen laifle 4 crouver la demonftration , qui n’eft qu'une
application du precedent Theoreme.
SEcoND COROLLAIRE. 2
S1un angle a diverfes bafes diverfement inclinées fur
fes coftez [a ligne quidivifera cet angle par la moitié fera
que les deux parties de chaque bafe feront proportionelles
aux deux coltez de cerangle felon cette bafe. Il fuffira de
le demonftrer en une feule bafe. -
Soitun angle divifé par la moi-
ti€ par laligne p. Soicl'un de ces
coftez appellé C & l'autre ¢, la
fartie de la bafe qui joint C appel-
¢e D, & l'autred. ;
Si ontire parles extremitezde

D d

la bafe des parallelesa p il yaura ¢ i

deux efpaces paralleles. ' , .

Celuy danslequel font ¢ & D foirappellé 4, & l'autre
E ,parleg’ Lemme D & 4 font également inclinées cha-
cune dans{on efpace.

Etpar 'hypothefe € & ¢ font aufly également inclinées
chacune dansle fien , puifque les angles aigus que chacune
fait fur p font égaux. -

Donc par le premier Theoreme,,

C.c :: D.d. & alternande C.D :: c.d.
Trois1IEME COROLLAIRE,

St la ligne qui divife un angle en divife aufly la bafe
proportioncllementaux coftez , Ceftadire en forte queles
deux coftez de'angle foient en méme raifon que les deux
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partiesde la bafe , 'angle eft divif€ par la moiti.
Cleftla converfe du precedent Corollaire quife prouve
en cette maniere.
Soit I'angle 4 £ d divifé par £¢,

K
en forte que A
be. cd :: kb kd.
Si nous fuppofons que ceméme an- N
gle eft divilé parla moitié par £ x, il I . d
C

s'enfuit par le precedent Corollaire
que

o bx.oxd i kb R
Donc éx. xd :: be. cd
Donc componendo bd. xd :: bd. cd.
Doncles points x & ¢ ne {gauroient eftre que le méme
point , 8k x & k ¢ laméme ligne. Donc £ ¢ divife Pangle
parlamoiti¢. Ce qu'il falloit demonttrer.
PreMIiER PROBLEME.
TRouvER une 4° proportionelle. C’eftadire ayantla xx X1V,
1", la 2 &la 3%, de 4 lignes proportionelles trouver la 4¢.
Ou ayant les deux premiers termes d’une raifon, & l'an.
tecedent dela 2¢, en trouver le confequent.
Lemoyenle plus facile eft de fe fervir pour cela du pre-
mier Corollaire du fecond Theoreme. (13.5.) Et ainfy
donnant les mémes noms aux trois données & 4 la 4°, qui
eftd crouver, j'appelleray

Layre ,

Laze (I;

La 3¢ 2-
Etla 4¢ 4 trouver

Cela eftant, il faut

1”. Mettre p & q furuneméme ligne,

2. Faire unangle de p la :¢avec p lay™,

3" Joindre par 4 lesextremitez de la 1™ & delajy'.

4°. Prolongerindefiniment p la 5, wET

5. De Pextremit¢ de q la2* tirer B parallele 3 4, jul:
qu‘a larencontre de p prolongée, '
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Le prolongementde p ju(qtu’i la rencontre de Bferala
4 quelon cherche. Carileft clair parle Corollaire fuf-
dic(13.5.) que p-q :: 79 '

On peut encore faire la méme chofe d’'une dutre ma-
niere, qui eft de renfermer la plus petite des deux premie-
res données dans la lpius grande : & alors la plus grande
s'appellera T , & la plus perite quieneft partie p.

Mais il faut prendre garde fila
premiere des cronnées eft la plus
petite ou Ja plus grande. Car fi
c’eftla plusgrande, il fandra com- _
mencer par T, & la 3¢ feraaufly 7. L o -
Etalors pour trouver p, quiferala .
4¢ que l'on cherche , apresavoir joint par B les extremi-
tezde T & de 7. 6 paralleled B eftant tirée del'extremité
de p fur 7 donnera p. Carileft encor clair par le méme
Corollaire que -

T.p :: T.p.

Que fila1* des deux données eft la plus perite, la 3¢ fera
2, &la g4cdtrouverfera 7. De forte qu'apres avoir joint
par b lesextremitez de p &, il faudra prolonger o, & ti-
rant de extremité de T fur le prolongementde p, B pa-
rallele a 4, on aura 7" pour la 4¢ a trouver. Car parle méme
Corollaire (13.5.) permstando.

p-T :: p.7T.
COROLLAIRE

TRouveR une 3¢ proportionelle , c’eftadire fairc que
I'ane des deux données foit moyenne proportionelle en-
tre I"aucre donnée & latrouvée. Ceftlaméme chofe que
le precedent, excepté qu'une feule des deux donneges tient
lieudelazc &delase. '

SecoNDpD PROBLEME.

TrouvER la ligne qui foit 4 une ligne donnée en rai-
fon donnée.

Soit la ligne donnée p, la raifon donnce m.n, la ligne
que Pon cherche x. Ainfy il faut trouver

X.p i mm.
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Or pour cela il ne faur que tranfporter les termes en
commengant par z , & lesmettant ainfy,
B.m :: p. X . :
& puistrouver x parle Probleme precedent. Ce qu'ef-
tant fait on aura ce quel’on cherche, parce quefi
C Rem i pUA
permatando
x:p :: m. 8. Cequ'il falloit demonftrer.
TRO1SIEME PROBLEME.
Diviser une ligne donnée en quelquesaliquotes que
I'on voudra. ‘
Soit D la ligne 4 divifer, tirer
au deffous ou au deflus une pa-
rallele indefinie que j'appelleray
2P, Prendre dans P autant de
parties é§ales qu’on veut en
avoiren la divifionde D , & .
prendre garde qu'elles foient / / \ \ \
notablement plus grandes ou P »
plus petites que ne peuvent eftre
cellesde D ; puisdes deux points entre lefquels fone com-
prifes routes les parcies égales qu'on a prifes dans P, tirer
deux lignes par lesextremitez de D , jufquesd ce qu’elles
{e joignent : toutes les lignes tirées de ce pointld 4 tous
les points de la divifion de 2 qui couperont D, la divife-
ront enautant de parties égales qu'on en aura prisdans 2.
La preuve en eft cy-deflus dans le 5¢ Corollaire du 2¢
Theoreme. (21.5.)

XXXVIIX,
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DES LIGNES RECIPROQUES.

ety £ livre cy [era encore de la proportion des lignes,
([ o contiendra plufiesrs chofes noavelles que Pon
7% jugera pestefire plus belles € plus generales , gue
?tout ce qu'on a trowvé jufques icy [wrcettematiere
des proportions , en ne [ [ervans que des lignes droittes € des
cercles.

Pour les mieux: faire entendre nous propoferons quelques
Zemmes qui feront voir aafly en quoy ¢ft different ce quelon
traitte dans ce livre de ce qui vient d ¢ffre sraitté dans le livre
precedent.

PREMIER LEMME.

Quanp il y a proportion entre 4 lignes, ony doit re-
marquer en les comparant deux 4 deux, deux rapports
fore differens. :

L'un eft celuy qui fait dire que les unes font proportio-
nelles aux autres, ., i

Ecl’autre, que lés unes font reciproques aux autres.

Car fi on compare ou la 1t & la 3caveclazc&lage:
c'eftadire
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c’eftadire les deux antecedens avec les deux confequens;
~ Oulesdeux premieresavec les deux dernieres, c'efta.
dire le 1°r antecedent & fon confequent avec le 2¢ antece.
dent & {on confequent ; on ditalors que les unes font pro-
portionelles aux autres, 7 . .

- Mais fion compare la17¢ 8 la 4¢ avecla 2 & la 3¢, ceft-
adire les extrémes avec les moyens, on dit alors que 1&
unes font recipreques aux autres.

Tout ce que nousavonsdit dans le Livre precedent ne
regarde que le premier rapport. :

Et tour ce que nous dirons dans ‘celuy-cy ne regarde
prefc Te quelefecond , & c’eftpourquoy nousl’avons inti-
tulé des lignes reciproques. .

SkcoNnpD LEMME

Une feule ligne peut eftre ditte reciproque 4 deux li-
gnes , & deux lignes eftre reciproques 4 une feule. Mais
c’eft lorsfeulement que cette ligne que I'on compare feu.-
leavec deux autreseft moyenne proportionelle entre ces
deux autres. Caralorselleen vautdeux , parcequeelle fai

deux termes de la proporrion. Le premier & le dernier.

Euand on commence par elle: comme fi je dis, une ligne
e 6 piedseftd unede 4 commeunede g 4 une de 6: on
le 2¢ & le 3¢ quand on la met au milien , comme {i je dis
4.6 :: 6.9, Etil faut remarquer que quoique cette der.
niere difpofitionfoit la plus ordinaire, il ya neanmoins des
rencontres ot il eft utile de {e fervirde la premiere,, com.
me on pourra voir 4 la fin de ce Livre.
TROISIEME LEMME.

Lorsqu’un anglea deux bafes, & que les deux angles
furune bafe fong égaux aux deux angles fur I'autre baic
chacun d chacun, cela peut arriver en deux manieres. .

La premiere eft quand I'angle que Pune des bafes fait fur
un cofté eft €gal 4 I'angle que I'autre bafe fair fur le méme
cofté. ( ]'appEgiIc le méme cofté la méme ligne dreite tirde
du fommet , quoique confiderée felon les diverfes bafes
clle tienne lieu de deux coftez. ) " '

Or il eft vifible que cela ne peut eftre que ‘?uand les

D
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bafes decetangle font paralleles, commel'ona veu X.r3.
La {econde maniere eft quand I'angle qu’une bafe fait

{ur un cofté eft égala I'angle que 'autre bafe fair fur I'au-

. tre cofté. Etalorson peutappeller ces bafes antiparalle.:

les , pour marquer leur effet oppof€ 4 celuy des bafes pa-

ralleles. Ce font ces fortes de bales qui feront prefque

tBhires les preuves dans tout ce Livre. E
uATRIEME LEMME. .

Lzs bafes paralleles d’'un méme angle ne peuvent eftre
difpofédes que d’une feule maniere, qui eft d'eftre routes
feparées'unedel'autre, Car c’eftle propre des paralleles
de ne fe pouvoir jamais joindre, Mais Tes antiparalleles
peuvent eftre difpofées en trois manieres differentes. -

PrReMIERE DisposiTION DES ANTIPARALLELES.

LA premiere reffembled celle des paralleles, lesdeux
antiparalleles eftant aufly routes felParées , & alorsileft:
vifible que les coftez de cetangle felon la derniere bafe.
que nous.appellerons B, comprennent
les coftez de ceméme angle felon la pre-
miere bafe que nous appellerons b : &
ainfy les unes font fostes , 8 les autres -
leurs premieres parties , c’eftadire leur
partie la plus proche du fommer ( & re-

todjours celle l4 que nous entendrons
par le nom de partie,oude 1*¢ qartie. )

C’eftpourquoy comme dans l'aucre Livre nous appel-
lerons todjours les deux toutes T.7
& leurs parries o P
de forte que p de caradere romain fera tqfijours la partie
de T duméme cara&ere romain: Et p decaraétere italien
fera totijoursla partie de 7 de cara&ereitalien.

Or afin que les bafes B & b foient antiparalleles, il eft
clair qu'il ?aur; :

Que l'angle que T premiere toute fait fur B, foir égal
a 'angle que p partic de la feconde toute faic fur b. Ec
quel'angle que 7 feconde toute fait fur B foir égal a l'an-
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gle que p partie de la premiere route faic fur b,
SECONDE DiISPOSITION DES ANTIPARALLELES.

La feconde eft quand elles fe croifent. Et*alors ce ne VI,
font pas les deux toutes qui fontles coftez au regard d’une
bafe, & les deux parties quile fontau regard de l"autre ,
comme dans la premiere difpofition.

Mais les coftez au regard de chaque
bafe font une route & la partie de "autre
toute Er ainfy pour diﬂlznfruer les deux
bafes nousappellerons B celle qui fe trou.
veterminée par I'extremitéde T, & I"au-
treb. | .

Or afin que les bafes foient antiparal-
leles dans cette difpofition , il eft clair
qu'il faut que les angles que les deux rou-
tesfont, I'une fur B & l'autrefur b, foient égaux ; E¢ que
eeux que les deux parties fone I'une fur B & l'autre fur b
foient égaux aufly, '
TroisiEME DisrOSITION DES ANFIPARALLELES. - :

LA troifiéme eft :}uand les deux bafes fejoignentenun vITI,
méme pointde'un descoftez. Er alors comme ce cofté
n'eft point partage , & que feul il rient lieu d’une route &
defa partie, nous I'appellerons a7, appel-
lant a Pordinaire la derniere bafe 7, la
premierc 4 , le cofté partagé T , & fa
partie p.

Or afin que les bafes B & & foient anti-
paralleles, il faut que I'angle que T faic
{ur B foirégal a 'angle que A faic fur 4,
& que I'angle que M faitfur B ( quicom.

rend celuy qu'elle faicfuré) foit égal 4 -
Fanglc que p faicfur 4, ° _
CINQUIEME LEMMeE. =% X

Lorsque deux lignes fe coupant font 4 anglesqui font  vrrz.
deux i deux oppofez au fommet,& par confequent égaus,
on peut donner des bafes & deux de ces angles op oﬁ'z au
fommet qui foient telles que ces angles foient femglables 5

Dd ij
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ceftadire, que les deux angles furla bafe de I'un foient
égaux aux deux angles fur labafe de I'autre chacun a cha-
cun, Mais'cela peut arriver en deux manieres que pour
mieux faire entendre cF & qdecaradtere romain marque-
'une mémeligne,, & p & ¢ de cara-
&ere italien les deux parties de l'aucre ligne. Etdeplus,
comme chaqueangle doitavoir pour fes coftez la partie
d’une ligne & la partie d’une autre ligne , p & p feront les
coftezd'unangle, & q & ¢ lescoftezdel'aurre.

Soit enfin appellée B labafe del'angle quiap & g pour
fes coltez , & £P celle del'angle qui a 7 & q pour fes coftez.
Celaeftant, voicy les deux manieres dont ces angles op-
pofez au fommer peuvent éftre femblables.

La 1™ eft quand ce fout lesangles {

alternes qui font égaux fur lesdeux

bafes. C'eftadire quand ce fontles 4. Q
deux parties d'une méme ligne,com- / ,

me p & q, qui font des angles égaux

pfur B, & qfur b, & ainfy des deux B
autres , & alors il eft clair que ces
deux bafes doivent eftre paralleles,

La 2¢eft quand ce font Ezs angles de pro-
che en proche qui font égaux furlesdeux
bafes: de forte que ce font p & ¢, parties
I'une d’une ligne & lautre de I'autre, qui
font les angles égaux p fur B, & ¢ fur b ,&
# & q qui fontaufly les angles égaux p fur P
B, & q furé. B

Ce &nt encore ces bafesque nousap- .
pellerons antiparalleles , pour marquer leur effet contrai-
re 4 celuy des paralleles.

SixteME LEMME.
Comme lorfqu'unangle a deux bafes paralleles,on peuc
& on doit confiderer ces coftez felon une bafe dans un ef-
pace parallele, & fes autres coftez felon I'autre bafe dans
un autre efphce rarallcle. Il en eft de méme quand les ba-
fes font antiparalleles, avec ceree difference,

R

Z

N
£
>
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Que quand les bafes font paralleles une feule ligne tirée
par le fommet fait trois efpaces paralleles. Le 1t compris
entre le fommet & la derniere bafe. Le z¢ entre le fommet
& la 1 bafe. Le 3¢ entre les deux bafes.

Mais quand elles font antiparalleles , ce 3° efpace ne
peuc pas eftre parallele. Etpourlesdeux autres on ne les.
peut concevoir qu'en s'imaginant deux lignesdifferentes
tirées par le fommet , 'une parallele d B, & l'autre-paral-
lelea 4. Car B & b n’eftant pas paralleles entr’elles,, il eft
vifible qu'une feule ligne ne peut pas eftre parallele d I'une
8 a 'autre ; maisil fuffic de s'imaginer ces lignes tirces par
le fommet , fans qu'il foicneceflaire de les decrire.

Ecaipfy nous devons todjours nous imaginer dans ces
angles qui ont deux bafes dnriparalleles deux efpaces pa.
ralleles. L'un que j'appelleray #, com-

ris entre le fommet & B. Etl'autreque
j'appelleray B, compris entre lefogmer  p
&b

Et de plus il faut remarquer, LA
Quedansla yr¢ difpofition des bafes an- B
tiparalleles les deux toutes T & 7" font
dans I'efpace 4, & les deux parties p & p P
dans!’efpace F. ' »
uE dans la feconde , quieft quand % XIL
les bafes fe croifent , T & p font dans 'ef-
pace 4 ; & 7 & p dans I'efpace E. «
QuE dans la 3¢, qui eft quandellesfe X1IL
joignenten unleul pointd'un cofté, A P
fe crouve dans I'un & l'aucre efpace. Car M
I'efpace 4 comprend T & M : Etl'efpa-

ce EM&p.

X1,

~

b

SEPTIEME LEMME. B

Ir cneft deméme quand lesangles oppofez an fommer xi1v.
ont leurs bafes antiparalleles. ’
Car il fe faur imaginer deux lignes rirces par le fommet
- commun , dont I'une foit parallele 4 B & ’astreiéi &
Dd iij
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ainfy I'on aura deux efpaces paralleles, l'an compris entre
le fommet & B (danslequel fontp & p ) que nous appel-

lerons 4. Et l'autre compris €ntre ce méme fommet & &
( danslequel fontq & ¢) quenous appellerons E.
HuiTieme LEMME.

TouT ce qu’onaurad prouver dans ce Livre lefera par
le 1er Theoreme du Livre precedent, que{e repetcray €n-
corciey, afin quon Iait plus prefent dans l'efpri.

v Si deux lignes (comme C & D)
font dans un méme efpace pa-
rallele, comme eft I'efpace A. A ¢ N

Et que deux autres lignes com- .
me ( ¢& d) foient dans unautre
efpace parallele , comme eft I'el-
pace E. E ¢ \d

Si C & ¢ font également incli. . L
nées; C dans 4, & edans E, &
que D &4, foient aufly également inclinées D dans 4 &
d dans E , les deux également inclinées entx’elles font pro.
portionelles aux deux quilefont aufly entr’elles.

C.c :: D.d. & alternando C.D :: ¢.d..
NEeuviEME LEMME.

Pour ne fe point broiiiller en difpofantles termes,il eft
bon de s'aftraindre 4 donner togjours pour 1°f & 2¢ ver-
mesde la proportion les également inclinées dans les deux
differens efpaces paralieles , & demémeauregarddu 3° &
du 4¢. Ecpour 1™ & 3° termes , celles qui font dans le mé.
me cfpace parallele. ‘Etdemémeauregarddu 2¢ & du 45
Saufa les difpofer apres autrement, Alternando.

L PROPOSITION FONDAMENTALE

DEes RECIPROQUES.

Lorsqu'un méme angle a deux bafes antiparalleles,
une route & fa partie font reciproques a Pautre toute & a
fa partie. C'eftadire que

T.p:: T.p. ou T.77 2 peP.
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PREMIERE PREUVE DANS LA PREMIERE.
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES.
Dans cette difpofition les deux toutes T XVIIL,
& 7 {ont dans I'efpace 4,8 les deux parties
p & p font dans I'efpace £. (parn.5.) P
Orpars. 5. T-& p font également incli- v
nées, T dans 4,8 p dans E. & 7" & p égale-
ment inclinées, 7°dans 4, & pdans &,
Donc(parrs.5#) T.p :: T.p.
Or T &fapartie p fontles extremes de la proportion
dont 7" & p fa partie font les.moyens.
Donc une route & fa partie {ont reciproques a l'autre
toute & 4 fa partie. - LR

SECONDE PREUVE DANS LA-SE_CON,D.E
DISPOSITION DES ANTIPARALLELES. -

Dans cette 2° difpofition T & p( partie
de autre toute ) fonvdans Pefpace £, &7 -
& pdansl'efpace £. ( par 12.5. ) B

-Or(pars.5.) T & 7 font également in: " ipk -
- clinées, T dans #, & 7°dans £. Etdemé-.
mep & p ¢galement inclinées, p dany 4 &

pdans E. - - L e
-Donc (par15.8.) T. T :: p.pe- .-
Je referve la 3¢ difpofition pourun Corollaire 4 part.
- - COROLLAIRE.-" ‘

Quanp unanglea deux bafesantiparal-
leles dans la'3¢ difpofition, qui eft quand P
elles fe joignentd un feul point d’un cofté, -
ce cofté eft moyenne proportionelle entre
Yautre cofté entier & fa partie : C'eftadire A

que
T'M :: M.p.

Car ( pari3.3. ) dans ceeve difpofition A1

eftdansl'un & l'autre efpace,, parceque T

& M font dans 'efpace.4, & M & pdans 'efpace E*

X1X,

!

XX.
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Or (pars.3.) T & M font également inclinées, T dang.
Pefpace A4 , 8 M dansl'efpace £. e
Er M & p font également inclinées, A7 dans Pefpace 4
& p dans l'elpace E. . J
Donc(pari5.5.) 7. M :: M.P. .
IL PROPOSITION FONDAMENTALE
DEs RECIPROQUES. '
Quanp deux lignes fe COUFant font deux angles oppo-
fez au fommet qui ont des bafcs antiparalleles , les parties
del’'unede ceslignes qui fe coupent en o€ fommet font re-
ciproques aux parties de I'aucre. ( Voyez la figure dun. 9.)
Car (pari4.5.) p & pfont dans I'efpace £, &q & g
font dans I’efpace E.
Or (parg.5. ) p & ¢ font également, inclinées , p dans
A, & gdans E. :
" Etp 8qégalementinclindes,p dans 4 & qdans E,
Donc ( paris.5.)

Orp&q forl:: fcs paj.:cigs dela mémeligne: &p& ¢
font les parties de l'autre li%ne. |
Donc les parties d'urie ligne font reciproques aux par-
ties de 'aurre. ”
COROLLAIRE.

St une de ces lignes quien fe coupant font des angles
oppofez au fommet , qui ont des bags antiparalleles , eft
divifée par lamoitié , une feule de ces moitiez eft moyen-
ne proportionelle entre les parties de l'autre ligne.

Cela eft clair, puifque c'eft la méme chofe de donner

our les moyens de cette proportion les deux moitiez de
améme ligne , ouune feule moiti¢ prife deux fois.

PLAN GENERAL DE CE QUEL'ON PRETEND
MONTRER DANS LA SUITTE DE GE LIVRE,

11 Senfuit de tout ce que nous venons de dire , qae pour
avoir des lignes qui foiont reiproques & d'amtres , entre lef-
guelles font auffly les moyennes proportionnelles , il me faut
qu’aoir ow un angle qui ait deux bafes antiparallcles ; 0%

cux
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deux arbgle; oppofex au fommet qui ayent as(fy dewx bafes an-
siparalleles.

L’un donnera des tontes € une de leurs parties qui font re-
ciproques & d'autres toutes € & une de lesrs parties y ou méme
dune [eule ligne qui fera moyenne proportionelle entre ces ton-
ses € une dci’m parties. :

L'antre donnera des parties d'kne ligne qui feront recipro-
_ zm aux parties de I ansre , G méme A une /z:dc ligne qui fera

urmoyenne proportionelle.
Mais tout cela eft pen de chofe f on w'a les woies generales
pour trowver ces bafes antiparalleles. ‘

Or je penfe avoir trowvé tout e qui [e peut trowver furcela
enn'employant gue les lignes droistes € les cercles.

Car 1. I'ay reconns qu'iln’y a poins de voie generale pour
conper tout d'un coup les coffex dun angle , o les coffex de deax
angles oppeyﬂ\aﬂ  fommes pardesbafes antiparalleles, gu'en y
employant la circonference dun cercle , € ¢'¢ff pourquoy on ne
pest trowver [ans ceba de moyenne proporsionells entre deux
lignes données. S .

2. I'ay remargné que les 4. lignes , dons dewx par ce moyen
[ont reciproques & dewx dﬂtm‘;iqt todijomrs un point commun ,
q“" 'ﬁﬁ ' ) ) '

1. Onle fommet de denx angles qui f¢ souchent ( ce qui n'eft
qu'un cas affex, particalier & qui w'eff pas dans Lanalogic des
autres.) g '

2. Onle fommes &'an angle gui a denx bafes antiparalleles.

3. Osnle fommet de desx angles oppofez & ce fommes , qui
ont asffy deax bafes antiparalleles.

XX1v,

XXV.

Orc'eff, [f je ne me trompe , avoir tout troave gue d avoir xx .y,

confidere que ce point commun ne pewt effre au regard du cercle
dont ona befoin gue,

7. Oz dans la circonfersnce.

2. O hors le cercle. ‘

7. O dans le cercle, e

Et de powvoir enfuite deserminer tout ce que cela doit frive;
¢ efladire commens il fe fait en tosis ces cas la des bafes antipa~

" ralleles. Cartout (¢ reduis la. .
c.
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AVERTISSEMENT.
Comme nous avons be[oin posr prowver Pegalité des angles,
?m' faitque des bafes [ont antiparalleles de plufienrs nowvel-
es maximes souchant Fégalité des angles qui ont cffé demonf-
trées dans le Livre IX . nous les propoferons encore icy en for-
me de Zemmes , afin qu'en y renvoyant,
nows nows difpenfions de dire fowvent les c
mémes chofes.
: Dix1Eme LEMME.
L’'ancLE du fegment ( qui eft celuy
qui eft compris entre une tangente &
une corde ) 2 pour mefure lamoiti¢de K d
I'arc que foutient cette corde ducofté
de la tangente ; ainfy 'angle c £ da
pour mefure la moitié de I'arc £ d.
IX. 13. :
OnziemME LEMME
Tour angle infcript au cerclea pour X
mefure la moitié delarcfurlequel il eft ;
appuyé. D'ot il s'enfuit que deux angles
infcripts au cercle font égaux quand ils
font appuyez fur le mémearc , ou fur des _
arcs égaux. - - 1
Ainfy P'angle ¢ £ 4 a pour mefurela ¢
moitié¢ del'arc ¢d. 1X.18. g
DouziemMeE LEMME.
Tour angle dont le fommet eft dans c
la circonference, & qui a pour coftez
une corde , & une ligne hors le cercle
gui lecoupe , a pour mefure la moitié
e l’arc quifoutientle cofté qui eft une
corde, plus la moitié de celuy que fou- f
tient le prolongement de 'autre cofté
qui eft au dehors du cercle. d
Ainfy I'angle ckd a pour mefure la
moiti¢ desarcs k4 & & f. 1X. 16.
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Trerzreme LEMME.
Tour angle quife fait par lafe&ion g XXXI.

de deux cordes qui {e coupentau de- NN

dansducercle, a pour mefure la moi- P

ti¢ de l'arc fur lequel il eft appuyé, | K -
{ !

lus la moiti¢ de I'arc oppofé. Ainfy
Fanglc ckd a pour mefure la moirti¢
desarcsoppofezd c& ¢ f. IX. 42
UATORZIEME LEMME.
Tour angle dont le fom.

metcft horslecercle, & dont :
un cofté coupant le cercle eft o /’ P -

XXXy,

terminé 4 'extremité du dia-
metre f{ur lequel I'autre cofté
eft perpendiculaire , 2 pour
mefure la moitié¢ de 'arc que
foutient la partie du cofté non - :
perpendiculaire an diametre laquelle eft au dedans du cer-
cle. Ainfy 'angle.c £ da pour mefure la moitié de P'arc
fe IX 46. -
Deux Avis DE LoGIQUE.
z.
Quand on a & prowver qu'un angle ayant deux bafes,les xxx111,
angles [ur m;fom égaux aux angles fur Lautre chacun d cha-
cun ,on eft affeuré que celaeff , quand on a prowvé que I'un des
angles furune bafe eff égal a Pun des angles fur Pautre , parce.
qu'il Senfuit dela neceffairement gume Pautre eff égal aaffy
Lautre.
Cette presve eff convaincante , ¢ on S'en doit paffer quand
onne peut micux. Maisilfaut avolier gi'elle n'¢eft pas fi bonne
O nefait pas [t bien entrer dans la nature des chofes , que celle
qui montre pofitivement que Lun & I'autre angle d'une bafe
effégalalun & lautre angle delantre. Et ceffpourquoy je
ne me contenteray point de la premiere forte de pregve, ¢ me
[erviray toijours de ceste derniere. ‘
2
Lsandon a d prowverde plafienrs binaires a';: lignes , qu'ils xx X1V,
. e ijj
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font reciproques les uns anx astres, onen eff affenré gum{ on
peut montrer qu'ils [ont tosus reciprogucs a unméme binaire ,
os qu'ils ont tous la méme moyenne proportionelle.

Mais quoique cela foit convaincant ,Ue[pritne reqoit pas
Ls méme clarté ¢ ne demeure pas [¢ [atisfait , que fi onmon=
sroit immediatement de chaque binaire qwil eft reciproque &
chaque autre. :

Et ainfy , quoyqu'il me fuft facile &employer la premiere
woic, jeme [uss refoluden’ employer que ceste derniere comme
plus parfaite & plus luminenfe pour parler ainfy , €r peut
effre qu’on trowvera que ccs desx exemples font remarguables
pour faire voir la difference qu'ily a entre convainere Lefprit
en le mettans bors d'efiat de powvoir douter gs'une chofe foit 5
& le futisfaire pleinement en luy donnant toute la clarté qu'il
peut raifonnablement defirer.

Reprenons maintenant la divifion propofee , qui eff que.le
poins commun aux lignes reciproques parik fettion d cercle ,
eff neceffuirement

1. Og dans la circonference.  *

2. Ouhorsle cercle.

7. Os an dedans du cercle.

PREMIERE VOIE GENERALE
DE TROUVER DES RECIPROQUES

QUAND LE POINT COMMUN EST DANS LA
CIRCONFERENCE

Ow entrouve par cette voie en deux manieres. L’une
par deux angles proches I'un de l'autre, & compris dans
un angle toral ; ce qui eft une efpece finguliere, & hors
I'analogie des autres Theoremes de ce Livre , ce qui fait
que nous I'appellerons , Je Theoreme anomal,

L’autre par unangle quia deux bafes antiparalleles.
PREMIERE MANIERE.
THEOREME ANOMAL,

Les deux coftez de rout angle infcript au cercle font
reci{proques ilaligne entiere,qui le parrageant parla moi-
ti¢ (e termine 4 la circonference & a la partie de cetre li-
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gne Cc:mgrife entre lefommecde Pangle coupé par lamoi-
té & fa bafe. -

Soit Panglein(cript E £ E. Soit

pris le point K dans le fegment op- k
of¢ égalementdiftant I'E & d' &° ﬂ\
a ligne & K qui coupelabafeen EA£—C Az

¢ partage cet angle inferipe parla | -
moiti¢ , puifque lesdeux angles E

&K & EkK eftant appuyez fur

des arcs égaux fonr égaux ( par
30.5. ) quielt le méme quE£ K. 74
ERK. :

Orlesangles E £ ¢ & E £ K ne font pasfeulement épaux .
maisils fontaufly femblables , c’eftadire que les angles fur
labafe del'un font égaux aux angles fur la bafe de l'autre
chacun 4 chacun. :

Carlesanglesinfcripes vers E & vers K font égaux ( par
30.5. ) parcequils font appuyez furleméme arc £ E.

2.{ par 32.5. ) L'angle £¢E,a pour mefure la moitié de
l'arc £ E fur lequel il eft appuyé, plus lamoitié de I'arc
oppofé E K. Etl'arcE K eftant égalal'arc'£ K, cette me-
fure eft égale 4 la moitié des arcs AE & EK, quieft la
mefure del'angleinfcripr £ E K. (par30.5.)

Donclesangles £¢E & £ E K font égaux.

Donclesangles E £ ¢ & E % K font femblables.

Donc (par XI.17.)

RE. kK :: ke.k E. .
Ce qu'il falloit demontftrer, puifque 2E & £ E font les
deux coftez del'angle partagé par lamoiti¢, & que kK
eftlaligne entiere quile partage , & & ¢ fa partie,
_ CoOROLLAIRE.

S1 'angle inferipe eftoit Ifofcele , chaque cofté feroit
moyenne proportionelle entre la toute qui le diviferoic
par lamoitié & fa partie, e

Car les coftez del'angle eftant égaux, les prendre tous
deux ,ouen prendre undeux fois , c’eft laméme chofe.

Mais quand l'angle infcripe eft Ifolcele, laligne quile

Ee iy

XXXVI.
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partage par la moitié eft neceffairement un diametre. Et

de plus les deux points E E eftant alors également diftans

de £ aufly bien que de K, celarevient 4 ce qui fera de.-

monftré plus bas par uneautre voie.

SECONDE MANIERE DE LA MESME
' VOoIE GENERALE. 2 G

L’autrE maniere de trouver des reciproques quand le
point commun eft dans la circonference , eft de fe fer-
vir pour cela d’un angle qui a deux bafes antiparalleles.
Surquoy il faut remarquer, que ce point eftant dans la
circonference, les coftez de I'angle qu'il a pourfommet
ne fgauroient eftre coupez par la circonference que cha.-
cun en un eidroit, Ce qui ne fuffiroit pas pour determi-
ner dans ces coftez les points dont on puiffe tirer des bafes
antiparalleles, puifque pour deux bafesil fauravoir quacre
points differens dans les deux coftez d'un angle , ou au
moins trois.

11 faur dorc qu'il y ait une ligne droitre outrela circon-
ference, afin queles coftez de 'angle eftant coupez par
P'une & par l'autre,, le puiffent eftre en 4. endroits, ou an
moins en 3. quand un des coftez {era terminé par un point
commun 3 l:ﬁignc droitte & 4 la circonference.

- Poicydoncla prcpﬁ::‘m generale [fﬂr ce [ujet , qui eff pesus-

efire L plus belle € la plus generale qu'on puiffe trowver far

les proportiens des lignes parla geometrie ordinaire,
PROPOSITION GENERALE.

St d'un, point dans la circonference on tire une ligne
indefiniment par le centre, & qu'on en tire une autre in-
definie qlue jappelleray y , qui coupe perpendiculaire.
ment celle qui paffe par le centre , en quelque endroit
qu'ellela coupe , foit en coupant aufly le cercle, foit enle
touchant , foit tout 4 fait hors le cercle ; toutes les lignes
tirées du point dans la circonference qui feront ou cou-
pées par y , & terminées par lacirconference : ou coupées
par lacirconference & terminées pary ; feront celles , que
chaque toute 8 fa partie versle point commun feront re-
ciproques 4 chaque ‘autre toute & 4 fa parrie: & chaque
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toute & fa partie auront pour moyenne proportionelle
celle quifera terminée a un point communa y, & i la cir-
conference. -

CerTE propofition eft fi vafte & comprend tant de cas

qu’on n'en fqauroit bien voir la verité, qu'enla confide-
rant dans ces cas particuliers qui font trois principaux.

Le 1. Quand la ligne y coupe le cercle. -

Le 2¢, Quandelle |e touche.

Le 3¢. Quand elle eft voura faithorslecercle.

C’clt ce que nous traitterons par divers Theoremes.

PrREMIER Cas.
. Le 1" Caseft quand y coupele cercle. Et alors il n'eft
point neceflaire 3& dire que cetteligne doit eftre ‘Ferpcn_
diculaire 4 celle qui eftant tirée du point K paffe parle
centre : car il fuffic de dire ( ce qui.eft la méme chofe)
qu'elledoit couper le cercle en deux points, que jappel-
leray E & E, qui foient également diftans de K. Cela
eftant vray , voicy le 1¢f Theoreme. .
PREMIER THEOREME.

S1 la ligne y coupe le cercle en deux points également
(diftans de K, toutes les lignestirées du point K qui feront
" ou coupées gar 'y, & terminées par la circonference , ou

coupées par la circonference & termindes pary, feront
telles que chaque toute & fa partie vers K feront recipro-
ques & chaque autre toute & 4 fa parrie vérs K.

On peut faire {ur cela trois comparaifons. :

La ¢, De deux lignes qui font toutes deux coupées
pary & terminées par la circonference.

La2°. Dedeuxlignes qui font toutes deux coupées par
la circonference , & terminées par y.

Laje. Dedeuxlignes, dont I'uneeft coupée pary, &
terminée par la circonference; & l'autre coupée par la
circonference , & termince par y, -

PREMIERE CoMPARAISON. ~

So1ENT tirées K f, qui coupey enc; & K g quile coupe
en d: jedis que les bafes fg & ¢ dfontantiparalleles. Donc
vout le refte s'enfuit (.parla 1" Propofition fondamentale,
5. 17,

XXXIX.

XL,

XLI.

XLI1I.
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Car (par32.5.) Pangle x ¢ E K
a pour mefure la moitie del'arc
K Eplus la moitié de l'arc E £
& l'arc x E cftant égal a larc
x E,cette mefure eft égaled la f{.
moitié des deux arcs x E&E f.
Or lamoiti¢ des deuxarcs x E
& E f eft la mefure de l'angle
infcript & ¢ f, parceque Varc
« E £, furlequel il eft appuyé , comprend ces deux 1.
Donc langle x ¢ E (ouxcd) eftégald angle x¢gf.On
prouvera la méme chofe des angles k4 c& x fg. Donc
ces deux bafes font antiparalleles.
Donc ( par la 17¢ Prop. fond. 5.17.) la toute d’une part
& fa partie font reciproques  'autre toute & a fa partie,
Ce qu'il falloit demonftrer.
¢ Kf. Kd :: Kg. K¢
T.p i 7.p.
SeconpE COMPARAISON.
SoI1ENT tirées k£ quicoupela
circonferenceenc, & k¢ qui la X
coupe en 4 ; je disque lg(:slafes
fg &cd fontantiparalleles.
Car (par33.5.) l’angle kfga
gour mefure la moiti¢ de l'arc
¢, qui-eft aufly la mefure de
Pangle infcript £ d ¢. Donc les
angfes kfg & kdcfont égaux.
. On prouvera de la méme forte que les angles £gf &
£ ¢d font egaux.
Donc les bafes f¢ & ¢d font antiparalleles,
Donc Kf.Kd::Kg. Ke.
T.p 2 T.Pp.
TROISIEME COMPARAISON.
SorenT tirées £ £ qui coupe la circonference en ¢, &
k ¢ qui coupe y en d. ;
Dans cette comparaifon les bafes fe croifent, Car il
faue
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faut prendre pour les deux bales fd &ge. -
Or pour prouver qu’elles font K -
antiparalleles , il fant montrer
ue les angles £fd. ou kfE. &
2 ¢. font égaux. Ce qui eft fa-

cile, puifqu’il eft clair ( par ce -
quliacP{téqd%t ( 44- §(’;)- Ee Pun /£, J
& l'autre a pour mefure la moi. Ay T g
ti¢del'arck ¢, & pourlesdeux E\jg/ )
autreskd E& ke g, celafeprou. b i :
ve aufly facilement ( par ce qui-a eftédit 43¥%.) de I'éga.
litdentrelesangleskde(ouk d £) &kefer
_Doncles ba!%s fd & ge foncantiparalleles. -
. Donc Kf. Kg:: Kd. X¢. * ‘
Y Tl nZ 4 P P: R
SECOND THEOREME.
ooy COROLLAIRE DU PREMIER. <
LA ligne rirée de:£au point commun 4 la circonfe- xiv.
rencefca y (ceftadire£Eouk E) eft moyenne propor-
tionelle entre chaque toute & fa parrie, {oit qu'elle foit
coupéepary & terminde par lacirconférence ; foit qu'elle
foit coupée par lacirconference & termince par y,
op o PREMIBERE COMPARAISON.
= §oit drde £ f quicoupe-yenc, & . ¢
k-E yil neggfau que prouverque les ba-
fes 0 E & . Eidont antiparalleles. Ce
qui eft facile: - ‘o e
Carlesanglesinfcripts £FE & £ E
( ow k- E-E') font égaux , parceque -
(par3o.S.) I'un eft appuyé fur Parc: PN A
k E, & l'autre fur I'arc £E, quifont = &
égaux. . S, o
Etpourlesangles k¢ £, & Ef, leur égalitéife prouve
delaméme forte quel'égalité desarcs kfg & £ d ¢, dansle
1¢r Theoreme. yr¢ Comparaifon. -
Donc ces bafes font antiparalleles & difpoféesenla 3¢
maniere expliquée dans le 4° Lemme,

Ff
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Donc Kf KE::KE:Ke.
T. m :: m p.
SECONDE COMPARAISON. o
SorT tirée £F qui coupe la
circonference enc¢ ; je dis que -
les bafes £ & ¢ E font antipa-

& k Ec ont pour mefure la
moitié de l'arc & ¢, felon ce
qui a efté dit, ; Theoreme,
2° Comparaifon , & lesangles
infcripts k Effouk Ek 8¢k c E
font appuyez furles angles £ E , £ E, qui font égaux,
Donc KfKE::KE. K¢
T. m:: m p.
Secoxp Cas.
Le 2 Cas dela propofition principale (3.39.) eft quand
I ligne y touche le cercle en un point diametralement
oppoféd £ ce qui comprend aufly deax Theoremes.
Tro1srEME THEOREME,
uanD y touchele cercle en un point diametralement
oppolé i £, toutes les lignes tirées de £ fur cette ligne ( qui
ne peuvent pas n’eftre point coupées par le cercle) font.
telles , que chaque toute & fa partie fontreciproquesa
chaque autre toute & 4 fa partie. , SN
Si les' deux lignes eftoient tirées de deux differens
coftez,il n'y auroit rien quin’euft déja efté prouvé(44.5)
C’eftpourquoy nous les propoferons du méme coftc.
Ce qui pourra auffy fexvir aux cas femblables du 1% Theo-
reme, oot .
Soient tirées du méme cofté £ £, coupée par lacircon-
ferenceen ¢, & & g coupée par la circonferenceend il
faue prouver que ch bafes /P g & ¢ d {ont antiparalleles.
Orilyafurchacuneunangleaigu kgf(oukg £ ) &k cd,
&unobruskfg & kde. .
Mais pour les aigus ils font égaux, parcequ'ils ont chacun
pour mefure la moitié del'arc £ d. ( par 39 & 33.5.)
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Et pour les-obtus, il eft aifé
de prouver quiils font égaux
par leurs complemens , qui font
cdg & RfE. *

Carpariz. Lem. cdg apour
-mefure la moitié des deux arcs .
ka &de,

EtparLem.14. £ fE 2 pour
mefure la moitié de larc &dc,
qui comprend ces deux Ia. |

Donc ces anglesaigus font égaux, - ‘

Donclesobtus £d ¢ & kfg, dont cesaigus font les fup--
plemens, font égaux aufly. ‘

Donc les bafes fg & ¢d font antiparalleles..

Donc kf.kd:: kg ké.

T.p 7T ps

::;Q_UATI}IEMF.: THEOREME;,
o Coxgor.-x.ungn.ﬁuisenec-onp; |

'LE diametre tiré du point £ ( & par confequent tolit 1y y;
‘autre ) eft moyenne proportionelle entre chaque toute & ‘
faparte.,, | '

Soit tirée & £ qui foit coupée
enc,lesbalesf£ & ¢ E font an-
tiparalleles..

Carlesangles REf, & k¢ E,:
font droits,, & par confequent -
dgaox. T

EtlesaiguskfE, & kEc,ont L
chacun pour mefure la moitié
del’arc £ ¢( par3o.833.5.)

Donc lesbafes fE & ¢ E font antiparalleles< ™

Donc Rf. kE:: RE. ke. ‘ :

T.m :: m. p..
Tro1steME CAasS:.
Le 3 Cascft quandlaligne y eft tourafait I;:ors lecer-  1:
“Efij .
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cle - mais comme il n*aaucune dif- :
ficulté parriculiere, nous nenous
y arrefterons point,

11 faut feulement remarquer,qu’il
n'y a point de moyenne propor-
rionelle dans ce 3° Cas, parcequil
n'y 2 aucun point qui foit com-
mun & laligne y, & a la circonfe- o
rence, la ri%ne y eftant toutafaic
hors le cercle,

SECONDE VOIE GENERALE
POUR TROUVER DES RECIPROQUES
QUAND LE POINT COMMUN EST HORS LE CERCLE.

aanp le point commun eft horsle cercle, les coftez
del’angle qui Fa pour fommet peuvent eftre coupez cha-
cun deux fois par la circonference du cercle ; une fois par
la convexité en entrant dans le cercle, & unefoisparfa
concavité , ott on lesTuppofe terminées; fi ce n'eft quele

oint de Iatrouchement tenant lieu tout{eul de la conve-
Xiré & de la concavité , un des coftez peut n'eftre terminé
qu’a ce point. Et alorsil fera rangente du cercle, & les
deux bafes antiparalleles n’auront que 3 points differens.
C’eft ce qu’on verra dansles deux Theoremes fuivans,

CiNnQuIEME THEOREME.

Lorsque d’un point horsle cer- X
cle ontire des lignes qui coupentle
cercle en fa convexité, & font ter- /\
mindes en fa concavité , chaque c
toute , & fa partie hors le cer(?le, ’ 7

font reciproques a chaque autre

toute & a {a partie hors le cercle.
Soienttirées £ £, quicoupelacir- |

conferenceenc; & & g quilacoupe

en d. Je dis que les bafes fez & cd 30 g M,

fontantiparalleles. e .
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Car (par3r. §.) I'angle £ ¢d a pour mefure la moitiddes
deuxarcscd, &e¢f. Orlamoitié de cesdeuxarcs cd & ¢ f
eft aufly la mefure de l'angle £g £, ( par30.5.) Doncles
angles kcd & kg ffont égaux. |
(k)n prouvera de la méme forte I'égalice desangles &4 ¢
&kfg . L i el -
Dogncles bafes f¢ & ¢d font antiparalleles. -
Donc kf kd::kg ke ;
=B e Pe i
On peut aufly prouver ce Theore.
me en croifant les bafes, en montrane
que les bafes f'd & ¢ ¢ font antipa- ;
ralleles. o
Car lesangles vers f & versg font
égaux eftant appuyez fur le méme
arc cd.
Et pour lesangles keg & kdf,ils
fout égaux , parceque fi on les exami-
ne( parler‘ Lemme, 3. 5. ) ontrou-
vera qu'ilsont chacun pourmefurela
-moitié destrois arcs f¢,c d,dg.
Doncles bafes fd & g ¢ font antiparalleles,
Donc  Afi kg:: kd. ke, X '
- T..T 2 P« Po
VI. THEOREME,
CoROLLAIRE DU CINQUIEME.
St l'une de ces lignes tirées
d'un point horsle cercle eft une
rangente , cetre tangente eft
moyenne proportionelle entre
clmclzie toute & fa partie horsle
cercle.

Soittirée £ fqui coupele cer.
cleen ¢ & latangente £ £;jedis -
que les bafes f£ & ¢ £ fontan.
tiparalleles.Car(par 30.5.) l'an-
gle £ f£ a pour mefure Ja moi-

LI,

Liv,

" Ff i
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ti¢ del'arc ¢ B, quieftaufly la mefurede Pangle 2 B¢ (pat
29.%. & parle 10° Lemme 29.5.) nn Ty
Etlangle & € f, parleméme 10° Lemme,a pour mefure
la moitié des deuxarcs E ¢ & ¢f, qui et aufly lamefurede
Panglek ¢ £, par le11¢ Lemme ( 30.5.) o :
- Donclesbafes f£ & E ¢ font antiparalleles,
Donc par 29. §.
EfRE::kRE keo
T. m:: m p _
_ TROISIEME VOIE
POUR TROUVER DES RECIPRQQ‘IES‘
QUAND LE POINT EST AU DEDANS Du CERCLE.

CerTe voie eft pour trouver que les parties d’une li-
gne font reciproques aux parties d’unc autre ligne, oud
une ligne quand elle eft moyenne proForrionellc. Etainfy
clle eft toute appuyée fux la 2* Propofition fondamentale
& fon Corollaire ( 1. & 22.%. ) quieft des angles oppofez
aufommet qui ontleurs bafesantiparalleles. ¢ =

SEPTIEME THEOREME. -

St deux cordes fecoupentdansle cercle, les parties de-
I'une fone reciproques aux parties delautre, -~

Soient les cordes ¢f & d g qui .
fe coupenten k. Soient tirces les
bafes E deux angles oppofez ¢ g,
df. Jedis qu'elles font antiparai.
leles.

Car ( parir. Lem. & 30.%.) les
angles vers g 8 vers ffont égaux, £
parcequ’ils font appuyez fur le
méme arc¢ 4, Et parla méme rai- s
fon les angles gers ¢ & vers d font '
égauxaufly eftancappuyez fur le mémearc g f2

Doncles bafes ¢g & 4 ffontanciparalleles..

Donc par la 2° Propofition fondamentale [ 21, 5. ):

kf.kg:: kd. ke, ‘

Pa q HH P.. (1..
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COROLLAIRE DU SEPTIEME.

St une des lignes eft coupée par la moitié , une de ces
moitiez eft moyenne proportionelle entre les deux parties
del'autre.

Cleft le Corollaire méme de la 2° Propofition fonda-
mentale.

COROLLAIRE.

* St dun point quelconque d’un diametre on éleve une
perpendiculaire julquesa la circonference, cette perpen-
diculaire fera mOyenne proportionglle entre les deux par-
ties du diamertre. : '

Caril eft clair que cette perpendiculaire eft la moitié de
la corde qui cguperoitle diametre perpendiculairement
par ce point, Donc par le Theoreme precedent elle doit
eftre ‘moyenne proportionelle entre les parcies du dia-
metre. -

NEeuviEME THEOREME,

- 81 dufommet d’'unangle droit on tire une perpendicu-
laire fur Phypotenufe, il yaura trois moyennes propor-
tionelles. ,

1. Laperpendiculaire entre les deux - parties de hypo-
senufe. ‘

2. Le petit cofté de'angle droitentre la plus petite par-

Lvrr

Evrrr,

L1X,

tie de Ihypotenufe qui y eftjointe, & I’hyporenufe ens

ticre.

3. Le plus grand cofté de I'angle droit entre la plus
grande partie de ’hypotenufe qui y eft jointe,8 I’hypote.
nufe entiere.

Tout cela fe peut prouver par un’ grand nombre de
voies, Mais celle cy me femble la plus facile & la moins
embaraflée, , o

Soit l'angle droit & E x, & la perpendiculaire du fom-
met al’hypotenufe Ec. -

«S51 on Zm un cercle qui ait I’hypotenufe £ x pour dia.
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metre , le fommet E fe trouvera o
dans la cirgonference par IX. 31,
Et {i on prolonge E cjufquesa E,
Pue ch f’uppoﬁ;e&re le Oimgppoé -
¢ delacirconference, la corde £ C\
fera coupée en ¢ par la moitié, &k L— 1}
les points £ E également diftans :
tant de £ quede k. ok
Donc 1. parle Corollaire prece- E
dent

ke. Ec :: Ec. ¢cx.

Donc 2. parle2¢ Theoreme( 46. 5.)

ke, RE :: RE. cx.

Donc 3. par le mé€me 2¢ Theoreme,

Ke. KE 2 KE. ck.
DixreME THEOREME,

Toure ligne qui coupant perpendiculairement ’hypo-
tenufe d’un angle droic en coupeaufly un cofte , I'hypote-
nufe entiere & fa parrie vers le point.
qui luy eft commun avec le cofte
coupé , font reciproques au coftc
coupé cntier , & 4 fa mé&me partie
vers le point commun, La preuve en
eft facile par le 2¢ Theoreme & par
d'autres voies que je laifle 4 trouver.

. DerNIER THEOREME.

Un angleayant deux bafes , fi fes coftez felon une bafe
font proportionels a fes coftez felon I'autre bafe, les denx
angles fur une bafe font égaux aux deux angles fur l'autre
bafe chacun a chacun. C’eft laconverfe dela plufparcdes
propofitions de ce Livre, qui {e prouve ainfy.

Les coftez fur une bafe nefcauroient eftre proportio-
nelsaux coftez fur 'autre bafe qu’en deux manieres.

Larrc elt,quandla route d’'une part & fa partie font pro-
portionels a I'autre toute & 4 fa parie.

Laa¢, quand une toute & {a partie font reciproquesa
Pautre route & 4 f{a partie.

P
—

or
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Or le premier ne peut eftre, que les bafes ne foient pa-
ralleles. Etle fecong , qu'elles ne foient angparalleﬁ.-s.
Et en 'un & en autre les deux anglesfur une bafe font
égaux aux deux angles fur I"autre bafe. :

- PREuvE pu PREMIER.

Sort langlefk g ,dont les deux bafes {oient fg & ¢d.  rx11,
Ye dis que.ces bafes font paralleles, fi,

kfo ke :: kg kd.

Car foit mené du point ¢ une paral-
leled fg ,quicoupe & g en un point que
j’agrcl eray x. I e 1)

eﬂlzt certain ( par XI.19. ) que :
E )

ke i ke kx.
Orpar l‘hypote(g o ;
kf. ke :: kg, kd .

Donc & x & kd {ont cgales par i1, 43,

Donc les points £ & d ne font quun méme point.

Donc ¢x & cd nefont quela méme lignea:

lOr cxeftparallelead fg. Donc ¢d luy eft aufly paral-
lele. : =

Donc les angles fur la bafe ¢d font égaux aux angles
furlabafe fg. Ce qu'il falloit demontftrer. §

PREUVE DU SECOND. .

Sorr l'angle fk g, quiait deux bafes, AR LXIIS,
fe & cd. Je disque ces bafesfontanti- . .
paralleles fi : -

kf. kd :: kg ke o

Car foit tirée du point ¢ uneligne qui
coupant kg, prolongée s'il eft %efoin s
fafle fur kgunangle égaldceluyque g £
fait fur £f, & quele point ol cerreli-
gne coupera £ ¢ foit x, cette ligne cx
fera une Ea.fc del’angle £ antiparalleled S
labafe fg,& parconfégucnt(par:&%'-) ol

kf kx :: kg ke,

X

s b
-

Or par 'hypotefe,
d Zﬁ:lkd i kg ke
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Donc parll. 43. £« cftégaled & d, -

Donc legpoints x & d eftant fur laméme ligne, ne font,
qu'un méme point. il

Donc ¢x & cd nefont qu'une méme ligne.

Or ¢x eftantiparallele a:f %

Donc ¢d eftaufly antiparalleled f¢.

" Donclesangles ﬁj:r la bafe ¢ d font égaux aux angles fur
labafe fg. Cequilfalloitdemonftrer. .
_ , COROLLAIRE.

St deux angles égaux ont leurs coftez proportionels,ils
font femblables ; c’eftadire que les angles fur la bafe de
I'unfont égaux auxangles fur la bafe de l'aucre chacun a
chacun. .

Soient les angles égaux qui ayent X
leurs coftes proportionels, f K ¢, &
¢k d,enforte ?ue Kf.Kec:: Kg. kd.

Drot il s'enfuir que fi K £eft plus .
%rand,que ke, K g fera plusgrandque  » d
d. Prenantdoncdans K f, K¢ égale . g g

dke,&dans Kg,Kd égale d&d, les
anglesc K d & cgdeﬂ:ant ¢gaux, & les
coﬁez de 'un eftant égaux a ceux de
€ d

Pawere,leurs bafes feront égales, & les

. anglesfurlabafede I'an égaux aux an-

gles fur labafe de 'autre, par VIIL. 63. & 64. -

Or par le precedent Theoreme les deux bafes del’an-
Fle K , fcavoir la bafe cd & la bafe fg , font paralleles , &

esangles furI'une font égaux aux angles fur ["autre,

Donc dans les deux angles égaux K & £ lesangles fur
la bafe de 'un font égaux aux anglesfur la bafe de Tautre,
Ce qu'il falloit demonftrer.

Remarquez ?ue ce dernier Theoreme & fon Corollai-
re font lesinverfes des principaux Theoremes de ce Livre
& du Livre precedent, & qu'ils feront de grand ufage dans

la fuite.
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PROBLEMES.

I

Trouver la moyenne proportio-

nelle entre deux lignes données. Join-
dre les lignes donné_es. Faire un de-
my cercle, dont prifes enfemble elles

-
.

foient diametre : la perpendiculaire
élevée du point ot fe joignen ces lignes 4 la circonferen-
ce fera la moyenne proportionellc entre ces lignes don-

nces. (piars7.5.)

On peut employer pour trouver la méme chofe les
Theoremesz2.( 46.5.) & 6.54.5.) Yen laifle la recherche

pour exercer I’ef prit.

Sgeconp PROBLEME.

~ TrouveR toutes les rccigro-
ques poffibles & deux lignes don-
nées. Metere la plus petite dans

la plus grande; comme kc¢dans

% {. Faire un cercle qui ait la

plus grande pour diametre. Et
du point ¢, ot la plus petite fe
termine , tirer fur ce diametre
une perpendiculaire indefinie

comme y. Certe perpendiculaire fatisfera au Probleme,
comme on le peut juger en confiderant le 1°r Theoreme
( 42. 43. 45.5.) fans qu'il [oit befoin que jem’amufe 4 I'ex-

pliquer davantage.

TroO1SIEME PROBLEME.

Ay AnT tiré a difcre-
tion d’'un méme point
rant de lignes que I'on
voudra {ur une méme li-
gne, les divifer routes, en
forte que chaque toute &
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fa partie vers le point

commun foient reciproques & chaque autre toute & ifa’

méme partie,
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ference paflera par le point
commun , & quiaura pour dia-
metre, oula perpendiculaire en-
ticre de ce point i laligne, ou
le 3¢ Theoreme, & ce quiaefté dit duzs Cas ( 49.50.5.)
. QuATRIEME PROBLEME
AyAnT les
trois premie-
geometrique,
trouver tou-
tes autres a ‘
I'infini,
larre, comme
Kdcomprend -
K ¢, faire un
cercle qui ait
élever la per- g
pendiculaire ¢ d f
¢ Z , & puis ti- k
rer une ligneindefinie de K par Z , laquelle j'appelleray x ;
laire fur 2, & mf perpendiculaire fur x, & f» perpendi-
culaire fur £, & ainfy al'infiny:
On trouvera facilement par (20.5.) la fuite infinie de
la progreflion geomerrique, dont les trois premiers ter-
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Tout <ercle dont la circon- _
/1
//! .
N
unec partie de cetre per endicu- & l 4 \
laire, fatisfera au Probleme,par
res lignes d'a-
neprogreflion
Faire quela
3¢ comprenne
K d pour dia- L
metre , de ¢
& prolongeraufly infiniment K #, laquelle yappelleray z,
Tirant Z 4 perpendiculaire fur x, & d m perpendicu-
mesauront efté &¢. £ Z, & d. quiferontluivisde km. £f.
ka. kg &c. '
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CinQuieME PROBLEME. '

Diviser uneligne donnée en moyenne & extrémerai- rx1x,
fon. Cleftadire entelle forte que fa plusgrande partie foic
moyenne proportionelle entre la plus petite partie & la
toute, :

Cequi eftaufly laméme chofe que de trouver une ligne
qui foit moyenne entre une donnce & cetre donnée moins
cetre moyenne, laquelle pour cette rgifon jappelleray la
mediane, ' '

Soit laligne donnée appellée 4.

Sa Ellus grande partie que'on chercheé .

Ecfa pluspetite 6—v.

Il faut trouver une ligne qui (oit telle,que 4 moins cette
lignefoita cetee éigne commecette ligneeftd 4.

—X. X 1 X

C’eft ce qui fe peut trouver parune voie fort facile.

Décrire un cercle de I'in- =~ _—
tervale de lamoitié de 4, éle-
vée perpendiculairement fur
'une des extremitez de 4. .

. Ertirerune fecante de 'au-
tre extremitéde s , qui paffanc
parle centre du cerclefe ter-
mined la circonference,

La partie de cette fecante qui eft horslecerclefera .
C'eftadire moyenne proportionelle entre 4 , & b—s.
Car par la conftruction 1. 4 eft tangente de ce cercle.

.2. Lediametre de cecercle eft égal 3 4.

3. Et parconfequent lafecante entiere eft x4,

Or ( par 54..5.) b tangente eft mozenne proportionelle
En:re la partiede la fecante quieft horsle cercle ( c’efta-

irex.)

Etlafecanteentiere ( c’eftadire x—+84.

Donc x. b b xtb. -

Doncpermatando b. x :: x—+b. 6.

Donc dividendo b=—x. x «: x. .
Ce qu'il falloit demontftrer,

3
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Premrer COROLLAIRE .
Un ligne eftant divifée en moyenne & extréme rai-
{on; fion yajotite fa plus grande parrie ( que rious appel.
lerons la mecfiane) il s’en fera une nouvelle toute quifera
encore divifée en moyenne & extréme raifon, la 1™ route.
eftant la mediane. i )
C'eft ce qui fe voit par la voie méme dont on s’eft fervi
Four divifer la 17 teute en moyenne & extréme raifon , en
orte qu'il ne faut que recompofer , pour parler ainfy , ce
quel'onadivifé. ’ L
Car i b—v. x 1+ x. b g£r
Componendo b. x  ~:: x—+b. 6. ° _
Donc la ligne x—+5 eft divi(ée par & en moyenne &
extréme raifon , puifque 4 eft moyenne proportionelle
entre la toure x-+£ & fonautre partie . .
SecoNnD COROLLAIRE. '
Une ligne eftant divifée en moyenne & extréme raifon,
fa [;_eti_te partie divife la mediane en moyenne & extréme.
raifon, - :

Soit 4 divifée comme deffus ; & comme {2 mediane eft

appellée x, foitlapetite appellée y. 1l faur prouver que

Xy, § iy X . .
Or il ne faut pour cela que nommer & par ces parties-

y—tx. :

Car par la divifion de 4 par x en moyenne & extréme
raifon y. x :: X y—+x.

Donc permutande x. y ;: y—+x. x. '

Donc dividendo ~ %—y. y :: y. . Ce qu'il falloic
demontftrer. : '

TrRoisteME COROLLAIRE,

Ir eft aifé de conclure de cesdeux Corollaires,que lorf.
qu'on a une ligne divifée en moyenne & extréme raifon,
onen peuravoir une infinité d’autres plusgrandes & plus
petites divifées de la méme forte.

PREUVE DES PLUS GRANDES.
S1 onjoint la mediane 1la 1¢ route, ils’en fait une 2%
toute qui ala 17 pour fa mediane ( par lexer Corollaire. }
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Doncfion jointla ¢ route 4 la2¢, il s'en faic une 3¢ qui
ala 1€ pour famediane. :
Et joignant la 2¢ 3 la 3¢, il s'en fait une 4° qui alase
pour [a mediane, & ainfy a 'infini; '
PREuVE DES PLUS PETITES. :
S1 on prendlamediane de la t1¢ toute, ils'en faicune 2¢
toute plus petite ; quia Four fa mediane ( parle 1 Corol-
laire ) la perite partie de la 17¢ toute. ,
. Etcette mediane de la 2¢ toure eft une 3¢ toute qui a
pour fa mediane la petite partie de la 2 toute, & cette
mediane de la 3¢ toute eft une 4° toute qui a pourfa me-
diane la perite partie dela3° route , & ainfy 4 l'infini. Ce
qui peut eftre confideré comme une nouvelle & tres belle
preuve de la divifibilité d’une lignea linfini.
SixXIEME PROBLEME.
Avanr la grandeur des coftez- d'un angle qui doive
leﬂl)r:‘}a moiti¢ de chacun desangles fur la bafe, en erouver
abafe. -

Soit k6 dela grandeur de ces coftez,& foit decritte une
portiondecerclede cetteintervale & du centre k.

Soit divifée x4 en ¢. en moitié & extréme raifon , en
forte :
s be. cx :: ¢k bk,

Lacorde 4d de lagrandeur de ¢ x, quieft la moyenne
entre b¢ & & x, fera la bafe decerangle, & xdenfera
I'aucre coftd. - :

Carfoit tirée laligne ¢d, rie fulppof'c que les deux an-
gles furla bafe d'un angle 1fofcele font égaux. Ec ainfy
J'auray prouvé que I'angle x eft la moitié¢ de chacun des
angles furla bafe, (i je puis montrer deux chofes. '

Larr. Quel'angle xeftégaldl'angleéde.

La:. Que l'angle 6 d¢ eftlamoitié del'angle § 4 k.

PREUVE DE LA PREMIERE: " 4
L'angle 4 a deuxbafes, ¢d & x 4, & fes coftezfelon
une bafe font proportionelsd fes coftez felon l'autre bafe,
puifque
be, bd = bd. b k.

LXX1IV.
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Donc les bafes ¢ d & X
K d font antiparallcles, >
& par confcquent lesan-
gles fur une font €gaux
aux anogles fur l'aucre
chacuna chacun. ¢

Donc l'angle x eft égal
alanglebde. Cequielt
la premiere chofe qu'il b d
falloict demonftrer.
PREuvVE DE LA SECONDE.

Les deux parties de 4 x, bafe del'angle 64 x, fonten
méme raifon que lesdeux coftez de cerangle,, puifque d x
cltantégale 46 K, & ¢ Kd bd, -

be. ¢k :: bd. dk.

Doncl'angle éd x eft divif¢é par la moitié. :

Donelangle x eftant égalal'angle & d ¢, qui eft Ia moi-
ticde l'angle 6 d x , cft auﬂgy la moiti¢ de 'angle 6 d x, Ce
qu'il falloit demonftrer.

COROLLAIRE

Tour angle Ifofcele dont la bafe eft moyenne propor-
tionelle entre le cofté entier & le cofté moins, cette%af'e
efltde 36 degrez , & chacun des angles fur la bafe de72.
Car 36. plus deux fois 72. quieftladouble de 36,vaut180,
qui eft ce que valentles 3 angles pris enfemble,

SEPTIEME PROBLEME,

Avant la bafe d’'un angle Ifofcele de 36 degrez,en
trouver le cofté. .

Soit 4 la bafe donnée divifée en moyenne & extréme
raifon, & xenfoitla plus grande partie , x —+4 fera le cofté
decet angle. C'eftadire que I'angle qui aura x—+4 pour
I'un & l'autre de ces coftez , & & pourrLafe fera de 36 de-
grez.

Car puifque parla divifion de 4 en moyenne & extréme
raifon. b—x. x :: x. |

Compenendo.

b. x :: x—+b. b :
" Donc
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Donc la bafe 4 eft moyenne proportionelle entre le
cofté x—+6 & x, quieft'ce cofté moins 4. .

Donc par le precedent Corollaire I'angle qui a x5
pour chaque cofté, & 4 pourbafe, eftde36 degrez. Ce.
qu'il falloit demonftrer,

DES LIGNES INCOMMENSURABLES.

Ce que nousavonsdit dansle 1V. Livre des grandeurs Lxx v 1. .
incommenfurables donne une fi grande facilicé d'expli-
quer leslignes incommenfurables , qu'il ne faur pour cela-
quajoiitera ce Livre trois ou quatre propofitions.

PROPOSITION GENERALE.

Lorfque 3 lignes font continuellement proportionelles, .
laraifondelar™dlas® peureftrede 3 fortes: ce qui fe fair
€n 3 cas,. ' :

. PREMIER Cas.

Si la raifon de la premiere 4 la troifiéme eft une raifon
de nombre d nombre qui ait pour fes expofans des nom-
bres quarrez,, lamoyenneeft 4 chacune des deux autres, .
comme le produit desracines de ces nombres quarrez , eft
a chacun de ces nombres quarrez, & par confequentla
moyenne eft commenfurab?e aux deux autres,

SEconp Cas.. .

Si la raifon dela 1" 4 la 3¢ eft une raifon denombre 3
nombre,qui n’ait pas pour fes expofans desnombres quar-
rez,lamoyenneelt incommenfurable en longueur & com. -
menfurable en puiffance a la1™ &2 la 3°.. :

_ TrRorsieMe Cas..

St la raifondela v¢d lase eft une raifon fourde , & non !
denombrednombre, la moyenne eft incommenfurable.
aux deux autres, tant en longueur qu'en puiffance, .

Tousces 3 Casfe prouvent des lignes , de laméme forte -
qu'onles a prouvezdansle 1V. Livre des grandeurs en ge- .
neral. C’eftpourquoy ce qui refte icy eft d’appliquer cet-
te do&trine generale i des exemples particuliers qui foient -
propresaux lignes, Ce que nous ferons parles Theoremes -
fuivans,

Hh
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PrReMIER THEOREME.

Un angle droiteftant Ifofccle, le cofté & hypotenufe
font incommenfurables en longueur & commenfurables
en puiffance.

Soit un angle droit Ifofcele, dont
L’lyypotenule foic appellée h.
Le cofté - a"

La perpendiculaire du fommet 4
l'h?rpotcuu{b la partagera en deuxé.-

alement. Chaque moitié _
%oir appellée . J
Donc =2=-h. d. m,
Or h. m :: 2. 1

Donc: & 1 neftant pas deux nombres quarrez ( parle
2¢ Cas) deftincommenfurableenlongueur 4 & 4 m.

Maisilleur eft commenfurable en puiffance, parceque

’ bh. ddy) . 3 b m

dd. mm% e g T ¢
SecoND THEOREME.

Quanp Phypotenufe eft 4 I'un des coftez d’un angle
droit, commenombre d nombre, il eft aifé de juger fi I'au-
tre cofté eft commenfurable ou incommenfurable  hy-
potenufe. Ecvoicy comment. :

Soit’hypotenufe /4

Un des coltez I3

L’autre cofté d.

Une perpendiculaire eftant menée
du fommetd 'hyporenufe,
Soit {a portion vers ¢ appellée £,

Et 'aucre versd appellée L.
» . -t b- ¢ dé.
Il s’enfuic que .{ b od !

Suppofantdonc que 4 & ¢ foient comme les deux nom-
bres x & z. Ceftadire que

h. ¢ :: x z :
Donclaraifonde A. £. eftant doubledelarzifonde b.e. -
ho ki oxx 2z, -
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Or £ & ! eftantles deux portionsde 4,

I—=bh—k.

Donc b ! 1 xx. xx.—2%

Donc fi xx.— zz. eftun nombre quarré par le 1°r Cas
dela Propofition principale, / eft commenfurable d 4.

Que fiau contraire x x— z g n'eft pasun nombre quar-
ré( parle2” Cas) b n’eft point commenfurablea den lon-
gucur, mais feulement en puiflance.

PROBLEME.

T R ouvER toutes les raifons de nombre 4 nombre fe-
lon lefquelles hyporenufe peat eftre a chacun cofté com.
me nombre d nombre.

L’hypotenufe ne peut eftre a chacun cofté comme nom.

243

bre a nombre , que ces ynombres eftant reduits aux moin-

drestermes ne foient tels qulil s’enfui.
I. Le nombre de I'hypotenufe doit avoir fon quar-
ré ¢gal aux quarrez des nombres de chaque cofté
HH—=LEB-+CC.
I1. Lenombredu grand coftc doit eftre moindre feu-

lement d'une unité que celuy de I'hyporenufe B —1.—F..

111. Le nombre du petit cofté doiravorr fon quarré é-
gal aux nombres de I'hypotenufe & du grand cofté
CC—=—H —+ B.

Or pour trouver toutesortes de 3 nombres qui foient:
tels que cy deflus, 1l ne faur que voircequien aefté dic

dansle Livre1V.n 30 .
Tro1s1EME THEOREME.

Lorsqu'un des coftez de I'angle droit eft unealiquote
deI'hyporenufe, Pautre cofté eft incommenfurable a I’hy-
porenufc en longueur, & commenlurable feulement en
putilance.

Car afin que ¢ parexemple, foit une aliquote deb, il
faur que 4 foir a ¢,comme quelque nombre-d l'unité que je.
marqueray parunr.

Soitdonc A. ¢ :: x. 1,

Donc par e Theoreme 2.

ho kb i xx. 11,
bod i xxo xx—11, Hh i

LXX1X..

LXX X,
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Oril eft impoflible que x x—r1 foitun nombre quarré,
Car (11) ne fair queane unité, felon ce qui aefte dit,IV.1o0,
Et deux moindres quarrez ne peuvent jamais eftre diffe-
renes feulement d'une unire.

Donc par le Theoreme ¢ b & 4 {ont incommenfura-
bles enlongueur, & commentfurables {eulement en puif-
fance.

COROLLAIRE,

St la Lafe d’un angle liofcele eft ¢-
gale au cofté, la perpendiculaire du
fommert a la bafe eft incommen(ura.-
ble en longueur, & commenf{urable
feulement en puiflanceavec le cofte.

Caralorscette perpendiculaire faicv /- :
unangle droitavecla moiti¢ de la ba- ) 2
fe, & 'unoul'autre des coftez eft I'hypotenufe de cetan-
gle droit.

Donc Fun des coftez de cetangle droit, qui eft la moi-
ti¢ de la bafe, eft audy la moiti¢ de 'hypotenufe,

Donc il eft une aliquote de Phypotenufe.

Donc par le Theoreme precedent l'autre coftc, quieft
la perpendiculaire, eft incommenfurable en longueur, &
commenfurable feulementen puiffance avec Phypotenufe
de cetangle droit, laquelle cft le cofte de l'angle dontla
bafe eft fuppofce égaled chaque cofté. - '

QuATRIEME THEOREME,

Avant deux lignesincommenfurables enlongueur (ou
par les Theoremus precedens , ou par d'autres voies ) &
ayant trouve la moyenne proportionclle encre ces deux
lignes, clleleur fera incommenfurable tant enlongueur,
qu'en puiiﬂncc.

Cela eft clair parlc 3* Cas de la Propofition principale.

AVERTISSEMENT.

Il n'y a rien a dire de quatre lignes continuellement pro-
portionelles que ce qui a cfté ditdansle 1. Livre de quatre
grandesrs continsellement proporsionclles. '
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LIVRE DOVZIEME.
DES FIGURES EN GENERAL

*.CONSIDERE’ES SELON LEURS ANGLES
ET LEURS COSTEZ.

%, ', une {urface plarte terminée de tous coftez.
¥ Ce qui comprend deux chofes: la premiere,,
les extremitez de cecte fu fp rface: lafeconde,l'efpace quelle
comprend ; ce quisappelle laire de lu figure.

Nous les confiderons dans ce Livre Cfufe [uivant [elon le
premier rapport 5 € dans d'autres Livres nous les confide-
rerons [elon le dernier.

Drvision.

Tourk figure confiderée {eloirfes extremitez, eft,
Ou rectiligne.

Qu curvxlwne
Ou mixte.

PREMIERE DEFINITION.
On appelle reiligne celle qui eft terminée par des li-
ences droittes,, qui ne peuvcnt eftre moinsde trois , eftant

vyt .

I

111,
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clair que deuxlignes droitres ne peuvenc pas terminer um
e/pacede tous coltez,, puilqu'elles ne peuvent {e rencon.
trer qu'en un point, ce quilaiffe I'efpace ouverr du cofté:
oPpuh:'.';‘l cc point. _

1l eft clair aufly parla queleslignes droittes ne peuvent
terminer un efpace,qu'en failant aurant d'angles qu'il ya
de lignes droittes qui terminent 'e(pace. Car i unangle
demande deux lignes , une ligne fert a deuxangles.

Et ainfy P'on peut confiderer trois chofes dans Pextre-
miré d'unc figure reétiligne. 1. Lesangles. 2. Les coftez,
3. Lecircuit, quionappelle aufly persmerre, quin’elt ap-
tre chofe quelafomme des coftez ; ceftadire rous les cof~
tez pris enfemble.

SECONDE DErFINITION.

Onw appelle curviligne celle qui eft rerminée par une:
ou pluficurs lignes courbes. Et une feule ligne courbe
pouvantrentrer en foy méme , peut terminer un efpace.

Mais.on ne confidere icy des figures curvilignes que le
feul cercle ; parceque de toutes les lignes courbes onne.
confidere que la circulaire.

Tro1sSIEME DEFINITION.

On appelle figure mixte celle quieft terminée en par-
tic par des lignes droittes, & en partie par des courEes,
dont on ne confidere icy que les portions de cercle, qui
font celles qui font rerminces parune corde & une por-
tion de circonference ; ou les fecteurs du cercle quifont
terminez par deux rayons & une portion de la circonfe-
rence, tel qu'eltun quarcde cercle,

DES FIGURES RECTILIGNES.

On peur divifer les
figures rectilignes en \
celles qui ont quelque
angle rentrant, & cel- \
les dont tous les an- "i’" :

gles (oncfallansyceft.
adire tels que leur
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pointe regarde toijours le
debors dela figure,

Les Geometres fc font
reltraints 4 confiderer les
dernieres , parcequ’on 'y
peut facilement reduire les
premieres,

ESPECES DES FIGURES RECTILIGNES.

Toure figure rediligne ayanr aucant d’angles que de  vIrL
coftez , on les divife indifferemment par le nom?)rc de
leurs angles on de leurs coftez , & onles nomme (elon'un
ou felongl’autre. '

Ainfy onappelle Triangle une figure detroisangles&
- detrois coftez , & Quadrilatere celle de quatre angles&
de quarre coftez.

Lesnoms Grecsdes figures font pris du nombre desan-
gles: comme
Pentagone, de cing,
Exagone, de fix.
Heptagone , de fept.
Oogone , dchuit.
Decagone, de dix. _
Et Polygone, de plufieursanglesindeterminément.

Ces noms font fi communs, qu'ileft bon dene lespas
ignorer ; mais on peut fe pafler i’en fcavoir d’autres qui
font moins communs : & appeller les figures dunombre de
leurs coftez oude leurs angles. Une figure de quinze cof-
tez , de trente , de cene , de mille &c.

PREMIER THEOREME.

Tout polygone peut eftre refolu

en aurant de triangles, quiladecol /i

VIIXI

tez moinsz, & il ne le peut eftre en £ 7
moins.

Ceftadire, s'il 2 4 coftez, il peut
eftre refolu en deux triangles; fis ,en
trois ;i 6 ,en quatre ; fi7, encing ;{8 ,enfix &c.
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Car d'un angle quelconque tirant deux lignes de pare-
& d’autre , qui foiitienne chacune 'angle qui le fuit de.
part & d'autre, il s'en fair deux triangles quicompren.
nent 4 coftez de la figure, Mais de ce méme angle me-
nant des lignes a chacun des autresangles , il s'en faicau-.
tant detriangles qu'il yade coftez outreces 4. Donc il y
auraautant fc triangles que de coftez moins 2, puifqu’il y,
aneceflairement 2 de ces triangles qui comprennent 4. dé
ces coftez,
' SECOND THEOREME.

Tous lesangles d'un polygone quelconque font éganx..
aautant de droits que le double de ces coftez moins 4.,

Carnous avonsgéja veu qu'un angle plus les deux an- .
eles que font fes coftez fur fa bafe , font égaux 4 deux
droits. Orunangleavecfa bafen’eft poincdifferent d’un.
triangle. Et par confequentles trois angles d'un criangle.
valent deux angles droits , qui font fix moins 4.

Or par le precedent Theoreme tour autre polygone
peut eftre refolu en aurant de rriangles moins2 quiilade -
coftez; & lesangles de cegtriangles comprendront ceux.
du polygone. Donc file polygonca 7 coftez eftant refolu
en g triangles,les angles de ces 5 triangles en vaudront dix.
droits , qui font 14 moins 4.

Onle peut encore demontrer d’une autre forte, en pre-
nant un point quelconque audedans du polygone , & de
ce point menant des lignes a rous les angles. Car alors
Pheptagone fera partagé en 7 tnangles, quiauront rous,
deux coftez de leurs anglesautour dela figure, & le3can
dedans, Orrouslesz2ranglesde ces 7 triangles en valent.
14 droits, & les 7 du dedans de la figure valent 4 droirs
( & quandil yenauroirmille , ou tant que I'on voudra, ils
ne vaudront jamais que 4 droits) & par confequent les
14 autres qui font €gaux a ceux-de 'hepragone valent 1 4.,
droits moins 4 ;c’eftadire 10 droits,

Division.
Les figures de ces differentes efpeces fe peuvent con- .

fiderer ou chacune d part, ouen les comparant deux'en-
femble, FIGURES
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FIGURES CONSIDEREE'S A PART.
DEFINITIONS.

1. Cerres donttouslesangles font égaux, s'appellent
Equiangles. :

2. Celles dont tous les coftez font égaux, s'appellent
Equilateres. :

3. Celles quifont tout enfemble equiangles & equila-
geres , s'appellent Regalieres. -

Et on metaufly le cercle entre lesregulieres, 4 caulede
fa parfaite uniformité , & qu’on le peut confiderer comme:
un polygone regulier d’une infinité de coftez. -

4. Celles dont lesangles,ou les coftez feroient alterna.-
rivement égaux ; c’eftadire le premier égal au 3¢ §¢,7%, 9°,.
&le ('econdgégal au 4°, 6%,8¢, 10°, fe peuvent appeller al--
ternativement equiangles ou equilaterales,

@Mais il faut remarquer que cela ne peut eftre que quand
le nombre des angles ou des coftez e({) pair, Car s'il eftoit:
impair, le dernier & le premier fe trouveroient égaux ; &
par confequent le penultiéme & le premier feroient iné-
gaux : & par confequent ils ne feroient pas tous alternati--
vement €gaux.

FIGURES COMPAREES.
DerinITIONS:

(%I_AND' on compare deux figures deméme genre ,c'eft
dire d’unnombre égal de coftez.

1. Silesangles de P’une font égauxauxangles de 'autre,
on les appcllc L‘qm‘ang!es ; & ce motne marque pas alors
que les angles de chaque figure {oient égaux entr'eux;.
mais feulement que ceux de I'une font égaux a ceux de-
I'autre , chacunachacun.

" 2. Silescoftez de’ine font égaux aux coftez de L'autre,
onlesappelle Equilateres, on Equilateres entr’edes.

3. Siclles font tout enfemble equiangles & equildteres:
entrclles ,on les peut appeller Zoaz-egales ; cequ'il faut;
. bien diftinguer de celles qu'on appelle fimplement # gales."

4. Siclles font equiangles, & que les coﬂ:(I:z de 'une--

; .

X,

XI:-
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fgient ptoportionels aux coftez de 'autre , on les appelle
Semblables. -

Ce qui fait voir que les sout-egales font tofijours fembla.
bles , puifqu'ilya méme raifonentre les coftez de Pune &
de l'autre, qui eft la raifon de I'égalice. Au licu queles

emblables ne font pas tous totijours zont-egales , puilqu’il.
peut y avoir une autreraifon que celle d’égalicé, qui foit la
mémeentre lescoftez del'une & delautre. _

Les coftez des figures {emblables , entre lefquels il ya
méme raifon , s'appellentles coftea Fromologues , qui font
totijours le plus grand cofté del'une & de l'aucre : & tod-
joursainfy. Etc'eftcequiproduit ce Theoreme,

' PrREMIER THEOREME.

Les circuits de deux figures fembla-

bles font en méme raifon que leurs B/\

coftez homologues. / C
Car foient les trois coftez de 'une . &
de ces figures, B C D; &de I'aucre

é c d. D =
Puifque B eftd 4, commeCir, & .
D 3‘. d. ’ : . Z,/,\\, o

Les trois d'une part { qui fontle cir- A\

cuit de la premiere figure ) fonr aux d

troisde l'autre pare ( quifont le circuir de la feconde ) en

méme raifon que chacune d’'une part d chacune de lau-

tre. C'eft ce quia efté demonitré, IL, 5.
AutrEs DEeErINITIONS.

Quanp on compare deux figures de méme ou de dif.
ferentes efpeces.

. Sile circuitde'une eft égal au circuic de Pautre, on
les appelle Zfoperimetres.

6. Silefpace que comprend 'une eft égal 4 lefpace que
comprend l'autre, on les appelle dgales. Ce quiappar-
tiencau Livre ot 'on traitcera des figures confiderées fe-
lon Zaire. Etce qu'il ne faut pasconfondre , commeila
déjacfté dir,aveccelles quonappelle rons-egales.

s
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DES FIGURES INSCRITTES
OU CIRCONSCRITTES AU CERCLE.

Des INSCRITTES,

On dit qu'une figure .redtiligne eft infiritte an cercles

uand les fommets de fes angles{e trouvent dansla circon-
ference de ce cercle. D’ottil s'enfuit,

1. Que lesangles de.cetre figure infericee {¢ doiventalors
confiderer comme des angles infcrits au cerele, donrila
efté parlé dans le Livre 1X. )

2. Quainy les angles d*une figure infcritre ne fauroient
eftre €gaux , que quand les deux arcs qui {oditiennent les
deux coftez 3
aux deux arcs que foutiennent les deux coftez de chaque
autre angle : parceque chacun de cesanglesa pour mefure
la demycirconference moins la moitié des deuxarcs que
fouriennent ces coftez. [X..19. D’ou s’enfuit ce Theo-
reme, .
SEcoND THEOREME.

Une figure infcricte au cerclene
{cauroit _eftre equiangle qu'elle ne
{oit equilaterale ouablolument, ou’
alternativement 5 & en ce dernier
cas, il faut que le nombre de fes
coftez foir pair.

Car afin que les angles d’une fi-
gure infcritte au cercle ( qui font
des angles infcrits ) foient tous €-
gaux, il faue & il fuffic que lesdeux
arcs que foutiennent les coftez de .
chaque angle pris enfemble foient
égaux aux arcs que foutiennentaul-
fy les coftez de rout autre angle,
comme il vient d’eftre dit. .

. Orwela eft quand tous ces arcs
font égaux: ce qui arrive quandla
figure cft abfolument équilaterale;

Iijj

e chaque angle font égaux t{ris enfemble -

X1v.

XV.-
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outiennent le font aufly, |

Mais cela arrive encore quand ces arcs font alterna-
tivement égaux, pourveu qu'ils foient en nombre pair
parcequalors la moiti€ de ces arcs eftant perits & tous
égaux entr'eux , & la moitié plus grands rous égaux
aufly entr'eux , & un petic eftant roujours fuivi d'un
grand , les deux arcs fourcnant les coftez d'un angle inf-
crit pris enfemble feront toujours €gaux a deux autres
arcs foutenans les coftez de tout autre angle. Et ainfy
ces angles feront égaux. Or pour cela il fuffir que les
coftez de la figure foient alternativement égaux , parce
qu'alors ils foutiendront des arcs alternativement gaux.

Mais il eflt bien vifible qu'il fauc en ce cas 1a que le
nombre des coftez foit pair , comme il a efté montré
§. 10.

' }nrccquc tous ces coftez eftant cgaux , tous les arcs qu'ils

DEs CiRcoNSCRITTES Au CERCLE.

On dit qu’une figure eft circonferitte & un cercle , quand
tous les coftez de la figure touchentle cercle. Ecdelail
s'enfuir, .

1. Que les angles de la figure font des angles circonf- *
crits ; & par confequent il eft bondeJesconfiderer com-
me des angles compris entre deux tangentes , que 'on doit

rendre comme fi chacune eftoit rerminée au point de
'atrouchement. D’oit il s’enfuic encore,

2 .Que ces angles circonfcrits font tovjours Ifofceles
parceque les rangentes mences d'un méme point font
égales, VIL 34. .

5. Que les angles circonfcrits font égaux quand les
tangentes de 'un font égales aux tangentes de lautre.
IX. s5.

4. Quechaque cofté d’une figure circonfcritte eft com.
pofé de deux tangentes, qui viennent de deux differens
angles.

Et deld s'enfuic ce Theoreme,
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U~k figure circonfcritte au cercle ne fcauroit eftre
equilarerale qu'elle ne {oit equiangle, ou ablolument ou
_alternativement; & en ce dernier cas il faut que le nombre
de fes angles foic pair, ; .
Car afin qu'une figure circonfcritte au cercle foit dqui-
laterale,il faur & il fufficque deux rangentes dont eft com-
pofé chaque cofté de cerre figure circonfcritte prifes en-

femble foient égales 4 deux autres tangehtes dont fera

compofé toutautre cofté. ;

Or cela eft quand toutes ces
tangentes font égales, ce qui -
arrive quand tous les angles de
cette figure font égaux ; car
alors tourtes les rangentes {ont
égales aufly. ‘
- Mais cela arriveencore quand

‘lesanglesde la figure font alcer-
nativement ¢gaux, pourveu que
ce foit en nombre pair , enforte |
que la moirié des angles n’ait que deux petitestangentes
( ce qui faic neanmoins les plus grands angles ) & [autre
moiti¢ deux plus grandes tangentes, & que toutesles pe.
tites foient égales entr’elles , & les grandes auffy, & qu'un
petitangle {oit toujours {uivi d'ungrand. : '

Car alors chaque cofté fera compofé d’une petite &
d’'une grande rangente ( parceque chaque cofté ,comme
il a efte dir, eft compofé de deux tangentes qui viennent
de deux differens angles. ) Donc tous les coftez feront
égaux. :

Donc une figure circonferitee au ceicle ne peuteftre
équilaterale, fi elle n’eft equiangle , ou abfolument ou al-
ternativement , & en ce dernier cas il faur que le nombre
des angles foit pair, Ce qu'il falloit demontftrer.

DEes FrGuRES REGULIERES,

Le meilleur moyen de bien concevoir les figures regu.

licres, eft de les confiderer comme infcrittes en un cercle,
Ii iy

XVvil.

XVIIi.

A
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parcequ’elles peuvenc toutes y eftre infcrites , felon ce

Theoreme. x|
QuaTrRIEME THEOREME :

Tourk figure reguliere peut eftre infcritte & circonf.

critte enugcercle; (Earcequ'il Y a tofijours dans ces figu- .

resun p eneftle centre , dont toutesles lignes me-
gles ( quonappelle raions ) font égales,

& dongto s perpendiculaires mendes au cofté(qu’on
- peutappelleres raions droits ) font ainfyéoales entrelles,

Soit une figure reguliere de tanc
de coftez & d’angles que I’on vou-

sangles, dontj’appelleray les fom- .
metsé.d.f.g. h. _
Side p milieuducofté 4 4, & de
milieu du cofté é 4 , on éleve
cqleux perpendiculaires,elles fe ren-
contreront eftant prolongées, par VI. 34.

P ]

Etlepoint ¢ ot ellesfe rencontrent fera le centre de la

figure, - g
Cat du point ¢, intervale ¢, décrivant une circonfe-

rence , elle paffera par les trois points 4. 4. d. VIL 3.
Donclestroisraions ¢4, ¢h , & cd, feront égavx,
Doncles qanglesché,cbh,cbd, cd b feront égaux

- par VIIL 64.

Donc chacun de ces trois raions ch, ¢4, ¢d, partage
par lamoitié 'angle de la figure.

Donclangle ¢4 ¢ eftant égald langle ¢4 4, cg bafe de
Pangle ch g, doiteftre egaleacs, baledelangle ¢4 4, par
VIII. 65.

Doncsce 4°raion ¢g eft égalaux trois autres,
Ecil eft clair que quand cette figure reguliere auroit

.centmilleangles, on prouveroit la méme chofe de routes

les lignes menéesde ¢ aux angles , qui font les raions.
Donc fi de ce point ¢ & de l'intervale d’un raion on dé-

critun cercle , la figure fera inferitee en ce cercle puifque.
“tous les raions eftant ¢gaux, les fommetsde tous lesan-
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glesfe trouveront dansla circonference dece cercle.

Et dela il s’enfuic que tous les coftez de certe figure fe-
ront des cordes égales du méme cercle, ,

Dong les perpendiculaires du centre aux coftez font
¢gales, par VIL 8. ' el ®
Or ces ‘Pcrpcndiculaires en font les raions droits.
Donc i on décrit un autré cercle de intervale d’un
raiondroit; c'eftadire d’une perpendiculaire 4 un cofté,
cette figure {era circonfcrittea ce gercle; puifque tous ces
raions droits eftant €gaux, il n'y aura aucun cofté quire
rouche lecercle. DT oS |

‘ COROLLAIRE. -

IL eftaifé parld de determiner trois chofes importan:
tes dans chaque efpece de figure raguljere.

La premiere,, dé combien de degrez eft l'arc quifod-
tient le cofté dela figure , que j'appelleray fimplement
Yarcdela figure. - , A - |

Lafecondg , de.combien de degrez eft#angle dela fi-

ure yceftadire I '

gure.

La troifiéme, quel eft aufly 'angle que fait un raion fur
un cofté : c’eft ce quife verra par cestrois Problemes.

PreEmMIER PROBLEME,

DeTerRMINER la grandeur de I'arc de toute efpece de
figure reguliere. -

La circonference eftant divi{ée en 360 degrez,ou 21600
minutes , ou 129 6000 fecondes: fi on divife ce nombre par
celuy des coftez dela figure, le quotient fera voir de com.
bien de degrez, ou de minutes, ou de fecondes eft 'arc de
la figure.

Ainfy I'arc d’une figurede 15 coftezcft de 24 degrez,
parceque 15 divifanc 360, lequotienteft 24. .

L'arc d’une figure de 3600 coltez eft de 6minutes, par-
ceque 21600 minutes eftant divilé par36oo ,le quotient
eft 6. SEconp PROBLEME.

DeTerRMINER Ja grandeur de L'angle de toute efpece
de figure reguliere, ' '

angle compris entre les deux coftezdela.

XXy

XXI1r1,
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Ayant trouvé Parc par le premier Probleme, ofter les.
degrezde cerarcde18o. quieftladem circonference, ce:
quireftera feralamefure de langle de la figure.

Car toutangle d'une figure reFuliere doit eftre confide-

‘ré comme un angle Ifofcele infcrit dans le cercle, quia

pour mefure la demycirconference moins I'arc que fofi-
tientun defes coftez, IX. zo0. |

Et ainfy pour avoir la grandeur de 'angle d'une figure-
de 15 coftez, il ne faur qu'ofter de 180 les 24 degrez de:
Parc que [otrientle cofté de cetce figure ; & ce qui refte.
ra, quielt 156, ferala mefure de Iangle d’une figure dexy;
coftez.

Et pour avoir I'angle d’une figure de 3600 coftez, il fauc:
ofter 6 minutes de 180 degrez, & ce qui reftera, quieft:
179 d.54". feralamefure del'angle de cetre figure.

- TROISIEME PRODLEME.

DeTer MINER la grandeur de Pangle que fait le raion:
fur le coft¢ dgroute Egure reguliere,

Ilne faur pour cela que prendre la moitié du nombre-
des degrez que vaut I"angle de la figure, Parceque tour
raion partage par la moitié'angle de la figure. ,

Ainfy I'angle du raionfurle cofté dans une figurede g
coftez, eft de 78 degrez, quieft lamoitiéde 1§6.. Etl'an~
gle c(:l{u raion f{urle cqf%é d’'une figure de 3600 coftez , eft de:
89.d.57". '

CONSIDERATION SUR LE CERCLE.

Les Geometres confiderent fouy .ot le cercle comme
un pol'{gone d'une infinité de coftez : & felon cela voicy
de quelle forte on devroit marquer les trois chofes que
neus venons de determincer dans toutautre polygone,

Puifque I'arc d’un polygone regulier eft d'autant plas.
petic, que le nombre de fes coftez eft grand, il faur que-
Parc d’un polygone d’une infinité de coftez foit infini-
ment petit, & qu'ainfy il ne puiffe eftre marqué que par:
Zero,

Or qui ofte zero de 180 degrez, refte 180 pour 'angle:
de ce polygone infini,

Bt
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Et quidivife 180 par la moitié , refte 9o, quieft lame-
fure d’un angle droit pour l'angle duraion furle cofté de
ce polygone infini. _ _ . *
Aufly il eft vray que 'angle du raion fur la circonferen-
¢e d'in cercle eft droit en {2 maniere , puifgue le raion
courc perpendiculairement fa circoriference;; &que fi cet
angle eft plus petit qu'un droic, ce n'eft que de Pefpace
qui eftentre la circonferencé & la rangente, qui eft plus
petit que toutangleaigu ; cliuoiqu’il' n'y ait point d’angle
aigu qui ne puifleeftre divifc enunei ité de plus petits.
Et on peut dire auffy que tout poimt de la circonferen-
ce eft comme le fomfnet d’un angle de18odegrez, puif-
qu'eftant partagé parle raion en deux angles égaux, cha-
cun de fesangles de part & d'autre eft drdicen fa maniere ;
& qu'ainfy chacuneft de godegrez..
DES FIGURES REGULIERES
' COMPAREES ENSEMBLE
;- CrnQlureme THEOREME.
Lz figures regulieres deméme efpece , C’eftadire d’au-
rant de coftez, font toﬁfours femblables , & les circuits
font en méme raifon que les coftez.

Car par ce qui vient dreftre dit, les angles de deux figu- ‘

res regulieres de méme efpece font neceflairement égaux;
leur grandeur eftant determinée par les arcs des figures, &
ces arcs Peftant par le nombre des coftez dela figure.
Ec pour ce qui eft des coftez,, ceux de chaque figure
eftanc égaux ,on reut appellerles uns 4, & lesantres ¢,
Oril eft bien clair que 4. ¢ :: &. ¢
“Er il eft clair auffy ques eftdc, cogmerobaior,ou
100 b 1100 ¢, 0u1020 4 3 1000 £,
Donc les circuits ne {cauroient manquer deftre en
méme raifon que les coftez. '
Six1eME THEOREME.
Drux figures regulieres eftant de méme efpece,, ces 4.
chofes de Tune, raion , raiondroit , cofté , circuit, font en

méme raifon avec ces 4 autres mémes chofes de Faucre:
XY

XXxv.

XXXV,
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c’eftadire queéleraion de 'une eft au raion de Iautre,com-
me le raion droit au raion droit , le cofté au cofté, le cir-
cuictu circuit, i Bd I

Ces déux dernicrs viennerit d’eftre preuvez ; maisils ne
laifferont pgs d'entrer dans la preuve generale des autres;,

11 ne faut pour cela que confiderer dans’ chacune de ces
figures un angle compris entre un raion, & un raion droit
qui a pour bafe la moitié du cofté. Yo

Ces deux angles font femblables en toutes les figures
regulieres de méme efpece ; Ceftadire que I'angle éfF dgal
dl'angle, & que les angles furla bafe de 'un font égaix aux
angles fur la bafe de 'autre., -4 o,

Car chacun de ces angles a pour mefure la moitié de
I'arc de la figurd , puifque fa bafe eftla moitié du cofté.
Or dans rout®s les figuresde mémeefpece 'arc delafi-

ure eft d’aucanc de degrez en 'unequ'en laurre,

Pour les angles fur chacune des' bafes cela eft encore
plusclair, puifque 'un eft droit en I'un & en Pautre ; fca-
voir celuy quieft fajt-sar le raion droft; & (ii!e aucre eft
la moiti¢ de Pangle de la figure quiel’t_—ﬁga en tougesles
figuresdemémeefpece.” . - - Tet T Faad

Or puifque ces angles font femblables %ar X, 17. les
coftez font proportionelsaux coftez ; & la bafed Iagafc -
c'eftadire que, - R AT T

Le rajon eft au raion , comme le raion droit 4 unraion
droit, & la moitié du cofté 4 lamoitié du cofté. Evpar
confequent comme le cofté au cofté, & le circuit au cir-
cuit, Wt H :

PREMIER COROLLAIRE.

LEs coftez & lescircuits de deux figures regulieres de
méme efpece fonten méme raifon, que les diametres des
cercles dans lefquels elles font infcrites.

Car cesdiametres font le double des raions de ces fign.-
res, Donc &ec.

SEcoND COROLLAIRE.
L Es circonferences des cerclés font en méme raifon

que leurs diametres.

R
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.Carles terclgsfone comme des golygoncs d'uneinfinicé
de coftez , & leur circonference eft comme e circuit com-

prénant cette infinité de coftez. . Donc par le precedent .

Corollaire ce circuit d’une infinité de coftez duine part,
-eftau circuicd’une infinité de coftéz del'autre, commele
diametreaudiametre. . . om0 :

Creft la_feule voie dont on peut. prouver 1a proportion
des circonferences 8 des diametres.Car n’y enayant point
gou;' le faire pofitivement & immediatement,on eft reduit

y. énmiployer analogie des Fbly’gohéﬁ femblables d’un fi
grand nombre de coftez que o}
cevoir eftre infcrits dans I'un & I'aurre cercle: comme de
centmillecoftez,, de cent millions, de cent mille millions,
& ainfy jufques 4 Pinfini. - = e W T

Car plus ces polygones ont de coftez , thoins il ya de

difference entre la circonfergnce du cercle & leur circuir,
N11, 19. Et ainfy- quelque petite que foit une'ligne don.
née, quand cene feroit que la cenrmilliéme partie de I'é-

aiffeur d’uppe faeille-de papier, on peiit concevoir un po-

ygone de rant-de coftéz inferic dans P'un & dans Pautre
cercle, quela difference de fon circuitd’avec la circon-
ference de ces cercles fera moindre qug cette ligne don-
née. G E sl R

Or de quelque grand nombrege coftez que foient ces
polygones, leurs circuits ferofit rofijours en méme raifon
que les diametres, par le Corollaire precedent. ‘

Donc on doit conclure par une analogie tres certaine,

ue les circonferences font aufly en méme raifon que les
mmetres. : ;
TRoO1SIEME COROLLAIRE.

St deux figures regulieres de méme efpece ont de éga.
lité en I'une de ces quarre chofes , raion , raion droit,
cofte, circuit, elles 'ont en tout, & foncrant-¢gales,

C’eft une fuice évidente du fixiéme Theoreme.,
uATRIEME CoROLLAIRE.

L’'une de ces quatre chofes eftant donnée#la grandeur
de la figure reguliere eft decerminée : c’eftadire qu'elle ne

k i

’on voudra, qu'on péut con.-

XX1X,

L
XXX,
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peut eftre que d’uneforte, quoiqu'il ne {oit pds todjours
tacile de la décrire; parceque fouvent il n’eft pas aifé ou
de trouver le cofté d'une figure reguliere en ayanc le raion,
ce qui elt la méme chofe que de l'infcrire en un cercle
donné: ou d'en trouver le raion en ayant le cofté ; ce qui
eft laméme chofe que trouver le cercle dans lequel une
figure dontle cofté eft donné puifle eftre infcricre. Creft
de quoy nous allons traitrer. »

DE L’'INSCRIPTION OU CIRCONSCRIPTION
D'UNE FIGURE REGULIERE DE TELLE ESPECE
DANS uN CERCLE DONNPF. ~

IL eft bien facile par ce quia eftédit , une figure regn-
liere eftant décritte, d’en trouver le raion pour linfcrire
dansun cercl®: mais il n’eft pasaufly facile d’infcrire dans
un cercle donné, telle figure reguliere que 'on voudra.
Et fouvent méme on nele Peur que mecaniquement, &
non geometriquement,, aumoins par la Geometrie ordi-
naire ; parcequ’elle ne donne pas le moien de diviferun
arcdonné,enj,eng,en y &c. ce qui feroit fouvent ne-
ceflaire pour infcrire en un cercle jonné telle figure que
'onvoudroic.

Ainfy je penfe que tout ceque I'on peut faire de mieux
fe reduita ces deuxreglgs generales, & 4 quelques Proble.
mes particuliers. ' , _ ’

. PrREMIERE REGLE GENERALE. .
Lorsqu'on fgait infcrire en un cercle donné une cer-
taine efpece de figure reguliere, il elt bien facile d'infcrire
toutes celles qui ont plus oumoins de coftez , felon la pre-

greflion double, ¢ _

C’cftadire qui en onf deux fois moins, 4 fois moins,
8 fois moins &c jufquesa ce qu'on foitarrivé ou 24 ,0ua
un nombreimpair,, quine {¢ puiffe plus divifer par la moi-
tc.

Ou qui en ont deux fois plus, 4 foisplus , 8 fois plus &ke.
jufqu’a I'infigi. '

- Suppofous, par exemple , qu’on fcache infcrire dans
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un cercle donné une figure de 32 coftez , Ia corde qui foé-
tiendra deux arcs de cette figure, fera le cofté d'une figure
deré. Etcellequifodriendra deux agcs dela figure de 16
coftez , fera le cofté d'unefigurc de 8, Et-ainfy de fuite.
Etau contraire 12 corde qui foditiendra lamoitié del'arc
de cette figure de 32 coftez ferale cofté d'une figure de 6 4.
Et celle qui folitendra la moirié del’arc d'une figure de

G4 coftez , fera le cofté d’une figure de 128 coftez. Ec

ainfy a I'infini.
" SECONDE REGLE GENERALE. :
Lorsqurst'on (Gaf infcrire une ceraine efpece de'fi-
gure, re;;liere en un cercle donné, on la fgait aufly cir-
confcrire. o Sl M '

XXXIrit.

Car ayane les points de tous les fommets des anglesde

Pinfcrite,les rangentes au cercle 4 ces mémes points eftant
prolongées jufques a ce qu'elles fe rencontrent , fontune
figure {emblable circonfcritre au méme cercle § puifque
d’'une part tous les angles circonfcrits de cette figure font
égaux, eftant appuyez (ur des arcs convexés egaux ;
que de I'autre chacun de cesangleseft égal 4 'angle de la
figure circonfcritte,, parIX, g2. 3 s
PROBLEMES PARTICULIERS.
SR #

InscriRE un quadrilatere regulier ( qui s’appelle quar.
ré ) dansun cercledonné, -

Deux diametres qui fecouppent,partagent la circonfe-
rence en 4 parties, dont chacune eft I'arc du quarré inf.
critdans le cercle.

COROLLAIRE
InscRIRE dansun cercle donnéune figure de 8 coftez,
de16, de3z; &ainfy a infini. 2¢ Regle generale,
SeEconp PRrROBLEME.
& :
INScRIRE en uncercle donné un
exagone regulser. £

Lé ‘diZmetre ou raion eft le cofté de :
I'exagone. Carayant faitun anglecom- *, §
pris par deux raions, & ayantpour bafe ™

e »
. wt
Seanse®

XXXIV,

XXXV

XXXvi,



XXXVII.

XXXVIII.

XXXI1X.

xL'

Xrrie.

XLilg,
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une hgneégalc ait raion , cetangle eftde 6o degrez-, puifs
que cet-angle: eft égali chacun des anglesfur la baf e8¢
que les trois enfemple valent 180 degrez. Donc chacun
eft-de 60 degrez. Or 60 degrez eft 'arc de I'exagone.
Donc lc dcmydmmctre eftle cofté de l'exagone.
PREMIERIGOROLELAIRE.. + i3
‘ INscxuu én un.cercle donné un triangle rcguher .
" Doubler Parcde lexagone, par lasre Regle. gcneralc. :
SEcoND COROLLAIRE. " . .

InscrIRE enurn cercle donnéune figure de 12 coﬁez ‘

dc 245 de 48:-Er ainfy a linfini, . ¢ fjegle generale.. i
. TROISIEME-PROBLEME. ..."" 2

Insc&mz en un cercle donné un decagone, ou ﬁgure
dedixcoftez. . -

Ayant diviféle dcmydlamctre en moyenne ouextréme
raifon (par XI.68.) la plus grande partie de cette ligne
ainfy divifée eft le cofté du ecagone. Catl. ellc foﬁuent
unarc de;é degrez;, par X1. 73.+*

- . PREMIEX Con.bx.r.unn. :
INSCRIRE enun cercle donnc un pentagone ou ﬁgure
de cinq coftez. -

Doublet I'are du decagone par la e, Regle generale

SecoNp COROLLAIRE
‘Inscrire en un cercledonné une figure de:20 coftez,
de 40, de 80: & ainfy 4 l'infini. . 17¢ Regle generale,
QuATRIEME PROBLEME.
InscrIRE en uncercle donné une figure de 15 coftez, -
De l'arc de I'exagone qui eftde 6o degrez , ofter 'arca
du decagone qui eﬁ%le;b’ il refteraun arc de 24 degrez,
quieft l'arc d'une figure de 5 coﬁcz ; parceque 3.4. ois 1§
tont 360,

COROLLAIRE.
InscrirE enun cercle donné une figurede 30 coffez 5
de6o,de1z0. Etainfydlinfini. yre R.egle gcncralc.

£
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GEOMETRIE

LIVRE TREIZIEME.

DES TRIANGLES ET- QUADRILATERES
CONSIDEREZ SELON-:LEURS COSTEZ |
. ET L'EU'RS ANGLES.

PRES ¢e q.m' 2 ofté dit des Sfigures en general , il
WA ne refe plus que dexpliquer ce qsi eff parsiculier
" anx triangles, & auwx quadrilaeres. '

PREMIERE SECTION.
DES TRIANGLES,
PREMIER LEMME.

Un angle avec fa bafe,eftla méme chofe §u’un trian-
gle. Er ainfy rout ce qui aefté dic dansleslivres desan-
gles, des proportionelles, & des reciproques desangles
confiderez avecleur bafe, fe peut {ans peine appliqueraux
triangles. . . e _ : .

SEconNnD-LEMME.
Tour triangle {e peut infcrire enun cercle, Carilne

faut que crouver la circonference qui pafle par lestrois *

“fommets des trois angles , par VIL, 3.

11,
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-+ TROISIEME ‘LemuMe.
- DErFINITION, &

Le cofté quelconque d'un triangle en peut eftre appel. .
1¢ lzbafe , & les deux autres fes coftez : & alors 'angle
fofirenu parla bafe eft appellé Langle du {Tammet, &ladi- .
ftance de ce fommer 4 la bafe eft appellée /s hautesr du -
triangles. _

TRIANGLES CONSIDEREZ A PART.
PreMier TuEoMEME 0 -

Tout triangle a fes trois angles égaux A deux droits.
VIIL g9. . ’

PreMier CoRroLLAIRE

Tous lestroisangles d’un triangle peuvent eftre aigus ;
maisiln’y en peutavoir qu'un droit ou obtus,

SEcoND COROLLAIRE" = .

* St I'un désangles du triangle eft droit;, les deux autres
valentun droit, W RN T
TROISIEME COROLLAIRE.

Qut connoift la grandeur des deux angles d’un trian-
gle, connoiftlagrandeurduse, Caroftantdeda denytir-
conference les deux dont on connoift 1a grandeur, ¢e qui
refteeftla grandeur du e, b
- Quiconnoift de combien de degrez font les deux , {cair
de combien de degrez eftle 3¢, Car oftant le nombredes
degrez que valent les deux de 180, ce qui refte eft le nom.
bre des degrez que vaut le 3¢. Si les deux valent 108 de.-
grez,lese cp vaoe 72,

' SEcoND THEOREME,

Dans tout triangle le plus grand cofté fotrient le plus
grandangle, & le p%us grand angle eft {oiicenu par le plus
grand cofté, Car par fe 2¢ Lemme , tout triangle peut
eltre infcrit dans un cercle, & alors la circonference du
cercle eft partagée en trois arcs, fur chacun defquelscft
Aappuyé chacun des angles du triangle,

Or ces trois arcs font ;

3t Cas. Ou tous trois moindres que la demycirconfe.

" rence:
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rence: & alors chacun desanglesdutrian. |
gleeftaigu. (1X.25.) Eril eltclairquele /7 /\ ™\
plus grand angle eftanc appuyé fur le plus '/ s

rand arc , eft aufly fodtenu par le plus / . /
grand cofté. VIL ro. . N TV

2¢ Cas. Oul'undecesarcseftune demy-
circonference , & les autres moindres ; & R
alors I'angle appuyé fur la demycirconfe- / “\
rence eft droit (IX. 25.) Ecpar confequent [~ )
le plus grand de tous ; commeaully le cofté y
qui le {oritient , qui et un diametre, eft plus \\-,,f"
grand qu'aucun-des deux autres. VIL. 9.

3¢ Cas. Ou I'un decesarcs eft plus grand RN
que la demycirconference ; & alors angle ~7 _;‘J;\
appuyé fur cerarc eft obrus, & par conie- | |
quent le plus grand de tous: commc aufly le \ /
cofté 'qui le fottient terminant le fegment ‘\_//
dans lequel eft cer an‘f,lc obtus , eft plus prés
du centre qu'aucun des deux coftez qui le comprennent
& ainfy plus grand. VIL. 10.,

- PrRemMIErR COROLLAIRE.

Tous les coftez du triangle eftant égaux, rous lesan. 1x.
gles le font aufly: & au contraire tous les angles eftant
égaux, les coftez le fontaufly.

Careftantinicritdansun cercle, les coftez égaux {od-
tiennent desarcs égaux. Qr lesanglesappuyez fur desares

égaux, font cgaux. IX, 21 ’

- .

Que fi au contraire on fuppofoit les trois angles égaux,
on prouveroit de la méme maniere que les coftez font
¢gaux. Carlesangles égaux feront appuyez fur des arcs
égaux. IX. 21, Or les arcs égaux font {odrenus par des
coftez egaux.

SEconp CoRroOLLAIRE, .

Tour triangle qui a deux coftez égaux™#les deux an- =z,
gles fotirenus par ces coftez €gaux; & au contraire. En
mfcrivant ce triangle dans le cercle, on prouvera ce Co-
rollaire dela méine forte que le precedent, ‘

Ll
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On laifle d trouver beaucoup d’autres manieres dont on
le peut demonttrer.

. TroO1SIEME THEOREME.

Les lignes qui divifent par la moiti¢ chacun des anélu
du triangle {e rencontrent en unméme pointan dedans
du triangle,

Soit f‘é triangle & ¢ d. b

Soit 'angle 4 divife par lamoi- i
ti¢ pard ¢, & ¢ divifé parla moi-
ti¢ parcp, & qued g & ¢ p fe cou-
pencen 7 ; je dis que la ligne 4 »
divifera aufly 'angle 4 par la moi-
tic. '

Car ( parX.30.) I'angle d eftant
divife par la moitié,
db. bq :: dc cq.

Et par la méme raifon confiderant 44, comme la bafe
delangle ¢, divifé par la moitié par ¢

cd. ¢q :z dr. qr

Donc dé. bq :: dr. 'gqr ,

Donc ( par X. 31. ) la ligne 4 » divife I'angle 4 par la
moitié. Ce qu'il falloitdemonttrer.

COROLLAIRE.

Ces lignes coupant par la moiti¢ lesangles d'un trian.
gle font plufieurs proportions. On les peut reduired 9,
en commengant la comparaifon par les portions des fe-
cantes,

Pour l'angle 4. &r. rs { ﬁ f
Pour l'angle ¢, ¢r. rp {Eg ag-

ol

¢ ¢

d 5.

Pour l'angle 4. dr. rq gjﬁ f ;_"

PREMIER PROBLEME. -

FAIRE un triangle de trois lignes données. 1l faut que
deux quelconques foient plus grandes quelas®, =
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De chacune des deux extremitez de
I'une des données décrire un cerclede 7
Pintervale de chacune des deux autres;
ot ces deux cercles fe rencontreront, ce
fera le point o il faudra cirer les deux
coftez :fu triangle.

SecoNnp PROBLEME.

FAIrE lc triangle dont on a un an-
gle , & la grandeur des coftez quile
comprennent.

Ayant mis ces deux coftez en {orte
qu'ils faflent 'angle donné, la ligne-qui
en joindra les extrémirez achevera le
triangle.

XI11IL,

TrorstEME PROBLEME.

Faire le triangle donconaun cofté & ™, X1V,
Ies deux angles fur ce cofté.

Tirant des lignes fur les extremitez duw / '
cofté donné qui faffent les angles donnez, / \
ot elles ferenconcreront elles acheveront
le triangle.

. QuAaTrRIEME PROBLEME.

Faire letriangledont onaun anglc, undescoftezqui  xv,
le comprend, & la grandeur du cofte qui le fodtient.

Soit 4 ¢ le cofté donné comprenant I'angle donne, &
¢ dlagrandeur ducofté qui doit {oiitenir 'angle donné,
tirant de 4 uncligne indefinie qui faffe fur 4 ¢ I'angle don-
né, & décrivancun cerclede ¢, intervalle ¢4,

1. Cas. Ou ce cercle ne
coupera l'indefinie  qu'au
point d. Ce quiarrivera tof
jours quand le cofté qui doit
fodtenir I'angle donné eft
plus grand que celuy qui le
comprend ) & alors le trian.
gle fera bed. '
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2¢ Cas. Oule cercle Coufcm I’in. /

definie en deux points de la méme A
»art (commeen f& en d) & alors \”\
Ie triangle pourra eftre bed,ou /.~
bef. . [ L

Et pour fcavoir lequel des deux Y e
c'elt precifément , il faudroit avoir )
dererminé fi 4 ¢ doit{otitenir unan- k
aleaigu, ous'il doit foutenir un an-
gle obrus. .

Car {i 4¢doit folitenir un angle aigu ; le eriangle eft -
bed: & sl doic foditenir un angle obtus, le triangle eft

bcf.
TRIANGLES COMPAREZ@?Z.
PREMIER THEOREME.

D eux triangles font rout-égaux, quand les coltez de
Pun font ¢gaax aux coftez de lautre, chacuna chacun,
Caralorslesangles de I'un fontaufly ¢gaux aux angles de
Paucre, par VIII. 6 4.

SECoOND THEOREME.

DEux triangles font tout-égaux quand ilsont un angle
égal, & queles coltez qui comprennent dans I'un cer an-
glcégal , fontéganx aceux quile comprennent dans l'au-
tre, chacuna chacun. Car alors la bale eft aufly ¢gale a
la bale , par VIII. é5. :

TrorsteMeE THEOREME.

Deux triangles font rout-€gaux quand ils ongun cofté
écal, & que les angles fur ce cofté €gal font égaux cha-
cun a chacun, ' : ’

ar cesdeux angles eftant égaux chacun d chacun, le
crotficme qui eft celuy que foutient le cofté égal | fera
cgalaunfly (5.7.)

Si donc I'on s'imagine que ces deux triangles fontcha-
cun inferic dans un cercle, ces cercles feront €gaux | par
X. 26. ) parceque le cofte égal foiitiendra dans chacun
de ces cercles desarcs d’autanc de degrez.
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Donc les deux autresangles eftant ¢gaux chacana cha-

cun {cront appuyez fur desatcs égaux, qui eftanc de cer-

cles égaux feront fofitenus par des coftez €gaux chacun 4
chacun, .

Doncles 3 coftez de cesdeux triangles font ¢gaux cha-
cun & chacun aufly bien que lesangles. Doncils {onttout-
égaux.

QuATRIEME THEOREME.

S1 deux triangles ont ces trois chofes égales.

Un angle, comme celuy done le fommet eft enb. -

Un des coftez qui comprennent cet angle, comme
be. : '

Er le cofte qui le fodtient, commecd, ou cf

11 faut outre celaafin qu’ils foient rout-égaux, ouque
I'angle que fodtient 4 ¢ , ne foit obtus ny dans l'un ny
dans I'autre , ou qu'il foitobrus dans tous les deux.

Car fuppofant qu'on euft mené par ¢ une parallele a
bd.

Ces deux triangles feroient enfermez entre deux ef-
paces paralleles égaux ( par VIII, §6.) parcequed e cft
¢gale & fait le méme angle ¢4 4 dans L'un & danslau-
tre.

Donc le cofté ¢ d ou ¢ feftant égal par I'hypothefe
dans les deux triangles , s'il eft oblique dans tous les
deux vers le méme endroit ,'il fait le méme angle ai.
gu dans lun & dans Paucre , lorfque ceft vers le de-
dans du triangle quil eftincliné , comme,quand c'eft ¢4,
en un & en lautre ; oule méme angle obtus quand c’eft
vers le dehors , comme fi c’eft ¢f en I'un & en Faucre,

VIIL 56.

X%,
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Donc les deux triangles qui avoient déja deux coftez
¢gaux par 'hypothele fe trouvant encore avoirdeux an-
gles égaux, & par confequent trois (7. %.) {eront touta
gaux parle 2 Theoreme. .

Mais fi le cofte que foiitient & ¢eftoit diverfement in-
cline dans ces deux triangles , parceque ce feroit rd dans
I'un & ¢/ dansl'autre,, ces triangles n’auroient garde d'ef-
tre rout-€gaux , puifque ¢4 feroit dans!'un unangleaigu,
& ¢f dans autre unangle obrus, .

CoROLLAIRE.

Dans 'hypothefe du precedent Theoreme, lorfque des
deux coftez luppofez égaux dans les deux triaggles celuy
quifoitient angle fuppofé égal eft plus grand que celuy
qui le comprend, les deux triangles font certainement
tout- €gaux.

Caralorsdansl'un & dans I'autre angle ¢d 4 cft necef-
fairementaigu, par 8. 5. :

CiNnQurEME THEOREME.

Drux triangles équiangles entr'eux font femblables,
Cleftadire que%cs coftez de I'un font proportionnels aux
coftez del'autre. C’eft ce qui a efté prouvé en diverfes
manicres dans les deux livres des Proportionnelles. Voyez
X. 18,

AVERTISSEMENT ET DEFINITION

Ex comparantdeux triangles femblables, il faur tod-
jours comparer le plus grand cofté de l'un au plusgrand
cofté del'autre, le moyen aumoyen, &le plus petic au
pluspetit. Ainfy le plusgrand cofté eftantappellé 4. b,

Le moyen 4 d. :

Etle plus petit 4. h.

Dans deux criangles femblables.

b. b ::d d:: h h,

Er ces coftez quel'on doit comparer enfemble s'appels

lent homologues. '
PremMrer CororLrarre

LEs coftez qui foditiennentles angles égaux, font ho-

mologues, Car dans!’un & dans l'autre le p_Tus grand cofté
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fotitient le plus grand angle ; lemoyen coftéle moyenan-
gle;le plusjpetitcoﬁé le plus petitangle. Cela fe proure
encore par le X. livre 18.

SEcoNpD COROLLAIRE.

Deux triangles font équiangles, fi deux angles de 'un
font égaux aux deux angles (%e I'autre, chacuna chacun,
Carilsenfuir de I3 quele 3¢ eft aufly égalau 3¢,

g Six1EME THEOREME.

Lorsque deux triangles ont unangle égal, & les coftez
qui fotfitiennent ces angles proportionnels , ils font fem-
blables. Car alors la bafe eft aufly proportionnelle a la
bafe, & les deux angles fur certe bafe égaux , par XI. 63,

SEPTIEME THEOREME.. :

St deux trianglesfont de méme hauteur, les paralleles,

ala bafe également diftantes de 1a bafe dans l'une & dans
Pautre font entr’elles comme cesbafes,

Ccla elt demonftré X 20.

HuitiemMe THEOREME.

DEux polygones quelconques eftant femblables peu-
vent eftre partagez, chacun en autant de triangles , qui
feront tels, que cgux d’une part font femblablesa ceuxde
Pautre part, chacun 4 chacun, & les coftez homologues
de deux de ces triangles femblables, fonten méme raifon
que ceux de deux aurres femblables.

Soient deux exagonesirreguliers femblables BCDFGH,
& bcdfgh. Soicnt mendesdansle grand deslignesde B
aD,aF,iG. Erdeméme daus‘c petit.

L’une & ['autrc exagone feraen' 4 triangles.

__ §BCD. BDF. BFG. BG H.
SGavols \hod bdf. bfg. bgh

Quifont femblables deuxddeux BC D, 6 cd &e.

Carlesangles C & cfont égaux par I'hypotefe que les
exagones font femblables , & lescoftez C 5 &C D(pro-
portionelles aux coftez ¢ & ¢d parlamémehypotefe,

Donc les bafes 8 D & & d font aully proportionelles

_aux coftez, & les triangles femblables, parle 6° Theo-
reme.

XXIII,

XX1vV,

XXv.

XXVI.
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""BDF &b dflont femblables aully. Car les angles
C D F & ¢df cltant (gaux par 'hyportele, fionen ofte les
ancles B D C & 4dc quifont égaux aully (commeonle
vient de voir ) les angles B D F & 4df demcureront
éraux,

“Or les coftez de ces angles 3D & D Fdrunepart, &
bd & d { dc l'autre font proportionels. Donc les bafes
D F & df font proportioncelles aux coftez , & les erian-
gles 5D F & b4 f1emblables. On prouvera la méme
chofe & dela méme manicere des autres triangles. Dong
les eriangles d'une pare fone femblables a ceux del'autre. . -

1l refte 4 prouver que les coftez homologues de deux -
de ces eriangles femblables font enméme raifon que ceux
de deux autres femblables, ce quieft aifé. Car prenant
les points B & 4 pour fonimer des quatre triangles d'une
part & d’autre, ils auront chacun pour bafe un des coftez
delexagone, Lesdeux premicrs CD & ¢d, les deux fe-
conds O F & df &c. Y

Or par Phypotefe €D. ¢d :: DF. d f.

Donclesbafes des deux premiers triangles font propor-
tionelles aux bafes des deux feconds. Etginfy des autres.

AVERTISSEMENT.
- On omet diverfes chofes qui posrroicnt efive dittes des trian-
gles femblables | parcequ'tl w'y a rien en tout cola qui ne [&
trowve facilement par ce qui a eie dit des angles confrdere,
avec leurs bafes dans les dewx livres des Proportionnelles.

DIVISION DU TR#ANGLE EN SES ESPECES.
Le triangle fe divife felon les coftez & felon lesangles,
ctous trois inégaux, & s'appelle Scalene.

t%;?gg{' %Dcux éoaux, lfofcele.
t Tous trois égaux, Equilateral,
f Tous trois aigus Oxvyeone.
Les an- ! §4%, =,

{obtus, Amblygone,
, ! droit, Rectangle.
Le fcalenc a fes trois angles inégaux,
L'l{ofcele en a deux égaux. .

gles four ) Deux aigus & Pautre

L’cqui_latéral |
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L’cquilatcral les a tous trois €gaux. '

Le (c:fleneg peuvent eftre 3%’&;;&
L ifofcele Re&angle.

L’cquilateral ne fcauroit eftre qu'oxygone.

DES TRIANGLES OXYGONES.
THEOREME.

St derouslesangles d'un triangle oxy- b XXIX,
goneon tire des perpendiculaires aux cof. ;
tez, elles fe couperont en un méme poinc
audedansdu triangle.

Soitle triangle 6 ¢ d, & deux perpends-
culairesaux coftez dm ,en; jedisque o /.
mende par le point p, quieftceluyolt dm €=
& cn {e coupent, fera aufly perpendicu-
laire.

Car les triangles ¢bn & dbm font équiangles ayant
chacun un angle droit & un angle commun 3 & par confe-
quentlesangles 6 ¢z & b dm font égaux,

Et par confequent aufly les triangles & dm & cpm font
équiangles, ayant chacun un angledroit, & l'angle mcp
( quieftle méme que b cn ) efltant égald Iangleé 2.

Donc dm. mc:mb.mp. ¢ alternando dm.mb::mc.mp.

~ Donc les trangles bmp 8& dmefont €quiangles, par

24. fup. puifque dans le triangle 4amp les cogez dm& me,

qui comprennent unangle droit, font proportionels Amb
& mp,qui comprennent auffy unangle droit.

Donc l'angle m 6 p {oGrenu par mp, eft égal dlangle

~md ¢ foitenu par me.

Orlesangles mp b & op dfont égaux , parcequ’ilsfont
oppofez au%ommcr. Donclestrianglesmpé & opdiont
¢quiangles. a

Or bangle pm b eft droic parla conftruction.

Donc I'angle 0 p d eft droit aufly.. Ce qu'il falloit de-

monftrer,

COROLLAIRE. ,
Crs. perpendiculaires coupantlesangles d’un triangle, xxx:
Mm.
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font 12 triangles rectangles : 6 grands, qui ont pour hype.
thenufcl'un des coftez dutriangletotal , & qui enferment
tous quelque chofe lesunsdesaucres: & 6 perits entierc-
ment {eparez, & quiont chacun pourhypothenufe la por-
tion d'une perpendiculaire la plus proche del'angle quel-
le coupe;, & ces 1 triangles retangles font 4.4 4 équian-
gles, deux grands & deux petits. C'eft unexercice d’efs
pric de les trouver , & il vaut mieux le laiffer 4 ceux qud
commencent. Je diray feulement qu'entre les diverfes
proportions quifefont par tous cestriangles , ilyen ade
deux fortes fort confiderables.

La premicre eft, que le cofté d’un angle & fa premiere
portion font reciproques a P'autre cofté & fa premiere
portion ; c’eftadire que le grand cofte eft au perit comme
la premiere portion du petic 4 la premicre portion da
grand. Exemple dans Pangle 4,
grand, petit, :: 1. portiondugrand, r.portiondu petic,
bd. b b m. bn.

Lafecondeeft, que les portions d’'un cofté du triangle
total {ont reciproques a la perpendiculaire entiere , & fa
portion qui fait 'angle droir ; c’eftadire qu'une portion du
coft¢ eft ala perpendiculaire, commela portiondela per-
pendiculaire qui faic angle droit, eft 4 'autre poertiondu
cofté. Exemple:
port.ducofte. perpend:: port.dela perp. pore.du cofté,

me. md :: mp. mbé.
DES TRIANGLES RECTANGLES.

PremMIER THEOREME.

St 'un desanglesaigus du triangle rectangle eft double
del'autre ( ce quine peut eftre quil ne vaille les deux tiers
d'unangle droit, & l'autre le tiers, c’eftadire qu'il ne foit
de 6o dgegrez & lautre deso) le petit cofté quifotitiene
Pangle de 30 degrez & quieneftle finus, eftla moitié de
I'hypothenufe de Pangle droit , qui et aufly le raion de cet
angfc de 30 degrez.

Soit le triangle é d ¢ conforme & hypotefe,
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Tirant df égalea db fur be¢ Fro~ d
longée , 'angle d f 4 fera égal al'an- A
gle d6f, & par confequent 'un & ",

Pautre fera de 6o degrez. Donc I'an-
gle b d f{eraaufly de 6o degrez, puif-
ue tous les trois enfemble valent & f
eux droits, c'eftadire 180 degrez. €
Donc le triangle 4 df cft ¢quilateral,
Donc bec—cf=—4db.
Or bc=c f,lesdeuxtrianglesd & ¢ & d cf eftant tour-
€gaux , pari8. fap.
Donc é¢ cftlamoiticde d 4. Ce qu'il falloit demonf-
trer.
PROBLEME.
Trouver le triangle rectangle donton a
1. Oules deux coftez comprenans Pangle droit.
2. Ou I'hypothenufe, & undescoftez.
3. Oul’hypothenufe, & la perpendiculaire dufommet de
I'angle droit & certe hypothenufe,

4. Oulhypothenufe, & lamoyenne proportionelle entre:

I'hypothenufe donnée, & un des coftez.

5. Ou un des coftez & la moyenne proportionelle encre:

le cofté donné & ’hypothenufe,

6. Oul'undescoftez,& la moyenne proportionelle entre-

ce cofté donné & P"autre cofté..
PreMiegr Cas.

Mettant a I'angle droit les deux coftez donnez, laligne:

qui en jointles extrémitez eft I’hypotenufe.
SEcoNDp Cas.

Décrivant la demycirconference dont I'hypotenufe
donnce eft le diametre, le point de cette circonference ox
fe terminera le cofté donné fera le point du fommer de
I'angle droit; ce qui determinera ’autre cofté non donné.

TrorsiEMeE Cas....~

Voyez IX. 34.

QuaTtre, CINQET Six1eME CAs

Trois lignes eftant conrinuellement proportionelles,

Mm jj

IxXxra



XXX1II,

XXXIV,

XXXV,

B e nw s I O R e B S Vb T R P G i L B S S PN, T B R, R T G e S T S

.

276 NouveAaux ELEMENS
ayant la premiere & lafeconde, quieftlamoyenne, ona
laz¢ parle Probleme, X.354. Et par confequent le 4¢ & g¢
Caslerapportent au2¢, & le 6= au s,
DES TRIANGLES ISOSCELES.
PREMIER THEOREME. ‘
Lorsque I'angle du fommet d'un triangle Ifofcele eft
de 36 degrez, chacun desangles fur la bafe eft de 2, & la
bafe eft lamoyenne proportionelle entre le cofté carier,
& le cofté moinsceree bafe ( c’eftadire que la bafe divifele
cofté en moyenne & excréme raifon ) & la bafe eftant
ajoutceau colté,ils’en fait uneligne divifée en moyenne
& exeréme raifon. Voyez XI. 68. 69. 73,
Secoxp THEOREME,
D eux triangles Iofceles eftant fembla- 5
bles & inégaux, fi la méme ligne eft la bafiy
del'un & le cofté del'autre, cerre ligne fera
moyenne proportionelle entre le cofté de %

dontelle eft cofté.
Soit l'un des triangles Ifofceles 4 ¢d | & p

Vautre ¢ fd, de forte que ¢4 foit la bafe de

bcd, & lecoftéde ¢fd ; Jedis que ¢ d fera b

4

moyenne proportionelle entre 4 ¢ cofté du 5
premiertriangle, & £ d bafe du fecond, Car \j
C: h L‘!

triangledont elle eft bafe,, & la bafe de celuy : \7 1
E

-

ces triangles eftanc femblables, 6 ¢ (cofté du

17 ) efta ¢d (cofté duze ) commele méme

¢d, entant que bafe du premier, eft 4 /4 bafe du fecond.
Donc - be cd. fd Ce qu'il falloit demonftrer.

"SECONDE SECTION.
DES QUADRILATERES.

DEeriNiTIONS,

Le quadrilaterc eft une figure de 4 coftez qui ne (¢ joi-
gnent qu'aux extrémitez: & par confequent de 4 angles
qui tous enfemble valent quatre droits. XIL. y.

Les coftez qui comprennent un méme angle s'appellent
coftez angulaires,

S
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Ceux qui ne comprennent pointle méme angle, coftez
oppolez.

Les angles de méme font proches ouoppofez.

THEOREME.

Tour quadrilatere qui a fes angles oppofez égaux 4 xxxvr,
deux droits, peut eftre infcrit au cercle, & nul autre n’y
peut eftre infcric,

Soit le quadrilatere 4 ¢d £, dontles
angles 4 & d foient égaux 4 deux |
droits, & par confequent aufly les ¢
angles £ ¢, Ef

Soit trouvé le cercle dont lacie- &5, H

8

conference paffe parless pointsfoe. %
par VIL. 3, Je dis qu'elle paffera anfly
par fe 4¢, quielt d. d”
Car tout angle quia ¢ pour bafe,
& quieftinfcrivdans ce cercle ducofté de 4, comme fz ¢,
plusPangle 4, vaur deux droits. IX. 26. Or P'angle fg¢
elt égal a I'angle 4, qui plus langle & vaut an(fy deux
droits. Doncl’angle 4 eftauflyinicrit dans ce cercle par
IX. 30.
Division ET DEFINITIONS. .
Lorsque lescoftez oppofezd’un qluadrilatere fontpa- xxXxVIIL,
ralleles,lercrause, &le2cau 4¢, on lappelle Paralels-
gramme , {inon on l'appelle Z'rapeze , quand méme deux
descoftez oppofer, commelerer & le 3 feroient paralle.
les, file 2¢ & le 4° nelefontrpas,
DES PARALLELOGRAMMES.
PrRemMierR THEOREME.
S1 les coftez oppofez d’un quadrilatere font égaux, ils xxxvir
font paralleles ; & s'ils font paralleles , ils font égaux,
VI :6. & 27.
SEcoND THEOREME.
S1 tousles 4 angles d’un quadrilatere fontdroits, ileft xxx1x.
parallelogramme. VI. 23. o
ToisiEME THEOREME.
St deux coftez oppofez d'un quadrilatere font égaux  x L.
Mm iij
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& paralleles, les deux autres fontaully égaux & paralleles.
VI. 28.
QuAaTRIEME THEOREME.
LI Les deux angles oppofez d’un arallelogramme fong
~ €gaux, & lesproches {ont égaux a deux droits.
Soit le parallelogramme 4 ¢ d £,

Soit prolonge fdjui?;ucs ag,l'angle ;
cdg clt égaF.il’angicc, par VIIL. g3.
& al'angle £, par VIIIL. 54. Doncles ~ 7

aigusoppofez ¢ & £ font cgaux.
Orles deuxangles vers 4, 'un extericur & "autre inte.
ticur, font égaux a deux droits. Doncles anglesinterieurs
vers d & vers f fontaufly égaux a deux droics, ?
Doncles deux autres vers 4 & vers ¢ {ont aufly €gaux a
deux droits, puifque les 4 valent 4 droits,
Oftant donc de part & d’autre les deux aigus ¢ & £ qui
font égaux, lesobtus oppofez b & d feront ggaux. '
PrREMiER COROLLAIRE .
XLII, $’tL yaunangle droit dans un Earallelogramme, tous
les autresle fontaufly , & alors il eft appellé Reltangle,
Car l'oppof€ eft droit, puifqu’il et égal dceluyld; &
les proches ne peuvent valoir deux droits, que 'un eftant
droit, l'autre ne le foic aufly.
SEconn CoOROLLAIRE.
xirrr. Qui connoift unangled’un parallelogramme, les con-
noift tous, Car ce quimanque de la demycirconference 4
Parc quimefure angle donné,eft la mefure de I"angle pro-
che de celuy ld, & les deux aurres font cgaux chacun 3
I'un de cesdeux la.
TRrRorsieME COROLLAIRE.
XLIV. Drux parallelogrammes qui ont un angle égal, font
equiangles. ‘
QuAaTrreme CorROLLAIRE.
XLv. St déux coftez angulaires d’un parallclogramme fone
¢gaux, tous les 4 font égaux entr'eux. Car chacun des.
angulaires eft €gal a fon oppofé,
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CinquieME COROLLAIRE,

Qur connoift d’un parallelogramme deux coftezangu- xLv;
laires & unangle , connoift tout le paralleclogramme. |

Car qui connoift un angle, les connoift tous; & qui con.
noift deux coftez angulaires connoift les deux autres, cha-
cun eftant égal 4 fon cofté.

PRODLEME.

Decrare un parallelogramme dont on aunangle, 8 X1 Vit
{a grandeur de chacun des deux coftez angulaires.

Les deux coftez angulaires comprenant cet angle ,de
I'extremité du plus petit décrire un cercle de l'intervalle -
duplus grand , 8 de I'extremité du plus grand décrire un
eercle de lintervalle du plus perit: les Tignes mencesde
ces extremitcz au point os ces cercles e couperont, ache-
veront la defcriptionde ce parallelogramme,

CINQUIEME T HEOREME. ,

Drux parallelogrammes font femblables quand ils ont XL VI1To
unangle ¢gal , & les coftez angulaires proportionels.

Car I'égalité d'unangle donne celledes autres ; & deux
coftez angulaires ne fgauroient eftre proportionels, que
les deux autres ne le foientaufly. '

DEFINITION.

La ligne quijoint deux angles oppofez
s'appelle Diagonale, & elle divifele paralle-
logramme en deux triangles tout-egaux.
Car les deux angles non divifez font égaux,, - :
parcequ'ils font oppofez 5 & les parties des divifez fontal-
ternativement égales, par VIIL 53. '

SiXxIEME THEOREME,

Sy on tire des paralleles aux coftez angu-
laires qui pafent par le méme point de la
Diagonale, les parties de ces nouvelles li-
gncsfbntpropordoncﬂfs. v %

Demonftre X. 16. _

DEFINITION.

Onw dit qu'un parallelogramme eft décritautourdela 1.

diagonale d'un autre parallclogramme, quand d’un point

XLIiX,

L
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de cerre diagonale on tire deux paralleles aux deux co ftez
angulaires du parallelogramme, qui fe terminant chicune
a'unde ces coftez faffent un nouveau parallclogramme,
donc une partie de cette diagonale eft encore diagonale,
SEPTIEME THEOREME.

LIl Tour parallelogramme décrit autour de la diagonale
dun autre , luy eft femblable.

bedfeltfemblableamnof. Card’une partfdc& forn
font égaux ; parceque cd & n o font paralleles, '

Etparlamémeraifonfcd, & fno
font €gaux aufly.

Donc fd. fo :: de. on.

Donc ces parallelogrammes font /-
equiangles , & ontles coltez ancu- £
laires proportionels. Donc ils font ferblables par le g
Theoreme,

DIVISION DU PARALLELOGRAMME
EN SES ESPECES.

L BTN Quarré
' (" égaux { arglesdroits,
Rhombe
(™ coftez angulajres j
l Oblong )
“inégaux { angles non droits
Rhomboide
Sclon fes
[ uarré
' "(droits. re@angle {L coflez tous égaux,
i I Oblong 7
L angles < ; j X
Rhombe J
_\_aon droits P cofter non tous égaurx,

. “Rhomboide 4
AUTREMENT.
tous les coftez égavx.  Quarré;

rerelbanple { ,
! les feuls oppofez égaux, Oblong, *
2arallel, 3

"(Ttous les coftez égaux,  Rhombe,
CoonicQangls

Lles feuls oppofcz égaux. Rhomboide, -

DY



pe GromETRIE LrveE XIIL 13
DU PENTAGO NE.
T THEOREME.
Loxrsque deux lignes qui foutiennent chacune un an.
le d’un pentagone regulicr {e coupent, elles fe coupent
mutucllement en moyenne & extréme raifon, & la plus
grande partiede chacune de ces lignes eft égale au cofte
du penragone.
Soit le pentagone inferit dans un cercle.
Chaque cofté foutient unarcde 72 degrez. XII. a1,
Donc lesangles infcrics an méme cercle qui font foute-

nus par unde ces arcs (telsquefont cbd,cdb def,dfc)

font chacun de 36 degrez. 1X. 18.
Lt ceux qui font foutenus par deux de ces coftez { com-
me I'angle 6 ¢f") fontde 72, ibid,

Etles angles oppofez aufommet (46 g e & fgd) font cha-
eunaufly de 72 degrez,par IX 40.Et par con%cquent bgelk
égalea b ¢ colt¢ du pentagone. c

Donc langle cé%)cﬂ: tel par P S
XI. 73. & 69 quelabafe eftant : .
jointe au cofte, il s’en fairune |3 W
ligne divifée en moyeune &
extrémeraifon. Orgdeft épa-
le ala bafe ¢ ¢. Donc laroute
bd eft div:f%ic en moyenne &
extrémeraifon. Ceftadire que,

bd. bg :: bg. gd
COROLLAILIRE,

U~ exagone & un decagone cftantinfcrits dans le mé-
me cercle, le cofté de lun ajodté au cofté de I'autre faie
une ligne divifée en moyenne & extréme raifon,

',
. ¥
......
------
.........

Car l'angle compris entre deux demydiametres, quia
pour bafe le coft¢ du decagone, eft unangle de 36 degrez
( X1 21. & 39.) Doncajoiitantle cofté a labafe, il s’en
faic une hgne divifée en moyenne & exuréme raifon. XL.

73. & 69. & [up- 33 ,
Or le cofte de cet angle qui eft le dcmydiametrc., elt
auffy le cofté del'exagone infcrit dans ce cercleld,
’ RT Al

LIV.

LV,
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GEOMETRIE.

LIVRE QUATORZIEME:

—

DES FIGURES PLANES

CONSIDERE'ES SELON LEUR AIRE:
CESTADIRE SELON LA GRANDEUR DES SURFACES
QUELLES CONTIENNENT.

ET PREMIEREMENT DES RECTANGLES.

IDEE GENERALE DELA MESURE
DES SURFACES.

] A [urface effant une ctendie de deusx dimens
\| ffons , longuenr & largenr , il ¢ff neceffaire

sF: | pour en connoitre la grandeur , de [cavoir
Nonl quelle en oft L longuenr, & quelle eneff la
| largenr.

' ZLa longucur [e mefure parune ligne droit-
te qui d:mm Z.z d:ﬁ'mce d’un point & un point. C'efipourquoy
on ne_peut connoitre Lt longuenr des lignes courbes que par rap=
port® des lignes droittes.

Zalargeur confijle dans la diffance ensre deux lignes 5 com<
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we entre b @ ¢, qui [e mefure anfly par une ligne droisze.
C’efipourquoy les furfaces conrbes ne fe pewvent mefurer gue
par rapport & desYurfaces planes.

De plus toute ligne droitte n'¢ft pas propre.a mefurer la
diffance dune ligue a une ligne. Car fi elle tomboit du poing
d'une ligne obliquement fur Lautre , elle n'en mefurcroit pas
la diffance 5 mais tombant du point d'une ligne perpendica-
Lairement fur lautre , ellc mefure la diffance de ce point acette
ligne.

Mais il ne s'enfuit pas que pour avoir mefuré la diffance
d'undes pointsdela lignebala !z?ne C,elle ait mefuré la dif-
tance de tous les antres points dela ligne b | a moins que toss
les antres poimts-de la ligne b fxffene également diffans de [
ligne ¢ 5 ceffadire gu’elle luy fufi parallele.

D’ou il s'enfuit que fi b n'eftoit pas parallele a C,il fan-
droit antant de differentes mefures pour connoitre la diffance
de b a c,qu'il y anroit de differens points dans b, Ce qui
eflant impolfible ,il paroiff parl2 qu'afin qu’on puiffe wvoir
diflintlement la diffance d'une ligne a une autre , ce g}u‘ faitla
largear , il fant que ceslignes foient paralleles.

De plus, fices lignes font inegales, € que b foit plus gran-
de que c, onne fiauroit laquelle prendre pour la longuear,
parceque cette [urface ferait plus longue d'un cofié que de i un-
tre. Et ainfy afin qu’on puilfe avoir exablement la mefure
d'une farface, il faus que les lignes dont la diffance en faitla
largenr, foient non feulement paralleles 5 mais atffy égales.
D’od il arrvera que les autres lignes feront asffy égales ¢
paralleles entr'elles.

Et pa¥ confequent afin gu’une furface foit en effat defire
exatlementmefurée, il fant qu'elle foit terminte par 4 lignes
paralleles 5 c'effadire que ce foir un parallclogramme.

Mass fi les denx Lignes égales & paralleles gu'on prend ponr
mefure de L lonsucur ne font pas direflement oppifées, en forte
que de tous les pointsde une on puiffe tirer des perpendiculai-
res furtous les points de Lautre s Ceftadire i ce parallelogr.am.
me neff pes reétangle, mais obliguangle , onaura bien alors
dans la figure dequoy en mefurer la longuenr , fravoir leguel

Nn i
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on vosudra de deux coffex oppofex. Mais ['autre toffe angu-
laive effant obligue fur cette longueur , ne [cra pas propre &
mefurer la diftance entre les deux lignes gui fons L2 longueur,
D'oa il s'enfurt grilwy a que le reclangle qu: aiten foy Lz
mefure de [ longuenr o~ de [ largear. /
Car [fdf ¢ff pris pour la longuenr , d b
gui coff le mefure de la diffance de tous les
pointsdebeadfyen mefurcralalargenr,

C'efiponrquoy nulle furfucene fe mcfure d o

proprement par [oy méme,que le reclangle.
Lt duns tout rettangle Pundes coffex angwlaires & choifir, fe
peut appeller fa longueur , & Vantre {a largeur ; ox pour
s accommoder davantage aux tcrmes commays , I'un fabafe,
€~ Lantre {a hauteur.

Mais comme la mefure off dantant plus parfaite gu'elle
eft plus fimple , & quele quarr€ qai w’a qu'ane méme mefire
pour [a longmenr & pour (@ largesr, eff plus ffmple que -
blong qui en a denx s il ¢if arrivé de lx que les hommes prennent
le quarré de quelque ligne conniie , comme d'une toife | d'un
pied , d'un pouce €rc. poarla mfm commune de toztes les fur-
facesy @ g alors [enlement ils en croent connoitre parfai.
tement la grandeur quand ils pewvent dirve quwelle eff de tans
de toifes quarrées you de tant de picds quarrez, on de tant de
pouces quarrez_¢re. Et ainfy ce qu'on entend ordinaireraent
par cesmots ; avoir Laire dan plan, c'eff [cavoir combien ce
plan, de quelque fignre gu'il foit, contient onde toifes quar-
récs you de pieds quarrez ou de pouces quarrez y €~ quand on
parle de furface on foufentend le mor de guaré fans bexpri
mer: comme quand on dit que e place d'unlogis off de tant de
toifes ,cela s'entend de toifes quarrées y dont chacune vaut 36
picds quarrez,

Neanmoins comme cela ne [¢ peut pas toujonrs connoitre
caufe des grandears incommefurables , on f¢ contente fenvent
en comparant des [urfaces enfemble | de fzaveir que fi Pune con-
tient tant de petits reftangles , comme 16 fois b, Pausre en
contient tant aufly ; comme 25 fois le mime b c.

Tont cela nows fait voir , 1", Que la premicre ¢ la plus

e
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parfaitic mefure ¢t le quarre , ¢ que Ceff parle guarré qw'on
mefure les rectangles pour en connoitre exattement la gran-
dewr,

2", Que la plus parfaitte apresle quarre , ¢ qui ¢ff meme
parfaitte cn fon genve , parceqw’elle contient en [oy la mefure
de L longuenr @ dela largear , eft le reftangle oblong 5 & que
eft par la que on mefure les antres parallelogrammes.

3", Que celle d’apres , @ qui of imparfaitte , ne contenant
pas en foy la mefure de la longucsr @ de la largeur, ¢ff le pa-
rallelogramme non retlangle : & que c'¢ft d'ordinaire par ces
parallelogrammes que l'on mefure les triangles ,en ce qu'on les
confidere comme les moitie de ces parallelogrammes.

4°. Que letriangle [uit aprés o @ que ¢'¢ff par luy qu’on
mefure dordinaire les autres polygones en les reduifans en
triangles ; comme ils 5y pewvent tous reduire.

5" Qd'enfin les autres polygones font mefurex, € ne fervent
point de mefure , comme le guarré [ere de mefure & n'eff poins
mefuré fice n'eft par d'autres plus petits 5 comme quand on dit
gue la toife quarrée contient 36 pieds quarrez, Voild enabre-
gé vout ceqw'a pu fairelart des hommes ponrmefurer les fur
faces rethilignes , fans parlerdes curvilignes qui ne [e peavent
mefarer quc par rapport & des reflilignes.

Mais comme toutes nos connoiffances qui dependent de l'ars
en [uppofent denatarelles qu'on appelle Axiomes, voicy ceux

fur lefquels eff fondée toute la [cience de la dimenfion des fi-
qures planes, ‘
PREMIER AX10ME.

T o us les quarrez de racine égale, fontégaux. Cleft-
adire que les elpaces compris dans le quarré dela ligne 4,
& dans celuy dela ligne » ¢galed b, & de c}uclque autre
ligne que ce foit égaleasd, font cgaux. Cela eft clajr par
Janotion méme de [a furface, qui n’ayant que deux dimen-
fions, longueur & largeur, il neft pas plus ehir que deux
lignes droittes d’une méme longueur font égales, qu'il eft
clair que deux furfaces de méme longueur 8 de méme
largeur fonc égales. Or deux quarrez font de méme lon-
gucur & de méme largeur, filaligne qui melf\'?re dans I'un

n iij
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rant la longueur quela largeur , cft ¢gale a celle qui me-
fure dans ’autre tant la longueur que la largeur,

Creftpourquoy aufly par tout ot une ligne d'une cer-
raine longucur (e trouve, comme de lalongueurde 4 , elle
peut eftre marquée par le méme caractere & appellce 4.
Car il ne peut y avoir de difference que de fituarion ; ce
quin’y faic rien. Etainfy ilne faut pas s'étonner fi 64 eft
par tout égal 4 b4.

SEcoNnDpD AXIOME.

S les coftez angulaires d’un rectangle font égaux aux
coftez ongulaires d’autres rectangles , chacuna chacun,
tous cas rectangles font égaux. Ou ce qui eft lameéme
chofe, tous ceux dont la bafe eft égaleala bafe, & la hau-
teur a la hauteur , font égaux,

C’eft la méme chofe quele precedent. Car les coltez
angulaires d'un rectangle en mefurent la longueur & la
largeur ; & on peut méme , comme nous avons dit, enap-
peller 'un {2 longueur, & l'autre falargeur. Er Tar c:nrmfv.tejl

uent tous les retangles dont les coftez angulairesfont
égaux, chacun 4 chacun, ontméme longueur & méme
largeur,

On peut encore dire que les coftezangulaires d’un re-
&angle pouvant efltre marquez par les mémes caradteres
par tout ourils fe rencontrent égaux, comme par 6 & par,
partout olt Pun eft égal 25 & Paurred ¢, dire qu'ils font
égaux ; c’eft dire que 4 ¢ eft égal a éc.

AVERTISSEMENT.

Ces denx axiomes nous font voir que tout ce que nows avons
dit d.ans le premier livre de La multiplication des grandenrs
incomplexes € complexes ;y &~ d.ns be 3° de la vaifon entre les
arandeurs planes , e pear appliguer anx quarrex & aux re-
E?ng?ﬂ s & qu'il 'y a qu'a [ubfiitucr des lignes au lien des

ﬁmﬂﬂ carafleres.

C'eft ce que nous verrons en pes de mots en commengant par
la paiffunce des lignes.
DEFINITION.
On appelle puiffance d’unc ligne le quarr¢ de cetre li-
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gne ,comme 46 eftla puiflancede &, ou bien leredangle
de deux lignes quand i1l s’agit de deuxlignes , comme la
puiffancede 4 par ¢ eft lerectangle 4 ¢.

DELAPUISSANCE DUNELIGNE
COMPAREE AVEC LA PUISSANCE DE SESPARTIES.

Tour ce quon enfeigne de la puiffance d’uneligne v
com {]aréc avec la puifance de fes parries , neft que fa mé-
mie chofe que ce que nous avons dir dans le premier livre
de la muluiplication des grandeurs complexes ; & fe peut
reduirea cet Axiome.

. TROISIEME AXIOME.

C’est laméme chofe de multiplier le tout par le tour, yi5
& de muldiplicr Ie tout parchacunc de fes parties, oude
multiplier chaque partie par toutes les parties, en faifanc
autant de multiplications partiales qu’eft le produit des
deux nombres des parties qu'on multiplie les unes parles
autres,

AVERTISSEMENT:

Ainfy le plus grand myjiere pour ne f¢ point broiiiller ¢f  vinr.
de noinmer chaque ligne autant quel'on pent paran feul ca-
ratlere ,afin que dewx caradleres joints enfemble puiffent mar-
quer une multiplication § c'efledive un retiangle, ¢ demar-
quer par un méme caraltere les lignes dqales,

Exemple : Laligne b foit divvifée cn b
trois portions inég.iles que jappelleray e T
c. d.f. il ef vifible que C'eff la mime | © | d A
chofe de multiplier b parb , ce quidon- ¢ | |
nebb , gue de malriplier b par tomtes,} ( i ()i (£
ces pariies y C'cffadive par ¢ pard, @ i}
par £, ce quidonne be. bd. bf: ¢ par :
confequent bb—=>bc —bd —+bf. {1 i i

Ainfy prefque toutes les propofitions . ..
du [econd Livre d Euclide ne fons que des Corollaires de cet
Axiome ¢ de cet Avertiffement, e ne propoferay que les
principales & qui font d'afage.

Ie fuppofe tonjonrs qwon meste & angles droits Jes lignes
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qui doivent faire les coffex angulaires des reft.angles , fans qus
je m'amufe plus a en dveriir.

Et quand je parle dune ligne conpée cn plufenrs parties,
Fentens toujours égales ou inégales , & moins que jexprime
gu'on les doive prendre égales.

PREMIER THEOREME

Avyant deux lignes, 'unenon coupée ; & l'autre coupée
en tant de parcies que I'on voudra, le rectangle des deux
enticres eft égal d rousles rectangles de lanon coupée par
chaque partie dela coupée. C’eﬁadire qu’un rout eft égal
a touces fes parries prifes enfemble, :

Soit p la non coupée, & 7' la 5
coupéeen partiesb , ¢, d,f,g;il O
eft bien vifible qu'en tirant des li- A LA
goes parallelesd p, & par confe- | E:'P"'

U

|
i
H

quent qui luy font égales par cous p I pe pd ; rE
les points de divifion de 7", elles P 1 i
feront pb,pc,pd, pfsp g, qui

pris enfemble font égaux 4 p 7, puifque c’en font toutesles
parties. _
SEcoND THEOREME

Uxe ligne eftant coupéeen
Fluﬁeurs parties, le quarré de A
atoute eft égalaux redangles | | ¢ i 1 i
de chaque partie fur la route. i y 57, .

Creft la méme chofe que le~p 78 T {7417/ 98
precedent , excepté quelamé- T
me ligne faifant les deux coftez 5
du rectangle rotal qui eftalers
quarre , on la prend une fois
pourlanon coupée, & une au- g
tre fois pour la coupée.

Il eft donc clair que 7" eftant coupéen 4, ¢, 4, f, g

7 7 doitefltreégala 76. 7'c. 7d. Tf. T g

TrOtSIEME THEOREME.

Uxe ligne eftant coupée en tant de parties que Ion

voudra, l¢ redtangle de quelque partie que cefoit par la
toute,
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toute , cit égal au quarre de ceree partie plus les rectangles
de cetre partie par chacune des autres,

Soit 7° comme auparavant divif€ en g parties 4. ¢. 4. £ Z.
il eft clair par lc premier Theoreme, quo le rectangle de
parlarouteeft ¢gal aux § rectanglesde 4 par chaque par-
tiede 7. Or 4 citl'une deces parties , & par confequent
I'un de ces 5 rectangles feraé 6. Ceeftadire le quarré de
cetre partie , & lesautres 4. rc&angles_ feront le rectangle
de 4 parchacunc desautres parties ; {cavoirbe. bd. b f.bg.

* 7. QuatfieME THEOREME.

U nE ligne eftant divifee en tant de parties que Uon
voudra, le quarré de la route eft €galaux Tzarrez de cha.
que partic plus deux fois autant de retangles, dontil y en
a toujours deux qui font les retangles des mémes deux

arties,

Ce Theoreme n'eft quelaffemblage du 2¢ & du e,

Soit 7" commec auparavant divi(éeen b,¢,d, £, g, parler”

*Theoremc ayant faitle quarré 7'7°, & nayant divilé qu'un
feul de ces coftez paré, ¢, d,f,2,& tiré les paralleles al’au-
tre cofté, ona g bandes, donton peut appeller chacunedu
nom de {a partie; {gavoir T6,T¢,Td,Tf,7T¢. Mais
divifant encore Iautre cofté parles mémes 4, ¢, 4, £, ¢, on
divife chacunc des § bandes en 5, ce qui faitzg, & dans
chaque bandcainfy divifée fe crouve un quarré de la partie
donteclleeft bande (dans 76,64 ,dans 7" ¢, c¢ ) & quartre
redangles des autres parties par cellela. Ec il eft aifé de
voir que dans chaque bande {e trouve toujoursun rectan-
ele de deux parties, dont le rectangle fe trouve encore
dansunautre , commedans 7" 6 fetrouves ¢, quifetrouve
aully dans 7" ¢, & ainfy toutle quarré contient

§ quarrez bé. cc. dd. ff. ¢q.
2ore@angles 2.6¢. 2.6d. 261 2. 6.
n.cd. 2cf 2ncg.
1.df ndg.
2. fe.
COROLLAIRE. -
LE plus grand ufage de ces Theoremes eft quand la li-
Oo

Xii4,
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gne eft coupéeen deux. C'eftpourquoy il faut bien retex
nixr €es trois propoficions. ,
1. Le quarré dela route eft égal aux deux rectangles de
chaque partie par la toute.
2. Le rectangle d'une partie par la toute cft égal au
quarré de cette partie, plus le rectangle des deux parties.
3. Lequarrédelatoure elt eégal aux » quarrez de cha-

que partie plus deux foisle rectangle des deux parties.

"DE LA PROPORTION®
ENTRE LES RECTANGLES.
PROPOSITION FONDAMENTALE.

Lzs re&angles qui ontun cofté égal d un cofté, & l'au-
tre inégal , font entr’eux comme l'inegal. :

Ou ) les re@tangles de méme hauteur font comme leurs
bafes. "

D’¢gale bafe font comme leurs hauteurs, ’

Ou ) d’égale longueur font comme leurs largeurs.’

D’égale largeur (%ut comme leurs longueurs,

Tout cela n’eft que lameme chofe, & peur pafier pour
prouvé dans lea¢ Livre.

Neanmoins en voicy encorela preuve. La thefe eft

be, bd :: e d.'

L’aliquote quelconque de ¢ foir appellée «.

Si par tousles points de la divifion on rtire des paralleles
ab, fl’ eft clair que 4 x fera autant de fois densé ¢, qu'x
dans ¢. C'eftadireque 4 x & x feront toujours les aliquo-
tes pareilles, I'une de 4 ¢, & l'autre de¢. Carileft bien
clair que routes les x eftant égales , tous les 4 x feront
cgaux,

Que fionapplique x a4, bale durectangle b 4, & clu’on
tire aufly par tous les poines de la divifion des paralleles
ab,ileft clair que 4 » fera aurant de fois dans 4 4, qu'x
dans 4, & que ?1 xeft precifément tant de fois dansd, 4 x
fera aufly precifément tant de fois dansé 4. Ec fi xn'eft
pas precifement tant de fois dans 4, mais avec quelque
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vefte; 6v de méme ne fera pas precifément tane de fois
dans - d, maisavec un rectangle de relte plus petir que 4 x,

Donc les aliquotes pareiﬁes de 6 ¢ & de ¢ font égale-
ment conteniies, celles de 4 cdans 4 4, & celles de ¢ dans 4,

Donc parla definition de P'égalité desraifons ¢ & 4
font enméme raifon que ¢ & d; puifque les aliquores pa-
reilles des antecedens 4 ¢ & ¢ {dnt cgalement contenus
dansles confequens&d& d. Donc bz, bd :: ¢ d.

PreEMIER COROLLAIRE,

Les rectangles font en raifon compotée de la longucur
alalongueur, & delalargeur a lalargeur, Cleft la defi-
nitionméme de la raifon compofée. 111, 2. 4.

be. mn:: bom—con.

StcoND COROLLAIRE;

L s redtangles femblables {ont en raifon doublée de
leurs coftez lomologucs,

Car les rectangles font femblables, quand la longueur
eftalalongueur,commelalargeuradla largeur,

bf & cg lont femblables, 1 4. ¢ 2 £ ¢.

Doic laraifon de ces deux rectangles eft compofée de
deux raifons cgales, par le premier Corollaire,

Donccette raifon eft doublée de chacune ,«par la defi.
nition de laraifon doublée..

¢« TROis1EME COROLLAIRE..

L s quarrez {ont en raifon doublée de leurs racines.
Creftlaméme chofe quele precedent.

Et ainfy fié eft doublede 4, 44 eft quadruple de 4.

QuarrRieMeE COROLLAIRE.

Les re@tangles reciproquesfont égaux, Car onappelle
les reétangles reciproques quand la longueur du premier
eft a lalongueur du fecond, comme la largeur du fecond
eft d lalargeur du premier.

Amnfy bg& fffgnt reciproques, fi

b. ¢ :: f. 2. . '

Or la grandeur plane des deux extremes d’'une propor-
tion cft égale i la grandeur plane des moyens. '

Donc bg—c/f.

Oo jj

le

XV1I1,

Xvir,.

XVziri,
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MESMES COROLLAIRES
AUTREMENT PROPOSEZ

St 4 lignes font proportionelles,
L € e

1. Lerectangledes antecedens 4 £, eft au retangle des
confequens ¢ ¢, en raifon doublée de la raifon de cette,
proportion 4. ¢. ou f. g.

2. Lerectangle des deux premiers termes 4 ¢ eft au re-
Gangle des deux derniers £¢g en raifon doublce de la rai-
fonalterne de cetre proportion 4.1, ou c. g. |

3. Lerectangle des deux extrémes eft €gal au retangle
des deux moyens, bg—c £ IL 27. -

4. Les quarrez de ces quatre lignes font proportionels
bb. cc i1 ff. Igg. par IIL.24.

5. Si trois lignesfont continuellement proportionelles,
le quarr¢ de celle dumilieu eft égal au retangle desex-
tremes, '

Siz-6. ¢ d cc=éd, 1l 27, .

6. Lesquarrez des deux premiers 44 & ¢ font en méme
raifon que la premiere & la troifiéme. '

bb. ce :: b.d. par I1L. 26.

' CinquieMe COROLLAIRE,

UxE ligne eftant divifée en deux parties, fi dgux auttes
lignes font moyennes proportionelles, une entre la toute
& fa plus grande partie , & I"aucre entre la méme toute &
fa plus petite partie : les deux quarrez de ces deux lignes
{ont ¢gaux au quarré de cecte toute,

Soit A divifce en m & n.

Soit 4 moyenne entre /& 7.

Et d entre 4 & .

Puifque == h.b.m. bb— hm.

Etpuilque == b, d. n=4dd. ha.

Donc b ~+dd—=bm—+bhn,

Or hm. —+ hn. =—hbh.

Doncbb +dd="hbh
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AVERTISSEMENT.
On peut rapporter icy tout ce qui a ¢ffc demonfire dans

¢ 2 N 3 liure des grandeurs planes en general. Car le
reclangle of la grandewr plane cn matiere d'gjlendie ou

f/}f.t:'e.
APPLICATION
DE CETTE DOCTRINE GENERALE

A QUELQUES LIGNES PARTICULIERES QU'ON A
FAIT VOIR CY DEVANT ESTRE PROPORTIONELLES,

: PREMIER THEOREME.

St deux lignes fe coupent dansun cercle , leretangle
des portions de 'unc cft égal au rectangle des portionsde
Fautre, Voyez XI55,

SEcoND THEOREME

Le quarré de la perpendiculaire d'un point de lacir-
conference au diametre, eft égalau rectangle des portions
dudiametre. Voyez XI. 57.

' TrRo1SIEME THEOREME.

St d'un point hors le cercle deux lignes font menées
jufqu'a la concavité du cercle, lerectangle d'unc toute &
de fa portion qui eft horsle cercle, eft égal au re@angle
de ['autre toute & de fa portion, qui eftjaufly horsle cer-
cle. Voyez XI. sa.

UATRIEME THEOREME.

St d’un Toim: horsle cercle on mene une ligne qui rou-
chele cercle , & I'autre quilecoupe jufqu'a la concavité,
le quarré de la tangente eft égal au rectangle de 'autre
toute, & de {a portion qui eft hors le cercle, XI. 54..

Er fi on appelle la tangente p, la fecante enticre 2, la
partic quicfthorsle cercle 4, & celle quieft au dedans 4,
on aura toutes ces égalitez par ce quia efté dit cy devant,

}')}7:.{? z. ]
pr=>h h. + hd.
hb=pp. —hd.
tr—ht —+dt.

tt=—pp. —+dt. Oo ij

XXI1,

XXI1.

XXI1I,

XX1V.

XXv
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INQUIEME THEOREME.
St du fommetd’un angle droicontire une perpendicu-
Jaire fur 'hyporhenufe,

1. Le quarré de cetee perpendiculaire
cft égal aurectangle desdeux portiens de J
I'hypothenufe. pp=—=mn. P

2. Le quarré du grand cofté de I'Angle
droit eft égal au rectangle delhypothe-
nufcentiere & de fa grande portion, 46— hm.

3. Le quarre du petit cofte eft égalau rectangle de I'hy-
pothenuleentiere, & de falpctite portion, dd — hn.

4. Le quarre¢ de route 'hyporhenufe eft égal aux quar-
rezdesdeux coftez bb —+dd. — b h. ’

Les 3 premicrs points fontclairs , par X1. §8.

Etlc 4¢ parle 52 Corollaires.

PrREMiIER COROLLAIRE.
La diagonale d'un rectangle peutautant que les quar-
rez des deux coflez.
SEcoND COROLLAIRE.
La diagonale d’'un quarré peut 2 fois le quarré du cofté.
TrorsiEME COROLLAIRE.

La diagonale du quarré eft incommenfurable en lon-

gticuraucoflé, & commenfurable en puiffance. XI. 76.
QuaTriiME COROLLAIRE.

La hauteur d’un triangle e(Lmlareral ( ¢eftadire la per-
pendiculaire du fommet a la bafe) eft incommenfurable
enlongueurau cofté | & commenifurable en puiflance, le
quarr¢ Jdu cofté eftanr au quarré de cette perpendiculaire :
comme 4 4 3.

La prcmicrcfpart-ie eft claire , par X1I. 79,

La feconde fe prouveainfy: pdeft
lamorti¢ de4d. Doncle quarréde s d
eft au quarré de » d, comme 4 dun.
Or ce méme quarré de 4 4 vaur le
quarre€ de pd, plus celuy de b », ¢ r d

Donclequarré debdeflt aceluy de
bp comme 4 a 3.

L h n.
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SixieME THEOREME,

Le quarréde la bafe d’unangle aigu gft égal aux quar.
zez des coltez qui le comprennent moins deux fois le re.
Adangle du cofte fur lequel on mene une perpendiculaire
de Pextremité oppofée de la bafe & delaligne comprife
encrele fommetde cecangleaigu & de cecte perpencﬁcm
laire.

Soitlabafedel’angleaigu nomme b.

Le cofté vers lequel on ne mene point la
perpendiculaire, 3

Celuy fur lequel onlamene, d.

La Terpendiculairc, . P

Laligne comprife entre la perpendicu-
haire & le fommet de 'angleaigu, X2

?cl[c qui eft comprife entre la perpendiculaire & la
bafe, . ' .
Jedisque bb=c¢. 4 dd. —2.dx. d

‘Mais il faut remarquer qu'x eft quelquefois d—y.

Quelquefois 4 fimplement,

Et quelquefois d. —. y.

Sclon que d fait fur la bafe, ou un angleaign, ouun
-droit, ou un obrus,

Mais quand 4 fait unangle droi fur 4, il eft plus coure
de dire que 44 bafe del’angle aigu, elt égal 4 cc. moins dd.
comme 1l eft clair par le precedent Theoreme, Etainfy
refte feulement les deux autres cas.

PrREMIER Cas.

Quanp 4 fait furla bafe un angleaigu,, la perpendicus
laire coupe d en deux parties.

Erainfyd —=x . y. & x —d—y.

Etalorsle Theoreme fe prouve ainfy.

Parleprecedent Theoreme 6 4. —=pg < yy.

Etce—=pp +xx.

Et dd:’yy —+ XX~ 2.yX.

Doncssefltmoindreque c¢~+ddide 2, k%, &2y 4.

XXXI,
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Or xeltant égale, d—y. xvx=dx—xy,
Doncxx —xy=—=dx.

Donc z.xx —+2xy=—2. dx.

Donc bb—cc. —+ dd.—2.dx. Ce qu'il falloit de.
monlftrer.

Seconp Cas.
St 4 fait un angle obtus fur 4, alors p ne tombe fur 4
quedtant prolonge , & yeftune ligne ajotitée a d. & x. eft
égale ad. . y. Ce qui fait qu'on prouve
amfy que bb—=cc+dd—2.dx. /7
/Q’

x

. c
pp == cc — xx. celtadire — dd—yy— s, /

dy.
jOr bb—=pp. —+yy. /"'_'f{'_'_‘
Doncbb—cc—dd—dy. £y
Ecparconfequent 66 ==cc — dd —2.dd,
ady.

Or x=d. —+y. Doncdd —+dy—d=x.

Donc:.dd —+2.dy—2.dx

Doncéb=rcv +dd—1.dx. Cequ'ilfalloit demon-
ftrer. C

De tout cecy il eft aifé de conclure que fi des denx ex-
tremitez delabale d'unangleaigu,on tire des perpendicu. -
laires a chaque cofte, lerectangle d’un coité & de la ligne
comprife entrele fommetdelangleaigu ; & la perpendi-
culaire qui tombe fur ce cofté {era toujours égale au re-
ctangle de Paurre cofté & de la higne comprife entre le
fonninet de angle aign & la perpendiculaire qui tombe
fur cer autre coftd, .

SEpTreME THEOREME.

LE quarré defa bafe de 'angle obeus eit €gal aux quar.
rez des coftez, plus le rectangle du colté vers lequel on
aura mene une perpendiculaire de Pextremité de cetre
bafe & de L ligne comprife encre cette perpendiculaire &
le foramer de I'angle ogtus.

Il ¢ft clue que cecee perpendiculaire ne peut tomber
fur aucun cofte qu’en le profongcanr.

Sait donc la LLafe :

e
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Le cofté non prolonge * ¢ ¥
L’ajotitée 9y P-f d
La perpendiculaire p. i/C

bbeft égal au quarréde g, plusle y

quarré de d-— y. C’eftadire que

bb—=pp —+yy —+dd 2. dy.

Orcc=pp. -4

Donc b a=cc —+dd —+ 2.dy. Cequ'il falloit demon-
ftrer.

AVERTISSEMENT.

On pent faire icy un Corollaire femblabled celay du Theo-
yeme precedent. le le laiffe & chercher , & 4 prowver fi bon
wewt parles principes du livre des lignes proportionelles.

HuiTiEME THEOREME.

LE quarré de la bafe d’unangle obtus , qui vaut les deux
tiers de deux angles droits ; ceftadire quieft dezo de-
grez, eft égalaux quarrez des deux coftez plusle rectan-
glede cesdeux mémes coftez.

Toutes chofes eftant faittes, & les lignes nommées com-
me dans le precedent Theoreme , 'angle obrus ne peut
valoir 120 degrez , que 'angle que fait ¢ fur I'ajofitée’y
(quieftle complement decerangle obtus) ne foit de 6o
degrez. Orle triangle que fontcy p eft reGangle. Donc
y e%k le finus d’un angle de 3o degrez. Donc par XILL y eft
lamontié de ¢,quieneftleraion. - y

I)OnCdC::Z.ﬁ”

Or par le precedent Theoreme ,

bb—ce. —+dd o 2.dy.

Doncbb—cc—+dd ~+dc. égalardy.

NeguviEME THEOREME.

L quarré dela bafe d’un angleaigu de 6o degrez eft
¢gal aux quarrez des coftez moins le rectangle des coftez.

Car par le 6° Theoreme b eftant la bale d’un angle
aigu, '

bé::ccvpdd——:.dx.

Or x en tous les cas ( c’eftadire foit qu'x foit ou d—y,.
ou 4 fimplement , oud —+y.) il eft toujours le finus d’um

Pp

XXX11L

XXXI1V.

XXXV
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anglede 30 degrez dont ¢ eftle raion, quand I'angle que
foutient 4 eftde 6o degrez.
Donc x eft toujoursla moiti¢ de ¢, par XIIL....,
Doncdc—=12.dx.
2. d x.

Doncé&.:cc.%dd.{o_u dr.

DixiEME THEOREME.

Le quarré du cofté dupentagone eft égal au cofté du
decagone , plus le quarre du colté de I'exagone infcrits
dans le méme cercle.

Soit 6 d le cofté du pentagone, 7

¢b & cd deux demidiametres du
cercle dans lequel il eftinferic, qui 977
font aufly les coftez del'exagone, 7i 4
par XII. 36. di_

dg & ¢b deux coftez du deca-
gone.

¢ p une ligne qui coupe perpendi-
culairement & parlamoiné, tantle LTt
cofté dudecagoned g, que l'arc d g qui coupe en rle cofté
du pentagone.

Cela eftant, je prouve1°. Que 4 ¢ ( cofté deI'exagone )
eft moyenne entre 4 4 cofté du pentagone, & fa partic b .

Carles deux anglesvers 4 & vers & fontchacun de 54
degrez , XI1I. 23.

Orlangle rcé eltaufly de 54 degrez, puifquel'arc g b
eltdes6degrez, XIL. & {’arc gp de18, ce qu enfemble
fare 5.4

Donc les deux triangles 6¢d , & 6 rc font ifofceles &
femblables.

Doncpar(345.) 6 celt moyenncentre b d & 4 r. Cleft-
adire entre le cofté du pentagone & fa plus grande partie,

Je prouve 2°, Que dg cofté dudecagone, eft moyenne
entre 4 d cofte du pentagone, & d r fa plus perite partie.

. Carr p coupant ¢ dperpendiculairement & par la moi-
tic,rgeltégale 4 rd, Donclesangles que chacun faic fur
g dfout égaux.

»
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Donc les deux triangles dg b & drg font ifofceles &
femblables. Doncpar(34.5.)d¢ (baledupetit & cofté
dugrand ) eft moyenne cntre 6 d ( bafe du grand ) & rd
( cofte du petir. )

Donc le cofté du decagone eft moyennc entre le cofté
du decagone & fa plus petite partie.

Donc par le §¢ Corollaire ( 205.) le quarré du penta-
gone eft €gal an quarré du cofté de I'exagone , plus le
«quarré du cofté du decagone infcritdans le méme cercle.
Ce qu’il falloit demonftrer.

OnziEmE THEOREME.

St uncligne eft divilée en moyenne & extrémeraifon, xxx vy,
la ligne compofce delamoitié de cette ligne & de fa plus
grande partie, peu § fois le (}uarré dela moitié.

Soitlaligne 4 divitée en 5 & ¢ en moyenne & exeréme
raifon, en forte que 66 —=dd—d4b, & par confequent
bb—db. =dd.

Appellantm lamoitié de 4, je disque le quarré dem—.6
vaut  fois le quarré d’sm.

Car meftant lamoiti¢ de d, dd—4.mm. Et2mb.—=bd.

Et ainfy le quarre de m — 4.

Eftancégala mm — b6 —. 2, mé..

Doncamm—éb —déb,

Doncd mm —+dd.

Donc 2 mm —. 4.mm.

Donc a 5. mm.

DouzieME THEOREME.

U n E ligne eltant divifée en moyenne & extréme rai- XX3virn,
fon, laligne compoice dela petite portion & de lamoitié
delaplusgrande, peut s fois le quarré de lamoitié de la
plus grande.

Soit comme auparavant la toute 4, la plus grande par-
tick, & famoitié n,la plus petite ¢; en forte que de=b6b.'

Orde—cc—cb. Doncec—cb—044"

Celaeftant,je disquele quarré de #. — ¢, ==g.2n.

Car ce quarré de g —+«,

Eft égal d pn—+co. —+ 2.mc. Doncann wce, 1 b,

Puifque zeft * de 4. Pp i
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Donc a nm—.b6. (puifquebb=cc. —+bc)

Donc a ns —+ 4. ns. Donca 5. zn. Ce qu'il falloie
demontftrer.

TREIZIEME THEOREME.

Une ligne eftant divifée en moyenne & extréme raifon,
le quarré de la toute, plusle quarré dela plus petite par-
tie, valent s fois le quarré de la plus grande,

Soit commeauparavant d=»5. —+ ¢. & 4 moyenne en-
tre d & ¢, en forte que bb—dec. Et par conlequent 2
ce--cb Jedisque dd —+ ce.=3.64.

Cardd=106b —+cc—.2.c0.

Donc dd —«ce.—=bb. —+1.cc 1, ¢b.

Orz.cc—+2.cb—=2bb.puifquecc~+cb=—=065

Donc dd —+ cc.==3.66. Cequ'il falloit demonttrer.

PREMIER PROBLEME.

TrouveRr le quarré égal dun rectangle donné.

Ouayant'aire d'un quarre, entrouver la racine,

Il ne faur que trouver lamoyenne proportionelle entre
les coltez du rectangle donné,

Ou entre les deux lignes qui font 'airedonnée ; comme
fi baire eft fuppoféede zo toifes, ou pieds, ou pouces , en-
reun&:0, ou: &10,0u 4 &5.

SecoND PROBLEME.

AYANT le cofté d’'unrectangle, trouverquel doiteftre
l'autre, afin qu'il foit égal d un re&tangle donné. Prendre
le coft¢ donné pour premier terme de la proportion , les
deux coftez du rectangle donné pour 2 & 3,lecofté que
P'on cherche fe trouvera en trouvant une 4° proportio-
neueo

TRO1STEME PROBLEME.

TrouvER un quarré ¢gal a deux ou plufieurs quarrez
donnez,

Soient les quarrez donnez 64,¢cc,dd, mettant 6 & cd
angle droit, le quarré de I'hypothenufe de cet angle droit
que je nomme £, feraégald b4 — cc. Et mettant de nou-
veau £ & d a angle droit , le quarré de I'hypothenufe de
cetanglefera égald £/ —.dd. Ecpar confequentd b4 —-ce,
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—dd. Eton peut conduire cela jufqu'd l'infini,
COROLLAIRE.

Trouvrr le quarré égal i plufieurs re(tangles donnez,
il ne faur que trouver les quarrez égaux a chacunde ces
rectangles. Et puison trouvera le quarré égal 4 tous ces
quarrez.

QuAaTrR1EME PROBLEME.

TROUVER unquarrédquiun quarré donné foit en rai-
fon donnée.

Soitle quarré donné 4 4.

La raifon donnée m. .

Ayant difpofé m. n. b. & trouvé pour 4¢ proportio-
nelle d, enforte que

m.n 2 b d.
Et trogvant auﬂ’[{ la moyenne proportionelle entre b &

d, quejefuppofeeftre ¢, le quarré dé ¢ {atistera au Pro-
bleme. Carpuifque == 4. c. 4. parle....
bb, cc:: 4. d.

Oré.d::m n
Donc*bé. ¢¢ :: m. n.
CinQuriEME PROBLEME.

Driviser une ligne, en forte que le quarré de ia plus
grande portion foit égalau redtangle dela toute & de la
plus perite portion.

- CeProblemea efté refolu (XI. 68.)quand on aapprisa
couperune ligne en moyenne & extréme raifon: c’efta-
dire, en forte que la routefoitala plus grande portion ,
comme la plus grande portion 4 la plus petice.

SixtEME PROBLEME,

Diviser uneligne en forte que le quarré de la plus
grande portion {oit au rectangle gc la toute & de laplus
petite portionen raifondonnée.

Soit la igne donnée 4.

La raifon donnée m. 2.

1l faut crouver une ligne quifoit 4 4 comme m 4 7. Ce
qui {e fera en tranfpofant ma ( n.m. ) & mertanc 4 pours
proportionelle, Carla 4° quontrouvera que j'appelles,

XLIL

XLItg .

XLILVY.

SLY.
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feradd , commemdn.

n. m:: d ¢ DPermutando ¢. d i om. n.

Cela eftant fait , prendre la moyenne proportionelle
entre ¢ & d, quejappelle p.

Ec faire un cercle de lintervalle de lamoiti¢ de ¢, dont
¢ foit tangente. .

Puis tirer une fecante du pointde p qui eft hors le cer-
cle juiguwa la concavité du cercle en paflant par le centre,
La partic de cette fecante qui eft dans le cercle eftantle
diametre d’un cercle qui alawoiti¢ de + pour raion, fera
égaledc, & celle quieft dehors le cercle que jappelle x
fatisferad la queftion,

Ceftadire que prenant x dans 4,

xx. dd — xd : $m

Le d B

Car parla folution du Probleme precedent, 1. XI. 68.

XX—=pp—XL.

Ec pp=dc. parceque =-d. p. ¢.

Donc xx=dc_—xc

Ordc—xc. dd—xd:: ¢ d. .

Parceque le folide de la multiplication des extrémes,

ded—xcd.
«  Eftégal au folide dela multiplication des moyens,
ded—xcd.
m. n.

Donc xx. dd—xd :- 2 J

SErT1EME PROBLEME,

xLvi,  Trouver laracinedunquarré dont on ne fcaic autre
chofe , finon qu'eftant comparé au quarré d'unc ligne
donnée, & 2 unredtangle d’uncautre ligne donnée 8 de
certe racine inconniic , 1l eft

(1. Egal au quarré plus le rectangle.

Oub 2. Egal an quarré moins le rectangle.

(L3. Egal an retangle moins le quarré.
Ainfy la racine inconniic eftant nommee x ou y.

. Laligne donnée qui faitle quarré, 4.

Ec l'autre ligne donnée cofté du retangle, d.
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Le ¢ Cas fera yy—05b - yd.
Le 2 Cas, xx—bb—xd.

—yd—bb.
Ec lele, {iyxz—_jxd-—éé.

CONSTRUCTION COMMUNE

AU PREMIER ET AU.SECOND CAS.

Decrire uncercledel’in-
tervaledelamoitie de d, éle-
vée perpendiculairement fury :
I'une des extremitez de 4.

Ecrirer de l'autreextremi-
té de 4 une fecante qui paf-
fant parle centre du cercle b
{e termine a la circonference.

Cette fecante entiere foit appellée y.

Qui fera compof€e de fa partie hors le cercle appel-
Iée x.

Et dydiametre du cercle cﬂui fera d par la conftruction.

Et 4 {eratangente ducercle.

PreuvEe pu pREMIER CAS

Dans le 1ot Cas, c’eft y (Ceftadire la fecante entiere)
qui eft la racine que I’on cherche,

Car y eftant ¢galed x —d. ~

yy—yx-—+yd. 35.13.
Orbb—=xy. 5. 25
Donc yy-—bb -+y d. Ce qu’il falloit demontftrer.
Preuve pu seconp CaAs.

Dans lea¢ Cas, c'clt x ( c’eftadire la partie de lafecante
qui eft hors e cercle ) qui eftlaracine que I'on cherche.

Carx. b:: b x + d.

Donc xx —+xd=46b. R

Donc x x — b 6 — xd. Ce qu'il falloit demonftrer.

CONSTRUCTION ET PREUVE Du TROISIEME CAs.

Faifant un cercie qui ait 4 pour diametre , & & pour
tangente , il faur uirer une paralleled 4 de I'extremice de b
qui eft hors le cercle.

4
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Que f{i cette parallcle ne coupe point le
cercle, parceque 4 eftaufly grande ou plus
grande que la moici¢ de d,le Probleme eft
impoflible. ’ _

Mais fi elle le coupe tirant une rangente

arallele 4 6 del'autre extremité de 4,& pro-
fonge:mt jufqu’a cette tangente la fecante
parallelea 4, cetre fecante ( égalead) fera J{
comfrofc’e de trois parties ; de deux horsle
cercle, qui eftant egales (commeil eftaifé dele prouver
en tirant du centre une perpendiculaire 4 cerre fecante )
chacunsappellera x , & celle dededans le cercle plus une
dudehors, c’eftadire plus x, s"appellera y,

Celaeftant f"uppol'té ,je dis qu'x & y peuvent Pune &
'autre fatisfairc au Probleme.

Car xy=~66,parle 4 Theoreme , & deftant égalea
x -1-}’.

X% —+ Xy —xd. i
Etyy -l-xy:yd.g PAT BeSe
Donc xx—xd—xy égal d 64.

Etyy—=yd—xy égaladé.

Donc foit qu'on prenne x ou y, on fatisfait auProble-
me. Et le choix depend de fcavoir d’ailleurs i la racine
que L'on cherche doit eftre plus perite que 4. Car alors
c'eft x, aulieu que fi elle doireftre plus grande , c’eft y..

NOUVEAUX
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NOVVEAVX ELEMENS

GEOMETRIE

LIVRE QUINZIEME.

DE LA MESURE

DE L'AIRE. DES PARALLELOGRAMMES,
DES TRIANGLES, ET AUTRES POLYGONES.

DEFINRIFIONS.

3 UaND on parle des coftez d’un parallelogram.-
{243 B me, on entend les coftez angulaires , amoins
AW qu'on ne marque autre chofe.
’ On peut prendre lequel on veut de cescoftez
pour mefure dela longueur du parallelogramme ; & alors
ce cofté s’appelle 1a bafe.

Et la perpendiculaire qui mefure la diftance entre la
bafe & fon cofté oppofé s’appelle la hauteur du paralle-
logramme.

FONDEMENT DE LA MESURE
* DES PARALLELOGRAMMES.

PAR ce que nous avons dit au commencement du livre
precedent, que dansles parallelogrammes non re&tangles

( 4 qui pour abreger nous donnerons implement le nom.

Qg
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de parallelogrammes ) on pouvoit prendre lequel on vou.
loit de leurs coftez angulaires pour mefure de I'une de
leurs dimenfions, qui eft la longueur ; mais que l'autre
cofté angulaire ne pouvoit pas en mefurer la largeur, par-
cequeeltant oblique il ne mefuroit pasla diftance entre les
co?tczo pofez quiavoient efté pris pour la longueur. Et
amfy aulieu de cer autre cofté angulaire, il faur prendre
la perpendiculaire quimefure la diftance entre le premier
cofte & fon oppofe, pouravoir l'autre dimenfion de ces

arallelogrammes.

Or deld il senfuit que le retangle de labafe & de certe
perpendiculaire appelice la hauceur du parallelogramme
cltegald ce parallelogramme, puifque n’ayant rous deux

ue deux dimenfions, longueur & largeur, la longueur de
Puneft egaledlalongueur de Paucre, ence qu'ils ont tous
deux une bafe égale, & que la largeur de I'un eft égaled
lalargeur de l'aucre , puifqu'elle eft mefurée par une p

endiculaire égale dans'une & dans lautre ; quoiqu’
foicga I'un des coftez de la figure, fcavoir dans le retan-
gle, & quedans "autre elle v’y foir pas marquée.

Cela pourroit fuflire pour ceux qui cherchent plicoft
a s'allurer de la vericé qu'a en pouveir convaincre les
autres.

Neanmoins pour plus grande eertitude on peut em-
ployer deux voies Four prouver cette propofition: I'une
nouvelle appellée la Geometrie des indivifibles : & I'auere
ancienne & plus commung. Nous expliquerons 'une &
auere,

NOUVELLE METHODE APPELLE'E
LA GEOMETRIE DES INDIVISIBLES,

Quorque les Geometres conviennent que la ligne n’eft

as compofée de poines, ny la furface de lignes, ny le fo-
E’de de furfaces , neanmoins on a trouvé depuis peu de
temps un art de démonf(trer une infinité de chofes, en con-
fiderant les furfaces comme fi elles eftoient compofées de
lignes , & les {olides de furfaces. ‘

'z:.t.-'?_
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Yen'ay rien veu de ce qui en a efté écrit : mais voicy ce

qui m’cn‘c& venudansl'elprit, en ne m’arreftant mainte-
nant qu’a ce qui regarde les {urfaces.

Le fondement de certe nouvelle Geometrie eft de pren.
dre pour laire d’une furface la fomme des lignes qui la
rempliffent ; de forte que deux furfaces (ont eftimées éga-
les , quand 'une & l'autre eft rempliepar une fomme égale
de lignes égales ; foit que chacune de celles d’'une fomme
foit égale 4 chacune de celles de'autre fomme ; {oit qu'il
fe faflc une compenfation ; en forte par exemple, que
deux d'une fomme qui pourront eftre inegales entr'elles,
foient égales A deux pnfes enfemble de 'autre fomme qui
feront égales entr’elles,

Mais pour ne pas donner lieu a beaucoup de paralogif-
mes ol ’on tombe aifémenten fe fervant de cette metho.
de, fion n’y prend bien garde ,d faut remarquer,

X. u’a()in que des lignes foient cenfées remplirun ef-
pace, il faur qu'elles foient toures paralleles entr’elles ; foit

\.?u’elles {oient droittes pour remplirun efpace rectiligne,
oit qu'elles foient circulaires tpour remplir des cercles ou
des portions de cercle, Ileft facile d’envoirlaraifon. Et
ainfy il faut bien prendre garde de ne-pas employer pour
cela des lignes qui ne feroient pas parallcles en l'une ou
l'autre de ces deux manieres, '

2. Afin qu'une fomme delignes foit cenfée égale 4 une
autre fomme de lignes, il ne faut pas s'imaginer qu'on Tuif;
fe dire le nombre qu'en contient chaque efpace ( car il n’y
apoint de fi petit efpace qui n’en contienne un nombre
infini ) mais ce qui fait qu'onappelle ces fommes égales,
c’eft que toutes les lignes d’un cofté & dantre coupent
]})erpcndiculaircment deux lignes égales, Par exemple fi

aligne 4 eft égaledla ligne m, le nombre in-
fini des lignes qui peuvent couper perpendicus b
lairement 4 cn tous fes points, eft cenfé égal
au nombre infini de ccﬁes qui peuvent aufly.
coulﬁacr perpendiculairement 7, eftant vifible
qu'il 0’y a point de raifon pourquoy on ¢n pui-
Qg
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iz faire paffer davantage par 'unc que par lautre. Carles’
aliquotes pareilles de I'une & de Pautre eftant todjours
égales julques 4 Pinfini , on pourra toujours de part &
d'aurre tirer par tous les points de ces divifionsautantde
lignes paralleles entr'elles , & qui contiendront toujours
de part & d'autre un efpace parallele égal. Et c’eft pro-
prement deld que depend la verite de cette nouvelle me-
thode ( & non que le continu {oit compofé d'indivifibles)

ce qui I'a fait méme appeller par quelques uns, la Geome-

erie de linfini. '

1 faut donc bien prendre garde que leslignes{ parle
ranort defquelles on dit qu'une fomme de ces lignes pa-
ralleles qui rempliffent un efpace, eft égale a une autre
fomme ) les coupent perpendiculairement. Et c'eft ou il

a plus de danger defe tromper. Sur ces fondemens voicy
Fes Theoremes que 'on dablir.

PREMIER THEOREME.

Tous les parallelogrammes de bafe ¢gale & de m&me
hauteur font égaux entr'eux.
Soient diversparallelo- ...
rammes,comme A4, F,7 :
%nfermcz dans le méme A [ |E J
efpace parallele (commeiemrthentme b Fmm=tumennes
ils le peuvent eftre , puifqu'ils font {uppofez de méme hau.
teur ) & ayant tous lis bafes égales, ileft clair que toutes
les paralleles qui peuvent remplir cetefpace , rempliront
tous ces parallelogrammes ; & qu'ain(y ils feront tous rem.
lis d'une fomme égale de lignes , cecte fomme eftane me-
furée dans tous par la perpendiculaire qui mefure la hau-
reur de ces rectangles | qui eftlaméme en tous, puifqu’ils
font de méme hauteur ? ’
De plus, toutes ces lignes eftant paralleles a la bafe dans
tous cesretangles , font €gales en tous, puifqu’elles font
en tous égales 4 la bafe, & que les bafes font fuppofées
egales,
Donc il ya par tout fomme égale delignes c¢gales.
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Donc ilsfont tous égaux felon le fondement de la Geo-
metrie des indivifibles. ‘
SEcoND THEOREME.
Tous les parallelogrammes de m&me hauteur foat en-
tr'eux comme leurs bafes.
C’eft une fuitte du precedent. ...

Soient les garallelogrammes 4, —[:
E entre memes paralleles, & qui. A /1.'4 /
ayent des bafesinégales;en quel- s

ques aliquotes que je divifesla

bafe d’4, en tirant les paralleles au cofté par rous les
pointsde la divifion , il y auradans 4 autant cﬁ: parallelo-
grammes égaux entr’eux , que cette bafe aura de parties
égales : de forte que fielleavoit efté divilce en 7 parties,
dont jappelleray chacune x, il y auradans 4 7 parallelo-
grammes qui auront chacun x pour bafe,

Que fiappliquancx d labafed’ £, il fe trouve qu'il y foic
trois fois, ou fans refte, ou avec refte, tirant encore de
rous les points dela divifion des ligues paralleles au cofté
d’E, il eft vifible qu'il y auradans £ autanc de parallelo-

rammes quiauront x pour bafe , qu'x fe fera trouve dans

a bale d’'E. Ec fi ¢’a efté {ansrefte, cestrois parallelo-

grammes rethplirorit B fansrefte: & fiavec refte, il refte-
raaufly un parallelogramme qui aura ce refte pour bafe.

Or {es parallelogrammes qui dans E ont x pour bafc
font égaux i ceux qui dans « ontaufly x pouriafe ; par
le precedent Theoreme,

Donc par la definition de I'égalité desraifons 4 efta E
en méme raifon que labafed’.#la bafed’ £, puifqu'au-
rant que les aliquotes quelconques de la bafe d’4 font
contenues dans la bafe &' £,lesaliquotes pareilles &’ (ont
contenues dans £ : i fans refte , fans refte ; fiavec refte,
avec refte. o
TroistEME THEOREME.

Les triangles de méme hauceur & de méme bafe font
égaux. Car eftant mis encre les mémes paralleles , comme
devant, & ayant tous 4 pour bafe, toutes les lignes paral-

Qq 1j
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leles quiremplironccerel- 0
pace, rempliront ces trian- \\ :
gles, & chacunc decesli- é& E o T\

nes tirées rout le long de L e
F’ef pace d’un point quel- -
conque dela perpendiculaire  n, ce quifera enferme dans
chaque triangle fera roujours égal , comme il a efté prou-
védansle livre X111, & X. z0. quoique toujours de plus
petit en plus petit montant vers lefommet. -

Doncune fomme égalede lignes ¢gales chacunea cha-
cunede chaque triangle, remplit tous ces triangles,

Donc ces triangles font égaux.

UATRIEME THEOREME.

Les triangles de méme hauteur font entr’eux comme
les bafes.

C’eft laméme chofe que le2¢ Theoreme, & quife prou.
ve de la méme forre, excepté qu’on erhiploye icy au licu
de parallelogrammes des triangles qui ont pour bafe, &
qui aboutiffent de part & d’autre au fommer de chaque
triangle dontilsfont parries. Or ces triangles qui ont x
pour bafe dans Pun & dansPautre eriangle | fontaufly de
méme hauteur dans I'un & dans 'autre ; & par confequent
ils fonr égaux. Enfuite dequoy il ne faucappliquer quece
que nous avons dit pour la demonftration du 2¢ Theo-
reme,

CINQUIEME THEOREME.

Lk cercle eftegalan trianglerectangle, quia pour cofl -
tez de fonangledroit le raion du cercle, & une ligne éga-
led la circonference ducercle,

Soitle cercled,
leraiond é,latan-
gente b ¢, égaled
Ja circonference
& I'hypothenufe

¢

Si ontire de tousles points du raion descirconferences
concentriques au cercle, ellesrempliront touc le cercle, &
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ellesferont paralicles entr'elles , en la maniere que les cir-
conferences le peuventeftre , & coupées perpendiculaire.
ment par le raion.

Si ontire aufly de tous cesmémes points du raion par
lefquels auront paflé ces circonferences des paralleles
a b ¢, julques en d¢, ces paralleles rempliront le triangle,
Etainfy la fomme de ces circonferences & de ces paralle-
les fera égale, eftant determince de part & d'avtre parles
points du méme raion , eftant clair qge 'on ne fqauroir

tirer une circonference par aucun point, qu'on ne ture auf-

{y une paralleled d¢ par ceméme point ; & au contraire,

Or lacirconference & la parallele tir¢es du méme point
font égales , comme on peut voir en examinanc laquelle
on voudra: par exemplecelle du point 4. Car

circonf. &. circonf, £,
bd. df::iu 2

Donc circonf, 4. circonf, £:: be fg.

Donc alternando circonf, . b¢ :: circonf. f. fg.

Or par I'hypothefe la circonference 4, quieft celle du
cercle, eft égaﬁ: au cofté du triangle 4 ¢. -

Donc la circonference paffant par le point £, eft égale
A fg,paralieled 4o,

AVERTISSEMENT.

Te n'endiray pas davantage de cette nowvelle methode. 11
cf aifé dejuger que ces ; Theoremes font de fuffifans fondemens
powr mefurer [ans peine toutes les figures retlilignes, & entron-
verles egalite €5 les rapports , fur tont en y joignant les prin-
cipes qui ont ejre ctavles dans les 3 premiers livres.

METHODE COMMUN E.
LEMME ou AXIOME,

Drux triangics tout-égaux font égaux, C'eftadire que
lorfque lesanglesd’un triangle font égaux a ceux de I'au.-
tre,, chacunachacun, & les coftez e¢gaux aufly chacund
chacun, ces deux triangles comprennent un efpace égal;

en quoy confifte ce quon appelle égalité dansles figures, .
KCelaeft clair defoy méme,cftant vifible que deux trian-

cles de cette forte ne different que de pofition,

Ix.

X
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PROPOSITION FONDAMENTALE
DE LA MESURE DES PARALLELOGRAMMES,
ET DES TRIANGLES.
XI. Tour parallelogramme eft égal auredangle de {2 hau- -
teur & de (a bafe.

Soit le parallelogramme 4 ¢d £,
tiranc fes perpendiculairesbm & ¢n -
furlabafe df;prolongéeautant qu’il i
elt neceflaire; je dis que lerectangle n = d
b cmn, quieftle reGtangle de la bafe S
& de la hauteur de 4 ¢ 4 £, eft égal 2 bcdf.

Car bceltancégale tancd dfquiamn,
dfeltégaleama. Doncoftant mf, com. ;-
munc de ['une & de l'autre , 4 demeu- i
rera égaled fn. Etainfy 6 d eftancégale J—m £ n
dcf,&bmdcn,lestriangles b dm & ¢ fn
font égaux par le Lemme precedent. Er ainfy ajotitant 4
Pun & alautrele trapeze communé m ¢ £, b c df fera égal
démen. Cequil fa{,loit demonftrer,

PREMIER COROLLAIRE.
XrIL Les parallelogrammes de m&éme hauteur & de bafe éga
le font égaux. :

Car iFs out tous pour leur mefure commune leméme:
retangle de cette hauteur & de cette bafe.

SEcoOND COROLLAIRE.
XT1T, Lgs parallelogrammes de méme hauteur font comme:
leurs bafes ; de bafe égale , font comme leurs hauteurs.

Car chacuneft égal au rectangle de fa bafe & defa hau-
teur. Or les rectangles de méme hauteur fone encr’eux.
comme leursbafes, Tlen faur donc dire de méme des pa-
rallelogrammes qui leur font ¢gaux.

On peut aufly prouver ce 2% Corollaire par le premier-
de la méme fagon qu'on a déja faicen demonftrantle 2¢
Theoreme dela premiere methode.

TrROrstEME COROLLAIRE. C

LA naifon de deux parallelogrammes quelconques eft

toujours

XI1v,



pE GEOMETRIE LIiVvRE XV, 31
toujours compofcede la raifon de la hautcara la hauteuf,
& dela bafe a la bafe.

_Carles parallelogrammes font roujours entr’eux com-
me lésredangles de leur hauteur & de leur bafe,

QuAaTRIEME COROLEAIRE GENERAL.

Tout ce qui acfteé dirde laraifon des rectangles parla
comparaifon deleurs coftez angulaires, eft vray des paral-
lelogrammes , en comparant lahauteur a la hauteur, & la
bafe 4 la bafe. Lela cft clair par la raifon du precedent
Corollaire.

DES PARALLELOGRAMMES EQUIANGLES.

THEOREME GENERAL.

Les parallclogrammes equiangles font entr’eux en rai-
fon compolée de leurs coftez angulaires, de méme que
s'ils eftorent redangles.

Car rous les parallelogrammes font entr’eux en raifon
compofec de cellede labafedlabafe, & dela hauteur ala
hauteur. _

Or quand ils font equiangles, la raifon des coftez obli-
ques furla bafede chacun el la méme que celle de la hau-

reur 4 la haureur. Parcequeles lignes €galementinclinees

{ont en méme raifon que leurs perpendiculaires, quieftce
qui mefute cetre hauteur. X. 11, ,

Exemple. Soient b¢ & mn deux pa-

rallelogrammes equiangles , dont les j

hauteurs foient f & p. = -
Par les precedens Corollaires,,

bf.mn::c.n.:_-kﬁ P.
Or £, p = b.m. par X 1L m/ p /
Donc bec.mn i con —+ bom. Cequil .

falloit demonftrer.
COROLLAIRE GENERALL
Tour ce qui a efté dic de la raifon des re@angles en.
tr'eux par la comparaifon de leurs coftez angulaires , eft
vray aufly des autres parallelogrammes equiangles parla
méme comparaifon de leurs coltez angulaires.
' Rr

XY.

XV I
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~ Creftadire par excmple, que v'ils font femblables, le
orand colté du premier eftant augrand cofté du fecond,
comme le petir cofté du premier au Eierit cofte dufecond,
ils font en raifo n doublee de leurs coftez homologues,

Si leurs cofte zfontreciproques ( c'eftadire, file grand
cofté du premier cft au grand cofté dufecond , comme le
petit cofté dufecond eftau peric cofté du premier ) ils fone
egaux. Erainfy de couc le refte,

3 COROLLAIRE PARTICULIER.

Lorsque deux lignes paralleles cha. ™
cune aux coftez angulaires d’un paralle- /L i
logramme fe coupent en un méme poine [~ / f/
de la diagonale,ilfe faic 4 parallelogram- T
mes , dont lesdeux qui ne font point coupez parla diago-
nale, comme # & E,fonregaux.

Car ils font equiangles, puifqa’il y a un anglede 'un
quieft opivofé aufommeed un angle de Paucre. .

Et il elt vifible par XIII. 21, quele grand cofté d’ cft
au grand cofté d'e, comme le perit cofté de eft au petic
cofté d'a,

Ye fcay bien que cela fe prouve ordinairement d’une
autre maniere plus palpable, qui eftque la diagonale par-
tage par la moitié ranc le parallelogramme roral, que cha-
cun de ceux quifont aurour de cette diagonale. Donc la
moiti¢ du toral danslaquelle eft « eftant égale 4 la moirié
dans laquelleeft ¢, & oftant de chacune de ces deux moi-
tiez deux triangles egaox, les deux parallelogrammes qui
demeureront feront eginy,

DES PARALLELOGRAMMES SEMBLABLES.

PrReEMIER THEOREME,

DEeux parallelogrammes femblables ( c’eftadire qui
eftant equiangles ont leurs coftez proportionels ) fonten
raifon doublée de leurs coftez homologues , comme il
vient d’eftre dic 5. 17.

SEcoND THEOREME
Les coftez hommologues de deux parallelogrammes fem. -



pr GEoMETRIE Livre XV, 31§
blables, eftant en méme raifon que les coftez homologues
de deux autres parallelogrammes (em blables entr’eux, ces
4 parallelogrammes font proportionels.

Soientles deux premiers femblables 4 & B, & les deux
derniers 7 & 0 {i la raifon d’entreles coftezd’ .4 & ¢ cft
x.y, & de méme entre les coftez &7 & 0, je dis que

A E :: 1. 0.

A. E

Car { 7 0 } 1K X Y.

DES TRIANGLES.

LEMME.

Tour triangle eft la moiti¢ d’un parallelogramme de
méme bafe & de méme hauteur. -

Soitletriangle b cd. Sidebontiresf, 4
égale & paralicled la bafe cd, & que du ’-
point fontire fd; jedist. qued. c. d. /.
¢t un parallelogramme. Car cd & 4f
fout paralleles & égales par la conftru-
&ion ; & par confequent é¢ & fd font
aufly paralleles & égales, par VI..8.

Et par confequent 4 4, qui cftla diagonale de ce paral-
lelogramme, le divifc en deux triangles egaux bcd & 6 fd.
Doncécd eftlamoitié de ce parallelogramme.

Or il eft vifible que ce triangle & ce parallclogramme
font de méme haureur, puifqu'ils font enfermez entre les
mémes paralleles 6f & ¢d , & qu'ils ont la meme bafe,
{cavoir cd.

"Doné tout triangle eft la moitié d’un parallelogramme
de méme bafe & de méme hauteur,

THEOREME GENERAL,

. Tourt triangle cft egal au redtangle de la moiti¢ de fa
bafe , & de toute 2 hauteur ; ou de lamoitié de {a hauteur
& de toute fa bafe. 2 B

' Caril eft lamoitié d’un parallelogramme de fa bafe & de
f2 hauteur. Or ce parallelogramme eft egalau rectangle
de fa bafe & de fa hauteur.

Donc prenant la moitié de la bafe & toute la hauteur,

' Rrjj

4
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oulanyoitié de la hauteur & routela bafe, on 2 un re&an-

gle qui vaut la moiti¢ du rectangle de toute la bafe & de

touce la hauteur. Donconaunrectangle ¢gal autriangle.
PreMIER COROLLAIRE.

Les triangles de méme hauteur & de bafe égale, font
¢gaux,

Car ils font tous egauxau méme redtangle , qui eft ce-
luy de la moiti¢ de leur bafe & de touteleur hautetir.

SEcoND COROLLAIRE.
. LEs triangles de méme hauteur font comme leurs ba-
fes, & d’¢gale bafe comme leurs hautcurs.

Car ils font tous égaux ades rectangles, quieftancde
méme l*autcur font comme leurs bafes , & d’égale bafe
comme leurs hauteurs.

On peut aufly prouver cefecond Corollaire par le pre-
micr , de la méme facon quon ademonftré le 4¢ Theo-
reme de la premiere mechode.

Troi1slEME COROLLAIRE.

LA raifon de deux triangles quelconques eft roujours
compofée de la raifon de la haureur 4z hauteur, & de la
bafe 4 la bafe. Car ces triangles {font roujours entr'cux
comme les rectangles de lamoitié de leur bafe & de roure
leur haurenr, quiontentr’eux cetteraifon compofée.

QuaTRIEME COROLLAIRE GENERAL,

Tour ce quiaefté dicdela raifon desrectangles par la
comparaifon de leurs coftez, eft vray des triangles parla
comparaifon de la hauccur a lahauteur, & de la bafea Iz
bafe.

DESTRIANGLESEQUIANGLES
. OU SEMBLABLES.

PREMIER THEOREME.

Tous les triangles equiangles, & par confequent fem-
blables, fonten raifon doublée delaraifon deleurs coftez
homologues.

Car par les Corollaires precedens les criangles fonc en-
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er'euxen raifon compofée de la raifon delabafe 4 labafe,
& de la hauteur a la hauteur.

Or quand ils font equiangles, les coftez fur la bafe de
part & d-autre font chacun  chacun en méme raifon que
les perpendiculaires du fommet 4 la bafe qui en mefurela
haurcur. X. 12.

Et par confequent ils {ont en raifon compofcée decelle
de Ja bafed la bafe ; & d’un cofté dun cofte.

Or eftant equiangles, la bafe eft dla bafe comme cha-
cun des coftez a chacun des coftez.

Et par confequent leur raifon eft compofee de deux rai-
fons égales ; ce qui s’appelle raifon doublce.

Exemple. Soient triangles fem-
blables bed & mno,donc bf & mp b » m
mefurent les hautears. ; f'\

bcd. mno:: cd. mo. +bfmp. / Q

Or bs. mn ,.
cF dnp ©

bd. mn%:: bf. mp. -
cd. no :

Douc tous les coftez ayant la méme raifon,chacun cha-
cun, & avec les perpendiculaires , 12 raifon de ces trian-
ales bed & mno ne peut eftre compofée de la raifon de
labale ¢d & no, & de celle des hautcurs 6/, mp , quils
ne foient en raifon doublée de 'une de ces raifons, puil-
quelles font égales; & par confequent aufly dela raifon
des autres coftez homologues, qui eft laméme.

SECOND THEOREME.
S1 lescoftez homologues de deux triangles femblables Xxvirr,

{ont en méme raifon que les coftez homoTogucs de deux
autres rriangles f'eml;lables entr’eux, ces 4 triangles {fone
proportioneis. Ceft la méme chofe que ce qu'onsa de-
monftré des parallelogrammes. S. 2o.

DES FIGURES SEMBLABLES.
PrREMIER THEOREME .

Deux figures femblables quelconques font en raifon xx1x.
doublée de leurs coftez homologues.

Rr i
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Car par XI1I. 26. clles peuventeftre parcagées chacune
en autant de triangles,tels que ceux d’une part eftant fem-
blablesa ceux del’autre , chacuna chacun, les coftez ho-
mologues de deux femblablesferont en méme raifon que
ceux de deux autres quelconques femblables.

Ainfy fuppofant qu'elles foient partagées chacune en .4
eriangles qui {oient

A. E. I. O.
4. e i, o.

Parle precedent Theoreme 4. 2 :: E.e:: 1. i :: 0-o.

DoncparIl.35. 4 =+ E 1. =+ Q. a—re—i-tr0:: 4.4

C’eftadire que la plus grande des figures femblables qui
comprend ces 4 triangles 4. E. 7, 0. feraa la plus peute
qui comprend les 4 triangles . ¢.4, 0. comme 'un de ces
triangles eft a fon femblable.

Or ces triangles femblables font entr’eux en raifon dou-
bléedeleurs bafes , & lesbafes de ces deux triangles fem-
blables font coftez homologues de ces deux figures ( com-
me on a veu XIII. 26.)

Donc ces figures femblables font en raifon doublée de
leurs coftez homologues.

COROLLAIRE.

Les figures femblables font entr’elles comme les quar-
rez de leurs coftez homologues.

Car par le Theoreme precedent les figures femblables
font entr’elles en raifon doublée de leurs coftez homolo-

ues.
. Orles quarrez de ces coftez homologues font aufly en-
tr'eux en raifon doublée de ces coftez qui font leursra-
cines.
. SEconD THEOREME.

S1 I'on conftruic fur Phypothenufe & fur les deux coftez

d'unangle droit des figures femblables Puelconques , celle
era égale aux deux
qui feront conftruitres fur les coftez.

Soit le grand cofté del'angle droit 4, le petit ¢, I'hypo-
thenufe 4.
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La figure conftruitte fur 4 foitnommee 4. furc, E, &

fur 5. 1.

Par le Theoreme precedent,

A bbb E.cci 1. hh,

Donc A ~+ E, bb—rcc:i 7. hh. (parll. 44 )

Donc liernando

A E.L i bbh rcedih.

Or b6 —wcc, =bh. par XIV. 26,

Donc 4 —+ E. = 7. Ce qu'il falloit demonftrer.

AVERTISSEMENT.

On woit par L que cztte propofitian quoique plus generale
gue celle desHuarrex, wadcn effie traiteée quaprés celle des
Guarresss parcequele guarré off la vraie & natarelle mefurc
de la dizienfion des antres figures planes.

DES FIGURES REGULIERES.
PreMIER THEOREME '

Tour polygone eft égalaurectan-
gle du raion droit { qui eft Ia per-
pendiculaire du centre a I"un des
coltez (& dela moitie de fon peri-
metre,ou au triangle qui a pour hau. -
teur ce raion droit, & pour bafe ce
perimetre,

Car tout polygone regulier comprend autant de trian-
gles tout-¢gaux, qu'ila de coftez, lefquels ont tous pour
mefure de leur hauteur la perpendiculaire du centre au
cofté qui leur fere de bafe,

Donc chaque triangle eft égal au rectangle de ce raion
droit qui eft leur hauteur , & de la moiri¢ de la bafe,

Or toutcs ces moitiez des bafes de ces triangles prifes
enfemble font la moitié du perimetre , puifque routes les
bafes font rout le perimetre. .

Donc le rectangle de cette perpendiculaire & de la
moiti¢ du perimetre eft €gald tous ces triangles 5 & par
confequent au polygone. . ,

Er celt Ja méme chofe du triangle quia pour hauteur

XXXIx,
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cette perpendiculaire, & pour bafe tout le perimetre, puif-
qu'il elt égal i cerectiligne. Outre qu'il eftaifé de prou-
ver qu'il elt égal 4 tousles eriangles que contient le poly-

one,cftant de méme hauteur que chacun, & fa bafe eftant
cgale a rautes les bafes des aueres prifes enfemble.

SEcoNnp THEOREME.

Par l'analogiedu cercled un polygone infini, le cercle
elt égal au redtangle duraion & de la moiti¢ de la circon-
ference , ou au triangle qui a pour hauvteur le raion,& pour’
bafe toute la circonfgcrcnce. '

Nous 'auons prouvé par fa premiere methode, quieft
la Geometrie des indivifibles, On le peut a¥{ly prouver
parla voie d’Archimede, enm ontrant que le re@angle du
raion & de la moitié de la circonference eft plus grand
que tout polygone infcritau cercle, & plus petit que tout
circonfcrit. : .

Il eft plus grand que tout infcrit, parceque l'inferic par
le Theoreme precedent eft égal au rectangle de la per-
pendiculaire du centre au cofté , & de la moiri¢ du peri.
metre. Or cette perpendiculaire eft plus petite ?uc le
raion du cercle , puifqu’elle eft terminée dansle cerele,, &
Ie perimetre du Yolygone inferic eft plus petit que la cir-
conference qui la comprend, par la maxime d’ Archime-
de. V. 6.

Donc le re@angle duraion du cercle & de fa moitié de
la circonference eft plusgrand que tout polyzone infcrir.

Ecileft pluspetit que rout polygone circonfcrit , parces
que le polygone circonferic elt égal au rectangle du raion
du cercle ( Hui cftalors laméme chofe que la perpendicu-
laire au cofté ) & de la moitié de fon perimerre, lequel
perimetre eft plus grand que la circonference du cercle,
puifqu’il la comprend , felon la méme maxime d’Archi-
mede. Donc&ec. :

TROISIEME THEOREME.

LEs figures regulieres de méme efpece font entr’elles
enraifon doublée de celle de leurs raions droits,

Car elles font égales chacune au‘re@angle du raion

droit,
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droit, & de la moitié du perimetre. Or le raion droit eft
au raion droit comne le perimetre au perimetre , par X1I,
26. Donc ces reétangles ( aufquels ces figures regulieres
font égales ) eftant femblables font entr'eux en raifon
doublee de celle du raion droit,qui eft 'un de leurs coftez.

PREMIER COROLLAIRE.

LEs cercles font entr'eux enraifon doublce decellede xxxy ::
leurs raions, ou de leurs diametres, ce qui eft la méme
chofe.

Seconp COROLLAIRE.

Les cercles font encr’eux comme les quarrez deleursgxx yr1.
diametres. Car lesuns & les autresfont en raifondoublée
de celle de leurs diametres.

‘ (%}_I‘ATRIEME THEOREME.

Les triangles (cmblablesinferits en des cercles font en- gxxvarr.
tr'eux en raifon doublée des diamertres de ces cercles : ou,
ce quieft la méme chofe, comme les cercles, oucomme
les quarrez des diametres,

Carlescordes de divers cercles qui {foutiennent les an-
gles infcrits égaux , font entr’elles comme les diametres,
par X.z24. & 5.

Donc les coftez de ces triangles femblables qui foutien.
nent les mémesangles ( qui font ceux qu’on appelle ho-
mologues ) font entr'eux comme les diametres.

Or ces triangles eftant femblables , font en raifon dou.
blée de leurs coftez homologues.

Doncilsfont aufly en rai%on doublée de ces diametres.

Doncils font aufly entr’eux comme les cercles & com.-
me les quarrez des diamecres.

CinQuieME THEOREME.
Les figures femblablesinfcrictes dans les cercles fonten.
tr’elles en raifon doublée des diametres.

Car commeil aefté prouvé 5. & XIII. 26. ces figures
femblables {¢ peuvent refoudre en triangles femblables,
chacun d'une figure 4 chacun de I'autre | quiferont tous
infcrits dans le cercle. -

Donc tousles criangles d’une figure font i tous ceux de

Sr
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Pautre (& par confequent une figure cft d l'autre ) comme
un des triangles d'une figure d un femblable de 'autre. Or
parle Theoreme precedent ces deux triangles femblables
font entreus en raifon doublée des diametres. Donc les
figures femblables infcritres dans les cercles font entrelles
en raifon doublée des diametres. Donc aufly comme les
cercles. Donc aufly comme les quarrez des diametres.
PrReEmMier PROBLEME '

Decrrre.-fur un cofté donné le parallelogramme égal
& equiangle d un parallelogramme donné,

Sait le parallelogramme donné
bedf. Soit continuée ¢d jufques
ag, enforte que d g foit égale au
cofté donné,

Soit aufly continuée 4 £ jufques
ace que fq foit égaled d ¢. Soit
mence de g par 4 une indefinie.

Soit pro?ongée bec, julquia ce quelle rencontre en 7
cetee indefinie,

, Soit prolongée 4 ¢ julques en %, enforte que 44 foic
€galed 47, joignant lespoints 7£&, & prolongeant £d juf-
ques en 4, onrelle rencontre £.

Le parallelogramme 4 hkg fera égal & equiangle au
donne 6 ¢ df;

SECOND PROBLEME.

FAIRE une figure égale d une donnée quiait moins d’un
cofté quela donnée. Ceftadire que fi la donnéeenaé,
on en cherche une qui nenairque 5; & ficlleen a.y,on
en cherche une qui n'en ait que 4+ deforte que parlaon
pourra venir jufqu’au triangle,

Soit propolé de reduire l'exa-
gone bcdfgh en un pentagone
quiluy foit égal. EAE
Ayant prolongé fq, jetire la :\\a ,

lignc ég :
Puis de 4 je tire fur gprolon- i\
geehlparalicled b g. 7
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Et de 4 je tire 4/5 Je dis que le pentagone 4 edflelt
¢gala 'exagone donné.

Car les triangles b / b & b [ ¢ font égaux, parcequ'ils
font fur la méme bafe & entre mémes paralleles,

Donc oftant b /e, communal’'un & A l'autre, hob de-
meurera ¢gal a /g o, toutle refte eft commun al'exagone
& au pentagone.

On reduira de méme le pentagone &
bcdfla untrapeze,

Ayant mené laligne 4 £, menerde / £
fur df prolongée /m parailele & 4 £, £

Puis rirer 6. 5 FE

On prouvera de la méme MANIEIC 7™ "
que l'on vient de faire , que le trapeze
feraégalau pentagone,

Que fide 4 4 on tire une ligae.

Etdec fur fd prolongée de ce coftélicn, paralicadd.

Ettiranc bz, letriangle 4  n fera égal tantau trapeze
bcdm,quau pentagone b cdf/. Etainly I'exagone aura
cftc reduirenun pentagone, & le pentagone en un trape-
ze, &le trapeze enuntriangle.

AVERTISSEMENT ETCONCLUSION.

Ze laiffe dautres Problemes qui font tres faciles & refoudre
parles principes qui ont offé établi. Outre quen’ayant entre-
pris qes Elemens que pour donneran effay de la wraic methode
qui doit traitter les chofes (imples avant les compofies | @ les
generales avane les parerculieres, je penfe avoir [atisfait & ce
deffein , & averrmentre queles Geometres ont ey tort d'avoir
negligé cet ordre de la nature cn s'imaginant gu’ils w' avoient
antre chofe a obferver , finon que les propofitions precedentes
ferviffent a Lz prewve des fuivantes: au lien qwil eff clair , ce
me [emble , par cet effay que les elemens de Geometrie effant
reduits felon Lordre naturely peavent eftre asfly [olidement de-
monfirex, € fant [ans comparaifonplus aifex a concevoir ¢y
4 retenir,

~F I N.
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FEEERRLEEE ESEXEES:
SOLUTION D’'UN DES PLUS CELEBRES
ET DES PLUS DIFFICILES

PROBLEMES D'ARITHMETIQUE,
_APPELLE COMMUNEMENT

ES QUARREZ MAGIQUES.
§. 1. CE QUE CEST QUE CE PROBLEME.

-

W) YAnT unquarré de cellales pair ou impair, z
" Et Payant remply de chiﬁ}rcs ou felon'or-

dre naturel des nombres1. 2. 3. 4. &c.

Ou de quelqu’autre progreflion arithmeri-
- que que ce foit, comme 2. §.8.11.14. &c.

Difpofer tous ceschiffres dans un autre quarré de cel-
lules };mblables aceluyld, en forte que rous les chiffres
de chaque bande foit de gauche a droic, {oitr de hauren
bas , foit mefme les deux diagonales, fallent roujours la
mefme {fomme. |

Soient pris pour exemples les quarrez donze pourles
impairs ; & de douze pour les pairs ;,comme on les peur
voir dans les figures qui font & la fin de ce Traite.

§. 2 CONSIDERATIONS
SUR LES QUARREZ NATURELS.
VAPPELLE quarrez naturels ceux o les chiffres font  i:;
difpofez en progreflion arithmetique en commengant par

fes plus petits. oaed
Sur LES QUARREZ IMPAIRS.
Dans le milieu du quarté impairil y a une cellulequi 11
en eft le centre, Le chiffre qui eftdanscette cellule foit
nomme centre & marqué par ¢

\ S

)
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Dk tous les autres chiffres la moirié fontplus petits &
les autres plus grands que le cencre. Les uns {oient appel-
lez fimplement petits & les autres grands.

LEs ccllules autour du cencre oientappellées irc en.
ceinte, .

Autour dcla premiere enceinte 2¢ enceinte.
Autour de la{econde enceinte, 3¢ enceinte.
Ecainfy defuice.

Les enceintes 1.3. 5. 7. 9. &c. foient appellées enceintes
impaires.

Les 2. 4. 6. 8. 10. &c. enceintes paires. ©

Ir. eftimportant de confiderer dans chaque enceinte ot
fontles petics chiffres, 8 ot font les grands,

Les petits font premierement dans toute la bande d’en-
haut,quieft de3. danslazrenceinte, de ydanslaze, dey
dans la 3¢ &c.

Secondement dans labande 4 gauche les plus hauts juf-
ques  celuy quieft vis 4 visle centre inclufive,

Troifiémementdans la bandea droit les plus hauts juf-
quesd celuy quieft visd visle centre éuclufive.

SuR LEs QUARREZ pAIRS,

I n'ya point decellule qui{oitau centre. Mais on doit
prendre lpour centre la moiti€ de lafomme que fontle pre-
mier & le dernier chiffre,

Et cette fomme entiere s'appellera s. ¢.

La moiti¢ des bandes, {cavoir celles qui font les plus

hautes contiennent les petits chiffres,, & les plus bafles les
grands.

Les quatre cellules du milieu font la 1° enceinte,
Les cellulesautour de ces quatre, la 2¢ enceinte.
Cellesautourde lafeconde, la 3¢ enceinte,
Etainfy de fuitte,

LEs enceintes 1.3. 5.7. 9. &c, foient auffyappelléesles
gnceinges 1mpa1rcs.
Etlesz. 4. 6. &c. les paires,
Les petits chiffres font,
1. Dans la bande d°enhaut de chaque enceinte. "
2, Au
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2. Aucofté gauche depuis la bande d’enhaut jufqu’a la
bande ot commencent les grands chiffres.

3. Et de méme au cofté droit.
. PREPARATION,.

Ls plus grar.ld myftere de la folution de ce Probleme

confifte d mar “C;j"'" lettres quelques uns des petics chif-
fres de'chaquc%a nde

Qﬁm&nnz FMPALIRS.
Dans toutes les encences generalement marquer le

coin 4 gauche de la bande d’enhaut par ‘.
Le coin 4 droit de laméme bande par T ..

" Lemilieu de cetce bande par , ey
La cellule 4 gauche qui eft vis 4 vis le centre par s

Marquer de phus dans les enceintes &EBpaires
Deux cellules dans la bande d’enhaut également di-

ftantes , l'une Q;c, Pautre d’s, par les mémes Yeteres ac-
centiiées, -

L’uncpar b
L’autre par J.
. Etla celfule;l g:mche au deffousd’e HPar : a
Etau cofté droitcelle qui eft au deflus de la cellule qui

g.

eft visa vis le centre par

D A'Ns L BS ng’Ann.nz PAIRS.
NE rien marquer dans les premieres & fecondes en-

ceintes. _
Dans routes les autres feneralement marquer

Le coind gauche d’enhaut par &
A droit par . 0.
Le plus bas des P&tlts nombresa droit par o a
Le plus bas des petits nombresd gauche par 2.
Marquer de plus dans les enceintes impaires, 3 com-
mencer par la 3¢ (qui eft celle quia 6 cellules dans la bande
d’enhaut ) .
4 cellules dans1a bande d’enhaut , deux par { E'
& deux par ~ . ;:

Tt .

felon ce qui aclté dit S, 15.°

XIII.

XV,

XVrx

XVIrl.

XVIII
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A gauche marquer la celluleaudeffous d'e par a.
Eta droit celle au deflus d’« par S e
§ 4 MAXIMES
POUR LA DEMONSTRATION DE L'OPERATION,

XIX. Drux chiffres, 'un perit , I'autre grand , égalemient dif.
- tansducentre, & qui fe joignent par uneli%nc paflant par

le centre font une fomme égale a deux foisle centre,

xx.  Quanp un perir chiffre eft marqué par une lettre | fon
grand foitnommé ( quand on le voudra exprimer ) par la
majufcule de Jamémelettre , quoiqu'elle ne foit pas mar-
quce. _ _ .

Ainfy ¢ E font deux fois le centre.

Etdeméme . 4, ou 8. B; ou 0. 0.

SECONDE MAXIME

XX I, QuaTre chiffresdanslaméme bande, dont’ le premier
eft aucandtiftanc du 2, quele 3 du 4 font en proportion
arithmetique, |
_ Et par confequent la fomme des extrémes eft égale 3la
fomme de ceux du milieu. J

EXEMPLES
X .11 e.¢::6,0. Donce. o — ¢. 4.

Dot il s'enfuit que partout ot fontenfemble é. 4, ou
bien¢. ¢, 0u leurs majufcules £' 0", an peut fuppofer, lorf-
quil s'agit de trouver des égalitez avec d’autres chiffres,
que c’eft comme fi Ceftoit e, o, E.0,parceque fi Pégalité s’y
trouve en fuppofant que c’eft ¢. o, elle ne fera pas trou-
blée en remertant ¢ 4, en leur place, qui valent aucane

que ¢. o.
XXIT11, e.m::m. 0. Donce. o — m. m.

Dans LEs QuarrEZ rarrs,
XX1V, e.w::8. A4 Donce A4—¢. L.

Pour trouver 4. voyez §, 20.
'TROISIEME MAXIME.
XXV, Lorsque 4. cellules fontun parallelogramme , rectan-
gle ounonredtangle, leurs 4 chiffres font en proportion

m'ithmcti(}ue. Et par confequent lafomme desextrémes
eft cgaleala fomme de ceux du milieu.
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EXEMPLE S ke
~ DANs LEs QUARREZ IMPAIRS.
e.m:: a.¢c. Donc e,.c—=m. a.
m. o0 ::a ¢. Doncmc=—o.a.
w.m::c.B Doncawf.—m.c.
DaAaNs LEs PAIRS.
e.0::f.a. Donc e.a—o0.R.
e oo,y Denc w y=1P. o.
§ s METHODE
POUR DISPOSER MAGIQUEMENT
. LE QUARRE' NATUREL.

CerTe methode «confifte en fore peu de regles ; les

unés generales, les autres particulieres, felon lefquellesil

faut cranfpofer les chiffres du quarré nacurel dans le ma-

gique, : : :
PREMIERE REGLE GENERALE.

XXVI.

XXVII.
XXVIIL

XX1x,
XX X,

XXXI.

Iv faut difpofer les chiffres par enceintes, ceux d’'une xxxrr,

enceinte en’enceinte femblable, & toutle foin qu'on doit
avoir d'abord, eft de fcavoir oti 'on doit metcre les petits
nombres de P'enceinte , parceque la fituation des perits
donne celle des grands felon les deux regles fuivantes.
SECONDE REGLE GENERALE,

placer fon grand dans le coin diagonalement oppof¢.
Ainfy « eftant placé dans le coin gauche de Ia bande

d’enhaut, il faudra mettre  dansle coin droitde la bande

d’embas.
TROISIEME REGLE GENERALE.

Quann onaplacé un pesit chiffre dansun coin, il faut xx x 111,

Hors les coins il fautplacer les grands vis dvisdespe- xxxrv,

titsde la bande oppofée. :
Cleftpourquoy il faut obferver de ne mettre jamais
deux petits en des bandes oppofées vis d vistin del'autre,
CoOROLLAIRE DE CES REGLES.
Les chiffres eftant difpofez {elon cesregles,

Ils’enfuic, 1. Que leschiffresde deux bandesoppofées xx xv.

prisenfemble, valentaurancde fois ¢ qu'il y a de chiffres
- Tec i



XXXV

XXXVII:

KXXVIIIL.

XXXIX,
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dans les deux bandes. Car un petit -& unh grand valent
deux fois ¢, Orilya auranc degesizs que de grands. Donc

I s'enfuit, 2. Quelorfqu’on a prouvé que les chiffres
d’une bande apréscette difpofition valent autant de fois le
centre qu’il ya dechiffres, cette bande eft égale a fon op-
pofce. '

IL senfuit, 3. C%c quand il yaautant de petits chiffres
dans une bande que dans 'oppofée, & Hue a fomme des
uns eft €gale d la fommedes autres, c’eft une marque af-
furée que la bandeeft égale 4 la bande.

La preuve en eft facile fans que je m'arrefte 4 I'expli-
quer. o
(}_I_JATMEME REGLE GENERALE,

It ne faucfe mertre en peine d’abord (}ue de placerles
petits chiffres qui font marquez par des leteres: car cela
tait, lerelte fe trouve fans peine par cette raifon,

Dans la bande d’enhaut, dans quelques quarrez & quel.-
ques enceintes que ce foit , outre les cellules marquées
par deslétcres:

Ou il ne refte rien,

Ounil refte todjours des cellules non marquées ennom.
bre pairement pair; Cgftadire 4. 8. 12. 16. &c.

Etdeplus, ifs font toujours 4.4 4 en proportion arith-
metique, :

Donc prenant les extrémes & les mettant dans un
bande, & ceux du milieu dans 'oppofée, ils ne trouble-
ront point I'égalité qui y eftoit déja par les chiffres mar-
quez de lectres,

IL en eftde méme desdeux coftez droit & gauche. Car
les petits chiffres qui reftent ( s'il en refte outre les mar-
quez) font todjours en nombre pairement pair 4. 8. 12.
16.&c, & de 4 en 4.en proportion arithmerique.

Donc comme cy dcﬂEus.

Il n’y a donc plus 4 fe mettre en peine que de difpofer
les lettres. Ce qui fe faig par les regles particulieres.
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§. 6 REGLES PARTICULTIERES
. POUR LES QUARREZ IMPAIRS.
Il y a deux regles pour ces quarrez , l'une pour les en-
ceintesimpaires, & l'autre pour les paires.
POuR LES ENCEINTES IMPAIRES.
A u coin gauche de la bande d'enhauc .

”»"

metere , a.

Aucoindroitdelamémebande, m.

A la bande d'embas en quelque cellule
horsles coins, e.

A labandedecofté ducoftéd’a, 0. ¢

DEMONSTRATION.

I eft requis premierement 3 de- E =

monftrer que cgms 1a bande d'en- ¢

haut «. E. m. valent trois fois le cen- ;
tre. ‘D’olt il s’enfuivra qu'elle fera
égaleilabande d’embas par 36. 0

Orpar(26.)e. ¢ —a. m.
Donc e.c. E—=a. E.m. -
Or e. ¢. E==3 ¢. par20.

Donc «.E.m=—3c Cequil jz p
falloic demonftrer. '

Requis fecondeméhe 3 demonftrer que 4.0. M valent
3 ¢. D’otil s’enfuivra que cettebande fera égale 4 I'op-
pofce par 36.

Orpar (27) a’ 0o =m. ¢.

Donc m.c M= a.0. M.

Or m.c. M —3 c. par 20,

Donc d.0. M—3 ¢

PourR LES ENCEINTES @BPAIRES.
IL fuffira de les figurer tour d'un coup.

¢ o« 4 T tiij

k)
r

xLI'

xL11.

XELIItl.
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DEMONSTRATION.

xL1v.  REQurs premierement 4 de- ¢ "
monftrer que la bande d’&nbas
M. é. a. 6. E—j5 ¢ Cleftadire ¢ o
qu'elle vaut enfemble cing foisle ’
centre. I

Ce qui fe prouve ainfy. _ "

Par ( 27) d. 0=, (s X _
Donc €. a, 0 =28, M. (. M b e b E

Donc e.m.¢c. M.E. ==¢é a. 0. M. E. par(12.)

Or emec M.E. = 5§ ¢ par 20.
Donc M. 2. a. 6. E. = §5¢ Ce (I;tu’i.lfalloit demonftrer,

XLV, Requis fecondement 4 demonftrer que danslabande
droitte ». O. B. @. E—j5 e .

Ce qui fe prouve ainfy.
€. 0 —m.m, par(23 )

Donc 6. 0. C==m. M. C.
Or L m.m. =m, @, f.
Parce que m. ¢=—=a. p. paraf.
Donc €. 0, c—=m. a. B,

Donc e o.c. E.O=—=m.«. BsE. O.
Or e. 0. . E.O=y5 c. par 20,
Donc m.0. w.£. E=75 ¢. Ce qu'il falloic demonf.

trer.
§. 7. POUR LES QUARREZ PAIRS.
XLvVi, On laiffe a part les deux premieres enceintes, quiont

leur regle particuliere,
Pour LEs AQTRES ENCEINTES IMPALRES.
XLVry, La difpofition’s’en figure ainfy.

& a 'y ]
; ?
.z a



pes QUARREZ MAGIQUES, 335
DEMONSTRATION.

Requis 1. & demonftrer queles o E. a o O. 8 xLVIID
fix chiffres de la bande d'enhaut
dont quatre font petits , & deux
grands quiviennent de ¢ & ¢ qu'on
amisembas, valent fix fois le cen-
tre, Ce qui fe prouve ainfy.

a.A4.0.0.e. E—=6 ¢. par(20)

Or ces fix lettres font égales aux . .
£x, w. E. a. 0. O. L. ¢ :

Car oftant les m&mes qui {e trouvent de part & d’autre,
fcavoir a. 0. 0. Elil nerefferad’un cofté que A.¢: &de
Vautre que «. A

Or par (14) A.e==a. A

Doncles fix lettres o, E. «, 0. 0. B=F6 ¢.

Requis 2. ademonftrerquea. e, y = 4. é. 4. Carficela xrix,
eft, lesgrandesferont aufly égalesaux grandes, & letout
autout par (37.) _

Suppofant donc que ¢. ¢ foiente. 0. (5.22.) & oftant e
& edepart & d’autre, refte ‘d’une part . . & delautre
p. 0. qui font des fommes égales par (30)

Donc a.e. y=2.¢é. 4.

Donclabande égaledlabande par(37)

POurR LES ENCEINTES PAIRES.

La difpofition en eft tres facile, & fe figure ainfy. L.
e ]
y )
' 2

DEMONSTRATION:™
Erre eftfifacilepar2z.29. & 37. quejenemamufepas  Lr,
dl’expliquer. . '
Cette enceinte fe peut encorefaire en tranfpofant les
coins &c.
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§. 8. REGLE PARTICULIERE
POUR LA PREMIERE ®T SECONDE ENCEINTE
DES QUARREZ PAIRS.

Crs deux enceintes ne font autre chofe

I
que le quarré de 4 qui fait 16 , dans lequel il = —2 ";[-%
adeux forres de bandes. Quatre qui font [-—=|—'—='—
L{bcondc enceinte , & qu'on peutappeller _53!_13‘1_}. 2=
les bandes exterienres. Etquatreautresqui 113114.15]16

coupentle quarré , & qu'on peut appeller sranfverfales:
fcavoirla2c &lase de hauten bas, -

Et la2¢ & lasede gauche adyoir., :

Ck qui eft caufe que ces deux enceintes ne fe peuvent
pas difpofer parles regles des autres, c’eft Tle les 4 chiffres
du mjficu faifant en divers {ens quatre bandes de deux
chacuncenligne droitte, & deux en diagonale, les bandes
droittes ne {qauroient faire des fommes cgales , mais feule-
ment les diagonales,

Or ces 16 chiffres fe pouvant difpofer en tant de manie-
res que cela eft prefque incroyable ; feavoir en plus de 20
millions de millions.

20:922:789:872:000.

Il n’y en a proprement que 16 qui foient magiques,
c’eltadire ot toutes les bandes faffent des fommes égales
( car je ne compte pas dpour differentes difpofirions celles
qui ne viennent que de la differente fituation duméme
quarré. )

ET voicy comme on les trouve,

Il faut prendre toujours les chiffres 4 4 4 encet ordre.

1. Lesquatre dudedans ouinterieurs.

2. Les quatre coins exterieurs,

3. Les deux du milieu de la bande d’enhaut, avec les
deux dumiliea de celle d’embas.

4. Les deux du milieu dela bande 3 gauche, avecles
deux dumilieu de celle 2 droit.,

Or chacon de ces chiffres pris ainfy 4 4 4 ( & qu'on
nommera dans la fuite par1.2. 3. 4. ) peuvent '
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Ou eftrelaiffcz en leur méme place ; ce quife marquera

ar - 0.
d Ou eftre tranfportez en croix S. André; ce qui fe mar-
quera par c.
Qu dire®ement de gauched droit; ce qui fe marquera
par ) . o -
Ou diretement de¢ haut en bas; ce qui fe marquera
par h

SurvANT ces remarques , & fe fouvenant de ce Lv1I.
que fignifient les 4. nombres (1. 2.3. 4.) & les 4 lettres
(o.c.¢.h.) les deux rables fuivantes feront trouver fans
peine les 16 difpofitions magiques du quarré¢ de 4.: ouce
qui eft la méme chofe des deux premieres enceintes de
tousles quarrez pairs. '

. IL NI 1v, v, VL VIL VI
e {0 oo olclelel|e
2lolclg|blofefg|h
lcle|c|g|b]opb]e
4lcib|lblcig]|e T?-

1IX. X. XI XILXIII XIV.XV.XVL
L g lglg|alb|blble]
2lo]lelg hlojelg]|h
3.bo__fy__LTg—c g
4| ¢ hlhlelg 07?

De ces 16 difpofitions magiques duquarréde 4.ilyena 1 vii.
deux, fcavoir layre &laée, olron ne ehange que § chif-
fres.
Deux , favoir la 11¢ & la 16, od on les change
tous 16.
Et1z oli on en changea,
¢ Va
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Voicy un exemple dela 6° difpofition, & unautre de
la16%, Qnlaifle acrouverlesautres.

16 2! 313 {13: 3| 216
siitioi s J 8[1o11|
EEAE e 708
e B iy

DEMONSTRATION.

CuaQue bande tant extericure que tranfverfale da
quarré de quatre (ou du quarré compof¢ des 2 premieres
enceintes de tous les quarrez pairs) eft de 4 chiffres en pro-
portionarithmetique.

Etpar confequentlafommedes extrémes eft égale ala
fomme des moyens. - .

Soitdenc, parexemple, la fomme des extrémes de la
bande d'enhaucappellée 4, la fomme des moyens qui luy
cft €gale pourra eftre aufly appellée 6, & ainfy toutela
bande fera 4 —+ 6. '

Etpar la méme raifon la bande d’embas pourra eftre
f=f ’

Cela eftanc on peut faire ces bandes égales par deux
voies,

Larre en tranfpofant les extrémes de 'une a autre fans
changer les moyens. Car alors 'une deviendra £ 4,

Eclautre 4 — £ &ainfy (eront égales,

Laz2¢ en tranfpofant les moyens fans changer les extré-
mes. Caralorsl'une deviendra b -+ 2 & l'autre £ 1.4, &
ainfy feront encore égales,

e faut qu'appliquer cecy 4 chacune de ces 16 difpofi-
tions, & l'on verra que les tranfpofitions que l'ony fait les
doivent rendre magiques.

§.9. DIVERS MOYENS
DE VARIER LES QUARREZ MAGIQUES.

Dk ces moyens j'omets ceux quifont trop faciles 4 trou-
ver, & Je n'en marqueray que deux qui font plusimpor-
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tans , & qu'on a pratiquez dans les deux exemples qu'on a
donnez de quarrez magiques.
PrREMiIER MOYEN.
Nous avons fuppo{é qu'on tranfporteroit les chiffres

de la premiere enceinte du quarré naturel dansla rre en- -

ceinte du quarré magique ; & ceuxdelazc danslazc; & de
lase danslaze &c. Mais celan’eft pasneceflaire.Car pour
les chiffres marquez deleccres il fuffic de ne les tranfpor-
rer que d’une enceinte implire & une autre quelconque
qui foitimpaire ,comme dela 5¢ alare ; & d’'une enceinte
paire 2 une paire, commede 14 6° ala 4.

Secoxp MovyEen.

ET pourtouslesaucres chiffres non marquez deleteres,
on les peat tranfporter de quelque enceinte que ce foir 4
quelque autre enceinte que I'on voudra 5 pourva qu'on
en preane quatre enfemble quifoient en proportion arich.
metique, & qu’onait foin de mettre les excrémes dansune
bande, & lesmoyens dans la bande oppofee.

CoNCcLusiION.

Je qenfc pouvoir conclure de rout cecy , qu'il n’eft pas
pofiible de trouver une methade plus facile, plusabregée
& plus parfaitre pour faire les quarrez magiques,qui eitun
des plus beaux Problemes d’ Arithmerique.

Ce qu'ellea de fingulier, c’eft 1, qu’on n'écrir les chiftres
que deux fois. .

2. Qu'on ne tAtonne point, mais qu'on cft toujours af-
furé de ce quel’on fait.

3. Que lesplusgrands quarrez nefont pas plus difficiles
i faire queles }:lus petits.

4. Qu'on les varie autant que P'on veur.

5. Quonne fait rien dont on n'ait demonftration.

6. A quoy on peut ajotiter , que cetre methodeeft fi
generale que fans y rien changer on pourroit refoudre fans
aucune peine par la méme voie cet autre Probléme qui
paroilt encore plus merveilleux.

Ayant mis dans &n quarré naturel tous les nombres que

L X.

LXI.

Lxil.
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Pon woudra en progrefion geometrique , comme 1. 2. 4. §.

16, €. les difpofer de telle forte dans an quarré femblable

que tous les nombres de chague bande multipliez lesuns par

les autres fuffentune fomme égale & celle gue font les mombres

de toute antre bande Multipliez_aufly les uns par les assres.
Envoicy unexemple dans le quarré de trois.

—

121 4 8 [256] 2
8 |16 32 4 116 |64
64 |128]256 , 128 1 {32

Fin de I Explication des Quarrez Magiques.
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Pour le Liyre XIIL n.26.

Pour le Livre XIV.n. 30.
Au lieu de la figure qui eftmal faite,
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Pour leLivre XV. n.27,

‘Aulieu des deux figures qui ne font
pas bien.
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Pour le Livre XIV. n. 12,
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