L ¢ probleme ks rencontres

L ¢ jeu ok treize

Tristan DERAY, Lycee Hilaire de Chardonnet a Chalon s/Sadne

« L’esprit du Jeu nest pas estimé pour ce qu’il vaut »
Fontenelle. Eloge de M. de Montmort

Mots clé : Jeu de rencontres, jeu de treize, probabilite, probléeme des chapeaux, De
Montmort, Euler, nombre e, dénombrement, dérangement, permutation sans point
fixe, crible de Poincaré, inversion de Pascal, jeu de hasard.

Résumé : Le jeu de rencontre (connu également sous le nom de jeu de treize ou, dans
sa version moderne du nom de probléeme des chapeaux) formulé par De Montmort
fut étudié par de nombreux mathématiciens : Euler, dont I'approche est preésentée dans
cet article, en fit partie.

La multiplicité des approches confere au probleme un intérét particulier, certaines
sont présentées ici : en langage de permutations, de séries (probléme de capes), de
matrices ou d’ensembles.

1. Euler et le probléme de de Montmort

L’Etude des Jeux était & I’aube du XVIII® « un vaste pays inculte, ol & peine
voyait-on cing ou six pas d’hommes » écrit Fontenelle dans son Eloge de M. de
Montmort. « Il s’y engagea, poursuit le secrétaire de I’Académie Royale des
Sciences, avec un courage de Christophe Colomb, et en eut aussi le succes. Ce fut en
1703 gu’il donna son Essai d’Analyse des Jeux de Hasard, ou il fit decouvrir un
nouveau Monde aux géometres. Au lieu des courbes qui leur sont familiéres, des
sections, des cycloides, des spirales, des logarithmiques, c’étaient le Pharaon, la
Bassette, le Lansquenet, I’Ombre, le Trictrac, qui paraissaient sur la Scéne assujettis
au Calcul, et domptés par I’Algebre »

Parmi ces Jeux de hasard, le Jeu du Treize (ou probléme des rencontres) et sa
(ses) solution(s) connut une certaine fortune parmi les mathématiciens. De Moivre,
Euler, Laplace aprés De Montmort s’y intéressérent également.
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« Les Joueurs tirent d’abord a qui aura la main. Supposons que ce soit Pierre,
et que le nombre des Joueurs soit tel qu’on voudra. Pierre ayant un jeu entier
composé de cinquante-deux cartes mélées a discrétion, les tire I’'une apres I’autre,
nommant et prononcant un lorsqu’il tire la premiére carte, deux lorsqu’il tire la
seconde, trois lorsqu’il tire la troisieme, et ainsi de suite jusqu’a la treizieme qui est
un Roy. Alors si dans toute cette suite de cartes il n’en a tiré aucune selon le rang
gu’il les a nommeées, il paye ce que chacun des Joueurs a mis au jeu, et cede la main
a celui qui le suit a la droite.

Mais s’il lui arrive dans la suite des treize cartes, de tirer la carte qu’il nomme, par
exemple, de tirer un as dans le temps qu’il nomme un, ou un deux dans le temps qu’il
nomme deux, ou un trois dans le temps qu’il nomme trois, et s’il prend tout ce qui est
au jeu et recommence comme auparavant, nommant un, ensuite deux, etc.

Il peut arriver que Pierre ayant gagne plusieurs fois, et recommencgant par un, n’ait
pas assez de cartes dans la main pour aller jusqu’a treize, alors il doit, lorsque le jeu
lui manque, méler les cartes, donner a couper, et ensuite tirer du jeu entier le nombre
de cartes qui lui est nécessaire pour continuer le jeu, en commencant par celle ou il
est demeuré dans la précédente main. Par exemple, si en tirant la derniére carte il a
nomme sept, il doit en tirant la premiére carte dans le jeu entier, apres qu’on a
coupé, nommer huit, et ensuite neuf, etc. jusqu’a treize, a moins qu’il ne gagne plus
tot, auquel cas ils recommenceront, nommant d’abord un, ensuite deux, et le reste
comme on vient de I’expliquer. D’ou il parait que Pierre peut faire plusieurs mains
de suite, et méme qu’il peut continuer le jeu a I’infini. »

La solution donnee par De Montmort est exacte mais n’est pas démontrée. L’auteur
envisage les différents cas suivant le nombre de cartes dans le jeu. Si « I’argent du
jeu est exprimé par A »,

Dans le cas de deux cartes, le « sort du Joueur sera S :%A »
: 2

Dans le cas de trois cartes, le « sort du Joueur sera S :§A »
15

Dans le cas de quatre cartes, le « sort du Joueur sera S="—A»
24

: 7
Dans le cas de cing cartes, le « sort du Joueur sera S =%A »

De Montmort fait un simple dénombrement des cas de rencontres, il donne alors sans
plus d’explications une formule pour le cas général ainsi qu’une table :

GENERALEMENT

Si I’on nomme S le sort que I’on cherche, le nombre des cartes que Pierre tient étant
exprimé par p; g le sort de Pierre, le nombre de cartes étant p-1, on aura

_gxm+d
p

S
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Cette formule donnera tous les cas, ainsi qu’on les voit résolus dans la table ci-
jointe.

TABLE

Si p=1r,0naura § =4,
Sip=1z2,onaura§=14.
Sip=3,onauraS§=1i4=14+14,
Sip=—=4,0nauraS§ =§{4==14+14.
Sip=y5, on wra§ =2 A =14+ 54
Sip=¢6,onaura S =LL A =I4+213 4.
Sip=7,0naura§ =Hig =14+ 114

Sip=238, on auraS§ =M 4—I44+251 4

776047+
i — — 18673 4 — 1 923
Sip=g,onaura§ =8 4 =144+ {223 4.
e 28319 4 ___ 1 5919
Slp_xo,onauras_md-—ld-*mﬁ-

. . —_— 152322 — 3 §27381
Sip=11,0n2ura § = 515504 = 14 4555 A.
C 3027867 — 1 6328797
Sip=r13, onaura §=453787 2 4= A+ L2212 4.

Sip=13,0naura S = {3 HHO A= 14+ 5154
Il sera facile a partir de cette table de déterminer la probabilité P d’une rencontre

Si  p=1 alors P=1-A
1 1

Si  p=2 alors le-A—EA:EA
: 1 1, 2 1 1
Si =3 alors P=A-(A—-=A-GCA--A)=A0-=-+—
p (A=A -GA-ZA= AL+
Si  p=4 alors
PoA+CA-A+CA-Ln+Ca-2py- ag-t4 L1
2 3 2 8 3 2 2-3 2:3:4

&ec.

« Il reste pour expression du sort de Pierre cette suite tres simple
1 1 1 1

1-—+ - +
2 23 2-3-4 1.2-3-4.5

»,

Euler reprit le probleme étudié par de Montmort et y apporta sa propre solution, en
notant que

« I’on peut supposer que ces deux personnes dont I’une soit nommée A, & I’autre B,
aient chacune un certain & méme nombre de billets marqués des nombres 1, 2, 3, 4,
5 &c. & que chacune en tire un billet apres I’autre, jusqu’a ce qu’elles rencontrent le
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méme numéro a la fois : & que ce soit la personne A qui gagne alors. Or s’il arrive,
que ces deux personnes tirent tous leurs billets sans rencontrer jamais le méme
nombre, la personne B gagne.

Comme il est indifférent, de quel numeéro chaque billet soit marqué, il est permis de
supposer que A tire ses billets selon I’ordre 1, 2, 3, 4, 5, &c. Ou pour faire
I’application aux cartes on concevra les cartes de I’'un & l'autre jeu tellement
numerotees selon I’ordre comme elles sont tirées successivement par A : de sorte que
Nrl sera la carte que A tire la premiére, Nr 2. celle qu’il tire la seconde ; Nr 3. la
troisieme, & ainsi de suite. »

Euler envisage comme De Montmort, les cas ou le nombre m de cartes est peu elevé.
Si m=1, A gagne a coup sdr.
Si m=2, la probabilité pour A de gagner est égale a %

Dans le cas m =3, Euler donne tous les tirages possibles :

A 1'2133l456
HRARHHBH
AN HNNN

« De ces 6 cas il y en aura donc deux, le premier & le second, qui feront gagner A, &
ou le jeu finit par conséquent au premier coup ; des quatre autres cas il n’y en a
qu’un, savoir le cinquiéme, qui fera gagner A au second coup, & qui Yy finit le jeu.
Parmi les trois cas il y a encore le troisiéme, qui fait gagner A au troisieme coup. »

La probabilité pour le joueur A de gagner est donc de %

Dans le cas m=3, Euler donne a nouveau dans un tableau tous les tirages possibles :

l11]213]4]5]6]7]8lg[10]11]12]13]14]15]16]17]18]19|20]21|22]23]24]
1‘1]1[1[11]12|2|2 2|3|3(3(3|3|3[4{4!414|4
,z-lz.]glmlmla 144 I 2!2 1|xl2]2|3
ﬂ3?7§4z{4z'2).7).7341[1 slxl2l2(4|2 423|821
44 '4'73&’14[3 [#({2]3]4]2 4'1 3la|x]Bl2

NiGiNe T

ﬁ-‘w-h-to
N Wb

W h o~ N




La probabilité pour le joueur A de gagner dans ce cas est de ; ou g

Le cas m=5exclut, du fait de ses 120 permutations, la présentation des résultats sous
forme de tableau ; le caractere heuristique de la recherche doit laisser place a une
approche méthodique :

« il faut faire des remarques générales, qui nous puissent conduire a la connaissance
des plus grands nombres de cartes, sachant déja les probabilités pour les plus petits
nombres ».

Euler entend trouver une relation liant la probabilité pour A de gagner lorsque le
nombre de cartes est m en fonction des probabilités de gagner lorsque le nombre de
cartes est plus petit.

Tout d’abord, Euler note que le nombre de tirages possibles pour m cartes est « autant
de fois que le produit 1.2.3......m contient d'unités. »

: . .- M .
Appelant M ce nombre, il « remarque en second lieu, qu'il y aura — casou la
m

premiére carte tirée par B est 1 ; qu'il y aura — cas ou la premiére carte tirée par B
m

est 2, & qu'il y aura autant de cas ou la premiére carte de B est ou 3, ou 4, ou 5 &c.
ou enfin m.

De plus, si nous faisons abstraction, que le jeu finit aussitdt que B aura rencontré la
carte de A, & que nous supposions gu'ils continuent a tirer leurs cartes jusqu'a la fin,

quoiqu'il y fut arrivé une ou plusieurs rencontres, il est aussi clair, qu'il y aura —
m

cas, ou la seconde carte de B sera 2 ; & autant de cas , ou la troisieme carte sera 3,
ou la quatrieme 4, ou la cinquieme 5, ou la sixieme 6, & ainsi de suite ».

Toutefois, des M cas qui font gagner A au second coup, il faut 6ter ceux qui le
m

font gagner des le premier (car dans ce cas, le jeu s’arréte) et du méme

M. . : : . :
nombre de cas —qui font gagner A au troisieme tirage, il faut oter ceux qui
m

le font gagner au premier et au second.
Euler recherche alors un procéde :

: . . M
« Pour juger donc de combien il faut diminuer le nombre des cas favorables — a
m

chaque coup, ou pour en connaitre le nombre de ceux qui ont déja eu une rencontre
dans quelque coup précédent, voila comme je m'y prends. Je congois que la carte
qui se rencontre au coup proposeé soit 6tée de I'un & de l'autre jeu, & I'ordre des
cartes & le nombre des cas sera le méme, que si le nombre des cartes était d'une
unité moindre. »
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L’exemple du cas m=4 lui indique que des 24 tirages possibles, le 3 sort au
troisiéme coup dans les cas 1, 6, 10, 12, 20, 21 ; en Otant des ces tirages le
n°3, il vient la table :

A B

xflr|x|l2]2]|4]4
2l2|4[4|2]1]2
allalalx]alafn

De ces cas ou le 3 apparait en 3° position « il en faut retrancher ceux qui ont déja
eu une rencontre, ou dans le premier coup, ou dans le second ; il est clair que ce
nombre a retrancher se trouve des cas de trois cartes, en ajoutant ensemble les cas, ou
A gagnerait alors au premier coup & au second. »

Il poursuit : « En général donc, si le nombre des cartes est = m qu'on veuille savoir de
. I M : .
combien il faut diminuer le nombre de cas —, qui ont une rencontre a un coup
m

guelconque ; il faut avoir recours au nombre des cartes =m—1, & en chercher les cas,
qui feraient gagner A a quelqu’un des coups précédents, & le nombre de tous ces cas

i i . M :
ensemble sera celui dont il faut diminuer le nombre —, pour avoir le nombre de cas,
m
qui feront gagner actuellement A a un coup propose. »

Soit alors a, (respectivement b, c, d, €) le nombre de cas qui font gagner A au premier
coup (respectivement second, troisiéme, quatriéme et cinquieme) lorsque le jeu possede
3 cartes.

- M, .. ml
On a évidemment a=— (c’est-a-dire —).
m m

De méme si le jeu posséde m+1 cartes en notant de maniere analogue a’,

(respectivement b’, ¢’, d’, e’) le nombre de cas qui font gagner A au premier coup

(respectivement second, troisieme, quatrieme et cinquiéme) lorsque le jeu posséde 3
M+1, . (m+1)!

M+l (cad ﬂ)

m+1

cartes, on aura : et

m+1
« en continuant le jeu, nonobstant les rencontres déja arrivées, il y aura M cas aussi,
ou arriverait une rencontre au second coup : mais de ceux-ci il faut exclure ceux qui
ont déja eu une rencontre au premier coup ; & ce nombre étant =a, comme nous
avons vu [ci-dessus], nous aurons b'=M —a, pour le nombre des cas, qui, font
actuellement gagner A au second coup. »

De maniere analogue, Euler établit
et plus généralement



ces relations permettent a partir des calculs faits pour les cas m=1, 2, 3 de dresser
le tableau suivant :

- NOMBRE DES CARTES
[T IV |-V | VI | VII| VIl | IX | X

a1t 2] 6 | 24| 120 | 720 | 5040 | 40320 | 362880
bl-lolr | 4 |18 96 | 600 | 4320 | 35280 | 322560
|- 13114 78 | 504 | 3720 | 30960 | 387280
dl-1-1-1 2 |11 64 | 420 | 3216 | 27240 | 256320
el =1 1- - 9 §3 | 362 | 2790 | 24024 | 229080
fi-t-1-1- - 44 | 309 | 2428 | 21234 | 205056
gli-1- 11 - - - | 265 | 2119 | 18806 | 183822
bl |- 1| - - - - 1854 | 16687 | 165016
sl-1-1-1 - - - - - - | 74833 | 148329
2 R I - - : - - - 133496

A la différence du triangle de Pascal, chaque nombre n'est pas la somme de celui qui
est au-dessus et de celui qui le précede, mais est égal a leur différence : le "triangle
d'Euler” est alors tres simple a compléter. (la premiere ligne étant celle des
factorielles).

Il ne reste alors plus qu'a sommer les colonnes pour déterminer le nombre de
rencontres en fonction du nombre de cartes dans le jeu.

L'activité ne manquerait pas d'intérét dans une classe. Il manquera toutefois toujours
au tableur l'intelligence du mathématicien et son ingéniosite, celles-la méme qui
pousserent Euler a en trouver une expression simple.

Euler note : "si pour le nombre des cartes m, le nombre des cas qui font gagner
A a un certain coup est p; & le nombre des cas qui le font gagner au méme coup,

si le nombre des cartes est=m +1, soit =q,& le nombre des cas qui le font gagner au
coup suivant =r le nombre des cartes demeurant m+1, on aura toujours r=q-p.

Donc pour le nombre des cartes =m, le nombre de tous les cas étant

=1, 2, 3..m=M, I’espérance de A de gagner a un certain coup sera :B, que je
m

nommerai =P.

Or pour le nombre des cartes =m+1, le nombre de tous les cas étant =M (m+1),

q
M(m+1)

I’espérance de A de gagner au méme coup sera = , qui soit posee =Q, &
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I’espérance de gagner au coup suivant =—————— qui soit = R. Cela posé on aura
M(m+1)

= 97P 54 bien R:Q—L
M(m+1) m+1
Ainsi
« Donc posant le nombre des cartes =n—1; puis que I’espérance de A de gagner au

: 1 .
premier coup est = P ; pour le nombre des cartes =n, I’espérance de A de gagner
n —

1 1 n-—2
au second sera =—— = :
n (n-Hn (n-Dn
Or I’espérance de A de gagner au second coup, que le nombre des cartes est =n—1
étant =n ; nous en concluons, que lorsque le nombre des cartes est =n, son
espérance de gagner au troisieme coup sera

n-2 n-3 n*-5n+7 _(n-2)*-(n-2)

- (n—l)n_(n—2)(n—1)n (n=2)(n-Dn  (n—2)(n-1D)n

il poursuit

« Pour peu qu’on reéflechisse sur la forme de ces formules, on trouve que le nombre
des cartes étant =n, I’espérance de A de gagner sera

au premier coup — 5 .
audeuxitme coﬁp = ;}"”(;_ 1)
au troifiéme coup — ;:'-";:—;;1)4' ”(::! ) (-2)
s il 3 $ e
wquiridme covp = oy ) AR es)
— 1.4 . s -4 S
au cinquieme coup — — n(n-1)" n(n1)(n2) nn1)(n2)z3)" #n1)--(s4)
. o 5 10 IO . 5 1
au fixi¢éme coup — ;_3(,,_1)'!'3— ~(m2) = = (H=3 )+” - (-4) ;:—(
&ec.
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Carte
n-3 n-2 n-1 n
Rencontre

1" tirage | (n-4)! (n-3)! (n-2)! (n-D!

2" tirage (n-3)I—(n-4)! | (n-2)!- (n-3)! (-1)I— (n-2)!

3° tirage (n—1)! - 2(n-2)!+(n-3)!

L’espérance pour A de gagner au troisieme coup sera, pour un jeu de n cartes
(n-1! - 2(h-2) '+ (-3 1 2 N 1
n! n n(n-1) n(n-1)(n-2)

finalement

« L’espérance de A de gagner en genéral quelque coup que ce soit, sera exprimee
par la somme de toutes ces formules prises ensemble. »

Euler somme alors suivant les colonnes :

. : 1
La somme de la premiere vaut tout simplement nx—=1.

n
n-1 1
La somme de la seconde est égale a dk=—.
nn-)ia 1.2

La somme de la troisieme fait apparaitre la somme des nombres triangulaires :
1+3+6+10+....+ n(n—1) _n(n-1)(n-2)

1-2 1.2-3
n(n-1)(n-2
elle vaut donc (n=1X )
1.2-3
Et Euler de poursuivre :
. 1 L 1 . :
« la somme des quatriéemes = des cinquiemes =———— & ainsi de suite.
1234 1.2.3.4.5
De la il s’ensuit donc, que
e nombre :
des cartes | lefpérance de gagner de A .
- ésant fera
S 1)
.
201 — —
1.2
1 h ]
=12t ies
I X | ¢
-t 123 1.2.3.4
¢ I I 1
S T T
' I I 1 I 1
6 I--I—.—;_l- 123 - 1.2.3.4 + 1.2.3.4.5 _1.2,3_4,5,6

prenant de cette suite toujou‘ré autant de termes, qu’il y a de cartes.»
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Prenant le cas limite n=oo, Euler en conclut que I'espérance de gagner de A sera

1—1 et celle de B 1.

e e
Si I'ensemble du texte d'Euler pourrait étre abordé en lycée sous forme d'activité
. . AV . o (D)
guidée, la fin de celui-ci et I'¢tude de la suite de terme général z( ') demandera

k=0
une autre activité particuliére qu'un sujet de bac proposait il y a quelques années.

: . - . 1 _
Soit la suite (1,)définie pour tout entier naturel n non nul, par |, :—'j; (1-x)"e *dx
n!
a. A I’aide d’une intégration par parties, calculer 1.

. 1
b. Prouver que, pour tout entier naturel n non nul, 0< | <—|Ioe dx .
n!

=1,=

En déduire lim I,.

N—+o0
c. Montrer, en utilisant une intégration par parties que pour tout entier naturel n non
1

== 1.
n+1 (n+l)! n
2. On considere la suite réelle (a,), définie sur R* par a =0et, pour tout entier
(_l)n+1
(n+1)

nul,ona: I

naturel nnonnul, a,,,=a, +

. . : 1
a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n non nul, a, ==+ (-2)"1
e

b. En déduire lim a,.

N—+o0

44

Si une multiplicité de mathématiciens se sont intéresses au jeu de Treize, une
multiplicité d’approches meénent a la solution, en voici quelques-unes.

2. Le langage des permutations :

On appelle dérangement toute permutation de {1, 2, .. n} qui n‘admet aucun point
invariant. Soit d, le nombre de ces dérangements.
Considérons un dérangement de {1, 2, .. n}, il peut sécrire sous la forme

{al, Ay, . an} avecay #1. o, estdonc 'une des n-1 valeurs 2, 3 ...n.

Supposons que o, =2.

Nous pouvons avoir a, =1 ou o, #1.

Si @, =1, la permutation sécrit {2, 1, ;.. a,}ou {a;. a,} est I'un des d,,
dérangements des entiers {3, 4, ... n}.




Si a, #1 alors { Ay, o an} est I'un des d,_, dérangements de {1, 3, ... n}.

Nous en déduisons donc la formule de récurrence :
d,=(n-1(d,,+d, ,) pour n>3 et d,=0,d,=1

Ces valeurs nous permettent de calculer de proche en proche celles de d, et la
relation permet de trouver une expression simple de d, (voir ci-dessous?).

Soit p, :—”I, la probabilité qu'une permutation a n éléments soit un dérangement,
n !

Nous avons

dn (n _1)(dn—1 + dn—z)
Ph="—""=
n! n!

:(n_1)|:£. dn—l + 1 . dn—2 :|
n (n-)! n(n-1) (n-2)!

— _ pn—l 1
- (n l)|: n +n(n_1) pn—2j|

d'ou
Pn—Pra=— (pn—l - pn—Z)

soit alors (v,) la suite de terme genéral Vo =P, — Pry

N

. 1 1

(v,) Vérifie v, =—=v__, ou encore v, :(—— [—— Vo,
n

et par une récurrence immédiate v, =(-1)" (

et comme v, = p, — plz%_ﬁzl

Il vient finalement v, =(-1) =
n

Maintenant, nous avons la somme

> V=2 (Px— Pxr) =Py — Py
k=2 k=2

no(_1\k
et donc P, =D, (=)
k2 k!
: , (o . L (D)
que I’on peut egalement écrire sous la forme : P, =, "
k=0 .

! Notons dans un tableau les nombres R, de parties avec rencontres et dn de parties sans rencontres.
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Nombre de cartes Parties avec Rencontres R, | Parties sans Rencontres d,
1 1 0
2 1 1
3 4 2
4 15 9
5 76 44
6 455 265

Une regle simple de formation des termes de ces suites peut étre trouvée :

R,=nR ,+(-)"* et d, =nd ,+(-D"

La formule donnant D, s’établit par une simple récurrence a partir de la relation
donnée plus haut.

3. Le langage des seéries :

Vieux probleme, le probleme des dérangements demeure d'actualité, puisqu'il faisait
I'objet d'une partie du second probleme du CAPES 2010 dont le theme général était
I’étude des séries génératrices et leurs diverses applications.

Voici la partie sur les dérangements :
Soit neN*. On note s, I’ensemble des permutations de {1, 2, ... n}.

Un dérangement de I’ensemble {1, 2, ... n} est une permutation o € S, sans point
fixe c’est-a-dire telle que pour tout entier ie{l, 2, ... n}, o(i)=i. On note d,le
nombre de dérangements de I’ensemble {1, 2, ... n}.

. d
On pose d, =1 et pour tout entier naturel n, p,, :—”l
n!

1. Calculer d,,d,,d,

2.a) Pour 0<k <n, on note B, I’ensemble des permutations de S, ayant exactement
k points fixes.

n
Montrer que le cardinal de B, veérifie I’égalite Card(Bk):(kjdn_k et en déduire

(e

que :

2,

k=0



n
Une permutation de B, possédant k points fixes, il y a donc (kj facons de choisir les

points fixes, ces points étant choisis, il reste alors n—k éléments qui ne sont pas fixes et
qui définissent un dérangement de n—k éléments, le nombre de ces dérangements étant

par définition d__,, il y aura donc (k] xd, , permutations de S, laissant k points fixes

(la formule restant vraie pour k =n)
La famille (B,) (0<k <n) forme une partition de S, (une permutation ne pouvant

appartenir a deux ensembles B, distincts) on a donc Zn: card(B,)=Card(S,)
k=0

c’est-a-dire ). E:Jdn_k =n!

k=0

no(n no(n
en posant p=n-k > ( jdp:n!ou > ( jdp:n!

p=0 \N—P p=0 \ P
2. b) Soit P la série génératrice de la suite (p,). Montrer que

E(X)xE(Y)=) X" ou E(X)=) %x".
n>0 n>0 '
On sait que le terme général de la série génératrice du produit E(X)x P(Y)est
n 1
C. =
n IZ;‘) pk X (n _ k)l
par définition du produit.
n
On a donc Ch=2, L %
(n—k)!I' (n-k)!

n!

0
mé am ko
>

n |
nliz (K n!

et donc E(X)xE(Y)=> X"

n>0

2. ¢) Déterminer la série génératrice inverse de E(X)

Supposons que E(X)™ existe, il s’écrit E(X)™=>"b, X"

n>0

n
Le produit E(X)xE(X)™* admet pour terme général c,=>, b xa,,
k=0
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et donc 1=ayb,
¢, = a b, +ah, et donc puisque ¢, =0 ; b =a;"(a,b,)

(Ce qui montre que le terme général d’une série genératrice doit étre non nul pour que
celle-ci soit inversible).

. 1 T :
Dans le cas présent a, = Pk on etablit alors sans peine que

1 1
bO :1, bl:—l, b2 :a, b3 :—a
k
et I’on peut raisonnablement supposer que b, = (_kll) :
Une récurrence permet d’établir le résultat.
En effet,
n+1
bn+1 = _a(;lz a X bn—k
k=1
n+l _1\n-k
_ %L, 6D
o k! (n=k)!
1 n+l (n+1 x
ms (¢ )P
1 n+l
-1
(n +l)!( )
o n o (—1)X
2. d) En déduire que d,=n;
ko K!
_ 1\
Ona P(X):(Z x”) D EDyx
n>0 k>0 k'
- " , UE)
série dont le terme général p,est donné par p,=>. " x1
k=0 .
n _ k
et donc d,=n!>’ Y
ko k!

4. Le langage des matrices

Soit @ I’endomorphisme de P ,[X] défini par ®(P)=P(X +1).
Dans la base (1, X,X?,....,X"), ® admet pour matrice



=l
O O O O O B+
O O O O - -
O O O FF N -
O Ok W Wk

0
[
triangulaire supeérieure, il en existe deux autres U et P, respectivement
triangulaire inférieure et symétrique dont les ccefficients sont également les
ceefficients binomiaux.
Ona: (dy, d;.....d,)L,=(01, 11, 21 ... ,n!)
Comme L, est triangulaire supérieure avec les elements diagonaux tous egaux
a 1, elle est inversible et donc :

(dg, dp....,d)=(01, 11, 21, .....nl) L'
La détermination de L;' se fait sans peine, on a

A X,n XML, =@ @+ X), @A+ X)?, 1+ X))

Le terme général étant ¢ ; =£

J Jj, cette matrice est appelée matrice de Pascal

et donc A X,on XM =1 @+ X), @+ X)%, e, @+ X)ML!
comme xp=(1+X—1)p=§ (Ej(—1)p—k(1+ X )¥
k=0

décomposition de XP dans la base, (1+X)* (pour k=0...n), on en déduit
alors :

111 -1
01 -2 3
L, |00 1 3 .
Ln‘0001(;4,j
00 0 0
00 0 0

avec q | :(—1)”‘(:} (pour i< j)

Propriété : (formule d’inversion de Pascal)

: P[P
Si a, = b
P& kj “
p ok P
alors b,=2 (-1 ( jak
k=0 k
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De I’égalité (dg, dp..oyd )L, =(0 1, 11, 21, ...n 1)
il vient n !:i (Ejdk

k=0
et d’apres la formule d’inversion de Pascal

d, =Y (Ej(—l)”‘kk!

k=0

n n!
=Y D™

kgo (n—k)!

et en posant p=n-k
n (_1)9

d =n!

" F;) o

5. Le langage des ensembles

La formule du crible de Poincaré fournit une réeponse ensembliste au probléme
des dérangements.
Soit A={1, 2, ... ,n} et A I’ensemble des permutations laissant i invariant.

Le nombre des dérangements de A, n’est autre que le cardinal de I’ensemble
des permutations ne laissant aucun entier invariant c’est-a-dire

Card(ANAN....nA)=n Card(A VA U....UA)

n

Ona Card(UL,A)=> (Dt ¥ Card (A; NN AY).

k=1 I<il<i2<......ik<n
Une permutation laissant p éléments fixes est complétement déterminée par
celle qui échange les n— p autres, par conséquent

Card(A;nA, N ... nAY) =(n—-kK) !

n n!
et > Card(Alm....mAk):[ j(n—k)!:—
1<i1<i2<...ik<n k k!
n
et donc Card(ULA)=n > (_1)k+1%
k=1 .
et Card(A N A, A n A) =0IA-Y (_1)k+1%)
k=1 .
) n 1
c'est-a-dire d,=n> (-D)"=.
k=0 k!
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