"Inscrire un carré dans un triangle.""

Jean Terreran
Lycée C & R Janot, Sens.

Ce probléme, posé aux éléves de seconde en 1947 par Lebossé et Hémery" est un classique,
voire un "incontournable”. Ainsi, en 1484, Nicolas Chuquet dans sa Géométrie* demandait, parmi
de nombreux autres problémes d'inscription de figures, de calculer le c6té du carré inscrit dans un
triangle équilatéral. H. L'Huillier signale que c'est un probleme classique chez les géometres
italiens (Fibonacci, Pacioli,...) ou I'on trouve aussi un triangle isocele (Piero de la Francesca) et
méme le triangle 13.14.15.

Au XVI111° siécle, Etienne Bézout proposait d'appliquer I'algébre a la géométrie pour construire
ce carré.® En revanche, on ne trouve de traces de ce probléme ni dans Les Eléments d'Euclide, ni
dans les Eléments de Géométrie de Clairaut.

Au cours du temps les modes de résolution changent au gré des changements de programme :
conformément au programme de 1931, P. Chenevier* propose aux éléves de seconde de procéder
comme Beézout, sans le citer. En 1947, Lebossé et Hémery utilisent l'outil "homothétie".
Aujourd'hui le programme de seconde 2000 fournit l'outil "triangles semblables”. Attaché
(pourquoi ?) a cet exercice, je I'ai alors proposé aux éléves en probléme ouvert, sans grand succes.

Et les éléves ? Comment font-ils ?

Il'y a ceux qui construisent un rectangle et qui cherchent en vain a le transformer en carré et
ceux qui, par des constructions "miraculeuses”, pensent avoir trouvé la solution Il faut alors
beaucoup de temps et de persuasion pour les convaincre (le sont-ils vraiment ?) de leurs erreurs.
Avant que tout le monde ne se décourage, il faut renoncer a examiner ces solutions et proposer
d'autres pistes. On comprend bien pourquoi I'Académie Royale des Sciences a fini, sous I'impulsion
de d'Alembert, par ne plus examiner les solutions au probléme de la quadrature du cercle.

Certains ont ainsi construit un carré dans le triangle et ont modifié le troisieme c6té de ce
triangle ; Thalés ou les triangles semblables permettant de trouver la solution. Les autres ont inscrit
des carrés de différentes tailles (voir la fig. 1) et ont... observé ; ils conjecturent alors assez vite un
alignement qui leur permet de conclure. Au risque de choquer les puristes, cette méthode
s'apparente fort a la méthode de fausse position utilisée en algébre : une "fausse position" du
sommet M sur un des c6tés permet d'en déduire la bonne solution. Ce n'est pas surprenant dans la
mesure ou, dans les deux cas, il s'agit d'un probléme de proportionnalité ; dans le cas géométrique,
le mot position retrouve son sens traditionnel.

1'C. Lebossé & C. Hémery, Géométrie Plane, Classe de Seconde des colléges et lycées, Fernand Nathan, 1947. 6°
édition, 1951.

2 Manuscrit de 1484, transcrit et commenté par Hervé L'Huillier, La Géométrie de Nicolas Chuguet, premiére géométrie
en langue francaise, Paris, Vrin, 1979.

3 E. Bézout, Cours de Mathématiques a I'usage du Corps Royal de I'Artillerie, (4 tomes), Paris, Ph. D. Pierres, 1788.
L'édition originale parut en 1770 a I'lmprimerie Royale. Le Cours de mathématiques a I'usage des gardes du pavillon et
de la marine avait été publié a Paris en 6 volumes a partir de 1764.

* Pierre Chenevier, Cours d'algebre. [...] Classe de seconde. Paris, Hachette1931.
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Mis a part cette remarque qui avait plu aux éléves, cette activité reste relativement pauvre.
Heureusement Bézout allait arriver.

Malgré le handicap de n'étre pas bourguignon®, la proximité de sa ville natale - Nemours n'est
gu'a dix lieues de Sens - est peut-étre une des raisons pour lesquelles la bibliotheque municipale de
cette ville posséde plusieurs de ses ouvrages.® Le théoréme d'arithmétique qu'on lui attribue restait
un bon souvenir de Terminale C et constituait une invitation a en savoir plus sur ce mathématicien
du XVIII°,

Si le tome 1 (Arithmétique et géométrie) de son Cours de Mathématiques est assez classique, le
tome 2 (“contenant l'algebre & l'application de l'algébre a la géométrie™) comporte en revanche
plusieurs idées originales. La suite de cet article présente une activité construite & partir de sa
méthode d'inscription du carré dans le triangle (on la trouvera in extenso en annexe.)

On a utilisé les heures en demi-classe et réparti les éleves en groupes de trois ou quatre.

Déroulement de la 1ére séance : (55 min)’

ex1:

Voici le texte, sans la figure, d'un probleme posé par Etienne Bézout (1) dans son Cours de
Mathématiques a l'usage du Corps Royal de I'Artillerie (Edition de 1788) :

Proposons- nous donc pour premiére
question, de décrire un quarré ABCD (fig.9)
dans un triangle donné EHI.

(1) Etienne Bézout est un mathématicien né en 1730 pres de Sens, a Nemours ou le lycée porte
son nom, et est mort aux Basses-Loges, pres de Fontainebleau, en 1783.

1° Lire cet énoncé et reformuler la consigne pour qu'elle soit plus facilement comprise par un
éléve du XXI° siécle.

> Non bourguignon, certes, mais que serait-il advenu si le duc Sans Peur n'avait été assassiné au pont de Montereau, &
moins de quatre lieues de Nemours, en 1419 ?

6 L'exemplaire de la Bibliothéque de Sens appartenait au citoyen francais Bourbon Berset, lui a-t-il été confisqué en
17937

" Le texte intégral en est donné en annexe.
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Les éléves ont déja travaillé sur un texte du XVIII® (Le calcul approché de /20 par la
méthode d'Euler). lls traduisent tous, ou presque, "décrire™ par "inscrire™ sans difficulté.

2° On donne, en annexe, la solution de Bézout. Les questions posées ci-dessous doivent
permettre de comprendre chaque étape de la construction et de la démonstration. La reproduction
de la figure 9 étant de mauvaise qualité, on a ébauché une nouvelle figure que I'on complétera au
fur et a mesure de la lecture.

Par ces mots, un triangle donné, nous entendons
un triangle dans lequel tout est connu, les cotés,
les angles, la hauteur, &c.

Avec un peu dattention, on voit que cette question
se reduit a trouver sur la hauteur EF un point G
par lequel menant AB parallele & HI, cette
ligne AB soit égale a GF ; ainsi I'équation se
présente tout naturellement, il n'y a qu'a déterminer
I'expression algébrique de AB, & celle de FG, E
& ensuite les égaler. =

Nommons donc a la hauteur connue EF ; b,
la base connue HI, & x la ligne inconnue GF ;
alors EG vaudra a — x.

Or puisque AB est parallele @ HI, on doit || .= __ .
(Géom. 109) avoir EF:EG::F1:GB:: H |
HI:AB ; cest-a-dire, EF: GE:: HI: AB,
oua:a—x::b:AB, donc (Arith. 169)
AB == -5 - nyis donc que AB doit étre égal

a H

T
\

PRONDRPEPEPP W

a GF, onaura & ==x; d'ol, par les régles

de la premiére Section, on tire x == 22_,
a+b

Pour construire cette quantité, il faut, confor-
mément a ce que nous avons dit (184), trouver
une quatriéme proportionnelleaa + b, b, & a,
ce gue I'on executera en cette maniere. On por-
tera de F en O une ligne FO égale a a + b,
c'est-a-dire égale a EF +H I, & l'on tirera EO
puis ayant pris FM égale a H1 == b, on menera,
parallelementa E O, la ligne M G, qui par sa ren-
contre avec EF, déterminera GF pour la valeur de X;
car les triangles semblables EF O, G F M, donnent
FO:FM::FE:FG,oua+Db:b::a:FG ;FG
vaudra donc 22,

109. Deux triangles qui ont les angles égaux chacun
a chacun, ont les cotés homologues proportionnels, &
sont, par conséquent, semblables.

a. Lire les lignes 1 a 3 et observer la figure : la consigne a-t-elle été bien traduite ?
b. Lire les lignes 4 a 10 et expliquer ce que veut faire l'auteur.

c. Lire les lignes 11 a 13 : Comment les donnees et les inconnues sont-elles nommées ?
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d. Lire les lignes 14 & 15: Quel théoreme du cours de seconde reconnait-on dans le paragraphe
donné en bas de page sous la référence Géom.109 ?

e. Ecrire les rapports que I'on peut déduire de la similitude des triangles, puis observer comment
ces proportions étaient écrites au XVI11° siecle (lignes 15 a 17.)

On lit : EF est a EG comme Fl est a GB, comme ...........
Par exemple : "6 esta 2 comme 21 esta 7" ou "40 est a 5 comme 96 est a..."

f. Dans la section Arithmétique de I'ouvrage, au paragraphe 169, Bézout rappelle simple ment les
regles de calcul qui permettent de transformer des rapports.

Lire alors les lignes 18 a 20 et refaire les calculs.

s == 1 - - . — b
Verifier que I'on obtient bien : x = 2%

g. Lire les lignes 21 a 23. Quelle est la quatrieme proportionnellea a+b,beta?

Dans le paragraphe 184, Bézout rappelle que I'on sait construire cette quatrieme
proportionnelle a la regle et au compas.

h. Lire et comprendre la méthode de Bézout (lignes 24 a 29), en notant, au fur et a mesure sur la
figure, les lettres correspondantes.

i. A quoi les lignes 30 a 33 servent-elles ?

Commentaires :

a. Les éleves ont beaucoup de difficultés a admettre I'expression triangle donné : "On n'a pas le
droit de mesurer, donc on ne connait rien !" Toute la difficulté de la détermination d'une donnée par
une lettre resurgit.

b. Méme les éleves qui "voient" ce que Bézout veut faire ("s'il trouve G, il aura le carré™)
rechignent a I'exprimer. La plupart d'entre eux préfere se lancer directement dans la résolution sans
annoncer d'abord la stratégie choisie, ce n'est pas nouveau.

c. Pas de difficulté.

d. On reconnait sans hésiter les triangles semblables, et I'expression égaux chacun a chacun est
jugée plus précise que I'énoncé proposé dans le cours.

e. & f. Le guidage proposé pour comprendre cette partie a éliminé toute difficulté. 1l serait
peut-étre plus riche de les aider moins et de les laisser chercher davantage.

g. Peu d'éléves comprennent le terme quatriéme proportionnelle, ils maitrisent pourtant assez
bien les tableaux de proportionnalité vus en collége, mais ils les considérent peut-étre comme une
boite noire.

h. C'est une partie délicate. S'ils savent établir des proportions dans des circonstances données,
ils n'imaginaient pas que I'on puisse provoquer des situations pour en créer. Je leur ai signalé que
Descartes, mais aussi d'autres avant lui, remplacait le cété de longueur a+ b par un c6té de longueur
1 et obtenait ainsi le produit a < b de deux nombres donnés. Quelques éléves ont tenu a vérifier.

i. Pas de difficulté.
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Séance n° 2 : (55 min)

ex2:

On a vu que la méthode de Bézout consistait & construire la grandeur x = 22

a+b
1° Expliquer pourquoi les carrés inscrits dans chacun des quatre triangles ci-dessous sont égaux.

2° En déduire un troisieme mode de construction du carré inscrit, en utilisant le triangle le plus
approprié parmi les quatre proposés.

Commentaires :
1°. Pas de difficulté.

2° Chacun se doute que c'est le triangle rectangle le plus pratique (mais c'est le seul triangle
particulier, il faudrait proposer aussi un triangle isocele pour voir) moins nombreux sont ceux qui
réussissent. Ceux-la tracent la bissectrice, non parce gque tout point de la bissectrice est équidistant
des cotés de I'angle droit, mais parce que la diagonale du carré est a 45°.

Toutes ces solutions sont astucieuses et peuvent susciter I'admiration de quelques-uns, mais les
autres se demandent pourquoi s'ingénier a inscrire des figures dans d'autres figures : "Déja qu'on a
du mal a construire le cercle inscrit dans un triangle !" Helas ! Aucun des auteurs cités plus haut ne
répond a cette question. On trouve bien aujourd'hui, dans les manuels d'analyse de 1°°, une échelle
de 6 m que I'on ne peut approcher du pied du mur autant qu'on le voudrait a cause d'un bloc de
béton cubique de 1 m*; la question étant de savoir quelle hauteur on va pouvoir atteindre. Mais on
peut difficilement croire que ce probleme seul a motivé Bézout et tous les autres;

Alors imaginons ......

ex 3:

Reprenons la formule de Bézout x = 25,

Cette relation peut s'écrire aussi : (rayer la relation fausse)

® |

—+

o=

X _ b _ —_b 1_
= ou x(a+b) =ab ou X=15 ou N

Entourer celle qui a été utilisée lors de la construction de Bézout et faire vérifier.
Dans les exercices qui suivent, on va utiliser les autres formes.

Commentaires

Il est plus prudent de vérifier soigneusement tous ces résultats, les simplifications sont parfois
fantaisistes (on I'a bien cherché ) La derniere forme est souvent rejetée et la réduction au méme
dénominateur n'est réussie qu'au terme de beaucoup de souffrances.
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ex4:

Définition : a et b étant deux nombres positifs donnés, le nombre y défini par la relation
+ =3 (£ + %) s’appelle la moyenne harmonique de a et b.
(Elle a peut-étre été inventée par les Pythagoriciens pour la musique).

1° Exemples : a. Verifier que 7 est la moyenne harmonique de 4 et 28.
b. Résoudre I’exercice (travail personnel) pour la prochaine séance.

2° Trouver une relation entre y et le c6té x du carré construit précédemment.

3° Ainsi, inscrire un carré dans un triangle permet de construire "a la régle et au compas" la
moyenne harmonique de deux nombres a et b donnés, il suffit pour cela de :

Construire le double de x ] Doubler d’abord a dans le triangle ]
Doubler d’abord b dans le triangle ] Doubler d’abord a et b dans le triangle [ ]

(Cocher les bonnes réponses et faire vérifier)

Commentaires :
2° Ce calcul est encore insurmontable pour trop d’éleves.
1° et 3° Bien réussi en général.

S’il s’agissait réellement d’un mode de construction de la moyenne harmonique, il serait
étonnant qu'Euclide n’ait pas proposé sa propre solution dans les Eléments, alors qu’il connaissait
ces moyennes et qu’il donne une construction de la moyenne géométrique de a et b.

Or, si I’on écrit la relation de Bézout sous la forme ab = (a + b)x, le probléme revient a égaler
deux aires de parallélogrammes (ou de rectangles), I’un donné par sa base a et sa hauteur b, I’autre
par sa base a + b, et sa hauteur cherchée. La construction découle alors directement de la
proposition V1.24 des Eléments.®

ex 5 : (& commencer en classe si vous étes en avance, a terminer a la maison.)

1° Construire un rectangle MNPQ et un rectangle MRSQ qui contient MNPQ et dont la longueur
MR vaut MN + NP.

2° La diagonale [MS] coupe [NP] en T. La parallele a (MN) passant par T coupe [MQ] en U et
[RS]en V.
a. Montrer que les rectangles TPQU et NRVT ont méme aire.
b. En déduire que les rectangles MRVU et MNPQ ont méme aire.

3° On appelle a et b les longueurs respectives NP et MN.
A I’aide d’une des relations de I’exercice 3 non encore utilisée, donner la valeur de la
longueur NT.
(Cette derniére méthode de construction est due a Euclide au 111° siecle av. J.C)

8 Clairaut traite aussi cette question dans la seconde partie, paragraphes V et VI, pp. 77 et suivantes de ses Elémens de
Geéometrie, Paris, David, 1753 (réimpression par Silog, Laval, 1987.)
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Commentaires :

1° & 2° Bien réussi : tout le monde utilise, sans aide, I’égalité des triangles situés de part et
d’autre de la diagonale.

3° Peu réussissent, il faudrait peut-étre demander d’exprimer les aires de ces deux rectangles.

Cette activité 2 est assez longue, et plusieurs groupes ont di terminer seuls a la maison, ce qui a
ajouté a la difficulté. Cet exercice a été corrigé la semaine suivante. Les deux méthodes de
construction (Bézout et Euclide) ont été présentées sur des transparents. Les analogies observées
renforcent I’idée qu'on inscrit un carré dans un triangle pour obtenir une moyenne harmonique. Les
éléves sont perplexes, ils se demandent si leur professeur de mathématiques a le droit de faire de
telles hypothéses. Promesse leur est faite de les informer de toute "protestation™ émanant de lecteurs
de cet article.

exercice de travail personnel :

1° En musique, une corde de longueur L produit un son lorsqu’elle vibre.
Une corde de longueur L/2 donnera le méme son, mais une octave plus haut (plus aigu). Pour
obtenir un son moyen entre les deux précédents, on utilise une corde dont la longueur L’ est la
moyenne harmonique des deux longueurs précédentes.
Montrer que L* = 2L/3.
(Cette méthode a été utilisée par Pythagore pour construire une gamme qui porte son nom et
qui a été peu modifiée depuis.)

2° Un cycliste grimpe un col & la vitesse moyenne de 18 km.h™ puis le redescend a la vitesse
moyenne de 42 km.h™.
Calculer la vitesse moyenne de ce cycliste sur I’ensemble du trajet aller-retour.
Que représente cette moyenne pour les deux vitesses de montée et de descente ?

Commentaires :

La question 1° (corde) ne souleve pas de difficulté particuliere, malgré une certaine incrédulité
face a ce Pythagore-la. La seconde (vitesse), en revanche, est moins bien réussie : une partie des
éleves calcule évidemment la moyenne arithmétique, I’autre, "flairant™ le piege, utilise la bonne
moyenne, mais peu justifient ce résultat correctement.

Pour finir, on a remarqué qu’une méme formule écrite de différentes maniéres pouvait conduire
a autant de méthodes différentes et on a pris rendez-vous un peu plus tard pour utiliser la derniere
formule avec la fonction inverse (méme s’il ne s’agit plus d’une construction a la régle et au
compas, les manipulations sur la courbe peuvent se révéler intéressantes)

Conclusion :

Cette activité pourra paraitre longue a certains collegues (deux séances de module et trente
minutes de corrections), les calculs posant bien plus de difficultés que les démonstrations
géométriques. Il est quand méme intéressant de méler différents domaines des mathématiques (ici
algébre et géométrie, en dehors du cas habituel du calcul dans un repére) ainsi que différentes
époques (antiquité et XVIII® siecle) pour montrer que les mathématiques se construisent et
s’enrichissent progressivement, en un mot qu’elles "bougent”... méme s’ils trouvent que leur
professeur exagere un peu avec ses hypothéses. Beaucoup, enfin, ont bien compris que pour
résoudre un probléme plusieurs stratégies sont possibles.
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Annexe : Texte des activités

2°5 (02-03) Mod. 04 | |Un carré dans un triangle

Objectif :

Inscrire un carré dans un triangle donné.
Justifier la construction proposée.
Traiter quelques applications.

Organisation du travail sur deux séances d’une heure en demi-classe :

Constituer des groupes de trois ou quatre éléves.

Prérequis :

Les triangles semblables.

Séance n® 1 : mardi 10 décembre 2002

Activité 1 : un carré dans un triangle.

ex1:

Voici le texte, sans la figure, d’un probleme posé par Etienne Bézout (1) dans son Cours
de Mathématiques a I’usage du Corps Royal de I'Artillerie (Edition de 1888)° :

2 9 I. Propofons-nous donc pour pre-~
miere queftion , de décrire un quarré ABCD
(Fig. 13) dans un triangle donn¢ EHI.

(1) Etienne Bézout est un mathématicien né en 1730 pres de Sens, a Nemours ou le lycée porte son
nom, et est mort aux Basses-Loges, pres de Fontainebleau, en 1783.)

1° Lire cet énoncé et reformuler cette consigne pour qu’elle soit plus facilement comprise
d’un éleve du XXI° siécle.

Bilan collectif.

2°5 (02-03) -1/4 - Module 04

® Pour des raisons techniques (qualité de I'image), nous avons substitué aux illustrations originales des photographies
prises a la Bibliotheque Municipale de Beaune, a partir du Cours de Mathématiques a I'usage des gardes du Pavillon et
de la Maring, vol. 111, 1766. Le texte et l'illustration sont identiques, a la numérotation pres (F. M.)
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2° On donne, en annexe, la solution de Bézout. Les questions posées ci-dessous doivent permettre
de comprendre chaque étape de la construction et de la démonstration.

La reproduction de la figure 9 étant de mauvaise qualité, on a ébauché une nouvelle figure que
I’on complétera au fur et a mesure de la lecture.

a. Lire les lignes 1 a 3 et observer la figure : la consigne a-t-elle été bien traduite ?

b. Lire les lignes 4 a 10 et expliquer ce que veut faire I’auteur.

c. Lire les lignes 11 & 13 : Comment les données et les inconnues sont-elles nommées ?

d. Lire les lignes 14 & 15: Quel théoreme du cours de seconde reconnait-on dans le

paragraphe donné en bas de page sous la référence Géom.109 ?

e. Ecrire les rapports que I’on peut déduire de la similitude des triangles, puis observer
comment ces proportions étaient écrites au XVIlleme siecle (lignes 15 a 17).

On lit: « EF est a EG comme Fl est a GB, comme ........... »

Par exemple : « 6 esta 2 comme 21 esta 7 » ou « 40 esta 5 comme 96 esta .... »

f. Dans la section Arithmétique de I’ouvrage, au paragraphe 169, Bézout rappelle simplement
les regles de calcul qui permettent de transformer des rapports.

Lire alors les lignes 18 a 20 et refaire les calculs.

Vérifier que I’on obtient bien : x = ﬁ’b

g. Lire les lignes 21 a 23. Quelle est la quatrieme proportionnellea a+b,beta?

Dans le paragraphe 184, Bézout rappelle que I’on sait construire cette quatrieme
proportionnelle a la regle et au compas.

h. Lire et comprendre la méthode de Bézout (lignes 24 a 29), en notant, au fur et a mesure sur
la figure, les lettres correspondantes.

i. A quoi les lignes 30 a 33 servent-elles ?

3° Preparer une présentation succincte de la méthode utilisée, qui sera proposeée aux autres
groupes lors de la prochaine séance.

2°5 (02-03) - 214 - Module 04
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Séance n° 2 : mardi 17 décembre 2002

ex2:

On a vu que la méthode de Bézout consistait a construire la grandeur x = aa—fb

1° Expliquer pourquoi les carrés inscrits dans chacun des quatre triangles ci-dessous sont égaux.

2° En déduire un troisiéme mode de construction du carré inscrit, en utilisant le triangle le plus
approprié parmi les quatre proposés.

Activité 2 : Applications

ex3:
Reprenons la formule de Bézout : x =22

a+b *

Cette relation peut s’écrire aussi : Rayer la relation fausse.

> |
® [

+
o~

X __b — ——
2= ou x(a+b) =ab ou X=15 ou

Entourer celle qui a été utilisée lors de la construction de Bézout et faire veérifier.
Dans les exercices qui suivent, on va utiliser les autres formes.
ex4:
Définition : a et b étant deux nombres positifs donnés, le nombre y défini par la relation
1 _1¢1, 1ye i
v =75 (5+7) s’appelle la moyenne harmonique de a et b.
(elle a peut-étre été inventée par les Pythagoriciens pour la musique).
1° Exemples : a. Veérifier que 7 est la moyenne harmonique de 4 et 28.
b. Résoudre I’exercice (travail personnel) pour la prochaine séance.
2° Trouver une relation entre y et le cdté x du carré construit précédemment.

3° Ainsi, inscrire un carré dans un triangle permet de construire «a la régle et au compas » la
moyenne harmonique de deux nombres a et b donnés, il suffit pour cela de :

Construire le double de x 1 Doubler d’abord a dans le triangle []
Doubler d’abord b dans le triangle 1 Doubler d’abord a et b dans le triangle []

(Cocher les bonnes réponses et faire vérifier)

2°5 (02-03) - 3/4 - Module 04
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exercice 5 : (a commencer en classe si vous étes en avance, a terminer a la maison.)

1° Construire un rectangle MNPQ et un rectangle MRSQ qui contient MNPQ et dont la
longueur MR vaut MN + NP.

2° La diagonale [MS] coupe [NP] en T.
La parallele a (MN) passant par T coupe [MQ] en U et [RS] en V.

a. Montrer que les rectangles TPQU et NRVT ont méme aire.
b. En déduire que les rectangles MRVU et MNPQ ont méme aire.

3° On appelle a et b les longueurs respectives NP et MN.

A I’aide d’une des relations de I’exercice 3 qui n’a pas encore été utilisée, donner la valeur de
la longueur NT.
(Cette derniere méthode de construction est due & Euclide au Il1éme siécle av. J.C.)

2°5 (02-03) - 444 - Module 04

exercice : (travail personnel)

1° En musique, une corde de longueur L produit un son lorsqu’elle vibre..
Une corde de longueur L/2 donnera le méme son, mais une octave plus haut (plus aigu)
Pour obtenir un son moyen entre les deux précédents, on utilise une corde dont la longueur
L’ est la moyenne harmonique des deux longueurs précédentes.
Montrer que L’ = 2L/3.
(Cette méthode a €été utilisée par Pythagore pour construire une gamme qui porte son nom
et qui a été peu modifiée depuis.

2° Un cycliste grimpe un col & la vitesse moyenne de 18 km.h™ puis le redescend a la vitesse
moyenne de 42 km.h™.
Calculer la vitesse moyenne de ce cycliste sur I’ensemble du trajet aller-retour.
Que représente cette moyenne pour les deux vitesses de montée et de descente ?
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2°5 (02-03)

Un carré dans un triangle

Feuille annexe

E. Bézout : Extrait du Cours de Mathématiques a I'usage des gardes du Pavillon et de la Marine,

vol. 111, 1766, pages 305 et 306.

Par ces mots, un triangle donné , nous
entendons un triangle dans lequel tout eft
connu , les cotés , les angles, la hauteur
&c.

Avec un peu d'attention, on voit que
cette queftion fe réduic a trouver fur la hau-
teur E Fun point G par lequel menant 4B

A LGEBRE: = v

Proposition référencée avec le n° 115 dans le
texte ci-dessus :

109. Deux triangles qui ont les angles
€gaux chacun a chacun , ont les cites homo-
logues proportionnels , & font , par confé-
quent , [emblables.

N C:-0vu-R
306 S

arallele 3 HI, cette ligne A4 B foit dgale
3 G F; ainfi I'équation fe préfente tout nagy.
rellement;; il n’y a qu’a déterminer Pexpref.
fion algébrique de 4B, & celle de GF,
& enfuite les égaler.

Nommons donc ¢ la hauteur connue EF;
b, labafe connue HI, & x la ligne incon-
nue G F;alors EG vaudra a— x.

Or puifque A B eft parallele & HI, on
doit (Géom.115) avoir EF: EG:: FI1: GB::
HI: AB;ceft-adire ,EF: EG:: HI: 4B,
oua: a—x :: b:A4 Bsdonc (Arith.179)AB=
a&““; puis donc que A B doit étre égal 3

ab-b

a

GF, on aura

x x
— =ux ;d’ou, par les regles

de la premiere Se&tion , on tire x = -%.
a
Pour conftruire cette quantité, il faut,

conformémentace que nous avons dit (246),
trouver une quatrieme proportionnelle 2
a-+b,by&a, cequelon exécutera en cette
maniere. On portera de F en O une ligne
FOégale a a=+4 , C’eft-a-dire, égale 3 EF+
HI, & l'on tirera £0; puis ayant pris FM
(‘égale a HI=}, on menera , parallélement
aE0, laligne MG, qui par {a rencontre
avec EF, déterminera GFpour lavaleur dex;
car les triangles femblables EFO, GFM
donnent FO: FM :: FE - FG,ouab:b::

¢:FG; FG vaudra done -24
a+b*
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