





AVANT PROPOS

Depuis que la fameuse ré&forme de 1'ensei9n%2%gt des mathématiques modernes

a posé les problémes que 1'on sait, en particulier le oremier cvcle secondaire,
de nombreuses tendances ont milité pour l'introducfion dans les classes d'ac-
rivités manipulatoires, prétextes et préludes A tout apprentissage mathémati-
que. Alnsi, sous 1'impulsion entre autre de 1'APMEP et des TREM, on a vu sur-
gir diverses techniaues de construction de représentation, des &tudes de pa-
piers neints, des transformateurs multinles et variés qui les concrétisaient,

et bien d'autres encare.

NDepuis quelque temps se sont doalement répandues et miltipliées des
dtudes sdométriques, de coloriames en pavages, el d'ornementations en dessins
a motifs répétitifs, toutes activités nassionnante, riches et multiples, dont
un des intérét, et non le moindre, rBside peut—&tre dans la globalité du tra-
vail vossible.

A travers diverses expositions, colloques, séminaires, 1'IREM de Basse-
Normandie a présenté, commenté, dissdaud, remaniéd, recommencé ....... de telles
activités,

L'intérét qui a été ainsi succité a 8té tel et la demande sur le sujet
si srande et si persistante = due nous avons pensé réunir, auoicue rapidement,
quelques uns des divers &léments en notre possession actuellement.

C'est pourquol nous vous Droposons aujourd'hui ce fascicule ; il ne
prétend pas &tre une étude exhaustive et orzanisée du sujet ; il ne présente
que des indications mathématiques sommaires, des comnte-rendus partiels, mais
aussi des pistes possibles, et des planches pour un travail éventuel. 11 nourra
lui &tre associé des séries de diapositives rendant comote de certains aspects
de la question, et des expositions rgalisgées. Vous en trouverez les commentaires
i la fin de ce fascicule.

En publiant aujourd'hui cet opuscule, nous espérons seulement que les
documents présentds pourront Etre, comme 1'ont &té nos expositions, des plate-
forme voutr des travaux divers (et neut-8tre aussi un point de dénart nour des
publications ultérieures !)

Je voudrais remercier ici tous particulidrement Pierre JULLIEN,

C'est lui qui, 3 1'université d"été de Arenoble, en Septembre 1978, m'a

sensibilisée et initiée d'abord au sujet. C'est lui cui m'a ensuite communiqué




1'essentiel des dessins utilisés ici, ainsi qu'un fascicule théoriaque, hélas
inédit, qui resta ma référence constante ; c'est lui enfin qui jamais ne

ménagea son temps, chaque fois que des points obscurs avaient # &8tre précisés.

Ce travail lui est ici dédié.

Brigitte ROZOY-SENECHAL
Mars 1980.

Badge du NDCTM
(APMEP) Américaine
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EN GUISE D'INTRODUCTION :

Nuelgues vistes

P .

Dessins & motifs répdtitifs, pavages du olan, papiers peints,
rosaces, décers de 1'alhambra de Grenade, dessins de M.C Escher, couvertures

de journaux TREM, vous en avez souvent rencontrés !

LE CONTEXTE

Les motifs réguliers, répétés de fagon nlus ou méiné.syétémati—
aque, ont depuis longtemps - peut-dtre vaut-il mieux ne pas dire toﬁjoﬁrs - été
srésents dans les décors architecturaux et artistiques. OQu'il s'agisée des
bas-reliefs égyptiens, des frises grecques, des mosaiques romaines ou des
tapis irlandais, la préoccupation de réeularité par répétition reste persis-
vante.

C'est certainement dans les cultures musulmannes qu'elle trouvera son olus
prand développement, comme on peut le constater dans 1'art de lfIslam, ou

dans les riches décors de l'alhambra de Grenade (148 sidcle).

11 faut peut—8tre vy voir ume consé&quence de 1'interdiction for-
mulde dans le coran d'utiliser des représentations humaines, interdiction aui
incita & un raffinement peu ordinaire des dessins séométriques. on peut
éoalement v trouver, au niveau architectural, les contraintes dues aux habi-
tudes et aux modes de construction dans ces pays ! elles étaient en effet effec-
ruées par des ouvriers, souvent en 1'absence du maitre d'oeuvre, Il &tait alors
plus simnie de se limiter A ume architecture des formes relativement simple, et
de recouvrir 1'ensemble par des panneaux décoratifs réalisés isolément.

Chez un eraveur comme le néerlandais M.C Escher (20& sigcle)
ce seront d'autres préoccupations, d'origines philosonhiques et mystiques, aui
prévalurent.

Fscher &tait trés préoccuné par des problémes de représentation.
les choses peuvent @tre senties et montrées de plusieurs noints de vue diffé-
rents, du domaine de la réalité sensible courante, de 1l'univers intérieur de
1'8tre, ou des obsessions fantasmatiques de 1'auteur. Dans une méme gravure,

i1 associera ainsi souvent vlusieurs points de vue différents, tournant de la




sorte autour de 1'absurdité et de la multiplicité des mondes.
Son univers intérieur est trés marqué par une vision fantastique de 1'univers
ol sé méieﬁt, se foﬁaeﬁtﬂet s'entrelacent les entités, pour 1lui indissocia-
bles, que sont la terre, le ciel, lkau, l'air et 1'Etre huﬁéin. Les'associa-
tions ainsi réalisées, associations qui reflétent le plué soﬁvent pour Escher
1'impossibilité d'une dissociation, sont domindes par trois obsessions fonda-
mentales : celle de 1'infimni que 1'on ne parvient jamais & atteindre, celle
de 1'opposition que l'on cherche 3 réduire, celle des reflets qui_sé confon-
dent avec leurs objets. _ s

Ainsi Escher dessinera t-il des tritons qui, la nuit, s'échappent de !
1a feuille de papier, nour y retourner ensuite ; de méme les hommes noirs et
blancs de la frise se sépareront-ils en 2 files distinctes, le noir opposé
au blanc, qui se recontreront au premier plan de dessin. Enfin, et c'est cet
aspect qui servira de prétexte aux études réalisées ici, Fscher cherchera
i atteindre 1'infini en recouvrant sa feuille de papier nar des dessins tous

identiques, répétés a 1'infini.

LES DESSINS REPETITIFS

A ( ( <<:CZZ[ <izéiZ[ Ce seront des dessins, tel celui-
Sy = - -y é ci, qui poss&de-une régularité telle
/w ’W O\ que 1'on puisse facilement imaginer
> - \ : ue 1'on puisse, par un procédd me-
. ., \‘ _— \‘ Q\E q P » P p
canique immédiat, en recouvrir tout

NS 2PN s le plan.
CUcuEue
- CQ N Nous ne inté&resserons pas ici d tot
é;w :\.,__;TQ ﬁﬁ@%\i ces dessins, mais seulZment i ceux

qui sont stables par translation

c'est-a~dire, intuitivement, tel q
le plan puisse &tre totalement re-
couvert par report sur les 4 cOtés

d'un rectangle élémentaire, comme

précédent.




En ce sens les 2 dessins représentés ci-
contre ne feront pas partie de notre &tude,
QUQiQ@fils puissent &tre qualifiés de "g€o- -
métriques” et de_?régqliéﬁs“,sinz _  " '
“Pour 1'un, le motifiaé_ﬁééé;n:a“pas“hne1ﬁaiifi} bf
le constante, pour ‘1'autre le procédé de L
reproduction, en spirale, n'autorise pas les

transltations.

(Ils seraient cependant sujets d'études mathé-

matiques évidemment passionnantes D]

DES PTSTES PEDACOGIOUES
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Ils ont été l'objet d'exploitations interdisciplinaires en Arts-plastiques
et mathématiques ; om pourrait certainement aussi en imaginer en relatiomn avec

1'histoire, l'histoire de 1l'art, la philpsophie...

Ce peut-&tre comme ci-contre, des
coloriages divers, ou la perversion

de ces coloriages, telles qu'en réa-

lisent certains éldves du ler cycle
(CES D'Orbec - Roger LEGER), OU de
1'élémentaire (TRINOUET, GIRARD

CP, CE])




-

Ce vourra Btre la détermination d'un motif de

‘base, et observation par 1'enfant de ses dé-

placements. R0 I
(ENF de Caen - GIRARD et TRINOUET e
stage R6-EN Caen = D& et DESHOTTES) ... = -

Ce sera 1'identification, par des &léves du

ler cycle, des isométries du plaﬁ;fﬁtéilés'--
que les rotations d'ofdre 6 et les symétries

axiales ci-contre.

. On pourra aussi y illustrer des compositions

7 d'applications, des inversions d'isométries..

(CARTON - CONYNCK - DEBART - LEGER ler cycle)

On pourra aussi, & partir du tracé& du réseau

de base , étudier les pavages réguliers pos-

sibles du plan.

On trouvera qu'il est possible de paver le plan
avec des parallélogrammes, des rectangles, des
carrés, des losanges, ou rhombes, des hexagones.

On' remarquera que c'est impossible avec des pan-

tagones !
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Enfin 1'étude des 17 groupes

de paveurs du plan pourra occu—

per des Blaves de 2d cycle, de "

1'université, et des stages de

formation -des maltres.
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On se lancera auSSL dans la productlon

de tels de351ns, par des procgdés classi-

ques de deFormatlon, ou plus orlglnaux d'en-

velopne ( v01r § de ce fasc1cu1e)
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Parmi tous les dessins que l'on a pu mani-

puler, découver, colorier, &tudier... des

ressemblances et des dissemblances apparais-
sent peu i peu. '
Les'ﬁanthéres de la premiéré page sont étroi-
temént imbriguées 1'une dans 1'autfé.; les lar-
mes de la fipure ci-dessus, si elles se répé-
tent rémulidrement ne recouvrent cependant pas

tout le plan. Dans le premier cas on a affaire

oot

un pavage du plan, dans le second @ un dessin

s

motif répétitif, Mais, moyennant quelques ad-

jonctions de traits, 1'un peut parfais devenir
1'autre, comme le montre la figure ci-contre.
Voild un oremier début de classification, et~
mais ce ne sera nas notre propos ici - il serait

nécessaire de préciser plus les termes employés
pour 1'anprofondir ! Le professeur de math dira
que des dessins admettent le méme réseau fonda-
mental.

Le plasticien fera remarquer qu'ils obéissent au
méme rythme.
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G)

Les deux dessine de la page de couverture, qui admettent le m8me réseau,

ont aussi pu &tre coloriés de la méme fagon : ilas réunissent donc les

deux crzteres.

Oui, ma18 «ovvsrs 1e motif "chmom" n.ém.l' dest sgmch.rw mdc.s pac ls, ‘-«\u»
c' eat que, pour grouner les desszns en fam111e, 11 va mALntenant etre
nécessaire de se fixer un crltére précis (gux ne sera pas celuu _du

plast1c1en),ng goit succept1b1e d'une caractér1sat1on précise et stable,

Nous allons choisir un critére (de mathématicien) relatif aux isométries

de de981ns a motxf repetxtlf.

On supposera que les dess1ns étudiés sont des dessins a motxfa rep8t1tlf8,

et qu'ils couvrent tout le plan.

On dira d'une isométrie plane qu'elle conserve le dessin si cette isométrie,

appliquée 2 tout le dessin (et pas seulement 3 un motif) le transforme en

lui-méme.
[ a7
o _Par exemple la symétrie axiale d'axe O

< - B ' transforme le dessin de la figure 44 en
T+ al ‘1 ' 1uifﬁ$mg, alors que la rotation d'un quart

D , 'l de tour, de centre a, si elle transforme

N0 °r le motif A en le motif B, ne conserve paé
NG le dessin |
s P I

On convient maintenant de dire :

deux dessins seront équivalents s'ils sont

conservés par les mémes isométries.

Ainsi, ignorant le motif d'un dessin, nou.
ne nous intéressons qu'd la fagon qu'il y

de le reproduire.
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Etudions alors . pour un dessln les 1sométr1es qu1 le conservent

‘goit D un dessin, et J +la fanu384 des 1sométrxes qui le conser-

nent.
alors : ‘f“-:‘m;"gej.x“?f"sejzp?

!}e Ia -5 M €3p ) 3_b est uyn groupe

Les isométries qui comservent un dessin formemt un groupe.

Pour un dessin donné, ce groupe est déterminé, et c’est un sous-

groupe du groupe des isométries du plan (rotations, translations,

symétries axiales, et leurs compogés) .

De plus, il n'y a qu'un nombre 1imité de tels sous-groupes

- ce résultat est mathématiquement trivial puisque ces gous-groupes
sont des sous—groupes opérant discrétement dans E (a orbitres dis-

crétes ! les motifs qui se répetent ne se chevauchent pas)

- on peut sentir ce risultat en examinant les limitations imposées

par la nécessité de recouvrir tout le plan!

- faisons d'abond une analogie avec le recouvrement du plan par des

pentagones réguliers

On peut recouvrir le plan avec

des carrés, car autour d'un sommet

se placent exactement quatre carrés,

sansg trous ni recouvrement. On ne le
peut avec des pentagones H

L L =W G & dne 3hen : R L7

=
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d' s pantegone regulie

-Que se passe t-il alors pour um degsin & motifs répétitifs ?

Examinons simplement le cas des rotationms.

Supposons maintenant qu'un dessin présente des rotations r, et ry
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Soit r oune telle rotation de centre A

d'angle. . ~%§- e.t__soit-r2 une rotation

de centre B, le plus proche possible de A
d'angle 2
o

Alors la rotatlon N4 0Ny conserve aussi

le dessin, de méme que r, = (Ayony) ™

On doit donc¢ avoir (r]o r2) o Ty = Al

Appellons gg- 1'angle de r,

Ceci n'est pas possible pour n'importe quelle valeur de o et F -

Ald | Aip | Aly

On trouve que les valeurs possible sont
- A1y Al3 A3

Al Al Als,
Afy Ay Alg
Afy, Alg,

On voit donc que les rotations pessibles seront limitées, limitant

ainsi le nombre des sous-groupes possibles.

On démontre qu'il y a exactement 17 groupes de paveurs possibles.

Mais c'est une autre histoire !
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Ces 17 groupes sont blen connus en crlstallographle, et ce sont les chimistes
qui étudigrent les premlers Leurs proprletes, 1eur assoc1ant au331 les 256

groupes Spatlaux repetltlFs:"'””*”””

Un raffinement de la c13331f1cat10n peut etre obtenu n coﬁéidétﬁnt non seu-

lement le mode de report des motlfs, mals au331 les v0131ns de'cﬁaque pavé,

c'est la classification. de Grunbaum et Sheppard,_uul aboutlt a 81 familles.

On pourrait imaginet d' autresxcrlteres,'comme ceux nar exEmple 1ntrodu1t

par des coloriages de ces de351ns:

Pour plus de détails, on pourra ‘se reporter a certalns ouvrages, comme ceux
signalés en bxblloaraphle.-;r: Sl s

Brigitte | /\ZJ : /\);"‘(E\ L

ROZOY-SENECHAL
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AU COURS DU ler ‘SEMESTRE

de 1'année scolaire 1979-1980

R AT
tiey

13. Evolution cychque, thographie. 1938 74. Remphssage péuadique d'un plan pour Evolution cychigue




Muarante enfants dans une salle,
In tableau noir et son triangle,
Un erand cercle hésitant et sourd

Son centre bat comme un tambour,

Des lettres sans mots ni patrie
Dans une attente endolorie
Le paravet dur d'un tranéze

Une voix s'élave et s'anaise. ..

Et le probléme furieux
Se tortille et se mord la queue

La michoire d'un angle s'ouvre.

16 =

Est-ce une chienne ? Est-ce une louve ? -

Et tous les chiffteside la terre,
Tous "ces inseétes qui défont

Et quli refont leur fourmiliére

Sous les veux fixes des gargons.

S

u,tu_q,wc. lle




Les enfants ont participé & deux types d'activité :
- coloriage libre ou avec consigne de dessins 4 motifs répétitifs
gui leur sont proposés.
- fabricatioﬁ par ces enfants de dessins & motifs répétitifs (a
_partir”de_ﬁaﬁﬁriﬁéi)ﬁgis coloriage de ces dessins.
A Céé ﬁeu¥ aétivités ont &té complémentaires, la deuxiéme condui-
 §ant:1es_enfants a observer la disvosition des motifs les uhs par.tap—
pdftzéﬁx éutrés:(les_motifs étant d'ailleurs dans ce cas de grande tail-
le). I1 en_a_fésulté une autre perception des motifs_proposéé_§OQf'ies
'§oloriagés'et Qﬁe-réf1exion des enfants quand & la disposition des cou-

- leurs.

On trouve !
a) des chinois coloriés entidrement de la m@me couleur en utilisant une
couleur par chinois

b) des chinois t@te et mains roses, chapeau veste et pantalon de couleurs

différentes




d) Seuls les chinois en direction correspondant
i 1la verticale, sont coloriés en utilisant

différentes couleurs.

lare activité de pavage !

LES CANARDS

Les'enFants dlsnosent de Feu111es polvco—
piés de 4 couleurs différentes. o

Tls découpent les canards qu'ils veulent
et les collent sur une feuille blanche.

Ils découvrent : ca s'embolte et réali-

sent auatre types de navages.
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2éme activité de pavage

LES OTSEAUX

Documents 24 et 25
a) deux enfants manipulent des patterns_d'oiséauk de 2 couleurs
différentes et procédent comme avec les canards
- frises avec rvthme de couleur.

- pavages avec découverte des formes qui s 'emboitent

b) ces deux enfants utilisent un pabarit d'oiseau au'ils font tour-
ner pour obtenir un pavage de la feuille
¢} les deux enfants colorient

I1s nrennent chacun une craie de couleur différente.

Document 24 - Cédric qui a colorié l'oiseau A s'exclame en regardant (x3)

"Elle a fait le mien !"

Nocument 25 - Les deux enfants ont recommencé le pavace d'une feuille et res-
p ¢

pectent la loi au'ils se sont donnée.
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_+.Coloriage

"~ Consigne ‘= utilise 3 couleurs =

-ietSZESQaiS . ;ix._.

1) 1'enfant. s'arréte insatisfait sur X 1~

n"Je_hé]pEﬁk mét;te ﬂitﬁﬁ bleu.,.i,
. o un wvert

“ni un rouge it

"Je me suis trompé, ces deux la

“sont:de la méme;ﬁouleur.

3) 1'enfant commence comme ceci puis

s'arréte ?

4) Un début de coloriase.
L'enfant s'arréte et dit
X2 “Je ne peux faire ni un bleu
ni un vert
ni un violet

car ils sont en rond.

5) Des enfants colorient de proche en

proche en se donnant une loi : 2 chi-
nois qui se touchent ne sont jamais

de la méme couleur.
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'6) L'enfant conserve deux fois la

couleur pour les chlnoils

méme

de méme direction.
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un ryvthme.

trouve
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.7) Reproduction d'un travail en cous

101,

&laborat

d
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couleur,

Eme

ie d'une m

fant color

en

directicn.

eme

tous les chinois de m
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D'AUTRES ACTIVITES DE PAVAGE

- un oiseau proposé comme pabarit

Travail identique ﬁ;CélQi'de_~ S

1'oiseau précédent, = i

- Un &cureuil proposé comme gabarit

puis coloriaqe

- un cochon d'inde

des natterns de 4 couleurs différentes
sont proposées aux enfants qui réali-
sent des pavases type document 23 puis

il utilisent un gabarit pour faire un

pavage de leur feuille et colorient

en utilisant 4 couleurs.




COLORIAGE

Sans consigne concernant le nombre de couleurs a utiliser.

Février - Mars
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Deux méthodes utilis@es nar les enfants
- coloriage de proche en nroche
- coloriave d'une méme couleur des oiseaux de méme direction

~ une réflexion "2 couleurs", ce n'est pas possible, il m'en faut




LES OISEAUX Les et_;ifé'ﬁt's se d011ne_nt.".jde:_s__:._3._Qis:"pour colorler' AR
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PETITE HISTOLRE D'UNE EXPERIENCE
‘(A POURSUIVRE ET APPROFONDIR)
‘OU ESSAI D'INTERDISCIPLINARITE
MATHS~ARTS PLASTIQUES ‘ET -
RECIPROQUEHENT '
”+/+/+/+/+/+/+/+/+/+/+/+/+/+/+/+

En préambule, je rends a Jules ce qui appartlent a Cesar (et rec1proquement)
1°y & Esche:,'ﬁaqrits Cornelis, graveur néerlandais (L989~1972) dont les

oeuvres "fusion de l'art et des mathématiques" nous.ont_inspiré cette recherche
2°) je viens d'éecrire "nous" car 1'idée de s'inspirer de 1'oeuvre de

Escher pour "faire" des maths v1ent 3 ma connaissance de Jullien de l'IREM.

de Grenoble et de Brigitte Rozoy- Senechal de 1'IREM de Caen qui avalent

etudle "Le pavage du plan

+
J ai donc démarré en utilisant le principe de base de la Pédagogie Freinet :

"Le tatonnement experlmental" : expérimenter avec les enfants, observer les
_resultats avec les enfants - déduire, ce qui n'exclut pas bien au contraire une
préparation trés 301gnee de la "part du prof"

Je disposais d'un grand nombre de planches multigraphiées de pavages du
plan dont quelques modéles sont joints, @laborés i 1'Université d- Grenoble
sur table tracante d'ordinateur.

De la 6éme A la 38me sans autre commentaire que "vous coloriez", j'ai
distribué aux &l&ves un exemplaire d'un des tirages. Par la suite, chacun a pu
prendre d volonté les c¢lichés de son choix en nombre illimité.

De méme que tous les travaux d'activités esthétiques soot systemathue—
ment affichés et commentds par tous, j'ai procédé de méme avec ceux- ci.

Pour faciliter 1'exposé, considérons la plancheﬂ: les oiseaux distri-
buds et coloriés par une classe.

L'observation méthodique des coloriages et le choix de l'organisation des
couleurs va mettre en valeur les pronriétés de ce "pavage du plan”.
CAS 1 : Nicole a colorié les rangées horizontales a, b, ¢, d en rouge et les

rangées e, £, g, h en vert

I1 apparaitra immédiatement qu'elle a vu que les oiseaux type "a" sont

glissés comme ¢a "

idée de translation

Utilisera t-on le mot ? Pourquoi pas ?




Il n'a rien de compliqué et facilitera 1'expre9éioﬁ et-lé'cdﬁmuni¥ -_

cation, mais pas dé&s la lére observation. Le mot prec1s n apnaraltra pas

comme une contrainte mais comme .un out11 Drathue.

Et les oiseaux de type e 17 .

L& encore, . translatlon horlzontale mais ils sont "3 1l'envers" ou
encore ”retournes ' Parlerons nous de retournement"? Peut—etre gi le b9501n
.“s en Falt sentlr. R '

Pourra t~on s'en passer si on veut parler des '"chats'". C'est ains

‘que j'ai baptisé une autre planche.’

CAS 2 : Frédéric a colorié verticalement : colonne 1 en violet, colonne 7

en jaune. Les mémes propriétés apparaltront mais,, : "
; comme ¢a

CAS 3 : Frangois a vu une autre translation

de ¢ vers 3 jet ainsi de suite sur toute la surface en utilisant

ou de b vers 15 L 2 ou plusieurs couleurs —(autant que de rang&es par exemple)

Et si l'on utilise 3 couleurs - 4 couleurs réparties en tythme régulier,
Que verra t-on ?
Essayez donc

CAS 4 : Les couleurs sont posées au hasard — Il n'apparalt rien

Bilan simplifié de 1'utilisation de cette planche

I - Esthétique = organisation des couleurs
Contrastes—oppositions = clair - foncé
"Pourquoi ca ressort ?" noir - blanc
couleurs chaudes, couleurs froides, couleurs complé-
mentaires, harmonies de tons et de nuances.
I1 - Les couleurs et l'observation de leurs révartitions diverses conduisent & la
perception plus ou moins intuitive de propriétés math&matiques.

iei : translations

retournements

III - Pour communiquer sa démarche un vocabulaire précis apparaflt comme une néces-
sité, un outil aussi pratique qu'indispensable. Les mots proposés par les

éléves pourront €tre provisoirement retenus.

1V - Observation d'une structure colorée et peut-&tre besoin d'un codage (j'ai di

placer des lettres et des chiffres)




.,..29_




EXPLOITATION DES "CHINOIS" (cf planche 2)

Je ne les ai pas distribués dans la méme classe car, & y regarder de
prés les translatlons m1ses en ev1dence avec les 01seaux ‘se retrouvent ma1s de
fagon dlfFerente (ch1n013A ch1n01s B) _

Ce pourralt etre 1! obJet de cette planche : _

V01t—on "les meme choses P peut on formuler des observatlons analogues
3 celles formulees avec les o1seaux 7 _ :

Mais comme ma seule consigne était 'vous coloriez" !, les é1laves ont
vu tout autre chose._ ' | ' o

- 1es groupements par 3 —_chapeau d chapeau

La plupart ont choisi 1 seule couleur par groune de 3 ch1n01s

Li encore ut111sat10n des couleurs(et peut- gtre cour#’en comparant les résul-
tats a propos de dlfferentes organlsatlons p0531b1es des couleurs'w tons -
nuances - opp051t10ns - contrastes.

Mals ‘Dous sommes en maths !

-

Nbserve blen v rotat1ons de ... X degrés

2

translations : j'al cité A vers B

mais encore : C vers D, E vers F, A vers G

mais encore :‘droite 3 par rapport & une bande

ldroite 5 par rapport a4 1l'ensemble

symetries axlales : et je n'al certainemen. .as &puisé le sujet !

Et les vecteurs. Est-ce gque cela ne peut pas &tre utilisé pour une meil-

leure conception de cette notion ? une approche de leur réalité tangible. Les
physiciens ne me desapprouvent pas si avec ces dessins, on met en lumiére

qu'un vecteur n'est pas seulement une vue de 1'esprit tortueux d'un matheux !

Maintenant, essayez vous méme "ou" avec vos &léves, "ou’, "oui" le

prof d'Arts plastiqueé)"oul' tes 3 & la fois : interdisciplinarité, &quipe
pédagogique. ,

Jetez vous 4 l'eau - l'interdiscipminarit@ maths~arts plastiques, ce
n'est pas une découverte de 1978-1979, mais c'est une vraie joie et peut-€tre un
outil pour "décloisomner" notre enseignement (et puis, il y a les "10 %), pour
v apporter un nouveau souffle ou un regain de vie ou de la vie, tout simplement .

Des peintres comme DELAUNAY, MONDRIAN (ce ne sont pas de célébres inconni
du prof de dessin) 1'avaient compris dés le début du 208me et les arabes dés
le .... 7éme siécle.

Ah oui, j'oubliais ! Ol se procurer les dits clichés ?

A 1'IREM de Caen, nous en poss@dons une bonne dizaine sans compter 24
petits clichés & agrandir au pantographe (autre activité maths : parallélo-

pramme déformant, proportionmalité, homothftie).



Mais nous n'avons pas les ''reins solides" i moins que vous n'y alliez
de votre obole ? Et l'education Nationale, 13 dedans, ol sont ses crédits ?
Politique ! J'allais m'embarquer ! ... et comment fournir & tous les amateurs ?

Revenons 3 nos moutons. La planche de salut, je vous la tendé car j'éi,
et dans le Calvados, d'autres enseignants, tenté avec les éléves du cycle &lé~
mentaire 3 la 3&me une autre démarche ' inventer vos propres pavages du plus
simple au plus plus complexe. Avec des éléves de féme, Séme, 48me, ¢a marche !

J'ai simplement adapté pour les &léves les recherches de Brigitte
ROZOY et de JULLIEN en essayant d'analyser tout ce qu'on peut en déduire au
plan pédagogique.

Brigitte a rédigé un exposé qui montre que ces dessins répétitifs
obéissent d des rdgles précises qu'il est possible de classer en 17 proupes
(application pédago : structures de groupes - algorithmes).

Elle en a écrit 12 pages qu'il faudrait ajouter & celles-ci. Un
roman, quoi !

FElle montre que 1l'on ne peut utiliser que des "pavés de base" ou de
"formes quotient” de forme et de nombre trés limité pour que le plan soit
parfaitement couvert. Je les indiquerai rapidement aprés, parce que 1 encore,
il v a exploitation pédagogique puisqu'il faudra des constructions géométriques
rigoureuses. J'insiste sur 'rigoureuses" si l'on veut obtenir des planches
du style de celles déja présentées et de qualité. Cd ne toldre pas "1'3 peu
prés

Ces précisions (qui pour 1l'instant ne vous donnent rien) &tant données,
je reviens & la partie pratique de ce que j'ai fait faire a des éléves et des
colldgues du cycle &lémentaire en recyclage (avec la collaboration de C.HERVIEU
de 1'ENF de Caen).

Manipulez, & la lumi&re de ce que m'ont appris les Eleves
11 vous faut du papier fort ou du carton mince, compas, crayon - cutter

ou ciseaux.







L

{°) Sur le carton, tracer 2 triangles équilatéraux ésaux
2°) Sur la périphérie du triangle A, prévoir des lancuettes de collage

3°§ Tracer un point quelconque sur 1a surface du tri.A (il peut gtre au centre
de oravité ou ailleurs)
4°) Partir de ce point, tracer d votre osuise des lignes, droites ou courbes
vers les sommets du trianole A
Rg 1 : avec 1es eleves aF1n d'éblter des difficultés ultérieures, préco-
niser des llpnes simples et de tracés trés leFerents
Rq 2 1 si vous ne tracez nas les liecnes vers les sommets, vous verrez ce
que cela donnera par la Sulte. Je 1'ail falt, pout voir (Qt Thomas
dlsalt) L - O
) Uecounez 301pneusement chaque nartle du trlanole A ainsi déterminée.
5°) A 1 a1de des languettes de collage, flxez chaque partie de A sur le triangle

B en respectant la d189031t10n ‘de A

triangle A

Tri B
riangle . piéce 1 collée par sa

languette

°y Vous obtiendrez ceci (voir ci-contre).
C'est avec ce eabarit que nous allons travailler.
R0 : avant de coller les languettes, les nlier soilpneusement suivant le
oz . . . , . - -
cBté du triancle de maniére aue chaque nartie soit articulée, chaaue cote

du trianele servant d'axe de rotation.




(a3 glaet 00la guo Noue avons
' " baptisd it "pavé do baae™ ou
o "figure quotient”

La forme o3ométrique de base peut &tre aussi : un carré, un rectangle (il fau-

dra tracer 4 liemes au lieu de 3), un demi carré, un demi trian=le équilatéral,
. * o

un demi rectanele, un losange (dont les anfles devront &tre diviseurs de 360°)

= 15 ] . + 0 i ule
. . Qg seLiLie
Nous avons bantisé "enveloppe', ce nrocédé . (Ck Anncxe do oce E eute )

) /\} r\ﬁ/\\/\

" lei, sinples esboltezents des
forzes
1] existe toujours une partie
du découpage qui s'iabrique dans
l'autre

Pourquoi ? Je me suis bd3texzent
posé ia question o

Reprenons le gabarit et exazinons
le !
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FANTFULATIONR 2

wrvation mas

il ezt poasible dfaller plaa

loin.

Imbriquer (voir minip.1)
¢a pose des problimes de

repirage, d'ob:

by

a) rotation de £0°
. aptour du sormet A
b) nile potation de 60° autour de A
¢) rotation de 60" som:et B
Qu'tezt-ce que {'on va obtenir 7

A vous de jouer.

Houvellas observations

Nouvells mise en couleur
houvelles propriétés de ce pavage

VANIPULATION 3

l\

Tci, J'ai procédé par translations et Un truc i repérez bien vos sommets A chaque trzcé
retournements dans cette direetion

- mon tracd n'est pas achevé
A poursulvre dans cette . direction 1} manque des portions de lignes

et il apparaltra.,.
a vous et aux éldves d'observer, de colorier




A 1'aide de crayons de couleurs, amusez vous & déterminer les symétries a-
axiales obtenues et également les centres de symétrie .
+ +
+
Que voild un cours sur les symétries qui s'annonce bien!

On utilisera cette analvse par la suite

Et voild pourquoi votre fille ...non, pgﬁr.“cg s'imbrique si bien !"

Petite idée pédagogique : moi.aussi,_jféi un gabarit, mais- grand et en
carton rigide, & 1'échelle du tableau et qui me sert i résumer les remarques
des 8laves, car, ce sont eux qui cherchent et qui trouvent, qui observent et

qui expriment leurs observations, je me contente de faire le noint.




1°) Rotations de centre A (utiliser une airuille)

le sommet B vient systématiouement en C

Les betits décalaves ci-dessus observés doivent &tre &vités, en "trichant”

un peu, car une petite erreur + une autre petite erreur + ... on finit oar

commettre une grogse—erreur.

2°) On peut paver tout le-plan en utilisant € comme nouveau
tation nuis B, puis etc...
Et i1 apnaraitra = svmétries centrales
symétries axiales
svmétries orthosonales

translations - retournements

On utilise toujours la technicue de 1l'enveloppe.

centre de rvo-

gur le tri A au lieu de rejoindre les sommets, je me dirise vers les

cBtés. Mais pour pouvoir dénlier, il faut de toute facon re

Je vais donc nroloneer mes 1ienes de la face A en nassant

face B.

joindre les sommets,

"nar derridre"” sur la




- C'est JULLIEN de Crenoble aui nous a communiaqué le nrocédé

- Nota : les mapinulations et décounares seront nlus comnlexes et délicats
surtout pour les les dlaves.
(ie ne 1'ai nas encore utilisé avec eux)

Techniquement, ce n'est nas simple A faire réaliser.

Triangle: face A (dessus)

Trianglet face B (dessous)

Bien repérer les pointe 1, 2, 3
d'une faco sur l'autra.

Dion colld, pre trop
pal ddcoupd, vout ob-
ticndroer cocl.

Rogardoz leg limres
utiliodos poge XI..
ot jugez de lo coo-
plexité A lagualle

on aboutlt rapideaont

Toutes lep vanipulation
propondes avoc lo décou-
page minple sont poasib:
aves ceolul=-¢l,

Et que de¢ surprisoca dam
les potifs obtenus |




- C'est vec ce dernier procédé aue peut-8tre obtenu le cliché : les oiseaux,

les ch1n01s, les trltons.

Ne cette dernlere remaroue une autre act1v1te peut etre env1sapee :

retrouver dans_un paane complet : _
1°) la forme quotient = supnort géométrique et décounage

2°) le processus d'cbtention i rotation ou translations

-

Pour cette analvse il faut trouver les points de svmétrie : sommets

du supoort géométrique, et le voint d'ofi ont diversé les lirnes qui ont

servi au découpage.
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Et 1'on rejoint 1'étude des symétries pase 29, la nlanche "les oiseaux"
Les points P et Q sont gsymétriques par rapport a A, Met N ..... et bien

d'autres

Mais encore, d'autres centres de 9vmétrie t I, J, K, R, déterminent les som—
mets du carre sunnort de la'ﬁplgure quotient' .. Le point O est le point
‘de depart des courbes decounees sur la Face A. J'ai griffonné en noir les
partles a tracer et decouper sur la face B, B tnh .
+ T
Le: champ d' exploltatlon est lmmense
;+:dessln - couleurs
"= math
-~ tracés
- obgservation = analvse - synth&se - expression - mé&thode - rigueur
~ adresse, coup d'oeil, imagination
- &laboration d'un processus - utilisation de ce processus et un cycle

complet.
arts plastique ————> maths
ou mieuxtarts &=——=3 maths

Et comment réaliser des figures préméditées ?

Les oiseaux : je sais, j'ai essayd - j'ai réussi
Les tritons : idenm
Les chinois : idem (voin  documet A Howes. s c2 %‘“c"w“")

En créer d'autres prémédités, j'ai essayé — je n'al pas encore réussi .

A vous de faire mieux ...

Par contre, par ce procédé de 1' envelopne,__'al reconstltue sans tr0ps de di

ficultés des dessins répétitifs 1slam1aue prxmltlvement executes vralsembla—
blement par des trécés géométriques classlques comme 1' ont montre ‘et analysé :

Issam E1 Sad et A.Parman c? c:‘,owmt Y 'De—bo.n? As oe %oscu.mle)

Quant aux techniques utilisant 1'ordinateur, ce n'est pas de la com-

nétence ( Voir Jullien & Grenoble.]




ATTENTION : Le pavage du plan, ce n'est pas du tout une nouveauté : et c'en

est lein !

Tout prés de nous, vous &tes-vous amus&s d observer les motifs
décoratifs de papiers mureaux, de papiers d'emballage - cadeaux. Le procédé
que j'indique n'est qu'un proc&dé :.il en existe bien d'autres.

Et les musulmans_— 1l'art 1slm1que_1: ' - | B

Ouelle mervellle d art = d' esthethue de mathemathues. Pour plus
ample inform reportez-vous i : 'Peometrle concepts in Islamlc Art
publié en fGrande ‘Bretagne par Caroline Montagu. ISBN 0905035038
Je dois sa connaissance & Eric Lehman de 1' IREM de Caen.

C'est une mine de la 6é&me 3 la 3éme en maths et en Arts Plastiques.

I1 v a aussi "™odéles Mathématiques" chez Cédic .- traduction de
"Mathematical Models" publié en Angleterre par "OxEdrd.at fhe Clarenton Press"”
Celui-ci aussi est passionnant car il présente une foule d'activit@s dont des
multiples constructions de volumes.

Et pendant que je suis dans la bibliographie, pensez & -
Gédométrie au ler cycle - publi& par 1'APMEP N° 22 et dites aux collégues du ¢y
élémentaire que 1'APMEP les concerne aussi.

Brigitte ROZOY-SENECHAL a aussi publié une bibliograohie sur le

sujet et son cours de 'fac" m'a permis de démarrer

et d'arréter ici !

+ Rogm LeGER

CES 4'obes eu Ruge
Theceuhu A918

Repliles




Interpénétiation de mondes différents

Mamtenant un miront sphériq :

$i 1'homme n'a pas le pouvoir de modeler le monde & sa convenance
i1 a du moins celui de tailler des verres qui lui permettent

de le faire apparaitre 3 peu prés comme il veut.

LICHTENBERG
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RECHERCHE DES ENVELOPPES CORRESPONDA

A DE S PAVAGES A MOTIFS REPETITTIFS

"a la démarche suivante : _
- recherche des centres de rotation et des angles de rotatio
- découper un motif et essayer de plier de manigre i obtenir

une enveloppe dont les sommets seraient les centres de rotation.

Cette proposition a été faite par une &l&ve. la manipulation est diffi

surtout & cause de la trés petite taille de chaque motif mais,

au bout de plusieurs essais, elles reconstituent les enveloppes, pour

4 pavages. Elles &chouent pour les &cureuils et abandonnent ce dernier

cas.

Chinois| Tritons | Oiseaux | Ecureuils | 5éme ca

Nombre de centres de

rotation situé&s sur un 3 3 4 A 4
motif

. 21 2K 2N 2K |
Angle de rotation 3 3 — 5= 5
Nombre de sommets de
1'enveloppe 3 3 b4 ? 3

a) Enveloppe reconstituge : apparition d'un point particulie

0 et de lignes (tracées sur l'enveloppe qui ne serait pas dé&coupée)
partant de 0 et aboutissant aux sommets de 1'enveloppe. Les éléves
retrouvent ce qu'elles avaient vu auparavant avec la technique
de 1'enveloppe (un point 0 et des lignes partant de 0 jusqu'aux

sommets)



...4& -

b) Le pavage initial

}. CHINOIS

: étude des &4 cas.

Les lignes du réseau

Ctriangulaire
:  passentfpar les ¥;: ;5_;
' ’-';cbté'tion. i 6{}4 .
R VAN 4 |
= “==,". A (é?::)
b a L,Jl -

St
..
»

P

N CL0O)
S
]
A AN

On découpe 2 triangles. quelconques de ce réseau ayant un cOté co

et on

plie selon le éaté cbmmun._On obtient une enveloppe avec d

qui sont exactemént celles apﬁatues en pliant le chinois pour

reconstituer 1'
Remarque :

motif découpé,

du réseau triangulaire et de marquer les

2. TRITONS

si on veut reconstituer une enveloppe ap

il est préférable avant le déc

enveloppe. Le point 0 apparait aussi.

artir d'un

plis

mmun

es lignes

cupage de tracer les lignes
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3. OISEAUX

Enﬁeloﬁpe 7

Ce S5éme cas est différent des autres
en ce sens que l'enveloppe est trian-
gulaire alors qu'il y a, sur un motif,

4 centres de rotation.

Soient $1,52,53 les sommets de

1'enveloppe. Les deux dessins indiquent

4 ' 84 les lignes tracées sur chaque face :
//\\ Le point, appelé& précédemment 0, est
S ) ) \\ au sommet S1, L'apparition du 4éme cent
Sy 53 53 §3 de rotation sur le pavage est due i

1'axe de symétrie des tracés.
Remarque : l'échec des &léves avec le 42me cas m'a amenée & approfondir

ce cas, ce qui est l'objet du paragraphe suivant,




BONT LES

FACES SONT ISOMETRIQUES

Les nombres 1,2,3,4 désignent, sur le
réseau, les quatre centres de rotation
situés sur un motif. Ces points sont les

sommets d'un losange, sur un motif.

_a. En faisant comme les &léves, j'ai marqué les plis selon

les lignes du.réseéu précédent avant de découper un motif avec lequel

j'ai essayé de reconstituer une

envelqppé,

tétraddre régulier avec un &cureuil

En réalité, j'ai reconstitué un

dont les sommets sont les &4 centres de rotation. Les arétes sont

"reconstitudes avec les plis™., Sur les faces, on observe un point

particulier O d'ofli partent 4 lignes :

_ . une ligne tracée de
points G,H,K
N . ‘une ligne tracée de
une ligne tracée de
A,C,E,F
. une ligne tracée de

A,B,D ; (entre D et Sl ia ligne

0 au sommet S2 et passant par les

0 au sommet S3
0 au sommet S4 et passant par les points
0 au sommet S! et passant par les points

tracée est le segment 5;D)

Remarque : A est commun a 2 lignes
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b. Comparaison avec le pavage initial

- les lignes sur la face S1S283 sont celles tracées dans le triangle
de sommets !,2,3.

- les lignes sur la face S15284 sont celles traces dans le triangle
de sommets 1,2,4.

~ les lignes sur la face 528384 sont celles tracées dans le triangle
de sommets 2,3,4. o “  :T?_: ES

- les 1igﬁeé sur la face 54Sggk s§h£“éé11éé:t#écéeé:ﬁans le triangle

de sommets 1,3, 4.

"Ces conclus1ons permettent de dlre qu 11 est p0351b1e de reconstituer

le tétraddre i partlr de 4 trlangles du pavage. ff“f 

"Yoici 2 patrons possibles

\%

7} AUTRES PAVAGES EN UTILISANT UN TETRAEDRE DONT LES FACES SONT ISOMETR

Le tétraddre pour l'exemple des &cureuils d'ESCHER est réguli
J'ai essayé le méme procédé avec d'autres solides. Ce n'est pas possibl
avec un cube ni avec un octaddre régulier. Par contre, c'est possible
avec un tétraédre dont les faces sont isométriques.

a. Mathode :

- choisir un point 0

- tracer une ligne partant de 0 au sommet S1 du tétraed

faire de méme avec les 3 autres sommets (les lignes peuvent-elles se co

- découper
- faire le pavage avec le motif obtenu. Les centres

de rotation correspondent aux sommets du tétraedre.
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b. Observation de quelques exemples

1. En tragant le parallélogramme dont les sommets sont

les centres de rotation sur un motiﬁ,dééignés par les nombres 1,2,3,4
je constate, pour les:2 premiers exemples, que la ligne fermée
frontidre du motif peut étfe décomposée en 4 portions limitées aux
points appelésd, P ,Y_,'_(- (points correspondants au point O_Sﬁr_; 1e
cotraddre) .ﬁ. e ; _ | : . 

~3 la ligne entfeo\etéra pour centre de symétrie le centré'de roté;ion
appelé | . _ ' : ”':_

—3 la ligne eﬁtre‘ﬁetﬁfa pou:_ceﬁffé de symétriéﬁle_centre de rotaﬁioﬁ
appelé 2 | . | h

~3 1a ligne entfél’etﬁexpoqr centre de symétrie 1e'ceﬁtre'de rotation
appelé 3 : o _ e

— la ligne entrel%etd\é pour centre de symétfie le centre de rotation
appelé 4.

2. Par contre, ceci est faux pour‘l’exemple 3 ainsiﬁque

pour les écureuils. Or, ces 2 cas ont la particularité suivante
il existe 2 lignes tracées de 0 aux sommets du tétragdre qui ont une
portion commune, la partie entre 0 et le point appelé A. Le petit
arcg Al et le petit arc f A3 se déduisent 1'un de 1'autre par uné
translation (les points sur un motif appel&s Al,A2,A3 correspondent

au point A sur le tétraddre.)
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Pour les autres parties du contour, on retrouve alors les propriétés
vues sur les 2 exemples précédents mais, en faisant intervenir
les positions Al,A2,A3 correspondant au point A sur le tétragdre commun

L? 2 lignes.

3. Remarques sur la position de® , B ,f,get Al,A2,A3
par rapport au_parallél@éraﬁme. | | )

- déﬁs les 4 cas, 0 est situé.sﬁr le tétraddre est a4 l'intérieur
d'une face ;4 , P,jf,é‘sont a 1'extérieur du parallélogramme.
(qu'adviendraiﬁ-il-éi_o-étaitusut une éréte_ou_a uﬁ sommet du tétraére ()]

- AI,AZ,AB sont & l'extérieur dﬁ paréllélogramme

- une question : est-il possible d'utiliser les propriétés trou-

vées sur le motif pour obtenir une autre technique de pavage ?

ET UN POINT EXTERIEUR & CE POLYGORE

(0u 2 POLNKTS)

1) AVEC UN PARALLELOGRAMME ET UN POINT I EXTERIERA 5$1,52,53,54

a) Dessiner une ligne de I a SlI puis sa symétrique par rapport

51

for

S Sa
12 2253
b} Dessiner une ligne de J 5 §2 puis sa symétrique par rapport
Kk
]péi"—‘l———% K
¢} Dessiner une ligne de X 4 S3 puis sa symétrique par rapport

K FEEZ:.§1247I,

d) Dessiner une ligne de L & S4 puis sa symétrique par rapport

L,E_‘t“_,s“—j,l

Les tracés ne sont pas quelconques pour éviter des intersections

52

s

S3

s

S4

wr




Remarques : il est possible de reconstituer le té&traddre avec les lignes
caractéristiques sur les faces en utilisant un patron obtenu sur le

pavage, par exemple, le parallélogramﬁe EFGH

avec 2 points au départ, je ne 1'ai pas fait ; vraisemblablement
il faut utiliser la propriété du motif sur 1'exemple 3 comme sur les
écureuils.

S152S8384 n'est pas un rectangle.

2} LE PARALLELOGRAMME EST UN RECTANGLE OU UN CARRE

St on choisit un carré on retrouve exactement
1'exemple des oisecaux dans la partie I.

Dans ce cas, l'enveloppe est un carré ; on

ne trouve pas de tétraédre avec 4 faces
isométriques dans ce cas (triangle rectangle isocéle)

3) AVEC UN TRIANGLE RQUILATERAL $1S2S3 ET UN POINT I EXTERIEUR AU TRIANGLE

Voici 3 exemples d'Escher.




Ils répondent aux consignes suivants :
a - Dessiner une, ligne de I 3 S| appelée (£

R(S4,
UL R(Sy,2%) =

('2')"""8“"""’"> ('P'” Taaen (L%)

b - Dessiner une ligne 2 de J a s2 R(SQ‘)Q,I(___); _RL

(,Q.,a,) >/£2;

jlﬁ 5 K Thaw (L2

c - De851ner une ligne (f@) de X &4 83

(L3 R2y (45) <5$'Q?{) Ry
Taacu (;Q}T>)

Remarques

- quiobtient—on si on prend T en S| par exemple ?

- dans le cas des chinois les lignes (£'2) et (f3) sont
symétrigues par rapport & SIK

- si on prend 2 points initialement qu'obtient-on ? Quelles
sont les consignes ?

- il est possible de reconstituer une enveloppe avec le

petit bonhomme d'Escher.

4) AVEC UN TRIANGLE RECTANGLE ISOCELE ET UN POINT 1 EXTERIEUR AU TRIANGLE

méme procédé

mais les transformations utilisées

sont successivement

R(81,70)

R($2,1L)
7

R(S3,Z) Sa
Z

Attention au sens de rotation. I’W—_
Le pliage du motif redonne une K&J,f

enveloppe.

i{ LY
AR

Remarque : si on prend I en S1, on peut retrouver le 58me cas de la partie

I en tragant (£'3) symétrique de (fZ) par rapport & IK c'est-d-dire SIK.




5) AVEC UN "DEMI-TRIANGLE EQUILATERAL" ET UN POINT I EXTERIEUR AU TRIANGLE

Méme procédé

mais les transformations utilisées
“sont successivement :

R(S1,CE)

R(S52,x%)

R(sé;zg'%)

Remarques : - qu'obtient-on si J est en S2 par exemple ?
- si on prend 2 points initialement, quelles sont les

consignes ?

Claudine HERVIEU

COMPTE~RENDU D'UNE RECHERCHE EFFECTUEE
AVEC UN GROUPE DE NORMALIENNES - EN DE CAEN

Janvier 1980
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ACTIVITES POUR UNE CLASSE,
AUTOUR DE PAVAGES.

On trouvera dans lesipegeszﬁi}suiyeht_Qhe 1iste de documents

pour la classe.

11 ne s'agit pas d'un trava11 a;falre:falre he A & Z par chaque

dlave, le théme est trop rlche pour etre aborde en .entler en un
des eleves on poutrra etudler nlus ou m01ns & fond la pertle theor1que
de ces fiches, Certalnes flches demanderalent d allleurs a etre plus

détaillées en fonctxon du nlveau de la classe env1sagee.;

Pour notre part, 11 s aglt d un travaxl de recherche pour une

classe de 3éme. Par travall de recherche non entendons une forme de
travail oii 1'8léve peut a sa convenance partxr dansela d1rect10n qui
1'interesse. Les ense1gnants etant la pour 1 alder a formuler ses
questions. Il est bien ev:dent que nous ‘ne cherchons pas a av01r toutes
les réponses & toutes les questlons{et que devant certalnes d entre elles
enseignants et &léves se trouveront au meme p01nt-. '

De toute maniére quelle que 501t 1e p01nt auquel s'intéressera
1'élave, avant de pouvoxr aborder Ia theorle, 11 1u1 faudra "manipuleré
construire beaucoup de pavages, colorlages, etc... S'1l est difficile
d'envisager un compte= rendu systemathue de chaque trava11 d'éléve
(ou de groupes d' elevee), 11 est ev1dent que 1e travall des uns peut
enrichir la recherche des autres, et devant telle ou telle quest1on ou
difficulté, un groupe pourra avec proflt aller en v01r un autre qu1
a travaillé sur des questlons 1dent1ques ou v0131nes.;hh3;”

Les dlfferentes flches sont lndependantes, meme 51 1 etude de

1'une peut parfois fac111ter 1! approche de 1! autre..:f;jf'




Matériel mis & la disposition des éléves :

~ grandes feuilles de papier blanc
- miroirs
- symetrlseurs centraux et orthogonaux, translateurs ...

-f}feutres

Q'ffpapler calque-ﬁ'.ﬁ

'f;f_carton leger

" fé_bou1es en pap]er ou polystlrene

'f;;c1seaux, colle, etc...;p:fﬂ-"”

Uf—AWOdeles de pavage A colorler en grand nombre
- pavages (sous protege—documents plastlc)
'f[f:flches larmes:f L i

i 2 réseaux

- ﬁ%T1ivfés_: Cedac éeme'“
e Hezard Aeme _
Arab1c geometrlcal patterns
Allover Patternsf}
Geometrlc concepts in 1slam1c arts

Wodeles mathemaulques

Connaissance préalables des eleves o

Notions 1ntu1t1ves des dlfferentes isométries et de leurs
caractéristiques (Encore qu 11 501t tout a fait possible, volr...}
de partir des pavages pour aborder ces notions.

On trouvera dans certalnes des flches des extraits, de documents,
quelques uns (en reductlon) des pavages mis 4 leur disposition.

_ Slgnalons enfin 1' ouvrage de Permama, géométrie et réalité | et 2

QU{:ﬁérmet a l'enseignant qui le souhaLte une approche trés concréte

de ce théme.

Phase préliminaire pour tous :

Colorier des pavages, observer, comparer, Se pOSer des questions

Trouver les motif "minimaux"




-~ 57 -~

Fiche 1}

LONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES (3 par.tir.f de .Géométrie concepts in Islamic

Arts).

Clepmetric Parterns in fslamic Design

» The Square and the
Root Two System of
Proportion

. ‘This section includes all designs based on
the repeat pattern generated from squares in-
scribed in a circle. The repeat paitern, which gives
the design its chdracter, is determined by’ grid
lines drawn between points established by the
intersecting sides of the squares inscribed in the
citcle. By inscribing squares within the circle, a
geometric method of proportional subdivision of
the area of the repeat unit and, thereby, of all the
grid lines of the pattern, is achieved.

Flgure tis
Figure 1B

When a surface is to be decorated, one of jts
sides is divided equally into a number of panis cor-
responding to the number of repeat units required,
The arca is then fithed with circles (Figure 11a),

the diameters of which arc equal 1o the sub-
divisions of the side of the surface being decorated, -

The area is now cquipartinoned into square repeat

units by the point-juining method (Figure 11b). : :_

This procedure is similar to the method of con-
structing a square as described on page 3.

In each square repeat unit (Figure 12a) the B

proportion of the side of the inscribed square
ACBD 1o the side of the circumseribed square
abed s éa-dg = -\l-i(i.e_., ad = AB, the diagonal of
the inscribed square). Thus the sides of the series

of concentric squares drawn in Figure 12b are -

related by the proportion 1: /2, and therefore
the areas are progressively halved. In Figure 12¢
where only the squares of Figure 12b with vertical

and horizonwal sides are considered, the propor-

tlon of the sides of these séries of squares is 1:2

which means that the sides are progressively

halved and the areas quantered.

In Figure 13a by drawing the diagonals ac
and bd of the circumscribed square and joining
their points of intersection with the circle we form
the square ¢fgh, which is congruent to square
ACBD, but with sides paralicl 1o square abed. The
squares ACBD and efgh thus create an octagonal
star. which we refer to as the ‘master grid’ of the
unit pattern based on this ociagonal star. By draw-
ing the concentric ocragonal stars (Figure 13b)
using the point-joining method we establish a
geometric system of harmonious subdivision of
the repeat unil, In this system of concentric
squares the consecutive parallel sides (Figure 13¢c)
are related in the proportionof 1t y 2 and the alter-
nate parallel sides are telated in the proporton of
1:2;therefore all the sides and the diagonals of the
square repeat unit can be subdivided in these pro-
portions. This illustrates the best practical geo-
metrical sysiem of mensuration which was avail-
ahie when arithmetical calculations were not
possible,
. -1t was mentioned in the introduction that
the geometric method allows the artist great scope
for improvisation, The designs presented on
pages 44 1o 47 illustrate how a square repeat
unit can be modified 10 & rectangular repeat unit}
this allows for new repeat patterns and the in-
corporation of variations into a basic design.
Alternatively, the basic square shape of the repeat

¢ e el ¢

Pigurnsnan, basdc

unit is maintained, but the basic repeat pattern

- generated on a given set of grid lines is shifted as
: __lllusmto_c'l in Figure 36 (p. 49} to create variations
~on the origina! design. These modifications were

especistly useful in the decoration of borders.
7-The repeat unit of the design could be
applied with the aid of a full-scale template pierced
with holes at the principal inmersections of the grid
lines 1o indicate with points the lines to be drawn
to gencrate the repeat patieen. In the working of
mosaics the dimensions, shapes and the required
number of component geometric forms could be

[ accurately determined with the construction of a

single repeat upit. kn lattice woodwork the repeat

o units could ‘constitute the structural components
as well as the decoration of the whole,

_ On pages 1o to 49 Islamic geometric
designs based on the octagonal star {or the 2
system of proportioning) are analysed in the
manner described, The top line of the figures
shows how the master grid and the dependent grid
fines of the pattern are constructed to draw the
repeat pattern. Below these the overall design is
given by the mulitiple presentation of this repeat
pattern. Photographs, where they are available,
show the application of the design.

\’,. AN
. . AN
.‘f‘\_/ e N . .
A h - S s G,
- i e M
d /A\/’ "*—*\ <
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The Hexagon and the
.. Root Three System
. of Proportion

VA

N
Y

S
X
9

o the designalong this side. ©0 L0 s B a
" The whole area s then furthee divided by
the circles and the adjacent inscribed hexagonsare -0
. drawn by the point-joining methed (Figure 37). -
The repeat unit is thus a hexagon, the side of which
s equal to the radius of the circumscribing citcle. ™
. “The master grid is formed by the hexagonal stars
. drawn in this hexagon by joining cither the alter- " */

Figureatansdb - -

‘T'he designs presented in this section are
bascd on the master grid of the hexagonal star,
The initial procedure for obtaining the size of the
repeat unit is the same as described in section 2

“‘of this chapter. Once again 'one side of the area 1o
“be decorated is subdivided by the use of the com- ... -
passes into a number of pasts equat to the number 0000

“of times the repeat unit is to be incorporated into

nate corners of the hexagon (Figure 38a) or the i

alternate mjdpoi,nts oﬂ_hc sides (Flgurc 38_b)_- S - SRR

" “The hexagonal star syst&n (Figure 38a) | B

provides 2 method of progressively dividing the
diameter of the hexagon in the ratio of 1:2. The °
hexagonal star system (Figure 38b) similacly
divides the height of the hexagon in the same ratio
of 1:2. Since the ratio of the height AB of the
hexagon (Figure job), i.e., the side AB of the
hexagonal star (Figure 19a), to BC the diameter of
the hexagon (Figure 392 or £) is v/ 3:2 a geometric

“system of relating the two dimensions of the

hexagonal repeat unit is achieved without neces-
sitating the use of an arithmetical system based on
theirrational numbers, - ¢ o

Hexagonal tiles, representing the hex-
agonal repeal unit, have been used to cover sur-
faces {Figure 100, page 144). However, the
hexagonal repeat patterns have also been incor-
porated into reclangular repeat unils to geacrate

the same design (Figure 40).
hege s = = e = =
: ~ N ,// -

I
!
I
!

- .\\\\ i
I PP SN
L. : _'_.._!

Figere o

The two sides forming the upper corner O
of the hexagonal repeat unit are extended to join
the lines through the paraltel sides AD and BC of
the hexagon. The proceduce of extending the two
sides forming the fower corner of the hexagon to
cut the same parallel sides is repeated, thus form-
ing a rectangle of sides a and b, where a equals the
side AB of the hexagonal star and b equals 3r {r is
the radius of the circle and the side of the hexagonal
repeat unit as indicated), or twice the height of the
equilateral triangles forming the hexagonal star;
and the triangke AOP is similar to triangle ABC of
Figure 39¢. S s
1n pages 52 to 81 of this section, geometric
designs based on the hexagonal repedt pavern are
lml‘yscd in the manner explained in the previous
section.
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Geormatric Patierns in Jslomic Design
n To obtli.nthe Goldm R:ﬂo l'rmna square
R The Golden Ratio ¢ can also be obtained

4 ThePentagon
and the Golden Ratlo

o .. Buclid described the Golden R.nuo ns lhe ]
‘extreme and Mean ratio’, Renaistance writers -
referred to it as the *Divine Proportion’, and in the ...
nineteenth century it became known as the -
tGolden Section’. At present it is occasionally
sepresented by the letter 9, phi, to express zhe
rauoobtalncd by the fallowing reasoning. I
“IF the ratio berween two quantities of lhe i .
same kind i is such that the ratio of the biggerbto .00
the smaller a :quals the ratio of the sum of both
1+b 1o lhc blggcr b, that isy 9 = _-h—.s--—st
then we have the Golden Ratio, Thc Golden Ratio
“has been represented numerically by the Renais<
'sancc scholar, Fibonacci, by means ofa series: 7070 L
obboatzgsBa3a gl
. .s, —-_E-.D.Il. 2 3: _51 8: 3 R
The series is an approximation which becomes
maore accurate the higher it goss,) unnl it nears thc .
: dcc1mal \alus ofo at g8, ;

" Tthe square ABDE (Figure $9). -
Draw diagonal OD, and with cemrc 0 md radms

Te divide [ ltraight line AC lnm two seg- o

rncnts related by the Golden Ratlo : :

: Given a line AC (Figure 58}, draw the

p:rpmdlcular DC =: } AC, and with D as centre

and DC as the radius describe an arc cutting AD

at X. With A as centre and AX as the radws

describe an arc cutting ACat B, . x
AC AB

Fhen, AE ~ BC (X

p——

E D
- 5/ N
o 2/ iy \
/ \
| / R .
| : .
X 159
L2 : S
N | A 8 ¢
7 ™ | L i
3 \-... ] 1
A @ C i
" . . E 2
Feurs s Ao B
R

Geomerric Panmu in Isla;nic Design

_OX _XF d"'
"XE T 0X

It can be seen that the regular pentagon and the
rcgulsr decagon provide the designer with a geo-
metric system of proporuomng based on the
Golden Ratio. .

k -bflhe use of a square, Bisect nOthesideABot SR

0D cut extended ‘AR at CIFBD =1, OB =} 7"
s and, therefore, usmg the theorem of Pyxhago:as,_ R

Fiche 1

To¢onstructa pentagon withaglvenside AB
Lo Biset AB at O (Figure 60), and construct
. squue ABPQ; with O gs centre and OF as radius
“describe a semi-circle intersecting the extensions
of AB at C and D. Taking A as centre and AC as

o radiug, describe an arc cutting the perpendicu- .
lar bisector of AB at X, and with B as centre and
BD as redius describe another ar¢ from D inter-

e secting the pc_rpendnc_ulan_‘bnectoroft\B_aIsq_atX

“Then with B as centre and BP as radius describe
“an arc cutring arc CX at Y, and repeat with A as
“eentee and AQ as radius to cut arc DX 2t Z, Join
= points BYXZA 10 form the regular pentagon,

G .ﬁ“ﬂ“ s : ._..:; : ¥

lt can bc sccn that the line AC was obtained
by the same pmccdure as shown in Figure 59, and
" that AC:AB =¢, i.e., the ratio of the diagonal to

- the side of the regular pentagon equals the

Golden Ratio, The diagonals of the pentagon are
“the sides of the inscribed pentagonal star (Figure
: '6!9) wh:ch cut each other in the proportion ¢, i.c.
: AX _AG - GX
"AG TGX GH % oc

"The method ofcons(ructmg a pentagon in a circle

X has already been given in Figure 4.

! “ioIn the jnscribed decagon Figure é1b,
wh:ch is decived from the pearagon (as shown
earlier in Figure 6), the ratio of the radius OX of
the circumscribed circle w the side XE of the
decagon and the rio of the side X1 af the sar
decagon o the rudius XO of the cirele s cqual o

Pigures domand ®
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Grometric Patterns in Ishonic Design

s Patterns Based on

.. the Double Hexa'gc_.)jﬁﬂ o

777 'The patierns analysed in this section are
generated by dividing the circumference of the
circle into twelve equal parts, the process of
which has been described earlier in Figure sb.
Two hexagons are inscribed in the circle by join-

ing the alieenate points on the circumlference - '

(Figure 68). R O

: The repeat unit of the overall design can
be one vl the inscribed hexagens, or the circum-
scribed square as shown in Figure 68b, and also

in Figures 76, 77 and 78 {pages 106 to 111). The -

methad of equipartitioning the area 10 be decor-
ated into hexagonal or square repeat uniis has
_already been described in sections 1 and 2, re-
spectively, of this chapter. The master grid of the
repeat pattem is constructed by inscribing three
squares or four equilawral triangles cither by
using the twelve points of division or the circum-
ference of the cirele {(Figures 69 and 7o respec-
tively), ur by using the midpoints of the sides of.
the inscribed hexagons (Figures 71 and 72
respectively). Constructing the masigr grid by the
former procedure and gencrating the grid lines
and the repeat patterns of two different designs is
also illustrated in detail in Figures 79 and 80.

% “These particular methods of constructing
the master grid established the only system com-
bining the | 2 and \ 3 system of proportioning
{see sections 1 and 2 of this chapter). The resul-
tant repeat patterns thus include equilateral tri-
angles, squares, hexagons, octagons, dodecagons,
and their stars, to ereate the characeeristically rich
visual harmonies of design illustrated in this
section, ) ’

- Different systems of proportioning can be
thus combined when the circumference of the
circle is sectioned equaily by that number of
points on which multiples of the regular polygons
providing these particular systems of proportion-
ing can be drawn o give the required master grid.
For example, when the circumference is divided
into fiftcen equal sections, five equilateral tri-
angles or three pentagons can be inscribed ta give
the master geid which combines the proportion-
ing systems based on the y 3 and the Guolden
Section, The resultant repeat patterss would be
characterized by trungles, pentigons and eeir
multiples combined with 1har sepective stars,

¢8
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Plute s3. Quran. Mosul, Iraq Bth/ tyth ceatury.

Plate 4. Tiks fro0 the Grest Mosque, Damascas, Syris, Sth-gth 1 4th- 1 sth eensury.
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Fiche 1

CONSTRUCTIONS GEOMETRIQUES
 ACTIVITES POSSIBLES

l) 11re = traduxre - expl1quer = falre un compte rendu des pages

:.;_(A), (s>, ©, <D>

2) Reprodulre un (des) dess1ns de la page E}}_' Tﬁ:.  j _ 
Redlgez la constructlon d un tel dessln.

Reperez entre deux motlfs dlfferents des allgnements, ou des dr01-_"

“tes paralleles ou des segments de 10ngueur egales_}.; Demontrez.

Calculer la longueur de certalns de ces segments ces

3) A partlr d un (des) de831ns des pages (F) ou (G) trouver

les constructlons geometrlques qu1 permettent de 1es reprodu1re, les décrire.

Trouver notamment la construction geometrlque de la figure (4)

- de la page . (G).
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Fiche 2
DALLAGES AVEC DES POLYGONES
S Coustru1re des polygones regullers..
: _' * Essayez de falre un dallage avec des polygones regullers tous:
'1dent1ques. Y ' L '

L Avec 1esquels est ce posslble. Pourqu01 ?

& Reallsez des dallages dlfferents a partlr d un trlangle quelconque
ou, a partlr d'un trlangle 1soce1e,_g“'_ .
o o isocdle rectangle
e :  para11e1ogramme"”
'-Tfrectanglel:“ '
":céffé_.
:tidqadfila;ére'qﬁeiébnque

Est~ce possible avec n'impbrte_qﬁel qQadrilat§f§ ?

Trouver des hexagones qui vous permettent de construire un dallage.
Essayez de trouver des conditions que doivent remplir des hexagones pour

qu'un dallage soit possible.

Trouver des pentagones qui vous permettent de construire un dal-

lage.

% Pour un dallage donné, essayez de décrire sa construction c'est-
a-dire rédigez une explication quil permette & un camarade n'ayant pas vu

votre dallage de le reproduire.




Fiche 4
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= Constru1re des polyedres regullers'jfhfiﬁ'3"ff~*fu”
' '}:fﬂ:f'h_ des deltaedres e L
'-._* Essayez de 1es_: paver
- Parm1 les 17 modeles de dallages quels sont ceux dans 1es— :

quels ont peut decouper le patron d un tetraedre pavé" de palre 8| :ff-

d! un, cube- pave 7";1

_ - Etudier les transformations qui.laissent invariant un tétraddre
et son pavage, un cube et son pavage. o e o

- - Essayez d'&laborer la table_denPythggoré;_ﬁqurrla composition

de ces transformations.




“ﬁ-,dans toutes 1es autres dalles de 1a flgure.am-iﬂa

- 67 - Fiche 3  §

FABRIOUER UN D‘\LLAGE A PARTIR D AUTPEQ

Etant donne un dallage avec des polygones tous 1dent1ques.'

s dallage derxve::_ _ : : :
' Soxt Di'_une des dalles (bords comprls) et _Mi' un p01nt de P

1.
Reporter (eventuellement a 1 alde d'un calque) le p01nt M, R

Reller entre-eux tous 1es p01nts aln31 obtenus 51tues dans deux :

'f.dalles adgacentes._.*-' -

2 4, 6 8 sont adJacentes 1617 T8 _2,4,5,7,9,16 '
a1 19 .sont adjacentes
S N 0 ANTON M

_3 Lo mals pas 3 5, 7 9.

¥ dallage dual

Cas partlculler de dallage derlve; 1orsque les polygones du dal-

lage de base possedent un centre et que. Hl est. au centre. _“.f

# dallage verticiel

Relier en tournant autour d un sommet, les milieux des cGtés du

dallage issus de ce sommet.

[ N e ]

R

Questions !

M dtant choisi sait-on toujours construire le dallage dérivé ?

Tous les dallages dérivés construits a partir d'un.dallage don-
né sont-ils identiques ? Donner des exemples.

Trouver des dallages qui permettent d'obtenir des dallages dérivés
(ou duaux, ou verticiels) composé de polygones réguliers tous identiques.

Et si on répéte 1'opération ?

Pavage verticiel d'un dallage verticiel.

Dallage dual du dallage dual d'un dallage.

Quels sont les dallages "auto-duaux'" (le dallage et son dual

peuvent &tre superposés).
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GROUPES

 f.li Rappeler 1es proprletes d un groupe.' '1'5:'

2 Montrer que dans un groupe 31 a*b ; a*c: ¢ est que .b-c} 5
En dedu1re une partlcularlte de 1a table de Pythagore d un_*'“
_ gr¢upéf . . R o : R

'; f3ﬁ_Cons£;uifg ies-tabxgé'de:9y§hagore:§fun_gtﬁﬁpé §Hi2 é1émehté

m

ok

D
a8
(0

=

T

w

éléments.

4 Constru1re un. carre. Quelles sont toutes 1es transformatlons

du plan qu1 lalssent globalement 1nvar1ant ce carre.,

: - Construlre la table de Pythagore, pour la comp051t10n de cet
ensemble de transformatlons. Montrer que 1 on obtient un groupe. Est 11

commutatif 7

5, Mémes questions pour un triangle
' ' un pentagone

un hexagone.
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CTUDE D/UN DALLAS

_ Pour un dallage donne :. 1soler le motlf mlnlmal" s est - dlre.n;
nle de351n le plus petlt p0331b1e, qu1 reprodu1t, & l alde d un calque per-nﬁ
b mette d' obtenlr tout le dallage.__,__ijg ' o .
_ Pour un meme dallage y 2= t 11 p1u31eurs fagons de ch0131r le
motlf mlnlmal"' Donner des exemples. Sl ou1 qu ont en commun tous ces ch01x.
o a) Ayant 1sole un . motlf mlnlmal decrlre toutes 1es transformatlons
--:du plan dans 1u1 meme pour 1esque11es 1'1mage de ce thlf c01nc1de avec un
' 'mot1f adJacent ' ' ' ' ' '

Ch0131ssez un autre motlf Refaltes 1e meme travall eomparez,:

b) Pour une des transformatlons c1~dessus quelle est 1 1mage
du dallage tout entier. '_ _ o _ _' - .
Decrlre 1 ensemble des transformatlons qu1 1alssent votre

dallageT globalement lnvarlant"

) Dans le dallage ci-contre décrire toutes les translationms

qui laissent invariant ce_pavage.

Essayez de trouver

plusieurs fagons de les decrlre.

Si 1l'on compose deux
translations de cet ensemble
qu'obient-on ?

Pouvez~-vous le démon-
trer ?

Montrer que 1'ensemble
de ces translations forme un

groupe commutatif.

d) Marquer sur le dessin tous les centres de symétrie.

81 0.1 et 0j sont deux centres de symdtrie que peut-on

J

Si Ol est un centre de symétrie prouver que SO (Oi) est en-
ey 1

core un centre de symétrie,




....ZO_.
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, Etant donnés deux centres de'éymétries 0! et 02
~Etudier 8., 0o § . et 8 --o-SO=.

o 0, | 0, © 7o, 9

.'.w T etant une. des tranqlatlons etudiées au c), Etudiez T o_SO :

ii??,fsol S r'”;. |

. Prouver que 1 enscmble des transformatlons qu1 1alssent globa-p;

'“1ement 1nvar1ant ce dallage (on preg1sera ouels conL

' f'ensemble est un gloupe Est-il oommutatlf °.f[ 'j'

Reprendre une etude atalogue oour un'a. re pavage i

:Qpar exemple :
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CONPARER TES PAVAGES
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3 2. ”:“§A) Rggpbupef ﬂﬁns Ies pavages qui vous sont présentés, (ou
©d'autres : papiers peints, papiers cadeaux etc...) ceux qui vous semblent

oS Btudiez-les - Fabriquez en d'autres du mdme type. . o

:L"“ﬁi”f;:;g) ¢g}¢:iér un m§mg:§aQagé défﬁé@dﬁé”dif?éféﬁﬁééf{igsfﬁgyagésf@h AL
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C) Etudler su1vant le c01011age, 1es dlfferents motifs mlnlmaux L

':obtenus (en tenant compte des couleurs) Comparez les.;' o

Dans chaque cas etudler 1es dlfferentes transformatlons qul_ '

1alssent globalement xnvarlant votre pavage.”

'-' Comparer ces dlfferents ensembles.

D) Avec deux pavages de structures dlfferentes, essayez de trouver
iun colorlage tel que . les ensembles de transformatlon qu1 les 1alssent globa-
 1ement_1nvar1ant (compte tenu des colorlages) so1ent 1es memes. Est-ce tou-

jours possible.
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GROUPES VAGE

811! ‘on ‘observe un dallage, ‘on appellera - motlf de base" ‘de ce

'.dallage, le plus petlt motlf qu1 reprodult unlquement par translatlon, per-
'_jmette d'obtenlr tout le dallage.ﬂ;_f{V'- _  _' Sl '__ B

'_ Sur quelques exemples d13t1nguer'f"¢ofif miﬁimaIQ-;aﬁ "motif
B _ -  ; On admettra dans cette flche que 1e motlf de base peut tou;ours__

"fetre dlSPOSe sulvant les modeles sulvants.*“ SRS i
parallelogramme_.i_.'?i”f-:}?:losange '__'.}‘ rectangle

L Reseau ‘n iz;}: 5jL7”7:ﬁ {    té)-  3"q? -_ (3)

carré ... . hexagones.

. Dans le cas (1) essayez, en utilisant le motif ~i-conire :

comme motif minimal de construire plusieurs dallages différents. (D

Combien en obtenez-vous ?

ATTENTION : | . o - .
vous pouvez disposer le motif plusieurs fois dans chaque dalle,
mais chaque dalle doit alors contenir un nombre entier de dalles minimales

toutes identigues.

ceci ne conviendrait pas : on ne peut‘pas, méme en re-
tournant le calque superposer (A,B,0,H) et (B,C,D,0)

(vérifiez).

6 . Dans le cas (2) Combien de dallages différents pouvez-vous

obtenir qui n'aient pas &été obtenus au cas ().

A AR
NN AN
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‘ces deux pavages seront con31deres comme 1dent1quea et est'

e méme procede de constructlon s des translatlons dans deux dlrectlons

 d1fferentes, sxmplement dans

L.fthogonales)
ﬂu . o R

f. Dans le_éas_

. Dans le cas
Ty o

17,

Pour vous aider

(OF

fmémé'ﬁueéfiqnlpopr:deé dallagés,'différents [
_ RO
T du l) et du_.Z):eg du 3).

(5

",:Dessinez_tous les

oL W N R

le d9531n de gauche ces dLIELtlonS sont or— R

_ﬁémé qugstioﬁ:pdur_dea dallages, différents
-héme_questiqn, pour_des_déllages,différents

modéles .obtenus. Vous devriez en avoir obtenu

'ﬂans le gés F)
" ")
" R )]
" ")
" " (5

On peut démontrer que n'importe quel pavage est bati sur le

méme modéle qu'un de ces

17.

Essayez pour quelques uns_de reconnaitre le modéle.

Pour vous aider vous pouvez utiliser 1'"algorithme de reconnais-

sance'




ke Fiche 9

ETUDE. UM GLISSEMENT

4 On appelle gllssement la transformatlon obtenue en, composant

]une symetrle orthogonale avec une translatlon

'} Les deux flgures c1 contre ont ete obtenues paL gllssement
. - trouver 1'axe de symetrle orthogonale et la tranQIatlon
- y-a-t' xl_pluslegrs_chqlg posslbles ? qu'ont~ils en commun
':7_Si_ T est une translation
 et S une symétrie ortho-
gbhale ToS est-il Egal 3
So T?

. toujours?
- L'image d’une droite est-elle une droite paralléle ? jamais?

. s o - uelquefoi
justifiez votre réponse. a 1

- Trouvez des pavages dans lesquels il y a des plissements ?

Précisez quelles sont les directions d'axes de glissement




Fiche 9
fene 2 8-

sur cette page on peut passer d une flgure a i! autre Solt par translation
: . TR ._ TR e _— so1t par roration -

'fn_ 501t par gllssement..{ff

o Détermlner dans chacun des cas, 1a transformatlon adequate"
(Pour les translatlons on prec1sera 1e vecteur

Pour les rotatlons . 'on prec1sera 1e centre et 1! angle

-Pqur le gllssement." on prec1sera la dlrect1on a axe de g11ssement)

fig €
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SU SPHERE ?

Vous trouverez dans les pages qu1 su1vent des exemples de pavage_”
de 1a sphére. Nous n avons pas cherche a en fa1re une 11ste compléte ni une
'”fthéorle. Ils sont destines 3 poser des questlons, vous donner env1e d en

“ fabr1quer_}.. ;:7 5.9
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j{]Qﬁéléwédht 1gs pél?édregﬁréguiie:sG:i f  'f

?TZ. Examlner pour mleux réal1ser vcus méme des pavages de la.;jﬁ

B .,;here pr *entes dans ces pages ; 1nventez en d autres. (On trouve dzu~f

V']nbnf{e_}hs unules en papler ou en polystxrene)

ke

Pour un pavage dug é.

obL enl un groupg,

i bbalble dresser 1a table de Pythagore de ce groupe..i

Etudier 1es orb:tes des sommets. Comblen de p01nts_9
“ou des m-lleux d'ardtes L L

“ou des_ entres de faces - n " no

Jmparerfavet le nombre d'&léments du groupe.

4. Comparer les dlfférents groupes cbtenus. Quelles sont les

* ° 21oms, les egalltes.H-

5. A_parfir dfuﬁ octoddre ...

F udler les transformatlons qu1 les lalssent 1nvar1ant On ;;"”ﬁﬁ”
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Ot a partir du cube ? .99,
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;: AP?ENDICE MATHEMATTQUE (extrai; des'bulletins AMQ-GRMS-198I) - -

Tfpar_ Br1y1tt9 RO?oy SenLLhal
": TRFM de CATN (France)

.'Fet artlcle falt Su1te A sa conforonce donnep 5 1 0ccas1on de ]a qeseion-
-'.d otnde 9t de perfectionnement -on ]utn 1980 .5 leouqk]_'-”ﬁJ. SR

ﬂ:Dcfpluq, cct artlcle tr0uv9ra son. romploment ddnq 10 bulletln de 1! A M Q
“sous e titre: 'Un théme global pnnr 1! vne01gnement ‘de la geomotrle,jﬁ’~
e }n mwttrnelle A 1 unlver%lte (hulletln de mars 1981) o

”l:'g_;_ﬁ ;”*__ * Lk _;%
I1 eqt un domaxne au m01ns de 1! enqelganLnt des mathvmathues qu] fut

glongtﬂmpe idélaissé et qui s'il revient a. la mode,'ne cesse de poser des
prohlemes épineux: je veux parlor de LA GTOH?TRIF ou plutot DFQ PFOMFTRIES.




)P

Marqué par 1 exces de formalisme ou par . le decoupage en objectifs ridi-
culement divisés, 1'enseignement de la geometrle ‘a traverbe des epreuve&
m0uvementees dont le résultat est plus une stérilisation progreselve '
qu. une simpliflcation rayonnante ou un eclalrcissement salutaire.

"-Depuls quelques annees, des courants pedagoglques divers ont tente avec -
‘succés de’ combler 1e vide, proposant d'autres . approches, mettant . au point
-_divers outils pedagogiques.f C est de ce Lourant d idees que se reclame

1! expose propose ici R P : : S : : :

1jLa matiere qu 11 contient a effectivement até utilisee ‘comme theme mathe-'
- matique de départ, .par. divers. enseignants, ‘'seuls ou ‘en &quipes, quelquefois
jpluridiSciplinaires, ils 1! exploiterent Y dlfferents niveaux, depuis les .
fclasses de la maternelle jusqu a 1 universite. :

eVeLes IDEES FORCES de tout ce travail sont du type de celles dont 11 est o
f’question plus haut.:“- : RS S . S

::~.—_Les connaissances ne doivent ‘pas etre decoupees en moxceaux. ‘Les
*_;maihémaixqueb sont considerees comme partie 1ntegrante d' une cuﬂj
- ture gene)m,ﬁe. . R : : A .

- ;_Un tentera donc d en chercher des sources des motivations et des
'-'illustrations dans 1a culture environnante. la geomein&c devient... _
"eco£094que. - SRR L TR 5 _

'QfCeci trouve une realisaticn privilegiee dans un travall Lnienduscc—
':pﬂ&naL¢e. Je professeur d'art plasthue etudiera de la regularite
1'aspect architecturale ou découratif; celul de philosophie se pen-
'echera sur - la recherche de l inf1n1...:~¥-. :

Des PRINCIPES mis en oeuvre du cote du mathematlcien, nous retiendrons
essentiellement P : :

- 1e refus du ﬁanma&c&me gratult'

- la conception de la geometm&c comme d abord une phjétque de £'espace:
" familiarisation et structuration de l environnement,_puis lieu de
_ mathematisatlon.;f_ : : :

fn. PRATIQUE, le travail de 1a classe vise avant “tout a instaurer un rap-
porta des’ mathematiques plus vivantes: gaire touche& man&puﬁen, bricolen,
plutot que de seulement définir; les objets, 1es concepts, - doivent alors
apparaItre comme des théonisations de situations connues, et 1’ articulatlon
des theoremes comme des schemas de proprietes les conccrnant concretement.
Plutdt que de se limiter 3 1'exposé L une theorle, 3 son "d&AcouhA épeciacﬂe"(
on- tentera d .en chercher EQA demancheA EEA nac&ned EGA &am&ﬂ&cai&oné.

(1) d'apras R. BKOUCHE.
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L'étude de la REGULARITE est 1 objet, ou plus exactement, 1e pretexte,
aux développements dont nous. citons ici quelques aspects mathematiques..i

'  Figure 2 - (d apres M. Berger)

La Acqufaﬂ&te... on 1a trouve en peinture, en decoration, en architec-.
ture, et dans bien d autres lieux ot s enraclne, se ramifie et s 'émousse
notre culture. s

On la ‘trouve en particulier, associee ad' insolites phenomenes de percep—
tion de 1 espace, chez un graveur neerlandais, M C ESCHER :

Parmi d' autres preoccupations,'comme celles liees 3 1a structuration de
1'espace, 1'opposition noir-blanc, 1’ imbrication mélée d’ incommunicabilite,
il en est une, chez ESCHER, qui est celle du nemp£444age pen&od&que du
plan, rejoignant chez lul une incessante pourSuite de 1 infini,

Ce sera pour nous le prétexte a une &tude de certains aspects de ce rem-

plissage, il s agit des d@sum )Lepetu‘,tﬁé et de Leur géomiinie.

1.Des dessins _r_ép_:étifs_

\\v Ku \\)\

DS

Figure 3




Ce serunt des desalns, tel coelui de la figure 3, qul pusbudent unc _
regularlte telle que 1'on puibbe facilement en. 1ndu1rL, par ‘un pro=. o
cédé mécanique immedlat, un ‘moyen de recouvrir tout le pldn.- *

_Nous ne nous 1nteresbonb pab - au muins lLi -a toua Le& dgssins,'“ e

_mais snulement A ceux qui sont stables par translations, c'est-a- :
~dire, intuitivcment, ‘tel que ‘le ‘plan pulsse @tre totdlement recov—-"

“vert par report sulvant leb dlreutions dEb cotes du rectangle in;tial_ﬁ

.fci deSUS.: G

':Ce genrc de desslns a. ecé 1! objet d exploitations pluri ot intcr dlb~

fc1glinaires multlpleq, puur des éldves allant de la maternelle & =~

'fl univers1te,_ainsi qu ‘en furmatlon initiale et continue des maitres.

.Noub allons 1ci nous limltcr ‘A quelquea indications concernant dgs:

':proprietes mathematiques qui sont &. etudier en premier C)cle du ‘se-

~condaire/, ‘et qui ont effectivement falt 1'objet chez nous. d! un

-:ftravall en commun, en mathematiques et gn arts plasthueb.

Les dessins repetitlfb et pava eq du plan qui sont etudles sont toub, 

' par deflnltion, tels qu 115 se superposent sl ‘on les deplace parallEr

(1)

lement a eux-mémes dans certaines dlrections bien chOJSLQb._-

'La f1gure 4 met en EVldURLL ld.

~-conservation du dessin auquol_
on ferait suglr deg tranaldtiona
de vccteur& Vl ou Vé.'.- :

Ceci signifie que, si 1'on do—"'
~.calque le dessin, suppos¢ recou-
vrir tout le plan, et si l'on

lui fait subir 1'une des trdns-
"_latlonb Vi’ alors e LGIQUU B

rerouvre exactement Ie dusqln ;
_anterleur. R

Figure é__j-f'

Deux dllkCthﬂS V et Vo ode
translation. '

e e Ui Ly g T e
On dit que ce dessin est susceptiblu des translations tKVi),xou encore”

tue les translatlons Q(V -sont des transformations permises pour le
dvssln. - e T . :

Le premier cyclu du batondalre frangalb regroupe les classes de beéme,
Seme, 4éme, 3Jéme, c¢'est-a- -dire des enfants d'environ 11 & 15 ans.
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Si ces dessins sont suscéptiblesﬂde translations, ils le sont égale-
ment pour un Certain'nombre"d'autres-transformations,fﬂui_sont toutes
“des iﬁgmgpries:_tous,les_mqtifs ont la méme taille et la méme forme
°QU'un_motif_minimal,_qufOn appelle le motlf de base,

‘Dans certains cas, 1'identification de ce motif minimal est claire .. =
'?(1téﬁuf¢ﬁ11fde.l@;figure53),-daﬁsﬂd'ﬂutfe$.'elléll}est_nﬁ beu mdins
-ﬂIﬁiguré_5)5§éﬁ “éCeSSite,l7étuﬁgZpréalablé_deé"trahsfbtmatiqﬁs per- "
- mises Pour_le_dessin. e - nﬁi“h_".*a-.~...Hﬁpa;1'2;;1q; i

Figure 5

C'est uniquéﬁent sur cet aspect que nOUs allons nous polariser:
IDENTIFTER, ETUDIER, COMPOSER DES 1SOMETRIES. R

[l ne s'agit pas de donner ici une démarche & suivre en classe: a

vous, maintenant, d'adapter ces propriétés_aux_étudiants}
"Signalons seulement que pour ces études, nous avions distribué aux
éloves des séries de planches et du papler calque. “La-superposition
" de deux dessins se 11t aisément, sur une vitre par exemple, ou en

utiliséht_ahqndamment le papier calque.

A nos crayons, compas et lumidres!

2. 1dentifi

2.1 Des translations, bien sdr! comme on 1'a déjd wu dans la
- figure 4.

cations de transformations

2.2 Des rotations, ensulte...

O
N

 Une rotation, pour un &leve, c'est de

prime abord: 'quand ¢a tourne'!

Alors, il s'apira en premier lieu de

~ faire pivoter'le'célqﬁe autour d'une
pointe de compas, et de chercher ainsi
le recouvrement du dessin par son double.

Figure f
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Oon pourra alors parler de 1a rotation({ﬂo a), de centre 0 d'an~
gle o, comme étant ‘la transformation qui associe M' 3 M telle que L
OM = OM' et (o‘rf oM’ D:a - (mod 2m). -

e On remarquera, en etudiant la rotation sur une figure et non
seulement sur un point, que le sens est conserve._j

'-1 aile de papillon de 1a figure 6 est toujours dirigee vers la gauche,':

" le triton de la figure ‘8 Ppenche toujours la tete vers sa’ patte gauche o

fen levant celle de droite ..._u;;-

Figure 9 Figure 10

On pourra alors, dans les planches distribuees aux éléves, faire
identifier un ce;tain nombre de rotations (Angle 7; dans la figure 7;

%{'dans la figure 8; ii dans la figure 93 6 dans la figure 10). Elles
sont dites respectivement d' ordre 2; 3; 4; 6, ¢! est-a-dire-l- %- %- %;

_ isme de tour. Une observation remarquable concernant ces rotations:
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nOn ‘seulement elles associent c'ac, ou T’ 5 T, m ais encore elles

permettent toujours au calque entier .de recouvrir. 1le . dessin entier

(oossin qui_est bien sur, Suppose recouvrir tout le plan)

' 'Dans cette transformation, tOuS 1es
“points du’ plan tournent,_sauf un, le

. point 0, centre de 1a rotation et son

' 'seul point fixe.';] I

Figure 11

Ce point est a 1 intersection des mediatrices de HM' Et PP' R

"if,ou M M' et P, P' sont deux couples de points homologues parq. “son o
‘tracé est ainsi aisé, de méme qu'il permet une verification rapide_;_:

e de 1a nature de la transformation._

S1 M est un point du plan, soit M' son . transformé_ of1{;:gt Doié

'fmédiatrioe de MM', Alors 0 est touiours sur D.f"
M € @i : .
M' = R ' alors: ¥M, 0 € D.

D médiatrice de MM' )

2, 3 Des retournements, enfin.'o
Pour savolir si un dessin est ou non susceptible ‘de, retournement,

on.ohoisit deux feuilles du méme modéle, que 1'on tente ‘de . faire se
recouvrir, l une d elle ayant ete au préalable retournee.

GOV

'_‘;-—f”f—-j

—~ <‘A'Po;rl4

Figure 12 _ Figure 13
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.Clest ce que llon a figuré
Cavec les tritons: les deux
- dessins ne peuvent se su-
..perposer. Letriton qui .
“penchait 3 droite figure 13,
penche & gauche figure 12, =

{Retbﬁfnér'la féuifié.éhange_
‘1'orientation. SRR

Mais cela n'affecte pas les
rosaces de la figure 14: =
_elles sont susceptibles de

On distingue deux types de retournements, suivant qu'ils admettent qq_

“‘non un axe_de symétrie, o -

Les symétries axiales = =

On a affaire 3 une symétrie axiale quand on peut obtenir un recouvre- -
ment du dessin par lui-méme ‘en pliant suivant ‘une droite bien choisie,

Alors, il faudra plier!

— Une symétrie plane f(A), d'axe A,

' est la transformation qui a M
associe M', telle ?ue A soit la
médiatrice de'HM'( Y,

. Ainsi, 1'aile de papillon A est-elle
"~ transformée .en sa symétrique A';
elles sont orientées différemment.

Cette transformation admet A pour
droite de points fixes, ..

~‘Dans les planches donndes, on déterminera systématiquement les axus de

‘symérries, quand 1ls ‘existent, ils peuvent, suivant les cas, &tre dans

une, deux;itrqis,_quatté ou six directions. . Le décqupagqud'ils for-

ment est alors. respectivement un peigne, un réseau rectangulaire,
carré, de .triangles équilatéraux, demi-carrés ou demi-équilatéraux
(figure 16). . w0 R : e e

(1)

A ne pas confondre avec la symétrie centrale, qui est une rotation
d'ordre 2, c'est-i-dire d'angle £1, et qui, elle, ne modifie pas
1'orientation. Une symétrie axifle peut &tre assimilée 3 une ré-
flexion dans un miroir.
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-L"

-

A

~1 .

. 3

B

Figure 16

Ay

les axes de symétries



'-ﬁ:si elle veut recouvrir la: panthere
| ;T? de A puis-"glisser suivant V..*'“
" Ces transformations, plus difficiles'"

'Tf}f(ou encore symetrie - glissante)

-100-

Léé'giissements

: Certains dessins, quoique pouvanl:
_ __:etre superposes par retOurnement,
R | admettent pas d axes de symetrie

ZSur la figure 17 la panthere MN

.doit d'abord "tourner“ autour - :

A &tudier, sont appelées. glissements

v Un glissement _‘f(A_,'V)__ est la

- transformation obtenue par

-~ composition d'une symétrie L
"._?;axiale et 4! une translatlon. o

'S'Joeouj@?f

5 jLa difficulté de 1'&tude des
lissemgnl_:s rgsid_&_!_ e[l ce gque

-

J41a décomposition de FenS-¥
.. n'est pas unique On peut
“avoir SR

§-f,e€, - %, cn,

5, b, ¥, 4, et B,
A H” ) ) : :
PR\ “ I L . en général_fe&_# & ef.
mo T I M b
' ™~ m Mais on démontre un certain

~_nombre de résultats qui faci-—
"'-literont l‘approche B

v,
3.
.
,
<.
]

' si le vecteur V de la ‘trans-

“lation B est: -orthogonal a
1'axe A de 1la symétrie axiale
$, ~alors ‘fj est une symétrie
"axlale (c'est-d-dire

30 188 cuBef=Y").

J - . » Sinon, alors 11 existe une
autre symétrie axiale §'
d'axe A' parall&le 2 A, et
une autre translation &',

>
D =

Figure 19
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de vecteur V' paralléle a A', tel que
4 18- By
."'.'et dans ce cas’.on a eﬁ! .f! .Sn vﬁ'
":}C est a-dire que tout glissement peut etre decompose en une symetrie

axiale et une translation, telle que le vecteur de translation soit
“-paralléle a 1 axe de egmetrie (cf._figure 19) RS

'Ain%i, pour determiner lee axes de glissement d un’ dessin, 11 suffit
oede remarquer que, si M, M' et P, P' sont deux couples de points homo-
'_41ogues, alors il existe un axe de glissement A qui passe par les milieux -
“ffde MM' et PP" e . F e - '

f:Bien qur, un glissement, comme une tranqlation, n admet pas de point
:fixe, mais une droite globa]ement 1nvariante (1 axo A)

3 Etudler des composmons d |sométnes

f3Que se passe t- 11 si on effectue succesqivement p1u31eurs traanorma~
. tions sur un meme motif ou sur un mome dessln”_i

.a mise en evidence dee effete cherchee peut be falre en falsant
effectuer des colorlages aux fldves.

Par exemple. on trace dans un deeqin une serle d' axes de symetries
successifs, soit autour d'un p01nt 501t ‘de meme direction. Puls on

en effectue un coloriage avec une consighe comme: ‘colorier un motif

H _en rouge, puis son symétrique M suivant A en jaune, puls le syme—
trique M, de M, suivant A, en rouge. s0n pasee donc de M_ & M,, c'est~
a-dire de rouge a rouge, eu1vant la composee des deux qymetr1es axiales
suivant A, et Ayeve i : S e :

On peut ainsi mettre en évidence, puls étudier un certain nombre de
résultats.

3,1 Composer des isométries de méme nature .
(Voir figure 20).
+ Deux translations:-

Le résultat est toujours une translation, de vecteur; la somme
des vecteurs initiaux '

8
m
it

<¥
' .
<4 g(s

»
avec v,




Sotent g alors’ﬁ ?
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Deux rotations:

Le resultat n’ est pas toujours une rotation.

.* Ce peut etre une translation.;,

O (ef. figure 200

* Ce peut etre une rotation de centre distinct. :f“;f'n"*a'
@ (Ol,a )

ﬁ{ - 'éibeQ3{5%R£%?kjii;avécﬁa(b;q}fﬁéiaﬁf:éh:fQ-
(On.a ) T e

Deux_symétries_axialas;_

Le'fésultat n‘est jaﬁais'nné'symétfie.aXiaie.ﬁf?'

“On _retrouve ici le fait qu une symetrie axiale inversalt

1 orlentatlon _en inversant deux fois de suite, on est rv- Bk

3.venu .a la situation Jnitiale.

:f.Ce_penc_epro.une translation.

j,i (.A 1 )
_ Soient f?(A2)

A4,

alors ‘fszjo] =& ol V est le vecteur

double du vecteur qui améne AI sur A,

* Ce peut étre une rotation.
PRGN
T, (8,)
(A,,8) = «

alors jl”gc- f‘ =@ avec"rR(O,Zm) ou

0 est l'intersection de A‘ et A,

On retrouve a travers ces résultats, des observations que
1'on pourra faire ou avolr faites sur les dessins,

Ainsi, la famille translation - rotation est stable par com-
position, Certalns dessins, comme ceux des tritons (figure 13)
ou des olseaux (figure 7) ne sont susceptibles que de rotations
ou de translations,
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Figure 20
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__Par contr&, la famllle dcs qymetrleb ax1ales n'est pas stable._

" 'tout dessin de nos familles susceptible’ “de Symetrieb axiales @ .

. admettra aussi. dLS translatlons, et des rotations sl les axes . .
de symétries ne sont pas parallzles. De plus, aucun ‘des des~
__f"sins de:nos ‘planches ne sont susceptlbles de seulement deS-l,;yﬁv
'_trotations.{j I - . AR

_fOn pourra icl falre toucher du d01gt ‘la notion de famille
'nmultgplicative stable, et dans ‘certains cas), ou au moins o
'f:fpour nOus, celle de groupe de transformatlons.

_:3 2 Composer des isometrles de nature distincte
C est en general plus delicat. ;_ft;ff
Sans en faire l etude complete, on pourra en etudier quelqueb

'_abpects, et en particuller faire remarquer que la comp031t1on des ™
applications n est pas commutative.l“f; - : : :

On en a deja vu ‘un exemple en etudiant les glissements.'

: D autres aont mis en. evidence dans 1es figures 21 et 22

' (Ou a numerote lea motlfs F, Fé}f,}.)

e f,

..ffl : 2-14421

R T
ol ‘R est la rotation de centre 0,

';d angle :%E et-f) une symetrlt

:'_d axe A,

. f)z ' f) L
ABC —2> ACB —R2Zs atc'n

ABC ——2-> A'BC'——iZ—> A'CB'

ohqz est la rotation de centre B,

d'angle —%—-et ? la symetrie

d'axe AA',

Figure 22

Ainsi, dans ces deux cas, on a

'_(R :f‘xfo@
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_ Pourtant, figure 22, on af\zoj Q(A) A' et f' K (A) = A, On
pourra chercher plus systemathuement les points N tels que P

.:f{ ‘f(M) fo({(M), quand ils PXlSLent.

On demontrera aussi queS\uf)n est )amalq egal a‘fci\, sauf sl
: est d'angle. nul (tranQEormation 1dent1quo) en utilisant, par exemple
-fpour cela, 1es p01nts fixes de Q ot de 5 : : '

On verra de ‘méme queSxo a??‘ &éJ»Tx "Id ou. F’ Id (etfé”feh_:’
”.rontre avec une loi de compo%ltlon obsljnoment non commutatlve peut
" ‘nous inciter A aller plus de 1'avant dans 1! etude des qtructureq3’ :
';fiqu clle peut 1ndu1re _ Ici ce 5Pr1 Lolle de groupeq ‘de paveurs du-'}57
"Q}an. . el - o [ _ S

s (e n est pas 1ci le 110u d RUT: treplondre un tel travall ‘mais i
. pour les curleux que cela lntvresqont signalons-en quelqueq elementq,
Cque c rta1ns eleves, d alllours pvuvont fort hlen aborde

_ .Les transformationb porm;QQb pour un deqqln donne ne s assoc1ent :

;-Zpaq au ‘hasard.. A chaque fois qu un@ traanormatlon est permlse, son _f___

" inverse 1'est aussi (on peut toujours revenir en arr1ere), et si deux_- 5
Wtransformatjons fonctlonnent 1lnrs leur compoqee au581.,' : -

fo:Fl Vng r}’et[.vng

On a la exp11c1tement la deflnltlon d un qouq groupe du groupe des
1sometr1es planes._; : -

_ Chaque dessin est régl par un _sous—groupe d'isométries. On
- pourra, pour chaque. de551n, dresser la liste des transformatiouns
'__autorisees._ - ’ : : N Sl R L

On pourra aussi comparer les dessine a la 1umlere de ces llstee.

: Ainsi on observera que les tritons (figure 13) sont susceptlbles
j_de translations et de rotatlone d'ordre 3, comme les chinois (figure 16),
‘mais que de plus ces. derniers repondent aussi & des symétries axiales

”ﬁ-suivant un réseau triangulaire (trlangles equ1lateraux) voila deux

'“igroupes, distlncts quoique lies._F

‘On montre qu '11 existe exactement 17 groupes d'isométries planes
auxquels repondent nos desqlnq.

o Une mine_d_idees pour nos travaux futurs: -
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Flgure 23

Tableau des isométries dLb 17 groupes de paveurs

[(welefpas] o ] Mmoo
i ' e
(R — - — o Le numero dans chaque case est le numero du groupe
s 2 ol o2 oo i9-10-11-" '
2 . A2 2 9-10-11 011 lit a gauche et en haut 1es isometries QUi ta
.. @ : “ RV R R Cdracterlsent. ' o R : :
3 3. ool 13-14 A 11 S : :
—— TS (SR S ns eS 8r0UPEb 15 et 16 contiennent 115 des
- R TOC ti
- RR, 456 d_ ordre 2.et. 4 et. deS SYmEtrles ax1ales. L :
ry .
f;>3 : 5 17
Qs o

4 Comment w@dmr@ de tels dessms"

- '1. Report dans un quadnllage S .' SRR ek - -
: Lirs rnvode e ;}mdug lion simple de deqmns a mnhiq :epehlsf‘ sl haan sur lummahon prealab!e d un « quadnHage »
j mrnm. g cin plan. que fon appelte reseau :

;l.gzr;m e wnorrpf umno.f.r}don;nedans : /@/ﬁ//g’m/éy g Wﬁ g ﬂ gj
o _.fr'f: m.a.nf.':o.sqecef .r(’seau /6/(7/@/57//5;?’/// g gg’ g S?'S?
W ik

Plosienr mordes |i(= f:nnrl C;nn! pnaqahfp%

Nans o cas de by hgure 30on ate mslalv pnqoml,ln S n uauph.qmmmp roeur perce» suwan!deux Iranslations de

—

sen s firecteats AH pt AC (mlm :m hE }mil()!tjgiat‘mnr’) mlu suwanl fous I(m. Pfemenls de !a Iamllle de !ranshllons
S 5-_ yABaaAC o PN A ""*9-4
A - S o . Lo . ! L _

- queiif"; ongomlmnl
Fig. 3 o :

Dans le cas de la ligure 5, le motil initial, dessing dans le Iriangle équilatéral S1$253, est ensuite reponé par symélneq
successives o axes les cdtés 5i) du kiangle et ainsi e suile suivant tous les cOlés des lnangtes qul conslituent le
réseau




B composée de six symélries axiales d'angles j:rr/3 eslune transialion ;
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JLe méme procéde esl ubhisé dans la hgue {.mals o pdllil dun

Olll inal .construit comme e montie la hgure 8 vesl e T Ty §e LSy L
' pOSSeddHl demblée une 1égularité de rotakon dordre .3 ' ' R R s
_"'_(O Len!re de grdwle de Si 3254 053 QUERONAUE et W L

082 el OS; duiml do OSJ pa lulduons de SRR e ‘1 o _sl_ o
-'_-cenlreOet ddngles Z’m‘J el 4m’3 BRI RESEEEIRA o Rt Flg. 1 ERRES

L Ces lrons exemples que n epmsenl pas ie SU|el| melu,n! en ev;dpnce que du mode de rs,purl chu:sa dependent fes '
e prcxmétes du dessin final - : . e _ | n

o ! La lamille de Irdhslormahona qun carduensa la premae: est une !amllle de lrans!alsonb

B Pour celuu des Ilgures 5 el 7..on retrouvera la 1dmilib de symelnes dx:dies de dnreclaons Slsi, mai_s _aus's_i des
lranslauons ei des rola!|ons d ordre 3 (angle 2n'3) el de cenlre Ies sommets des lnangles ' R

_ Amsu s iiluslren! de mamére s;mple aussi pOUf !eludnanl des' RO
' propnetes connues de compos:tron des isomeétries planes : ici, ta

- ’la composee de deux symélnes axiales d axes, concourants est une "
: rolahon : : TR .

‘B De plus dans lecasdeiahgute? oulreIesiranslor_mal_i_ons p!écédenles,dn lrouve des r_ola_li_c'mé'd'ordre3;(ieééntre_ie '
c,enlre de gravﬂe du lnang!e S}S?S‘j E RERE L S

Les propneles au reseau mrua! mlerwennenl bien sw dans loule la procedure

cole réseau equﬂaterai possedau giohalementies symeltnes axuales o
de directions SSI ce qui n'est pas vial dans le_cas du reseau I ER
.parallelograrnmnque (hg 10). : . .

MdIS mve:bemenl les !1gures 11 et 12 Huslrent ic fait que peuvent
-appargilre certamnes pPropnéies nou»u}es ou Lilspdrdm edes parlﬂ,u—
lantés non wiisées du reseau '

fe mmiu de report du chat ne fad mlerveni que Lli’b lldnblall()ﬂb,
i lwx 1one n mlervnem yas dans ke dessin final
a4 | ¢ Fig. 10

/@/// ///
AR 3%:
R eeegw

Le meltcneut etaibic) susceplible d'une symetrie axiale compatible avec fes sommels du iéseau  elle estconntives

_dans le dessin hinal,

Fig. 11

2. Détormation des bords d’un_l_'__éseau

Une autre facon de proceder consiste en la delormnalion
successive el réquliere des bords dun reseatl

/\_1 -
%‘—_
/\_
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Dansldhgufeld les délormations Chosies m(!mbenlun|t‘5u|ldl|ludl !.HUI\b( wahun;)drimu, mun deSUIhHJUn!u
- les propnétés de symeme du rec,lanqie . - : _ :

./ ‘-\_z‘.f:-.:_";;fl \ﬂ ' HJ N

S Dans la itgure 14 Ies delormahons muulrom ceue 1Ulb non 5t:u|emt*n! cies lrdnslduons Mdls auas: ds,s, symunes
- axuates Par conlre ei!es n utsinsenl pas 1es propr:ples de ro!anon du, hexdgones ' i

: Le fitm de 1a flgure 15 qu: cherbhe as dpprocher deb Idmeux l: ntons d Es<,hea ulmse par (,onlre des rotalmns d urd;e 3
L -_suwant l(OIS des sommets de chaque hexagone prupneles qun sonl :etrouvees ddﬂS le dessm hnal SRR

" Quant au procede de la higure t6 apillons: sans 1o couti exphcitement
el demblée & un quadrnilage 1l uliise successiveinent )\mvlm-s axiales
et udnslalions pour creer Ie moul

' 3. La méthode des enveloppes
“Les méthodes citées precedemmem {11 se basent imphcitement ou
explicitement, sur Jes caracterstques des 17 gfoupeb uits de pdvvurs du plan
transiations, symeélries, rotations..

il en est une aulre, dite des enveloppes (2). qu| nwihse pas diueclement
le groupe consujete mans e quouenr de ce gfoupe paf Ies transfurma!rons

Ehe onstste — grossueremem - refermer e cJeSam su |u1 meme en
identilant les pomnts éguivalents par une des lfans!ormdnom du gmu;w _
{vonr paragrdphe suwvant) - ) e _ S g

8 o
_'\?4 ’

3.1. Voici comment procéder |
|

|
Fabnquer d'abord une enveloppe en collam par exempte, suwvant J
!

\\

' ieurs trois cotes S5iS), deux triangles demi-éguilatérawx isomeliiques
On obtient une surface lermge, de dimension 2 dans Yespace de A : . TN/ -
dimension 3 o . Fig. 16 Fig. 15

Assimitons-la. en premaere dpprummduun a un ballon de l)dminn Ne & lrms pr)mtes 91 52 53

(I}Lelles évoquees nepuasem pas. iom de 1a. te sujel Yo @ hlletitire abondante sut ce pont ot tmmugrdpme.
{2} Mise au point par Pierre Jullen, de Grenuble

HU L p T B e e B
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'-"C,hnnsn un poml O quelconque sur celie surmrn KRR 5': Dpu)upm Ira c,urface suwant cps lrmc; Irans

' Trar ef HOIS trails OS; . OSQ 033 contmuq r1u ;)(Jlnl () Depl;m on obltenl dlﬂSl un pa!ron P
A chacun des sgmmeﬁ_ﬁ1 52 ng Le aeporlm sur une ieume de oc:pmf en mdrquam Ies
L -qnmmels q1 82 Sf; : :

E Tourner de 27/3 autour de Sj reporter le paton P mrommen(:nr Marquer a (‘haque I0|<: tes qommets C,, oblenus .
@ Tourner de méme dP 2m/6 autour de S36 domst et de 203 autowr de Sp 11 Fnis} -

E En progedanl ainsi dp proche en proche, on nhhnnt lo pa!tern :ip a hqum ”0

Fig. 19

Tourner de 2r/8 autour de S3

Yourner de 2r/2 autour de Sa
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3.2 Pourguoi los motifs s’imbriq;zeneni_lp?

P e

; ’\._ = - Fig. 20

- (Sur Ie dessm de la llgure 21 ona procédé comme Ci- dessus avec une envetoppe a base reclangulanre)

: Le découpage de la surlace fermée suwanl AS1 a donné nmssance a A’S1 el A"S1 une ro_lauon de cenlre 81 aménera _
e donc SfA' sur S1A" II en es( de méme avec Ie Ira;t S3B se séparant en 8381 el SsB" '

' '3.8 s s'imbriquent sana tmus nl recouwement? .

;- Apriori, tout découpage suivantce procéde de tome surface de dnmensmn 2, lermée el« a pomtes », donne nalssance
a des patrons aux contours réumons de S,A,, S.A" :

N -.Fl_g._z_i o

Pourtant onn obuent pas toulours (ou plutél presque ;amals b)) de
pavage de cette lacon 1a. : : . .

En elfet pour que le patron obtenu engendre un pavage du plan |i
esl nécessaire que les molifs sumbnquent mais aussi qu'ils te
fassent sans chevauchement.

Un pattorn, moil Jamais!

Dans le cas de la tigure 20, deux rotations successnves autour de Sy permetlaient de recouvrir i_e plan aulour de ce
point. . oA . o

On voit sur la figure 23 que le découpage d'un triangle équuialeral suivant 0S8 donne O'S el O"S tels que
' (so so" - 2-§

En général si on chols:t un lnangie avec en S un angle a, on aura

(SO‘ SO’) = 2¢q

(fig. 24) Si 2a n'est pas un diviseur entier de 27 apres un certain nombre de

rotations d'angle 2a autour de S, il Y aura un trou ou un chevauche-
ment.

(lig. 25)
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~.0n montre gue seuiement cing formes d’envebppes conwennent R
{:Hes eonl 1elles que Ieurs angles a, vérifient a Ia fons

n .

Xz aq = (HHQ) T

i=1 S .
2&; dwlseur enher de 2rr

Fig. 26

-.4‘ A la mherehe de Pen%mpm gs@rdue

Nous allons essayerdefairele chemin mverse sedonnerun desc;m ereMl! et aenlerde trouver la suriace fermee donl

;b peurrail provenrr, en étudianl au passage les propriétés _rnalhemahques que cela suppoge [Cecn blen sur n ‘esl
L 'possuble que pour les dessuns suscepnbies de roiauons )

Essayons sur le pallem des lnlons exlfalls de ioeuwe de M C ESCHER v

: 63)_ La demarche indiquée ici n est pas Ia plus rapide. Elle reprodun cerlams tatonnemenis des éludiants qui se
pencherent sur le probléme, tatlonnements pédagogiquement signilicatifs el salutaires. en ce qu'ils mettenl le
doigt sur quelgues aspects délicals.

(1)

Flg. 27 Fig. 28

On détermine dans le pallern des tritons {lig. 28) trois familles T T

. T" qui sont les orbiles des trots tritons
Ta. To. Tollig. 29 suivant une lamille de lranstations.

Celie famille peut élre engendrée, par exempie. par deux des transtalions de vecleurs AN’ X AA ou AA.
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‘La figure 30 schémalise r'action de celle famulle {a de ansiabons -
sur Ies élémems de Iorbne 1. .

| {2) @e&blmns alors i@@ Rmnaﬁatiam

' % Modulo Iafamille‘ffdelranslanons ledessm es!equwale,mauxifms lntons To To To dc,lahgure29 ou T; T‘; T
de la ngure 31, : : Jo

Dans celle| enmlgalton Ia ilgneAB le:demmée aA"B commeonievo:lsur!ahgureSB De memeAB eshdenhhée
aA"eiA" “aAB S s . _ e

" Fig. 20

3 ¢
’ A
8 Mas ators on peut loul 4usse bien considérer yue e begmenl Al esl
idenifig au segment A"B' par {a ransialion AN
F1 knalement. on admelira comme dessin équivalent, mauulo la lanwlle S K
des Wansialions, 'hexagone ABA'B'A'B". avec identificabon des cotes ) I ..
AB AYB el AR AB el A'B” 1 A'B (hy. 34) - R iy Fig. 34

Cependant. en pratique, st on decoupe 'hexagone ABA'B'A'B” el st l'on essaye de recoller les C 01(,9 td(,ﬂllllt'b on
renconbie quelquev pal;les dlf!icultes techmnigues ! : SRR

(8) SiFontenaitcompte éussi des rotationa ?

BULLETIN AMGQ B MARS 1981 @&
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Parons toujours de nos trois lritons qui tournent dans leur hexagone ABA'B'AB”

Modulo la rotation de centre B, d'angle 2n/3, la ligne BA’ estidentiliée i BA ; de plus cette rotation R(B ; 2r/3) es!
également une isométrie du dessin {elle le laisse globalement invariant)

Cetle propriélé est vraie pour les rotations de cenire B ou B”, et d'angle 2n/3. qui identifienl B"A" 2 B'A" et B"A A
B A"

Comme ci-dessus el modulo ces rotations, on considérera alors le dessin comme identifié a I'hexagone
ABA'B'A"B" (Celle fois, on aura BA' ~ BA;, B'A” ~ B'A'; B"A + B"A")

(4) On paut alore refermer la suriace

Onobtienlune envoloppe lermée, de base &équilalérate; enfait silon avait d'emblée considérél'equivalence moduiole
groupe des translations el des rolations du dessin, on aurait relermé la sutface a partir d'un seul triton (lig. 413 On obtient
Hinsi une avtre enveloppe, elle aussi équilatérale, qui iflusire le quatient du groupe du dessin par ses isométries.
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5. Programmer sur un ordinateur (cf. document P.JULLIEN)

- les transformations successives & effectuer pour chaque groupe
- le numéro du groupe choisit

- le tracd du motif de base : la table tragante effectue des
tracéds rectilignes entre deux points indiqués.
On programme en "plume basse" (Down) les bords du motif (ici

demi-oiseau), en "plume", les cdtés du triangle.

ler programme -

Dans un trianmgle rectangle isocile, une moitié d'oiseau est inscrite

sur un cdté de 1'angle droit.

28we _programme :

Le méme motif est placéd sur 1'hypothénuse d'un triangle demi-carré

plus petit.

3éme programme i

On réduit encore la taille du triangle.

D'autres motifs, fleurs et &toiles, apparaissent.
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MONOGRAPHTIE

[T A ———

LEGENDE Pour chaque groupe, on indique

1)G : son identit&, par - un numéro de | & 17 (notation Jullien-Berger)
- un gigle : notation des cristallographes

- un nom : notation de S.Turnou
2)R : la nature de son réseau fondamental (sous-groupe distingué des translations de ¢

3)J : la nature de ses isométries (qui comprénnent en outre &videmment toutes les comy
posées de celles qui sont indiquées)
T: translation ; G; glissement ; (composé d'une symétrie et d'une translation)
$: symétrie axiale ; R2 ; R3 ; R4 ; R6 ; rotations d'un demi, un tiers, un

quart ou un sixiéme de tour,

4)J/T: Le nombre d'&léments de son T quotient, c'est & dire du grouoe quotient de G
par le sous-groupe distinpué de ses translations. On donne &galement la nature
d'une figure géométrique simple, au sroupe d'isomftries de laquelle il est

isomorphe.

5)F : une (ou deux) feuille génératvice du groupe.

¥ cette mononraphie est ingpirfe de celle donnée par Pierre JULLIEN, des dessins

groupes et ordinateurs.
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