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Capitulo I-1

Una secuencia akdedor del
ndmero de oro
por Ruben Rodriguez

Pintura de Raphaél:
"La escuela de Atenas
Detalle: Platon y Aristotes

Nivel: CSB

Objetivos: a través del trayecto propuesto, los alumnos vuoeklenvestir
propiedades de la geometria, desarrollan sus ckmhes de investigar, de
modelisar, de formalizar a través de propiedadesgéicas y propiedades del
algebra, luego autoevaluarse.

Palabras claves:el numero de oro, el rectangulo de oro, la prdpatclos
angulos complementarios, los triangulos de "la raisorma”, las propiedades
algébricas del calculo literal, las identidadesaht#s, la raiz cuadrada, las
ecuaciones.

Material: papel encartonado, instrumentos de geometriaagijeomputador.

Introduccion

Este trabajo ha sido iniciado como consecuenciandereunion del equipo de

formadores del “rectorat” de Caen. Una de nuestbegyas deseaba trabajar con
sus alumnos el niumero de oro en una Optica a lanaégmatica y a la vez de la
historia del arte, pero no habia encontrado ted#oactividades satisfactorias en
las diferentes publicaciones tanto en biblioteca@en linea.

En efecto las publicaciones ponian sobre todo emgexlas relaciones bien
conocidas en la arquitectura (el Partenon), lassdgintura del siglo XVI) las
proporciones "ideales" humanas (Leonardo de Viett) Podemos por otra
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parte considerar que estas relaciones son a verg®ao imaginarias, son
numerosas y a pesar de eso, interesantes de estudia

Las posibilidades de investigaciones matematicatidgcticas alrededor del
namero de oro son extremadamente variadas coma pstka comprobarlo en
los textos que vamos a proponerle. En efecto leereslide nuestros textos son
diferentes y estudiaron las actividades dirigidaspublicos diferentes

Las tres actividades que siguen pues son dedieadparticular a las clases de
secundaria pero podran ademas serles propuedtamraoa profesores.

Algunos recogidas sobre el aspecto cultural e test@el nimero de oro (Este
aspecto serd desarrollado mas ampliamente en #ulocapde nuestro colega
Abderrahmane Nitaj).

Ya evocamos el Partendn construido en Atenas siglel V antes de J.C. bajo
la direccién del arquitecto Phidias cuya fachadanseribe en un rectangulo de
oro (es decir la proporcion de la longitud del taygancho es el numero de oro).
En su memoria el niumero de oro es a menudo andigdae es la inicial de
Phidias en griego), Leonardo de Vinci concreté siom de las proporciones
“ideales” humanas con la proporcion del nimero @een su "Hombre de
Vitruvio" famoso.

No podemos abstenernos de citar a Pitagoras y suelas evocando el
pentagono regular (la relacion de la diagonal dado es el nimero de oro)
porque el pentagono, convexo o estrellado llamadtien pentaculo ha sido
utilizado muy ampliamente a causa de su aspeaiticgspor numerosas sectas
y religiones. Mas lejos todavia en el tiempo cerautores descubrieron el
ndimero de oro en ciertas proporciones de pirandddsgipto.

Somos muy prudentes sobre estas interpretacianesmgargo forman parte de
nuestra cultura y merecen que nos interesamos.

Elaboramos las tres secuencias que van a seguilaqaeocupacion de hacer
experimentar las propiedades apasionantes del pldecoro y de sus acolitos
no solo comprobando éstas sino que las descubmn'las manos" como a
menudo lo afirmamos en nuestras publicaciones gesdtes.

Se trata si es posible, como lo hacian los mateostjriegos de quienes ya
hablamos, de hacer reflexionar al alumno, dibujaedir, trazar figuras
complementarias utiles, manipular, es decir comstrmatematicas y asi
descubrir propiedades.
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2) Andlisis didactico "a priori" para los alumnos profesores
Vamos a describir los factores que van a determmsgstras elecciones
didacticas.

- Epistemologia matematica algébrica el nUmerordese escribe:

(1++/5)/2

Es un namero irracional, pues este factor nos aajisd el nivel en el CSB es
bien el del tercero porque los alumnos pueden datidd aritmético a esta
escritura.

- Epistemologia genética didactica: los alumnos tdetero encontraron los
ndameros irracionales del tipo:

J2 .3 ;5.

A partir de los calculos pitagéricos sobre medidaslos lados de figuras

geométricas o0 bien a partir de los calculos desaré&cordemos que los

matematicos pitagoéricos percibian el "cuadradoliml@imero como el area de
un cuadrado de lado este namero y la "raiz" detumeno como el lado de un

cuadrado de area de medida este numero); puefaegie nos sefala que es a
partir de calculos sobre longitudes o areas, qeealomnos efectivamente

pueden encontrar el nUmero de oro!

- Epistemologia matematica geométrica: el nUmerordeaparece por primera
vez en los problemas geométricos sobre figurasaplatrededor del rectangulo
de oro, pues este factor nos sefiala que es agatas actividades geomeétricas
alrededor del rectangulo que los alumnos darandeean el niumero de oro.
Epistemologia ontdlogica matematica: en el momeletdos primeros afios de
mi carrera me Iinteresé por un aspecto fundamengaltadla actividad
matematica, sea de un alumno, sea de un matematico.

Se trata de la dialéctica, (del griego dialekti&&avesar de parte a parte por el
lenguaje, la razon, la.discussion, etc.).

Nombramos este fendOmeno mas precisamente: "sicemoff, (ver otros

articulos sobre el sitio IREM math.unicaen.fr mrg sobre todo sobre:

CanalU 01: los universos y los sicomorfismos por Rodriguez: Canal-U

www.canal-u.tv Video).

Estos sicomorfismos se realizan entre el momenaodu el alumno, gracias a
sus realizaciones, observaciones y acciones ennsiersio experimentable
construye sus acciones mentalmente y para avamae suestiones que
sobrepasan el nivel experimentable, debe mas fard®lizar y construir un
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universo formalizado que le permitird anticiparyrquee esta en relacion de
morfismo, (con sentido matematico). Las idas y taselentra el universo
experimentable y el universo formalizado formarie@ldbmeno que nombramos
sicomorfismo.

Sesion n°1

Objetivo: encontrar propiedades en un universo experimentadue
corresponden a propiedades matematicas del progtahcalegio para saber "si
dos rectangulos tienen la misma forma", (la misoran& en el sentido de la
ampliacion-reduccion y las figuras semejantes).

Fase 1 Los alumnos son invitados a construir rgalés y a recortarlos sobre el
papel encartonado.

Asi, en la clase, habra una gran gama de rectéduds alumnos los comparan
con los de sus compafieros para decir si son o amjdiacion o la reducciéon
del suyo, con "sentido de la fotocopiadora" quedma'la misma forma".

Los alumnos probablemente van a encontrar que msudddos rectangulos de
los compaieros no tienen "la misma forma".

Fase 2 Cada alumno es invitado a construir un nmgata y recortarlo para
conseguirlo al segundo que tuviera la misma foiwemalmente en un trayecto
sobre la ampliacion-reduccion a lo largo del calelgis alumnos deben haber
encontrado este problema de construccion en el pnaeedente del cuarto.
Se libra aqui, algunas estrategias importantes tadap por los alumnos:
O alinear los rectangulos a partir de una vértiesin de tal modo que las
diagonales sean tan transportadas por el mismo(figigra 1), (condicién
suficiente para resolver el problema, pero tamhegesario si las diagonales no
son llevadas por el mismo eje entonces los rectdsguwo tienen la misma
forma).

£

Figura 1 Figura 2
O alinear las extremidades de las diagonales ar mhatlos centros de los
rectangulos que coinciden. Lo que es wuna condicisuficiente.
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Fase 3 A partir de una de las condiciones encadragh el universo
expérimentable de la manipulacion acabamos, desmlgésdiscusion e
intercambio en una condicién mas formalizada stibigualdad de los angulos
de las diagonales con un lado de los rectangukns €sto les proponemos la
cuestion siguiente a los alumnos:

¢, Como saber, sin desplazarlos ni recortarlos, sirdctangulos tienen o no la
misma forma?

Por ejemplo a partir de la solucion manipuladogaiginte:

Acabamos en dos formalizaciones
matematicas:
"Basta que los angulos de cada diagonal en
cada rectangulo con los lados del rectangulo
sean iguales" aqui es por ejemplo el angulo

CAD que es igual al angulAG .

O "basta que las relaciones entre |las
longitudes de dos lados de cada rectangulo

sean iguales" Aqui tenemos por ejemplo CD /
AD = FG/AG.

Sesidn n°2

Les proponemos a los alumnos partir de la constmiguiente cuyo objetivo
es llegar a una construcciéon que permite encoméetangulos de oro y el
namero de oro.

Fase 1 A partir de un rectangulo dado construidcepalumno, juxtaponerle un
cuadrado sobre uno de los lados para formar ottdmgulo. Nos interrogamos
entonces: ¢, el rectangulo inicial y el rectanguialftienen la "misma forma"?
Hay una gran probabilidad que no tuvieran la "migonaa".
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Los alumnos encuentran con la ayuda|del
F E profesor una  condicion necesaria:
"El cuadrado debe ser pegado a partir|del
lado mas largo del rectangulo”, si |no
obtenemos un rectangulo todavia mas
alargado que no tendra la forma "misma".

En la figura 4, al lado donde se peg06|un
A B cuadrado sobre el lado mas largo, tiene mas
posibilidad alli para que ambos tipos |de

rectangulo FECD y ABCD sean la forma

D C "misma’”.

Figura 4

Aungue no sean en la misma orientacion "verticaizontal" de sus anchos y
largos.

Figura 5
- . En cambio, sobre la figura 5 donde
? se pegd el cuadrado sobre el lado
mas corto no hay ninguna
posibilidad que el rectangulo BCDA
F A D y ECDF sean de "misma forma".

Los alumnos argumentan con la ayuda de dos prapesda
1) Las diagonales [AC] y [FC] no son llevados pdr mismo eje o
2) Las relaciones CD / FD y CD / AD no son igualpsrque FD> AD pues
CD/FD<CD/AD.

Fase 2 Aqui los alumnos estan puestos en activiladnvestigacion para
descubrir un método que permita encontrar un rgatartal como cuando se le
afiade un cuadrado a partir del gran lado encongramorectangulo de "la

misma forma".
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En esta fase los alumnos encuentran con la ayddarafesor, las condiciones
geométricas necesarias. Utilizamos el método delugén geométrica que
parte de una construccion de figura supuesta tasyelibujada por ajustes, (un
software como GEOGEBRA es el bienvenido).

Por ejemplo: reflexionamos sobre el hecho que d¢asas (AC) y (BD) son
necesariamente perpendiculares.

Esto a causa del hecho de que los rectangulos ADBBEA deben ser de la
misma forma pues igualdades de angulos deben spetaglas, o que los
alumnos con la ayuda del profesor observan, asiocdas angulos

complementarios.

Los alumnos lo encuentran pues con la
ayuda del profesor la propiedad de |los
angulos complementarios en un
triangulo  rectangulo. Lo  mismo
descubrimos con los alumnos |os

F
T\ —¢— | triangulos rectangulos semejantes: ABC;
| AEC; ABD; BDF; y otros mas
Figura 6 pequenos.

Lo mismo que, simultaneamente, tenemos la iguakiad= ED, ademas que
(EC) y (BC) son obligatoriamente perpendiculares.

Pues debemos actuar simultAneamente, por ejenplalistancia AB y la
posicion de la recta (AC). Entonces (BD) es deteachd porque debe ser
perpendicular a (AC) y (EC) debe ser perpendicular (BC).
Aqui los alumnos hicieron la buena geometria yised cuenta de la dificultad
en resolver este problema soélo por la geometriaadghento es bien preparado
para darse cuenta del valor del método algébrico.

Fase 3Los alumnos con la ayuda del profesor aplican étodo algébrico a
partir de las medidas, a partir de la igualdadader¢laciones y de la utilizacion
de una incognita.

Utilisamos una figura solucién en la cual escogepwsejemplo la longitud AE
como la unidad, pues AE = 1 luego una incognita=AB
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Escribimos la relacion AB / AE = x/1 en el rectaligECB vy (x+1) / x en
el rectangulo ADFB.

Los alumnos se interrogan: ¢ cuanto vale est@idela cuando los dos son
iguales? Para esto el profesor los invita a tratgsroblema con la ayuda de
funciones. La igualdad de las relaciones condulos alumnos a escribir que
X 2 = x+1.

Pues definimos las funciones f y g con f(x) = x 2g (x) = x+1 donde x esta un
valor positivo y buscamos con GEOGEBRA y con un@a lde calculo un valor
aproximado de x.

He aqui ayudandose de GEOGEBRA encuentran, posauieion de las curvas,
el valor x = 1,62.

.= GeoGebra g |

Fichier Editer Afichage Disposiions Options Outils Fenétre  Aide

L} i ) om . il j
[% 4 E /_.' ,-x-“_ '-..__' ®= "\'_/1 =4 x_ ABC% ‘_ ‘$’_ glfé?;ftfnmn:);Z?Jf;;g:;ushé;isrémemDu cliguer sur leur intersection
Algehre (=== |Graphigue ) g
= Objets libres &
' 9 f(x) = x*
Jgisi=x+1
= Ohjets dépendants 5

e = {062, 0.38)
Ll B=1{1.62, 2.62)




Capitulo I-1 Actividades variadas alrededodel numero de oro 11

M il S0 . 7
T - R 5 | Con la hoja de calculo los alumnos
a1 1,41 19831 241
7, 1.42 encuentran de nuevo el valor 1,62 que
a3 1,43 20449 243 ;.
=4 1.44 2 0736 244 hace que X 2 se es proximo de X+1, en
35 1,45 . ~
5 146 21316 2 45 efecto sobre la hoja de célculo
gg 13; 2 1904 2 48 obtienen 1,62 2 = 2, 6244 Yy 1,62"‘1
34 1,49 —
A0 15 225 25 - 2,62
41 1,51 co L
YF 152 23104 552 Observacion: ciertos alumnos pueden
o B 254 ser interesados por los célculos de| las
45 155 7 ,
s V85 2433 > 55 areas del rectangulo ADBF vy del
> e - 58 rectangulo AECB luego EDFC
- e - i guardando a AE = 1y AB = x |y
i oY . utilizando la igualdad de la suma dellas
53 1,63 A .
54 1,64 2 BE9E 254 areas.
55 1,65 A . _
= 1% 20 - Area de AECB + area de EDFC = area
57 167 :
5 - 5 de ADFC. En efecto, en colegio,
55 1,69 1: z 4
= I SgE 5= utilizamos a veces los calculos de 4rea
= L7 con relacibn a x. Si es el caso,
obtenemos otra ecuacign:
_ X+X2=x(x+1) vy
Figura 8
aprovechamos de eso para hacer
calculos algebraicos.

Asi como los alumnos lo demuestran, esta ecuasidemicada cualquiera sea
el nimero X, pues no es la ecuacién que deternainsollucion de nuestro
problema. Esto con el fin de que los alumnos afirm@s convencidos que es la
igualdad de la relacion:

AB / AE = AD / AB quien da la buena ecuacion.

Medidas dadas por GEOGEBRA: AE =1; BA = DE = DE,64.
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1.5

0.5+

T T
2 25

Fase 4 A partir de sus conocimientos en algebneedob calculos y las
identidades notables, trabajamos una resolucida eeuacion:
X 2 = x+1, el objetivo es encontrar un método peakular un valor de X,

solucion que obligatoriamente debe ser un nUmesaiypo.
Observacion 1 los alumnos deben haber asimilado antes las itdeEs

notables y tener una buena familiaridad con losuta$ algébricos. Aqui, con la
ayuda del profesor, trabajamos primero la transhoran algébrica x 2 - x = 1;

- Luego la investigacion de x 2 - x como (X - 32y

- Por fin la transformacion de x 2 - x =1 coma: { 1/2) 2 - Y4 = 1
- Luego (x-1/2)2=1+ Y4 y por fin (x - 12¥F 5/4.

Tenemos dos posibilidades:

J5 1+4/5

: 1
Primero : x-—=— que da: x
2 2 2

1 5 1-+/5
Segundo : x—= —£ que da: % V5

2 2 2
En este momento los alumnos discuten sobre el sdgpaambos valores
encontrados y rechazan la segunda solucion pargersia solucion:

1+4/5

S
Observaciéon 2 aunque la formula general de la resolucion deamgcion de
segundo grado no esté en el programa, aqui en adhsmlegio estos calculos
son mas faciles comprender y sobre todo son jeatifis por una investigacion,

lo que motiva a los alumnos.
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Observacion 3 es un enfoque triple:

Geomeétrico

Resolucién de una ecuacioén por valores aproximados

Resolucion algébrica que es muy formadora y queesponde bien a un
objetivo de fin de clase de CSB.

Sesiéon 30bjetivo cultural

Historia de las artes y de las matematicas a trdgEésnimero de oro: he aqui
algunos ejemplos. (Para un estudio detallado dedasencias de Fibonacci, vea
el capitulo Il y [11-2).

1) Los alumnos son invitados a escribir
E _1 Eichier Edition Aaffichage In=se . . . .
. . términos de la secuencia de Fibonacci
; E— B 1 asi como la relacién entre dos nimeros
= 1 1 . .
3 - 2 consecutivos de la secuencia: |[un
5 5 PTRRE término dividido por lo precedente|y
. 1= 1 625 . ., . .
B 211 151535452 verificar que este relacion tiende hacia
10 a5 1 61764705 s
11 89 161818182 el numero de oro.
12 144 1 B1797753
1= 233 1 612805555
e 10 181803714 (Tenemos ya 13 / 8 = como 1,625 y|un
165 == 1 B1803279 .
17 1507 1£1505445 truncamiento es  1,61803398875).
19 4151 1. 6123034065 . , e . 7
20 5755 151803395 Trabajaran también en hoja de calculp.
21 10945 1 613034
22 17711 1. 612803399
23 28657 1. 612803399
. | ARERA 1 RAARMNE=ESS

2) Los alumnos encuentran, en investigacion doctahegque el nimero de oro

vale 15

2
Pueden entonces realizar una construccion geomékeicrectangulo de oro con
la ayuda de los instrumentos. Por ejemplo utilipaaldteorema de Pitagoras en
un triangulo bien escogido para obtener desdarmipio/s unidades.
Los alumnos buscan en Internet y en el centro deatahdel colegio con la
ayuda del profesor de artes plasticas informacisnbge el nimero de oro en el
arte.
Verifican por las medidas que ciertos relacioneslan obras de arte dan
aproximaciones del nimero de oro.
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Por ejemplo sobre una foto de cara del Partenonrmechlcular la relacion
entre la longitud y la anchura del rectangulo wazaobre la foto y quien
exactamente rodea el Partendn. (Vea también dldapli).

Conclusion

He aqui un trayecto posible de los alumnos en mlggpbre una secuencia de
tres sesiones que hay que hacer en equipo comfespr de artes plasticas en
CBS.

Asi como usted lo comprobo los alumnos trabajamgn® en un universo
experimentable y poco a poco segun las preguntasilaas un universo
formalizado donde logran resolver el problema destraccion de un rectangulo
de oro. Encuentran asi el famoso nimero de orcsgulbeen queste niamero
atravesO la historia de las artes y las religionefiasta nuestros dias.
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Capitulo 1-2
Construccion del "rectangulo de oro" a partir de un angulo de 72°
Propiedades del pentagono regular, trayecto sobre
el "triangulo de oro" y el "triangulo sagrado de Pitadgoras”
por Ruben Rodriguez

Nivel: CBS, aficionados advertidos

Objetivos: a través de un trayecto de actividades los alumnos
reinvierten propiedades de la geometria, desanrddla capacidades
de investigar, de modelizar, formalizar a través mtepiedades
geomeétricas y también propiedades del algebracwaalaarse.

Palabras claves numero de oro, rectangulo de oro, proporcion,
angulos complementarios, triangulos de "la mismam#&d, las
propiedades algébricas del calculo literal, lastid@des notables, la
raiz cuadrada, las ecuaciones.

Material: papel encartonado, instrumentos de geometriaadije
computador, software de geometria, por ejemplo, GEBRA.
Observacioén: en este trayecto alrededor del rectangulo de o n
parece indispensable, del punto de vista culturéhny geométrico,
encontrar una construccion a partir del triangu® ao y del
pentdgono regular, lo mismo que encontrar el niundermro en el
"triangulo sagrado” de Pitagoras.

Fase 1Nosotros trabajamos en la construccion del pentgegular

60
a partir de los angulos de medig%f =72,

Vamos a irnos en esta fase del analisis por loswads de las
propiedades del pentagono regular para poder eacamt programa
de construccion.

Particularmente utilizamos dos propiedades cariatts:

- El pentagono regular es inscriptible en un cagul

- Todos sus lados de misma longitud. Asi como otrapiedades
como, por ejemplo: los angulos al centro corresyones a cada lado

tienen las misma medi%Gi): 72°.



16 Jugar y aprender con el nimero de oro

Los alumnos encuentran

programa mas facil: el que tra
un circulo luego los cinc
angulos de 72° en el centro cuy
lados encuentran el circulo en
vértices ABCDE del pentagon
Los alumnos entonces s
invitados a deducir de eso
naturaleza de los cinco triangu
y las medidas de sus angul
Reinvierten asi sus competeng

en geometria. Los  cing

triangulos son isdsceles y g
angulos a la base miden 54°.

Figura 2

Analizamos luego otro
programas, por ejemplo el que
va del trazado de una diagotl

del pentagona.

Con los alumnos llegamos a
construccioén siguiente:

1)Trazamos un circulo de cen
O

2) Colocamos un punto A sob
el circulo y trazamos una sen
recta [AO) luego un angulo ¢
18° teniendo esta semi-re(
como lado.. La otra parte de e
angulo corta el circulo sobre C
3) Trazamos el punto D simétrif
de C con relacion a la recta (A
4) Completamos el pentago
regular transportando la longitl
CD.

el
za
0
/0S
0S
0.
on

0S
0S.
las
0
us

S
se
nal

[ro

re
ni-
le
sta
ste

o)
D)
no
ud
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Observacion: los triangulos tales como ACD son dichos "tridogul
de oro", porque contienen el "nimero de oro", cdonwveremos mas
tarde con los alumnos.

Fase 3 el numero de oro en el pentagono
Cuando los alumnos construyeron bien el pentagegolar a partir

del angulo de 72°, nos interesamos por la proporenire la longitud
de una diagonal y la longitud del lado del pentéagon

Trazamos, por ejemplo, dos
tipos de diagonal [AD] y [BE]
que se cortan sobre G.
Observamos con los alumnos
gue los triangulos AED y AGE
son isdsceles y tienen dos
angulos  superponibles de
medida 36° y el tercero de
108°.

Lo mismo los triangulos ABG
y GED son isOsceles tienen dos
angulos de 72° y uno del 36°.
Los triangulos AGE y AED son

semejantes pues:

Figura 3

AD/AE = AE/ AG =
AE / (AD-AG).

Escogemos a [AE] como unidad, es decir AE = 1 yepuos:
AD = x utilizamos Iluego la igualdad de las rela@sn
AD / AE = AE / (AD - AE) lo que se escribe: x / 117 (x - 1).
Obtenemos: x (x-1)=1obienx2=x+ 1.

Cuya raiz positiva es el numero de oro encontratteriarmente.
Los triangulos lo mismo forma que ADC son llamatiss"triangulos
de oro".
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Pues la relacion entre la diagonal y el lado deeamtagono regular es
el namero de oro.

Fase 4 proponemos la construccion siguiente:

1) Trazamos un segmento [AB] luego dos perpendiesila (AB): una
sobre Ay la otra sobre B.

Trazamos a la mediadora de [AB] y un angulo det@@iendo un lado
[AB), el segundo lado corta a la mediadora D.
3) Trazamos el circulo de centro A y de radio A2 dqutercepta uno
de las perpendiculares de (1) en F.

4) Completamos el rectangulo ABGF y el cuadrado BGH
Entonces los rectangulos AFGB y AJHB son dos regtis de oro.

J F

\- T

Figura 4

Los alumnos argumentan a partir del nimero de ocordrado en el
trabajo con pentagono regular: si se toma por derapAB = 1
entonces la proporcion AF / AB es igual al nUmezmb.

Fase 5

Los alumnos son invitados a buscar informacionbsesel numero de
oro, el tridngulo de oro y el pentagono regularrelacion con la
historia de las artes, la arquitectura, la nataealeel nimero de oro...
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He aqui algunas informaciones que puedan susciter s alumnos
la envia de demostrar todavia la validez de otoastoucciones que
contienen el nimero de oro.

Figura 5

1) Método antiguo a partir de los

angulos

He aqui un método de construccion gque
no es muy conocido. Puede ser mas

antiguo, porque utiliza los angulos,

pues supone buenos conocimientos
Astronomia. Trazamos un circulo
centro A y de diametro [BD] de medi
2, luego un angulo de vértice D,
medida 36° cuyo segundo Ila
encuentra el circulo sobre E. Enton
el segmento [DE] tiene como medidg
ndmero de oro.

en
de

de
do
ces
| el

Esta figura es uitada pari
Pentagramas que S&nw para
construir el Poliedro famoso d
Durer, en su cuadro "Melancolia
en 1514.

Los alumnos pueden demostrg
con la ayuda de profesor
calculando primero el coseno de |
en la figura del pentagono.

36°
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Figura 6: Aqui tenemos AH = 1/2 porque abeméegealo : AE=1

1445 f—

———. Entonces cos 3@"— :

AG =
2

2 1+45

2\/_14

Es decir la mitad del ndmero de oro.

vemos que Si BD=2,yaq

niamero de oro, pueden escri

1+4/5

2

Figura 6

Los alumnos observan que si se construye un radtarge tiene
para dimensiones: la longitud iguala al radio E@ ynchura igual a
AD obtenemos un rectangulo de oro.

2) El nimero de oro en 1&eometria sagrada”

Busqueda sobre "El triAngulo sagrado o de Pitaaoyas tiene para
longitud de los lados 3; 4; 5 en una unidad cualgisu circulo

Inscrito y sus bisectrices.

cos 36° es igual a la mitad del
ibir

Entonces en la figura precedente

ue

que ED / 2 es igual a la mitad del
numero de oro pues ED es igual
al nuamero de oro que vale

Figura 7

A

BA=3

Fase 1 Los alumnos son invitados a tré
el triangulo ABC (con una unidad
2cm), rectangulo sobre B, AB =
unidades, (es decir 6cm), BC =
unidades, (es decir 8cm), AC = 5 unida

(es decir 10cm).
Luego trazan las tres bisectrices, el circ¢

inscrito, los radios a los puntos
contacto de los tres lados tangentes.

ulo
de
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Obtienen asi un conjunto de triangulos que sortades a estudiar.
Encuentran cuales son semejantes, asi como otpiegades de las
figuras simples usuales que son incluidas en estdigura.

En "El triangulo sagrado de
Pitdgoras" el calculo de la
longitud de sus bisectrices
permite  reencontrar el
namero de oro. Al lado una
figura que los alumnaos
pueden obtener can
software GEOGEBRA.
Figura 8

He aqui una lista no exhaustiva de propiedades, gues alumnos,
segln sus competencias, encontraran y demostraran.

1) BHFG es un cuadrado

Las argumentaciones aqui son de una dificultadrdigeara los

alumnos de tercero.

2) Los triangulos AGF y AEF son superponibles.

Aqui la dificultad de la argumentacion es mediana.

i[dem para "los triangulos CHF y CEF que son supehpes”.

Luego triangulos semejantes como, por ejemplo:

Los triangulos ABD y AGF son semejantes, porquéres angulos de
ABD son lo mismo medida respectivamente que los &mgulos de
AGF. En esta familia de los triangulos semejantegden encontrar
otros, por ejemplo: FHD.

Fase 2
Invitamos a los alumnos que se interesen por caskecthz del
triangulo ABC y a hacer una figura simple con d&ssactriz
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Por ejemplo:

Aqui observamos
bisectriz (AD) pari
evaluar la distancia AD.
Sugerimos  trazar
perpendicular sobr@ a
partir de D con el fin d
poner en evidencia
otro punto P sobre
lado [AC] que esta en
misma distancia de |
bisectriz gue B.
Figura 9

Observamos que AP=AB=3yque PC=5-3=2.
Reflexionamos sobre el triangulo DPC que es seree@ririangulo
ABC, siempre con argumento de los angulos.

Podemos escribir que: PC/ DC = BC / AC, es decir:
2/IDC=4/5puesDC=5/2 y BD=BC-DC =425 3/2.

Los alumnos calculan con la ayuda del teorema tdgétias aplicado
sobre el triangulo ABD.

AD2 = AB2 + BDz2
AD2=32+(3/2)2=9+49/4=9 (1+ 1/4) =(8X5).

Y AD = g\/g Encontramos con los alumnéd + g =3 x 1;/75 .

Ahora bién BD =; entonces : AD +BD es igal a tres veces el numero de or

Observaciéon podemos invitar a los alumnos a verificar
experimentalmente por las medidas sobre su fi¢migye da:

8 / 3 = 1,6 que es una aproximacion por defectglac@rca del
ndamero de oro.

Observemos ahora la bisectriz (RC) y la longitud R&itamos a los
alumnos que aplican el mismo metodo que para lachiz
precedente.
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Bl= 90°

Figura 10

AS=5-4 =1
AS /AR =
AB / AC

Es decir:
1/AR=3/5
entonces
AR=5/3 Yy
RB=3-5/3=
4/3y
RC2=42+ (4] 3)2;
16 +16/9=
16 (1 +1/9) =
(16 / 9)(10).

RC:%\/l_:

gﬁxﬁ.

Los alumnos verifican experimentalmente estos taso$ por las
medidas sobre el papel o con la ayuda del softB&@GEBRA. Los
alumnos dicen que RC no tiene una relacion tanlsiogn el niumero

de oro como AD.

Para acabar esta investigacion sobre "el triangagrado”, las
bisectrices y el numero de oro, calculamos la koiigde la bisectriz

[BT] del angulo recto de vértice B.

A

BA=x3

AC=5

Bv

Figura 11

BC=4

(9]

Si

perpendiculara (AB)
pasando por T
tenemos:

WT = WB ;

WT / (AB - WT) =
BC / AB, es decir:
WT /(3 - WT) = 4/3.
Entonces

SWT =12 -4WTy
WT=12/7.

Ahora Bngx/E.

trazamos F

7
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Los alumnos verifican experimentalmente con las idad este
resultado.

Los alumnos dicen que esta longitud de la terceactysiz no tiene
tampoco una relacion simple con el numero de oro.

Conclusion los alumnos dicen que solamente la bisectrizadgulo
opuesto al lado de 4 unidades del triangulo sagdad@itagoras tiene
una relaciéon simple con el niumero de oro.

Comentarios los alumnos encuentran en su investigacion dontahe
sobre el nimero de oro otras propiedades que atraarterés y que
enriguecen su cultura al mismo tiempo que encuenire imagen
mas positiva de las matematicas porque el niameroraehasta se
encuentra en la naturaleza.

Por ejemplo los alumnos pueden buscar si es veqiss la

disposicion de las flores centrales (o florones)lake girasoles o
margaritas, o semillas, sobre el receptaculo dilmgpirales. Estas
responden a reglas precisas y se disponen seadaredaion de las
agujas de un reloj, o sea en sentido opuesto, ogasnilmeros de
florones de cada tipo de espiral son constantesnyusos numeros
sucesivos de la sucesion de Fibonacci, (la sucegiénlos alumnos
pueden también estudiar un poco en tercera), monpp 34/21 o

55/34 o0 89/55 y comprueban que, 34/21 = 1,61 (aésamo cerca) lo
Mismo que otros cocientes.

(Para un estudio detallado de las espirales arlg@ctede consultar el
capitulo I11.)

Los alumnos encuentran en sus investigaciones dauams, que
aparentemente, el cuerpo humano también seriadtregor las

proporciones divinas".

Estos estudios deben ser fundados sobre obsereacestadisticas y
los alumnos pueden reinvertir sus competenciasséadisticas del
programa del tercero para estudiar este "mito" esodlr cuerpo

humano.

Anotemos que somos muy reservados sobre este @ongne, a

nuestro sentido puede ser fuente de posturas patificas.

Descubren también el término "divina proporcién'breo la cual

volveremos mas delante que emana de una preocopanés

matematica.



Capitulo I-2 Actividades alrededor del amero de oro 25

En efecto, el matematico Euclides ha, desde eéitesiglo antes de
J.C. introducido en sus "Elementos" la nocion dedia y extrema
razon" que sera asi designada mas tarde.

Se trata de secar un segmento en dos segmentgsuialesi de tal
modo que la relacion del mas grande al mas pegse@iagual a la
relacion del segmento entero al mas grande. (Ustedle consultar
por ejemplo el sitio en francés de la academia deeR (Francia):
http: // lycees.ac-rouen.fr/bruyeres/maths/prophitnal).

Volveremos sobre esta nocion en los capitulos A2 donde

desarrollemos el estudio de la utilizacién del niome oro en pintura
y en arquitectura.

Otra pista interdisciplinaria se encuentra entqgoesia, la masica y el
ndimero de oro..Por ejemplo en la musica de ladb@dalel poema de
Baudelaire (en francés) donde se comprueba un @mmnioso de
hacia de 8 pies y de hacia de 5 pies, (silabasidasg"e" mudos de
fin de hacia no son considerados) (y 8/5 = 1,6).

Que j'aime vaoir, Qué me guste ver, querida indolente,

Chere indolente, De tu cuerpo por muy bello,

De ton corps si beau, Asi como una tela inestable,

Comme une étoffe vacillantg,Espérera la piel!

Miroiter la peau ! Charles Beaudelaire
Annexo

Variante al triangulo sagrado: el "pequefio triAngulb sagradd
para la clase de la segundaria superior (por Darallles)

Les proponemos a los alumnos construir con GEOGEBRA
segmentos ortogonales [AC] y [AB], secantes A dedidss

respectivas, en valores acercados al centésimib:(a,éaben/a,) y

1,73 (a saberx/é,). Preguntamos entonces a los alumnos de cuales
ndmeros enteros estos valores son las raices ##sgmapn, podran
valerse de la calculadora (observacion didacticBnal de parrafo).
Luego de completar el triangulo rectangulo sobi@amobtenido y de
hacer fijar la medida de [BC] por el software, amcamos 2,23.
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Pedimos entonces si este valor aproximada no séride J5 al
centésimo, lo que es el caso. Tenemos pues uaté&ripbtable de tres
raices de numeros primos que definiesen a un triamgctangulo.

Les pedimos entonces a los alumnos de sugeris@nos otro triplete
de raices de numeros enteros que define un tiliarrgatangulo.
Basta evidentemente con anadir los primeros paranérar el tercero.

Asi : /3 , J4 (=2), J7 , verifican bién le teorema de Pitagoras,

entonces son las medidas de los lados de un tridngulo rectangulo.

1.73

1.41

A c=173 4=2

Sobre la figura al lado
donde representamps
ambos tripletes

encontrados, observam

que ambos triAngulgs

rectangulos construidos s
semejantes.

Le dejamos reflexionar
calcular ¢,Que relacidon h;
entre las areas de amk
triangulos?
Respuesta: Estan en

proporcién.\@ :

[0S

olp

Yy
Ly
0S

na

He aqui el pequeio tema de reflexion

gque les pmpos a los

alumnos, a los profesores y a los aficionados.

"Encontrar todos los tripletes de numeros primogoclas raices
cuadrados permiten trazar triangulo rectangulo”.

Recordamos que (\/E :J3:4/5 ) es uno, pero (\/5, \/Z(=2), J7 )

no es bueno porque 4 no es un namero primo.

El tercer nimero de la sucesion de numeros prirrbge der la suma
de ambos precedentes, les aconsejamos pues ob&erueba de
Eratostenes en donde los ndmeros primos son iralcad rojo:
Diremos la técnica empleada en esta criba:
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Escribimos en un tablero de 10 lineas y 10 colugoasnimeros de

1 a 100, linea por linea.

Tachamos en este tablero sucesivamente los mgltg#o2, 3, 5 etc.
Es entonces facil visualizar los nimeros no tackadguienes son

primos.
2 (a3|a|s|s]|7|e|e|w]|ld Podem(?s tent
: tres  ndmero!
11 (42 (13|24 | 25| 46|17 | 48| 19 | 20 | | primos impares
2t (22|23 |24 |25 || || 2@ |20 ¢, NO (Por qué?
| - Uno de los tre:
N[k |_3":' 25| 4B | 97 | 28| 28144 | pues es par, |
a1 | az-| 43 | 44 | a5 | 286 | 47 | a3 | a5 | 50 | | SOl0 posible e
—te i_.-.—-.-_ T - | T 2’ pues e
54132 83545596 |37(58) 83801 primero es dos
61 |62 |63 |54 | 65| a6 | 67 | 68 | 6o | 70 | | @ambos
= ot - siguientes s
71| #2 |73 |74 |35 |36 | 37|38 | 79|80 | | giguen a 2
B |82 |83 |40 |85 | B | 87 | &8 | 89 | 5o | | Ccerca.
=1 = . Encontramos:
ot |92 o2 |04 |08 |ge |97 o8| a0 48] 1] 13);
(2,17,19);
(2,41, 43) ;
(2, 71, 73).

Invitamos a ustedes a buscar sobre internet la dstlos niameros
primos hasta 10 000 para encontrar otros. Repaasest como en la
espiral de Teodoro los primeros tripletes.
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7\

AN
/
~ / \ o

racine(9)=3
r
AN

i} -
g

He aqui dos tripletes encontrados en el sitio mheacion:
Http: // noe-education.org /

((2, 21191, 21193y 2, 21557, 21559). Mas genenaledos tripletes
de numeros primos que responden a la cuestion sola dorma:

(2! p'2’ p)
Observacion didactica

Cuando se inicia a los alumnos la nocion de raadi@ada, esta de uso,
o de calcular en primer lugar, la raiz cuadradaideimero entero
con la ayuda de la calculadora, o de calcular pstauna division
euclidiana poco ensefiada en nuestros dias y qoedaseos, pagina
siguiente.
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Para el placer de ver chuevo cosas "queridas viej* he aqui el
método propuesto por T. Eveilleau:al programa del diploma
estudios primariosestudiantes de 14 afos de e en 1910! En
Francia).Le aconsejamos ejercita.

247, — Soil & exleaire Lo raciue carrée de 1 389,
13 .8 9 37

L 8.9 1767

04 7
2 ¢ 469

Le plus grand carvé contenn dans 13 est 9, dont la racine
carrée est 3. Jo pose 3 4 ja rvacine: — 3 fois 3 font 039
Otés de 13, 1] reste &.

Jabaisse la tranche spivanle, 89. — Je sépare le ehiffre 9
sur la droite de 489 ; jo double le chiffre 3 de la racine, ce
qui fait &, et jo dis: En 48, combicn de fois 82 1l y est 7 [ois.
Je place 7 4 la droite de la racine, ce qui [4it 37, el a la
droite de 6, ce qui fait 67, et je muitiplic 67 par 7. Le pro-
duit 469 pent se retrancher de 489, et donne 20 pour reste.
Ce resie 20 n'est pas plus grand que 2 fois 37; dDI’llf lc chif-
fre 7 est bon. Donc la racine cherchée esl 37, 4 moins d'une
nunite.

iEn cambio el problema reciproco que consiste en eadial los
alumnos encontrar, a un numero dado decimales ,cetcaimerc
cuyo numero dado es su raiz cuadrada jamas es, eatro
conocimiento, puesto, aunque a la reflexion, nodsiézl! jEn efecto,
bada con ascender el numero a la pote 2! Justamente, ya que no
dificil, pongamosloen efecto es un gran principio de didactica:d:
la reciprocidad, decimos tamb reversibilidad. Un problema seré c
tan mejor asimilado como habra sido estudiae modo directo y d
modo reciproco.
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Capitulo I -3

Variantes sobre el trayecto
alrededor del niUmero de oro en CBS

Por Ruben Rodriguez
Nivel: CBS y aficionados

Objetivos: a través de un trayecto de actividades variammallmnos

reinvierten propiedades de la geometria, desamnrddla capacidades
de procurar, de modelizar, formalizar a través depipdades

geomeétricas y también propiedades del algebraestinaarse.

Palabras claves numero de oro, rectangulo de oro, informe,
proporcion, angulos complementarios, triangulos 'tBe misma
forma", las propiedades algébricas del célculoditdas identidades
notables, la raiz cuadrada, las ecuaciones.

Material : papel encartonado, instrumentos de geometriarasij
software de geometria.

Primera variante

Podemos también hacer otra construccion sobre aliggna que se
vaya del cuadrado. Les distribuimos a los alumadgylura mas lejos
y les pedimos encontrar un modo de construccion.

Luego les pedimos, con software de geometria, @onsun
rectangulo de oro a partir de un cuadrado.
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E ¢ E
A 0 F
1 sobre papeaduadrilladc Figura 2 sobre paf unido

Les proponemos a los alumnopartir del cuadrado ABCD dibujac
construir dos rectangulos: un gran ABEF y un pfio CEFD que
sean de la “mismeorma” designamos pdD el medio de [AD] (figur

1).

El problema didactico es:¢, como dar sentido aedstzion de On el

medio de [AD]? Elsentidc que se puede dar en el tercer paso p

algebra porque en cuanto escogi6 O medio de [AB],pesible
justificarlo por calculos, en esta cl.

La construccién propuesta es la siguierpartir de un cuadrad
ABCD, prolongar el lado [AD] que se rta con circud de centro O
de radioOC para obtener el puntc, luego complet: el rectangulo
DFEC (ver figura 2).

Calculos:Se prende por ejemf AB = 1.

SecalculaOD=1/2 0OC2=0D?+ DC2 Lo que da:
OC2=(@0/2)2+12=Y%+ 1 =5/y entonces OC :\@)/2.
EntoncesAF = 2 + 1\/5) / 2 = (1+ \/g) /| 2 y se calcula s

proporcionesAF / AB et EF / DF. TenemodAF / AB = (1+ \/E) /2
porque AB=1;

De otra parte DF :\(g) /[2-1/2 = (\/E_ 1)/2.Lo que d

EF/DF:1/((\/§—1)/2):2/\/E—1).
Se propone de verificar
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AF / AB = EF / DF.Los alumnos con el profesor dicen que e:
mismo que verificar ¢ AF x DF es igal a AB x EF.Se calcula
después: AF x DF =

1+V5)/2 x(V5-1)/2=(5-1+5-N5) /4= 4/4=1

Y AB x EF =1 x 1 = 1Entonces las proporciones son iguales y
rectanguloABEF et FDCE tienella “misma forma”.

Variante 2 podemos también hacer otra construccion dinamice
software GEOGEBRA sobre \problema que se va del rectanc

: Cuando los alumn
analizaron bien la figu al
lado, y cuandt

, comprendieron bien que

f ‘ angulo recto ere las rectas
(AC) y (BD) era una
condicibn necesaria ara
que los triangulos AC vy

8 ( F

1. o ' : BDF sea semejantes

Figura 3 podemos_ tratar una
construccion con softwa
GEOGEBRA

@] GeoGebra |z‘ ‘E”E|
Fichier Editer Afichage Options Outils Fengtre Aide

Intersection entre deux objets
Sélectionner deux objets séparément ou cliguer sur leur intersection -

[C3) Chiets libres

@ Ohjets dépendants
-@ A=(0,3)

- @ B=(0,0)

- @ C=({197,0)

- @ D=(4.57,3)

- @ 1={1.38,0.0)

- @ 0={0,1.5)

@ ax=0

3 y=3
D ex - 157=225 b
@ d:21%+ 1.38y=4.13 ¢
O distanceaC =3 d

- @ er-0.9%+1.38y =0

- @ fiy=0
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Partimosde un angulo recto A y de un punto B sobre unadéados
del angulo recto, la distancia AB siendo tomado pordad 1
Observando que el angulo las rectas (AC) y (BD)lebe ser derech
trazamos un semicirculo de diametro [#

Mas tarde escogemos un punto | variable sobre mlicgeulo
Luego le trazamos un perpendicular a (AB) que pasd, que cort
la recta (Al) sobreC. Larecta (A) corta la otra parte del arlo recto
inicial sobre D.

Por fin trazamos el punto E con el fin de que ABSe& un rectangul
Evaluamos las distancias ED y AB por GEOGEBRA, ol@s®os qu
no se parecen iguales.

Hacemos mover el punto | que es atado al semioifcasta que le
distancas ED y AB seariguales.Luego completamos el cuadra
EDFC.

Obtenemos asi dos rectangulos de oro ADFB y Al

Los alumnos pueden demostrie nuevo, tomando

AB = 1 entonce€D = 1y, como los triangulofABC et BAD sot
semejantes que:

AB/BC =AD/AB.

@ GeoGebra | =3 | £|
Fichier Editer Afichage Options Outils Fenétre Aide

Q @ @ om el 5=2 "}’ Intersection entre deux objets D
3 3 e/ i | L _'_v 3 Sélectionner deux objets séparément ou cliquer sur leur intersection P

IC3) Objets libres X a q h
|3 Objets dépendants
L@ A={0,3)
@ B={0,0)
@ C={1.85,0)
=@ D=1(4.85,3)
3 E={1.85,3)
= @ F=(4.85,0)
@ 1=(1.34,0.83)

(>

A%

2 0=(0,1.5) A E

<4 ax=0 b ED=3
D iy=3
D Cixi4ly- 15y =225 d
D d:2.17% + 1,34y = .02
O distanceAC = 3 L

© distanceED = 3 hB=3
J e -0.83x+134y=0
2 fiy=0

Jgix=185 f B c
# hix=485
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Observaciéon asi como usted lo ve este trayecto sobre el raher
oro y el rectangulo de oro es muy rico y permigbajar un gran
namero de capacidades de los alumnos en geometria.

Variante3 propuesta por Danielle Salles

Siempre es interesante proponer a los alumnosctag/aliferentes
para estudiar el mismo problema con el fin de agfagaa construir
bien sus psicomorfismos. Asi les proponemos a vades alumnos el
problema resuelto, a ellos de demostrar la exactitle los
razonamientos.

Podemos proponer a los alumnos la versiéon sigujgmtelegado en
forma de adivinanza, les distribuimos a los alummoa hoja fuerte
sobre la cual es dibujado un cuadrado ABCD, acoag@ipor el
"modo de empleo” siguiente:

Sea ABCD un cuadrado, por
primer pliegue trazamos €
segmento [IJ] que junta [
medios de dos lados opuestos.
el segundo pliegue, trazames
Por el terc

D ! c

\
7 \
/ \
/ \

P3segmento [DJ].

pliegue prolongamos la recta

»s (AB) a la derecha de B. Por

cuarto pliegue trazamos |

bisectriz déCDJ la que encuentra

Les pedimos entonces las alumno¢/@ recta (AB) sobreE. Por e
efectuar el plieguey justificar estequinto pliegue trazamos a EF

construccion.

perpendicular a (AB) sobre E.

Indicamos los pliegues por su orden

Pn

Adivinanza:

¢Cual es la naturaleza de
cuadrilateros AEFD y BEFC?
Respuesta: son rectangulos
oro.
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La semirrecta[DE) siendo la

| 8 bisectriz de CDJ, los &ngulos
- . CDEyYED. son iguales
/ol =000 (superponibles)..
|

L —

siendo paralelosCDE es igual a

DEA. EI trigngulo DJE e
o entoncesisoscele de veértice J y
JE = DJ. Ya que:
AJ=AB/2yAD =AB;
El rectangulo AEFD ¢ de oro.
Teniendo en cuenta que esta demostracion muy someleonsiste €
trasladar por pliegula longitud: DJ sobrea recta(AB) a partir de J
podemos proponer pliegue mas simple:
Conservamos los tres primerpliegues luego por urpliegue con J
fijo y trayendo D sobre [AB) obtenemos el punto tEadamos, d
hecho, la bisectriz del angulo DJ
Acabamos como anteriormente para obten
El nimero de pliegsees lo misme

|
/ \ . Los segmemts [DF] y [AE]

\
N

P2

Variante 4. Unaconstruccié que utiliza las medak proporionales.
Recordamos queuando se constru los rectanguls ce oro AEFD y
BEFC, estos tienen sus medidas de sus lados proporcir:
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AE / BC = BC / BE =(1 +\/§)/2 (El nmero de oo Pues, si ya se

dispone de un rectangulo de oro construido, set&dasante podt
construir geométricamente rectangulos sucesivosradale pequefi
lado impuesto por ejempl

Comencemos por recordar a una técnica que utilizzoeema d¢
Tales para comalir longitudes proporcionale

Propusimos en otro trabajo el problema sigu.

Variante 5: una construccion que utiliza las medidas projpoaie:
Recordemos que cuando se construye los rectandeloso AEFD
BEFC, éstos tienen las medidas proionales de sus ladc

AE / BC = BC/ BE =(1 +\/§)/2 (el nmero de oloPues, si ya se

dispone de un rectangulo de oro construido, set&xdasante podt
construir geométricamente rectangulos sucesivosradale pequefi
lado impuesto por ejemplo. Comencemos por recaadana técnic
que utiliza el teorema de Tales para cruir longitudes
proporcionalesPropusimos en otro trabajo el problema sinte:

¢Siendo dado un triangulo de bas

y altura h, como construir

triangulo lo mismo éarede que la

base b ' es dada y diferente de

¢,Podemos hacerlo con la reglzel

transportador (compas a pur

. 1) secas)?

Solucion tracenos dos secant:

) rectss desde O: (X'Ox) y (Qy).

i Sobre [Ox') traslademos a partir de

H! las longitudes b de extremidad B y

.0 de extremidad B ', sobreOy)

e b g *traslademos la longitud de
extremidad H.

Tracemos la rectéB' H) luego larectaparalela a (B' H) que pasa |
B.
La interseccion de esrecta on [Oy) es anotada H'y l¢' = OH .
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Por el teorera de Tales tenemos h'/h=b /b’ de donc' = bh
pues el area de los triAngulos de basy de altura la' es la misma
gue el de los triangos de base b y de altur.

Esta construccion es facilmente realizable a gla y al compas
puntas secas, como mostramos en nuestra obiNuevas racticas
de la geometrlaediciones del IREM de Bas-Normandie

Pues construimode modo simple t "cuarta proporcional" de tre
longitudes dadas. Observamos que las proporciooasirs/ersa:
proporciones delas acostumbradas utilizadas en los triang
semejantes ya que aqui se trata de célculo de poe: son los
productos que deben ser conserve

Sin embargo esta técnica puede ser fructuosa parestrair
rectangulos sucesivos de , luego comparar el crecimiento de
longitudes de sus lados de sus areas.

Asi supongamos que ya hayamos construido un rad@@re orc
ABEF por uno de los métodos precedentes por lo @aiun cuadrad
ABCD.

Es facil continuar las construcciones prolonganadléado [AB] de
una longitud igual a BE para obtr el rectangulo de oro que sigue
punteado.

Al 2, B 1?' Por definicién de rectangulo d
I U : oro las relacione de los lados d
2% | I los rectangulos sucesivos de ¢
N ' DC /CE; FA/ FE, FE/ B
.G | >%* deben seiguales entre ellos yal
Do NG 1. | :
T i | nombre de oro
AN |
| [ SO SE

FF 2 E E 9
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Porejemplo:E:(HH\/gjx 1 :{&jx 2_ -

'B' 2 1+\/§ 2 1+\/§
2
3+45 (3+\/§)(1‘\/§) _3+5-35-5 _ 2425 _ 1445
1+4/5 —4 —4 2 2
¢, Como estan los aires de estos rectangulos asiuwidos?
~1++/5 1+45

El méas pequefio tiene para aire2 , el siguiente 2 , el tercero:
1+2J?3x 3+£/?3: 8+j\/_5:2+\/§.

Estas areas no respetan la proporcionalidad dedos respectivos y
se plantea una cuestion interesante: ¢podemosrdeegeacesion de
las areas?

Otra cuestidon que se inspira en la planteada estnou@equeno
problema sobre los triangulos: ¢podemos constraci@s al teorema
de Tales un rectangulo de oro de lado pequefio istpRie

Conclusion de los articulos de los capitulos precedies un
trayecto rico e interdisciplinario alrededor delnrero de oro en la
ensefianza de las matematicas contribuye al ddearel las
competencias geométricas y también los valoresiraldis, la estética
de las formas. Es la investigacién que da otra @ a los estudios
matematicos en el colegio y no hay que vacilar i@arsgo a transmitir
a nuestros jovenes alumnos, este amor para labejlee existe en las
matematicas, entre las que el numero de oro, tgalo de oro, el
triangulo de oro, el triangulo sagrado son solbelio ejemplo.

-0-
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Capitulo Il Matematicas e Historia del Arte

Actividades transversales alrededor del nimero dero
por Abderrahmane Nitaj

Actividades transversales en Matematicas, Artestipks, Historia-
geografia, Tecnologia.

Instrumentos: procesador de textos, Hoja de calculo, instrunwedée
geometria.

Palabras claves: matematicas: raices cuadradas, Teorema de
Pithdgoras, Trigonometria, Rectangulo, Triangulgpias Pentagono
regular, Sucesiones de Fibonacci, Piramide

Parte I. El nimero de oro
Parte Il. EI nimero de oro en la geometria.

1. El rectangulo de oro.
2. La espiral de oro.

3. El triangulo de oro.

4. El pentdgono regular.
5. El octégono regular.

Parte Il . El nUmero de oro en la pintura.

1) El sacramento de la Ultima cena, por Salvaddir Da
2) El Hombre de Vitrubio por Leonardo de Vinci.

3) El nacimiento de Venus por Sandro Botticelli.

Parte IV. El nUmero de oro en la arquitectura.
Parte IV. El nUmero de oro en la naturaleza.
Parte V. Calculos con el nUmero de oro
Parte VI. El mito del nimero de oro

Enlaces utiles: documentos:
http://accromath.ugam.ca/contents/pdf/lenombredbr.p
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Film: http://www.dailymotion.com/video/x5uzbz video-lembre-
dor-tpe-marc_creation

Film: http://www.dailymotion.com/video/x8xxkx le-nombred
113 creation

Y también el muy interesante articulo de Edouarchku
http://edouard-lucas.clg.ac-
amiens.fr/IMG/pdf/les_nombres_dans_| art.pdf

Parte I. El numero de oro.El valor exacto del niumero de oro es

1++/5
5
Es a menudo designado por la letra grigiga "
A) Historia: ¢buscar por qué el nimero de oro es designadjg?por
B) Matematicas
A) Calcular y expresar un valor aproximado¢da 0,001
B) Calcular y expresar el valor exactodifeen funcién dep
C) Calcular y expresar el valor exacto ¢ie¢l, en funciéon dep
D) Deducir que¢® = p+1.

Parte Il. EI nimero de oro en la geometria. La Divia proporcion

A) Matematicas

Llamamos divina proporcioén la relacion que permite dividir un
segmento [AB] en dos segmentos [AC] y [CB] de tadm que

"El cociente de mas grande al mas pequeino es &juaiciente del
total al mas grande

Ver también el muy interesante articulo de Edoubautas (en
francés):

http://edouard-lucas.clg.ac-
amiens.fr/IMG/pdf/les_nombres_dans_|_art.pdf
Aqui una figura que representa esta division, lacnisted la
propiedad en la forma algebraica.

A C B
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1) Elrectangulo de oro:

A) Buscar la definicién de un rectangulo de oro.
B) Dibujar un rectangulo de oro:

Trazar un cuadrado ABCD de 6 cm de lado.
Colocar el punto K, medio de [AD].

Colocar el punto E de la semirecta [AD) tal como&EKC.
Colocar el punto F tal gue DEFC sea un rectangulo.

C) Vamos a mostrar que ABFE es un rectangulo deRara esto:
) Calcular a KD.

Il) Mostrar que el valor exacto de KC KC = «/E(en cm).

lII) Escribir a KC bajo la formaa\/T) con ay b enteros (b el mas
pequeio posible.)
I\VV) Calcular el valor exacto de AE.

AE
V) Mostrar qgues—=
) que- = ¢

2) Laespiral de ora (hacer un dibujo a la escala)
A) 1) Trazar un rectangulo ABCD tal
como AB=89cmyBC=144cm. |8 E c
i) Calcular a 0,001 y deducir de eso
naturaleza del rectangulo ABCD.

B) i) Trazar el cuadrado ABEG. Fl H
i) Calcular a EC.
iif) Calcular a 0,001 y deducir de eso|a R D

naturaleza del rectangulo ECDG.

C) i) Trazar el cuadrado ECJF.

i) Calcular a DJ.

1) Calcular €P a 0,001 y deducir la
EC

naturaleza del triangulo DJFG.

d) i) Trazar el cuadrado DJHI.
i) Calcular 1G.

iii) Calcular®? 2 0,01 y deducir la
IG

naturaleza del rectangulo GIHF.
e) Trazar el arco de circuiy de centro H.
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f) Trazar el arco de circu JE de centro F.
g) Trazar el arco de circu/eade centro G.

h) ¢ Cual es la figura obtenida por intermedio dealoss de circulo?

Buscar la definicion del triangulo de oro
Consideramos el triAngulo HMI, isdsceles de vélidce
talque IH=23,3cmelIM=14,4cm

) Mostrar que a 16 , HMI es un triangulo de oro.

II) Mostrar que (HP) es la mediatriz del segmemitdj [

lIl) Calcular la medida del angu HIPa 1 grado
I\VV) Calcularle el anguliiHM a 1°.

4) El pentagono regular. /

El pentagono es un poligono que tiene /
5 lados. /
El pentagono regular es un poligono /
regular de cinco lados.
Esta inscrito en un circulo y tiene 5 angulos /

al centro de la misma medida. ¥

Consideramos un circulo de radio OA =5 cm y urtgmpmno regular

ABCDE.

Sea [OH] la altura del triangulo OAB de vértic
A) Mostrar que la medida de un angulo al cen
es 72°,

B) Calcular la medida del &ngLAOH.
C) Calcular OH a 0,001 .

D) Calcularle AB a 0,001 .

A

E) En el triangulo rectangulo DHA, calcular
AD a 0,001 .

F) Mostrar queﬂ =0
DC

C

5) El hexagono regular.
El hexagono regular es un poligono que tiene 6slac |

de la misma longitud.

A
Y esta inscrito en un circulo y tiene 6 anguloseaitro \/\/
E T F
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de la misma medida.

Consideramos un circulo de radio 5 cm.

A) Mostrar que la medida de un angulo al centro es
60°.

B) Calcular las medidas de los angulos.

C) Deducir de eso la naturaleza del triangulo OAB y
longitud AB.

D) Trazar figuras geométricas en la imagen sigaien

Parte Ill. EI nimero de oro en la pintura.

1) El sacramento de la ultima cena, el Salvador. Dal

La pintura de esta pagina, de Salvador Dali esdtin'El sacramento
de la dltima cena”.

A) Artes plasticas resumir en 4 lineas maximo la vida de Salvador
Dali.

B) Artes plasticas describir en 4 lineas maximo la pintura mas arrib
C) Matematicas describir la figura geométrica del plano que ede
la persona central.

D) Matematicas describir la figura geométrica del espacio, falma
por pentagonos, que rodea la escena.

E) Artes plasticas describir otra pintura célebre de Dali.

3) ElHombre de Vitrubio, Leonardo da

Vinci La representacion al lado derecho es muy célebrdglaida a
Leonardo da Vinci.

A) Artes plasticas resumir 4 lineas maximo la vida de Leonardo da
Vinci.



44 Jugar y aprender con el nimero de oro

B) Artes plasticas describir en 4
lineas maximo esta pintura.
Matematicas describir las figuras
geometricas que rodean al personajef s
central.
\

C) Matematicas ¢, trazamos una ,
estrella sobre esta pintura, Como |
\
i
I

encontrar con precision el centro del;
circulo circunscribe?

D) Artes plasticas describir otras
realizaciones célebres de Leonardo ﬁ
da Vinci.

El nacimiento de
Venus,
por Sandro Botticelli

A) Artes plasticas:
resumir 4 lineas
maximo la vida de
Sandro Botticelli.

B) Artes plasticas
Describir en menos de
4 lineas esta pintura.

Matematicas las dimensiones originales de este cuadro son de
278,5 cm y 172,5 cm. ¢Cual es la relacion entre esadro y el
ndmero de oro?

Parte IV. El nUmero de oro en la arquitectura.

1) El Partenon, Atenas

A) Historia: decir cual es el periodo histérico de construcaléh
Partenon

B) Geografia: situar conbastantegorecision la ciudad de Atenas en el
mapa abajo.
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C) Matematicas: decir el nombre de tres matematicos griegos
célebres en el programa de matematicas del CBS.

cika H-_—_w- —— bﬂi%& = ﬁiﬁ

v Lk LA GRS

D) Matematicas buscar las
dimensiones reales del
Partendn, determinar la relacion
con el

namero de oro.

2) La piramide del Louvre

A) Historia: dar el periodo de EEE==
construccion de la piramide def =

Louvre.

B) Geografia ¢, En cual pais se encuentran las mas célebres
piramides del mundo? ¢ Cual es la capital de e$€ pa

C) Matematicas:buscar las dimensiones de la piramide de Kheops.
Altura; naturaleza de la base;
dimensiones de la base

Dar la formula del volumen de una
piramide

Calcular el volumen de la piramide d
Khéops

Estimar su peso suponiéndola llena \
densidad de las piedras igua.a

““:::"lllllllllllll

D) Matematicas consideramos
piramide regular aqui al



46 Jugary aprender con el niumero de oro

lado con una base cuadrada: BC = 230.400 m, S4658 m
donde H esta el centro del cuadrado ABCD

Anotamos M el medio de [BC]

¢,Cual es el tipo del triangulo SHM? Calcularle a &®M001.

2
Mostrarque(S_Mj ~ ¢ a0,001.
SH

3) Recogida histdrica: medidas en la Edad Media dérancia

Los constructores de catedrales de la edad medmlban medidas
"moviles" gracias a indicaciones relativas a saz s, o que era muy
practico pero un poco aproximado. Las numerosasopas conocen,
hasta en nuestros dias, la medida aproximada (Jecn paso, de su
brazo y de sus dedos estirados para obtener metjdaso modo”
utiles en la vida corriente.

En la edad media justamente cada uno media segimismbros, se
suponia que todos los adultos hombres tenian nwedidalares pero
€es0 es muy aproximado.

Citemos estas medidas, un poco diferentes seglgpdaa y los
lugares, en la orden creciente y su medida en cm:

- La palma (de la mano) 7,64

- La cuadra (la mano estirada) 12,63

- El empan 20

- El pie 32,36

- El codo 52,36.

¢, Respeta la relacion entre estas medidas sucésivadices n / (n-1)
la divina proporcionp? El término de orden n es igual a la suma de
ambos precedentes (Es decir los términos sucedmwsan una
sucesion de Fibonacci que estudiaremos mas premiganen el
capitulo V.)

4) La abadia del Thoronet en Francia(segun el libro de Robert
Chalavoux:

"NUumero de oro, naturaleza y obra humana", ediai@nhalagam)

A) Historia y geografia ¢, en cual region de Francia se encuentra la
abadia de Thoronet? ¢ En cual época fue construida?
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B) Matematicas he aqui el plan de la iglesia de este abadiaaridm
por unidad de medida la anchura de la nave, toraaldamitad del
espesor de las paredes, (indicada por una fleclde dgruesa),
encuentre medidas del

edificio en relacién con nimero de oro y su ingers

Parte V. Calculos con el numero de oro

Existen varias férmulas para calcular el nUmeroode Podemos
someter a un test algunos bastante facilmente aomdquina de
calcular o una hoja de calculo. El nimero de oreesiambién para
resolver ciertos problemas de matematicas comelgirdblema de la
reproduccion de los conejos.

La sucesion de FibonacciHe aqui el problema que propuso el
matematico italiano: Leonardo Pisano apodado Fitmna

"¢, Poseyendo inicialmente un par de conejos, cuanpases
obtenemos en doce meses si cada par engendra caslaimnuevo
par a partir del segundo mes de su existencia?"

A) Historia: resumir en menos de 4 lineas la vida de Leonasin®

apodado Fibonacci.

B) Geografia: describir un monumento celebra en la ciudad d& Pis
C) Historia: situar con bastante precision la ciudad de Pisale
mapa.

Historia: describir un hecho notable ocurrido en el mundoeeht 80

y 1250.
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C) Matematicas: para responder a la cuestion de Fibonacci,
designamos por Fn el nimero de pares de conejmsnalpio del n-
iemo mes.

Completar el tablero siguiente y determinar una redcion entre el
valor de Fn y los valores que la preceden.

Mes n°n 1 2 3 4 ) 6
Fn=Numerode 1 1 2 3 5 8
pares
Para continuar a estudiar la succencion de N ug o
Fibonacci, se utiliza la computadora. hovenne [ & x v [2+53
Abrir una hoja de OpenOffice — .
— Sobre la casilla A2, escribir 1. 2 1
— la casilla A3, escribir 2. e 3=B2+B3
— Seleccionar las casillas A2 y A3y deslazaf | 2
hasta la casilla A21. 3: 7
— Sobre la casilla B2, escribir 1. g 2
— Sobre la casilla B3, escribir 1, en la 12 | 11
casilla B1, escribir Fn. T 5
— En la casilla B4, escribirB2+B3 y T I
validar. P 13
— Seleccionar la casilla B4 y deslazar hasta; 12
la casilla B21. 2 20

Encontrarune relacion entre el valor @@y los
valores que la preceden.

Para los alumnos profesores:

¢,Cual es el valor mas pequefio de n para el cualdameras cifras
después de la coma son los del desarrollo decieggP d
Demostrar qud= = F. , + F , para todo nimero entero n> 1.

_1f

Sea la deinicion¢ =

, demostrar q

Fn :[ ]( ) para todos los niameros enteros
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2) La formula de las"fracciones continuas”(es decir fracciones
gue se contindan)

- 1 :
La formula siguiente¢ =1+— permite de encontrar valores cada

vez mejor aproximadas del numero de oro.

1
p=1+
1
1+
1
1+ ]
1+
1+.........
Designamos pofif el valor de la fraccion comadiciones. Asi:
f=1 f=w1 f=%-——  f=2—2  f=41
1 1 1 1
1+°= 1+i1 1+ 1
1 1+ 1+
1+=
1

) Calcular f, , f,, f,y f,. ¢(Podemos encontrar de nuefiacon el

ayudo de las sucesiones de Fibonacci?
i) Calculamos esta formula con un tablero del cotagor calculando
f

n-

B | Arial MR
— Abrir una hoja de open office Calc | o] A= = [
— En la casilla A1, escribir n : 2 n_iifn—c
- En lacasillaB1, fn{,) 2 | 1 1
— En la casilla A2, escribir 1 z §
— En la casilla A3, escribir 2 = :
— Seleccionar las cases A2 y 7 | 6
— A3y deslizar, hasta la casilla A22.{- ;

— En la casilla B2, escribir =1

— y validar.

— En la casilla B3, escribir =1+1/B2 y validar.

— Seleccionar la casilla B3 y poner 5 cifres despaé&irgula.
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— Seleccionar la casilla B3 y deslazar hasta lda@#22.
— ¢Cual es la mas pequefia valondgara quef_ =1,6180%?
Completar flo= Yo =

3) La formula de las raices cuadradas.
La formula siguiente permite encontrar valores ynams del
ndmero de oro.

Para los alumnos profesoresdemostrar esta formula observando

qued =/1+¢.

Sometamos a un test esta formula con la ayudaaéaja de calculo
calculando pdonde n esta el nUmero de raices cuadradas.

B3 l*| & = = [-RACINE(1+B2)
Abrir una hoja de openoffice Calc | A a bn s
En la casilla Al, pegar n 2 1 1,00000
En la casilla B1, pegarp ;4. g
? En la casilla A2, pegar 1 5 4
? En la casilla A3, pegar 2 : 2

Seleccionar la casilla A2 y A3 y sacar, el radafpretado, hasta

la casilla A20

Enla casilla B2, pegar =RACINE (1) y validar.

En la casilla B3, pegar =RACINE (1+B2) y validar.

Seleccionar la casilla B3 y poner 5 cifras desmilesla coma.
Seleccionar la casilla B3 vy tirar, el raton apdetahasta la casilla
B20.

? ¢Cudl es el valor mas pequefio de n para el guapnxime
1,618037

Completar  p,, = Y Py = a 10 .
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Parte VI. El mito del nUumero de oro.

Desde hace siglos, el nimero de oro ha fascinadoe$piritus.
iMuchas afirmaciones todavia circulan sobre el monade oro en el
siglo XXI!

Consultar las paginas siguientes y citar por lo aseh vegetales
donde el numero de oro parece estar presente.

ler enlacehttp://leventtourne.free.fr/livreouvert/NombreOr/

2ndo lazohttp://ethnoplants.bestgoo.com/spiritualite-f35/1a-
geometrie-sacree-des-plantes-t1209.htm

¢, Segun usted, las afirmaciones siguientes son citef®

Al siglo V antes. Cristo.: el escultor griego Phsliutiliza el numero
de oro para decorar el Partenén en Atenas, ercplartipara esculpir
la estatua de Atenea.

Partenos. También utiliza la raiz cuadrada de 5Socooeficiente de
proporcion.

Verdadero Falso

Los egipcios utilizaron a la vez Pi y Phi para ¢astruccion de las
grandes piramides.
Verdadero Falso

Al siglo Il antes. Cristo.: Euclides evoca la didin de un segmento
en "extremo y media razén en el libro VI Elementos”

Verdadero Falso

Al siglo X: utilizacién del nUumero de oro para lanstruccion de la
catedral Notre-Dame-de-Paris.

Verdadero Falso
En 1498: Fra Luca Pacioli, un monje profesor deematicas, con la
ayuda de Leonardo da Vinci, escribe "De divina propne"; obra

totalmente dedicada al numero de oro.

Verdadero Falso
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Durante el X)»¢ siglo pintores como Dali y Picasso, asi como
arquitectos como Le Corbusier, utilizaron el nanagmro.

Verdadero Falso

Indicaciones de soluciones matematicas por Danielalles

Parte I. El nimero de oro
A) Historia ElI nimero de oro de oro es designado por la ¢etra
porgue es la inicial de Phidias, el arquitectoggique concibio

el Partenon..
B) MatematicasUn valor a la milésima es: 1,618.

o (1+5) _(1+245+5 6+2\/_ 3+\/_
A e B e 2

+ +
El valor exacto de I es: 1{1 j (3 \f 0’

Parte Il. EI nimero de oro en la geometria
La divina proporcion
Observamos el reparto de un segmento [AB] en pA[CD],

A cC B

(o O
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Desiramos que é—g =A% ; notamos la medidaCiB =1

y la de AC = X, ninguna medida es nula entonces:

AC? = AB.CB es decir:

x? =x +1,notaremo® la raiz positiva de estassion.
B C F

A K D EKD=3cm
KC2=36+9 entonces KC¥45 =w cm

AE 3J/5+3
AE =3/5+3 - —.
Y AB 6 ¢

BC _14.4 =1,618 es decip a la millésima.

AB 8,9

EC=14,4-89=55; CD_ 8’9:1618 es deci
EC 55

¢ a la millésima.
El rectangulo ECDG es de oro (a la ngilléa).

Lo mismo para los rectangulos siguientes.

B E C
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La figura obtenida es una espiral dicha de ororad

Sea el pentagono regular inscrito en un circulo de rayo OA, sus
angulos al centro son todos iguales a 360° / 5°=Ya& que [OA] es
una altura relativa en el vértice de un triangafisceles, es también
la bisectriz del angulo AOB, la medida del anguldtAes pues 36°.

El hexadgono regularPor las mismas razones que mas alto el angulo
en el centro tiene para medida: 360 / 6 = 60°. &l egular el
hexagono, todos los triangulos de veértice O sosceés, admiten dos
angulos de 60° pues el tercer angulo tiene como idaed
180 - 2 x 60 = 60°. El triangulo OAB es entoncesil@tgero, ya que la
medida de sus tres lados es igual a OBy AB ==@BA = 5cm.

Parte Ill. El nimero de oro en la pintura

Observamos un circulo, después lo que parece wran@ y luego
un pentagono inscrito en el circulo. Podemos enapibn precision
el centro del circulo trazando las diagonales @gjupfio pentagono
convexo definido por las diagonales del gran pemtéagestrellado.

El nacimiento de Venus 278,5/ 172,5 = 1,614 ailésima que esta
una aproximacion al centésimo del nimero de oro.

El Partenbn mide 69,51 metros sobre 30,88 metros,
69,51/30,88 = 2,25. La piramide de Keops tiene urase
practicamente cuadrada por lados 230,3 m (el endximo es 20
cm). Su altura es 147m.

El volumen de una pirdmide es igual al tercio debpcto del area de
su superficie de base por su altura. El volumela gramide es pues:
230,3 x 147 = 33854 mal metro cubico. Se admite que su densidad
es 3; (la densidad de los sdlidos es la propordénla masa
volumétrica de este material a la del agua) essgoeomite calcular su
peso que es :

33854 x 3 = 101562 103 kg. Al ser regular la pidande base
cuadrada ABCD de centro O, [SH] es la altura deitamide pues
[SH] es ortogonal al plano de la base ABCD vy, emi@dar, en [HM].
El triangulo SHM es pues rectangulo sobre H. Etri@&hgulo SHM
apliqguemos el teorema de Pitagoras.
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2 2 2 2 2
HM +28H = SM = (230,40/2) + (146,58) = 34756,7364 =
186,431 Entonces SM = 186,431.

SM/SH = 186,431/146,58 = 1,272. SM/SH=1,61B a la
milésima.

Parte IV Recuerdo historico: medidas a la Edad media
Repitamos estas medidas en la orden crecientengdida en cm:

- La mano 7,64 12,63/7,64 = 1,65 akesgimo
- La cuarta 12,63 20/12,63 =1,58

- El empan 20 32, 36/20 = 1,62

- El pie 32,36 52,36/32,36 = 1,62

- El codo 52,36.

La divisibn de estas medidas sucesivas n [/ (n-13peta
aproximadamente la divina proporcion. Estas medsias atadas al
ser humano y no pueden ser exactas.

Como tenemos, mas o0 menos:

Mano + cuarta = empan 7,64 + 12,63 = 20,27

Palma + empan = pie 12,63 + 20 = 32,63

Empan + pie = codo 20 + 32,36 = 52,36.

Los resultados son bastante satisfactorios teniemmlocuenta la
observacion precedente.
Parte V. Calculos con el dmero de oro. Sucesién de Fibonacci

Mes n°n 1 2 3 4 5 6

Fn = Numero de pares 1 1 2 3 5 8

"¢ Poseyendo inicialmente un par de conejos, cuantpares
obtenemos en doce meses si cada par engendra caaum nuevo
par a partir del segundo mes de su existencia?"

Mostremos que Fn = Fn-1 + Fn-2.
Supongamos que al mes de orden n-2 tengamos Freg, yaque al
mes de orden n-1, tengamos Fn-1 pares.
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Al mes de orden n tendremos Fn-1 pares del Gltirme aumentados
de los pequeinos de Fn-2 pares del mes precedeatahgua tienen
edad de reproducirse, pues tendremos Fn = Fn-1+fame3.
Tenemos pues: F7 = 13; F8 = 21 F9 = 34, F10 = 55;+89;

F12 = 144; F13 = 233, F14 = 377, F15 = 610.

Observamos que la division de los dos udltimos tosies igual a
1,618 es decip a la milésima.

Recordamos que:
son

¢:1+\/§ — 1-45
2 2 o MILAN

yo¢=
las raices de la ecuaciomx -x=0

V5 (o - (5
Para demostrar queF, :[?SJ((I) —(d)) )

para todo niumero entero n>1, se hace una
recurrencia sobre n.. Si n=1 pues n=2

Para n=1 tenemos{:ﬂ]@—@):[ﬁj\/—:

VENISE
.

‘‘‘‘‘

SICILE

5 5

1 =R Para n=2 tenemos:

[ﬁj@z—ﬁ :[£](1+¢—1—$)= [ﬁ]@—&):[ﬁj J5=1=
5 5 5 5

.

La hipoétesis de recurrencia esta verificada cuanxdoy n=2.
Supongamos que\g(q)” —($)n) =F, (1) hastan.

Recordamos que,R= F+F,.1.
Ahora multiplicando la expresion (1) ppr¢ (= 1) tenemos:

é(q)” —($)n)(¢ +¢) =F,. Calculamos:
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f =2 (0 -(8)" )+ L ord-0 (3))-

\/_ n+1 —\"! \/_ =~ son-1 [\
Eom-(8) ")+ 208 0 -(8) )=

Lo (o) )+ o (@) =2 o -(6)") -5
=
5

5

Entonces F, = H F = o —6”“) . Lo que termina la recucial

Una bella
colmena
salvaje con
células
hexagonale
en el jardin
de
Danielle

Verano
2013

[92)
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Capitulo 111-1
Pavimentacion del plano y la espiral doble, algunastras espirales
Por Danielle Salles

Actividades transversales para la clase de CSB%o&rnlumnos profesores y
los aficionados

A pedido de uno de nosotros (**) he aqui una defim general de las
espirales propuesta por varios diccionarios:
Una espiral es una curva trazada por un punto queagalrededor de un
punto fijo alejandose de eso.
Esta definicidon no es en realidad bastante gepergue le presentaremos en
estas paginas la espiral doble a dos centros (***)...
La aceptaremos en primera aproximacion.

| - Un pavimento del plano en relacion con nimero &l oro
Desarrollamos las nociones de cometa y de deltgadBschilla) (figuras 1y
2) en una de nuestras publicaciones destinadasauir estas nociont
de los alumnos del colegio (ver la bibliografia).danjunto de estos du
objetos permite solar el plarde modo estético. Es Roger Penrose er
afios 1980 quien desarrollo el pavimento (més abajo con una cometa y
deltoides (que llama "flechilla") especiales.

Figura 1 Figura 2

(*) Curso Secundario Basico y Superior. (**) A-Moé&k;
(***) "Le Larousse en trois volumes" nos proponewwaon 4 centros!



Capitulo 1lI-1 Pavimento del plano y doble gsiral, otras espirales 59

Figura 3 Figura 4

Estas dos figuras permiten construir pavimentosulaegs (figura 3) y no

regulares (figura 4).

Estas dos figuras de base son muy interesantegeyeequbren regularmente el
pentagono como usted puede comprobarlo juntanddosievértices de las

piezas.

En efecto he aqui las medidas de los lados de ambaas indicadas por J.P.
Delahaye en "Para la ciencia" (en francés) de nuwie de 2013.

Figura 5 Figura 6
Preguntas a proposito de estas figuras
1) ¢Puede calcular la medida "a" en grados del angtile@scogido como
unidad de angulo?
2) Queremos trazar la cometa (fig. 5) y la fleehilfig. 6) sumando y
suprimiendo un pequefio triangulo a un gran triamgetuales son los angulos de
estos dos triangulos?
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3) ¢ Puédase enunciar las propiedades siguientesdidd$ de angulos y de
longitudes de los 4 otros triangulos isdscelesaqunstituyen ambas piezas?

4) Ambos lados iguales del pequeiio triangulo idéscgiendo escogidos como
unidad de medida, ¢Es la medijlandicada como medida exacta de los lados
iguales del gran triangulo?

<— Figura 7 Observemos ambos triangu
isdsceles  iguales (superponibles) gL
constituyen esta cometa particular. Segur
calculos precedentes, cada triangulo t
para angulos: pa la base angulos de med
72°