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Bonjour a tous, nous sommes heureux de vous présenter notre brochure :

Nouvelles pratiques de |

De la manipulation des objets géométriques a leur formalisation

Dans les pages qui suivent, nous vous en proposons :

- Une présentation otious expliquons notredémarche,ses buts et sesutils, virtuels ou réels: la
géométrie sans utiliser le compas, les pliages, les puzzles, les systémes articulés.

- Des bonnes feuilles afin de vodsnnerl’envie d'utiliser cesoutils, pour votre plaisir et celui de vos
éléves.

- Un résumé de la table des matiéres pour vous en dire plus long.

- La bibliographie, afin de rendre a César ce qui lui appartient.

Toutes remarques et/ou commentaires seront accueillis avec reconnaissance.

Vous pouvez trouvercertaines deos publications en ligne sur le site IREM Basse-Normandie dans |
paragraphe « relations internationales » paragraphe « documents disponibles » éarivansaussidestextes en
espagnol et bilingues.

D. SALLES-LEGAC R. RODRIGUEZ HERRERA
salles@math.unicaen.fr  ruben.rodriguez@caen.iufm.fr

PRESENTATION DE L’ OUVRAGE

Nous vous proposonglanscet ouvragedes activités, deniveau collége eseconde, destinées aborder la
géométrie plane dagonludique enutilisant soitdesrestrictions de matéri¢pas decompas, pas'équerre,pas de
rapporteur par exempl®u, aucontraire dumatériel peu habituel erclasse(pliages, metre articulépantographe,
inverseur, barrettes de meccano etc.)

Est-il possible de pratiquer la géométmie collégesans compas, samapporteur esanséquerre 1.orsque,dans
notre groupe “Géométrie au collége” de I'.R.E.M. de Basse Normandie, Ruben Rodriguez nous alprtipesdler
sur unegéométrie da régle non-graduéeseule et awcrayonpermettant le repodeslongueurs, nousivons étéres
intéressés. Nous connaissiatéga lagéométrie awcompasseul, étudiéepar Mohr (en 1672) puis Mascheroni (en
1797), maiscelanous semblait umaffinement demathématiciemquelquepeu difficile & utiliser aucollege. Nous
avons tout de méme, au desdémonstrations qu’ihous proposaitcru a lapossibilité d'y intéresser de jeune
éléeves. Les premieéres démonstrations de la constructdelitéignes géométriques classiques : bissedlfigeangle,
droite orthogonale a undroite donnée, droitparalléle aune droite donnéeetc, ontdéja été exposéedans notre
ouvrage “ Du dessin percgu & la figure construite” (voir la bibliographie).

Nous avons étééduits par I'aspectonstructiviste” de la géométrigans compas, aussi avons-nobsrché des
variantes audifférentesdémonstrations dBubenRodriguez,ensuitequelsoutils, autresque lecompas,pouvaient
résoudre les problémes posés.

L’'univers géométrique accessiblux collégiens est plein d'outilmerveilleux parfoisplus puissantsque le
compas et I'équerre. Par exemple, le pliage @lissementpermet ddrisecterles angles, alorque lecompas ne le
peut pas. Le meétre articulé des menuigiersnet de construirde superbes heptagongee nepeut pasconstruire le
compas. Le pantographiesartistes peintrepermetd’effectuersans problemées homothéties des reégles derois
etc.

Nous avons ainsguelquepeu divergé de lagéométrie a laegle seule pour construire des activités, plutét
manuelles, afin d’'introduire ou de réinvestir des notions fondamentales de la géométrie plane au collége.

Le professeur pourra donsoit utiliser nos activités pour aborder de nouvelles notions ou
propriétés, soit s'en servir pourrevoir ces notions ou propriétés dans un contexte moins
traditionnel que celui du cours
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BONNES FEUILLES

Nous vous proposons quelques « bonnes feuilles » espérant vous donner envie de nous lire

plus avant.

IT - 2 : Diviser un angle en trois angles égaux (pour la classe de seconde)

La trisection de l'angle a beaucoup intéressé les mathématiciens et, du temps des géométres grecs, on ne savait
pas prouver qu'elle n'était pas véalisable a la régle et au compas, (on ne le saura qu'au XIX éme siécle) encore
moins a la régle et au transporteur (*) !

Nous vous présentons, dans ce paragraphe, deux activités :

- Une trisection d’angle par pliage avec glissement (méthode présentée par D. Boursin et V.
Larose voir bibliographie).

- Une trisection d’angle a D’aide d’une équerre particuliére, proposée par David Wells sans
démonstration (voir la bibliographie).

II — 2.1 : Diviser un angle en trois angles égaux a I’aide d’un pliage avec glissement (pour
la classe de seconde)

s 4 Etude préliminaire pour le professeur

Sur une feuille de format A4 tragons un
angle ¥OT de mesure o, (0 < oo < 30 en
degrés) de telle sorte que le ¢6té [Ox) soit
confondu avec le petit c6té de 1a feuille.

Soit O” un point de [Or), tragons la
médiatrice [MS] de [OO’] qu rencontre le
grand c6té de la feuille en S. Le triangle
OS50’ estisocéle.

Tragons la droite (O’z) paralléle & [Ox),
passant par O° qui rencontre [OS] en P.
Appelons P’ le symétrique du point P par
rapport 41 axe [SM].

Tragons, sur [OS] le point Q tel que P soit
le milien de [OQ]. Appelons Q° le
symétrique de Q par rapport a [SM].

Enfin, tragons la droite [Qt), paralléle 4 [Ox) et [Pz), qui passe par Q.

Alors les points O, P, Q respectivement O°, P’, Q sont, par construction, symétriques par rapport a I’axe [SM].

Nous remarquons que le point T, point de rencontre des diagonales du trapéze isocéle PP’O’O est sa propre image
dans la symétrie d’axe [SM].

Les points Q, P, O étant équidistants, leurs images par la symétrie d axe [SM], le sont de méme.

Le triangle OPO” a pour image par la symétrie le triangle O'P’O. Le premier étant rectangle en P, le second "est
en P’ ce qui montre, puisque O'P’ = P’Q" que [OP’] est la médiatrice de [0’Q’] et la bissectrice de I'angle O OQ':
les angles O OP'et P Q' ont méme mesure (= o). (a)

Les triangles OPO’ et OP°O étant symétriques par rapport & I'axe [ST], les angles OO'P et O' OP' ont méme
mesure (= o). (b)

(*) Nous appelons (selon la terminologie de Carrega, voir la bibliographie) “transporteur” tout instrument
permettant de reporter sur une droite une distance donnée, sans la mesurer : compas a pointes séches ou traits sur une
regle non nécessairement graduge.
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Les demi-droites [Ox) et [PZ) étant paralléles, les angles xOO' et OO'P sont de méme mesure (=) (c)
Regroupons les résultats (a), (b), (c) :

=00 = xby= 00OP = POQ.

En regroupant les égalités en gras nous pouvons dire que I’angle xf)Q' a une mesure triple de celle de l'angle
x00' ou que 1’angle xéQ' est trisecté par les demi-droites [QO0O’) et [OP’).

Nous complétons cette étude par | exercice facile suivant.

Exercice (nous conservons les
hypothéses de I' étude préliminaire)

Appelons 3o la mesure de ’angle
——
xOQ’, on demande de calculer la
——
mesure de 1’angle OSO’ en fonction
de o

Nous demandons aux <¢tudiants
d’observer la figure précédente et d’y

noter le maximum de mesures
d’angles, nous laissons au lecteur le
soin de justifier ces résultats.

Sachant que les symétries axiales sont obtenues facilement par pliage, les résultats précédents peuvent suggerer
I"activité de découverte suivante destinée aux éléves de seconde.

Méthode : Soient [Ox) et [Oy)
deux demi-droites définissant
I'angle a trisecter, tracées sur une
feuille. (Ox étant confondu avec
le bord inférieur de la feulle).

Tragons , par pliage de la feuille
sur elle-méme, parallélement a
[Ox), deux droites [Qt) et [Pz)
telles que P soit le milieu de
[OQ]. Plions le bord gauche de la
feuille de telle sorte que le point
Q vienne sur la demi-droite Oy

R ) A en Q, etque le point O vienne
A sur la demi-droite [Pz) en O°.
Pr=/--—~--c- ‘. Nous appelons le pli [SR].
- o’ Iy Déplions la feulle.
T lis
0 R B

Nous voici dans la situation typique d'un objet physique dont nous voulons étudier les propriétés.

Nous allons construire une figure cotée, (¢’ est-a-dire dont les points caractéristiques sont repérés par des lettres et
les éléments de mémes mesures indiqués par les mémes signes conventionnels), dont nous allons_chercher
successivement les propriétés afin justifier, par un raisonnement mathématique, la trisection de I’angle xéy' par les

demi-droites [OO”) et [OP”).
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Une fois la fewlle déplige, nous
avons un pli, que nous
matérialisons par une droite (d) et
les paints O’ et Q° que nous avons
obtenons par pliage et glissement
de la feuille sur eﬁe-méme, Q’ est
un point de [Oy) et O est un point
de la droite paralléle a Ox,
d’origine P.

Q’ est dong, par construction, le
symétrique de Q dans la symétrie

“axe (d) ; O est le symétrique de
O par la symétrie d’axe (d).

Appelons P’ 1"image P par cette
symétrie. Les segments [QQ’],
[PP?], [OO’] sont orthogonaux a
d), ils sont donc . Les points O, P,

étant équidistants par
construction, il en est de méme des
points O°, P’ et Q°.

Les triangles SQQ', SPP', SOO' sont isoceles, alors, nous disons que :
Les demi-droites [OO) et [OP’) trisectent I’ angle ;C-)-;
Preuve : le quadrlatére OPP'O' est un trapéze isocele, ses diagonales se rencontrent en T, situé sur l'axe de
symeétrie (d).
Le quadrilatére ORO'T est un losange, car ses diagonales sont orthogonales [OO') est donc bissectrice de I'angle
QL
Le segment [OF'] est orthogonal au segment [P'O'], P' est le milieu de [O'Q'].

p———
Le triangle OO'Q' est done isocéle et [OP') est la bissectrice de l'angle : O°0Q’.
¥

P’
O o Les demi-droites [0O’) et [OP’) trisectent ’angle : xOy.

VII - 2.1 : Construire un heptagone en utilisant le métre articulé¢ des charpentiers (pour la
classe de seconde et la préparation au C.A.P.E.S.)

La construction de Uheptagone est liée a un probléeme qui a beaucoup intéressé les mathématiciens : la
résolution des équations du troisiéme degré. Les Arabes se sont intéressés d ces probléemes el ont inventé des
méthodes élégantes de simplification de la rédaction des solutions des équations en particulier pour résoudre des
probilémes dhéritage. Le mathématicien Al-Khwarizmi a tellement laissé son empreinte que nous employons
maintenant le mot "algorithme " dérivé de son nom et le mot "algébre” dérivé de l'arabe "al-jabr" proposé par ce
grand mathématicien pour désigner une méthode de simplification des équations.

Ii faudra attendre le seiziéme siécle pour que Scipion del Ferro (de Bologne) et Tartaglia (de Brescia),
qui inspiveront Cardan et Bombelli, vésolvent le probléme de la résolution des équations du troisieme degré.

Nous reprenons le métre articulé que nous avons utilisé au paragraphe VI et demandons aux éléves s'ils peuvent
construire un heptagone étoilé avec ce materiel. Lorsqu’ils ont construit un heptagone, nous leur demandons
comment ils peuvent s assurer que celui-ci est régulier.

C’est ’occasion de rappeler la propriété importante : si un polygone est regulier alors tous ses sommets
appartiennent au méme cercle. Nous leur demandons aussi si cette condition est suffisante, elle est suffisante dans le
cas de la construction avec le métre articulé puisque tous les ctés de ’heptagone ont méme longueur : 20 cm.
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L’ heptagone étoilé se préte bien a une
construction avec le metre articulé, comme le
montre la figure.

Pour les étudiants préparant le C.A.P.E.S.
il est intéressant de signaler que cette
construction est liée a la représentation des

\ racines septiémes de l'unité dans le plan

> complexe.

/ Le groupe des racines septiémes de 1’unite
est monogeéne c’est-a-dire qu’il admet un
genérateur. Celui-ci n’est pas unique puisque,
sept étant premier, le groupe des racines
septiémes de ["unité est engendré par un
quelconque de ses ¢lements (sauf 1).

Cette activité est 'occasion de faire un peu de trigonomeétrie en demandant aux éleéves de calculer la longueur du
cbte de l'heptagone étoilé et celle de I'heptagone convexe, nous allons traiter cette activité dans le paragraphe suivant.

On peut relier aussi cette activité au probleme qui a éte assez exploité il v a quelques annces : caractériser des
figures que l'on peut dessiner sans lever le crayon et sans repasser sur un trait déja tracé @ ces figures, en
mathématiques sont dites "connexes' : le pentagone étoilé est un ensemble connexe, contrairement, par exemple a
I'hexagone :

L hexagone étoilé ne se trace pas
“sans lever le crayon” car il est formé
de deux parties disjointes (les deux
triangles équilatéraux tracés, I'un en
trait normal et 1’autre en trait gras).

Pour les ¢léves professeurs on pourra
rappeler que le groupe des racines
sixiémes de 'unité admet un sous-
groupe propre d’ordre trois et un sous-
groupe propre d’ordre deux.

Le fait que I’'une quelconque (sauf la racine triviale : 1) des racines septiémes de ['unité dans le corps des nombres
complexes engendre le groupe de ces racines peut-étre matérialisé de la fagon suivante :

Extrémité de la
premiére
branche X3

Origine du métre articulé

Posons Dextrémité de la premiére
l 2 branche du métre articulé sur 1’un
quelconque de ses sommets. Ce sommet
X4 correspond a |'une des racines
septiemes de 1’unité, par exemple, sur la
figure, x4.
Le carré de x4 dans le corps des
nombres complexes est x7, son cube est
X3 ete.
Cette construction nous donne un
X7 autre heptagone étoilé dont le diamétre
X6 du cercle circonscrit est différent du
précédent.
Etudions d’autres possibilités de construction de 1"heptagone avec le metre articulé.
Dans la figure 1 page suivante, le groupe des racines septiémes de 1'unité est engendré par x3, nous demandons
alors aux éleves d’observer de combien de facons on peut construire des heptagones avec le métre articulé.

X1
X5
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X3 X3
X2 Xz
X4 X
X1 X1
X3 X5
X7 X7
X6 X6
figure 1 figure 2

Si l'on construit 'heptagone a partir de I"élément x2 comme dans la figure 2, alors nous obtenons I’heptagone
convexe (1’échelle n’est pas la méme).

Si nous faisons de méme avec les autres éléments nous constatons que nous retrouvons les mémes heptagones que
les trois précedents.

On peut donc construire deux heptagones étoilés et un heptagone convexe avec le métre articulé.

Nous avons vu que le pentagone régulier est constructible a la régle et au transporteur, 1l est donc intéressant de
regarder s1 "heptagone 1"est aussi.

VII - 2.2 : Calculer les longueurs des cdtés de I’heptagone convexe de grande diagonale de
longueur 20 cm (pour la classe de seconde et la préparation au C.A.P.E.S.)

Comme pour D’activité précédente, il sera préférable de se munir de métres articulés, en
bois ou en meétal.

Nous avons vu qu’il existe deux heptagones étoilés constructibles avec le meétre articulé, nous allons observer le
premier (engendré par x4) et calculer la longueur du coté de I’heptagone convexe correspondant.

A Nous allons réfléchir sur le

premier heptagone étoilé que nous

X4 avons construit et, en particulier
sur le triangle ABC.

Les cotés [AB] et [AC] sont

A0 X; formés de deux branches du métre

C\<W
B

articulé, leur longueur est donc 20
cm. Nous cherchons quelle est la
mesure du cbété [CRB] de
I"heptagone convexe.

Nous demandons aux éléves de
réfléchir sur la mesure des angles
du triangle ABC et de les noter sur
la figure.

Nous leur suggérons alors de décalquer le triangle ABC et de le reporter sur une autre feuille afin de réfléchir plus
facilement.

Puisque nous avons construit un
heptagone, la mesure de ’angle_au
centre de son cercle circonscrit CO
2st 2n/7, en radians, Ja mesure de
['angle au sommet cest w/7

MA
O > ,
‘ou 180/7 en degres).
C Prolongeons le segment [AO] du
H
B

cote de O, 1l rencontre [CB] en H,
milieu de [CB] et extremite de la
hauteur relative a A car le triangle
ABC est isocele.
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Dans le triangle rectangle AHB | ’hypoténuse [AB] est de longueur 20 ¢m, langle TAB a pour mesure, en
radians, 71/14 (ou 180/14 en degrés) donc :

HB/20 =sin (n/14) = 0,22 (au centiéme de centimétre pres).

On a done : CB =2 HB = 8.8 (en cm).

Le c¢6té de I’heptagone convexe de diagonale de longueur 20 ¢cm a donc pour longueur 8,8
cm, son périmétre est: 8§88 X 7 = 61,6 (en em).

Observons maintenant le second heptagone étoilé de petite diagonale de longueur 20 cm.

Nous pouvons, par exemple,
calculer la mesure du céte [BC] du
triangle OBC. Comme précédement,
la mesure de I’angle au centre BO
est 2m/7 (en radians), la branche
[AB] du métre articulé mesure 20
cm. Le segment [OC] est orthogonal
a [AB] qu’il rencontre en H, milieu
de [AB]. La mesure de [HB] est
donc 10 (en cm), le triangle OBC
est isocéle, I'angle [TCH  a pour
mesure :

1/2( 180 -360/7 )= 64,3 (en degrés,
au dixieme pres) ou :
1/2( m -20/7 )= 5m /14 {en radians).

Dans le triangle BHC, nous avons donc, si nous exprimons la mesure des angles en degrés :
; HB 10

sin(64,3)=—=—

BC BC

Ou, si nous exprimons la mesure des angles en radians :

sin(si) = 1) = A = 0,90 au centiéme pres.
14° BC BC
On obtient BC = 11,1 au dixiéme de cm prés. Le périmétre de I’heptagone convexe ainsi construit
est donc 77,7 ecm au dixiéme de centimétre prés.
1l peut étre utile, afin de fixer ces études en mémoire, de faire construire aux éleves, avec le métre articulé,

I’heptagone étoilé “le plus régulier possible” et de vérifier que la distance entre ses sommets est de 'ordre de 11,1 cm.

= 0,90 au centiéme prés.:

VII - 2.3 : Ktudier la constructibilité de I'heptagone a la régle et au transporteur (pour la

préparation au C.A.P.E.S))

Pour le probleme de la constructibilité des polygones réguliers a la régle et au compas on pourra consulter &
nouveau Carrega (voir la bibliographie).
Utilisons de nouveau la formule d’addition des tangentes du paragraphe VII - 1.8 : il s’agit de savoir, tout d'abord,
si I’on peut construire tan 7 4 la régle et au compas.
7

2tana
Ona, d une part : tan 2a =

1-tan’a
Stana-10tan’a+tan’a
1-10 tan’a+ 5 tan‘a
2tana & 5tana—10 tan’a + tan’a

tanJa+tan 58 j.tan’a  1-10tan’a+ 5tan'a _
1-tan 2atan 5a - 2tana Stana—10tan’a+tan’a

T 2 4
1-tan‘a 1-10tan“a+5tan'a
_ 7tana-35tan’a+21 tan’a - tan’a
1-21tan’a+35 tan*a- 7 tan®a

et, d'autre part : tan 5a =

Donctan 7a =

tan 7a
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VII - 2.4 : Construire un heptagone par pliage d’une bande de papier (pour la classe de

seconde)

Nous avons vu qu’il est possible de construire un pentagone par pliage, en faisant un noeud simple avec une
bande de papier, nous souhaitons maintenant observer si 1’on peut, de la méme maniére, construire un heptagone.

AN

Nous proposons tout d'abord aux éleves de construire un heptagone régulier inscrit dans un cercle en utilisant le
rapporteur.

Si nous observons la figure, nous voyons que, puisque ’heptagone est régulier, tous les angles indiques par un
double arc sont égaux car ils sous-tendent des segments égaux dans le méme cercle.

Reprenons le raisonnement habituel sur les polygones réguliers :

Puisque 1’heptagone est
régulier, 1’angle au centre
correspondant 4 1'un des
angles égaux a pour mesure
27/7 (en radians) ou :

360/7 = 51,43 (en degrés) au
centiéme de degrée prés.

Les angles égaux repérés
par un arc double ont done
pour mesure 7/7 (en radians)
ou 25,71 (en degrés).

Nous demandons alors aux éléves d’essayer de plier une bande de papier de telle sorte que nous obtenions, par
exemple un pli [AB] et un trapéze ABCD.

Si nous raisonnons comme pour le
pentagone, nous voyons que, puisque
nous avons fait un pli le long de [AB],
I"angle E&TD a pour mesure 41/7 et
I"angle AC a pour mesure 3n/7 en
radians. La somme de ces deux angles
estm.

On peut done “déplier” le coté [AB]
et, plus généralement, I’heptagone est
réalisable par pliage.

Ce pliage n’est pas facile a réaliser
contrairement a celui du pentagone
aussi, nous allons raisonner sur les
mesures des différents segments qui
entrent en jeu dans cette construction.
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Nous remarquons que, pour une largeur de bande donnée, si nous connaissons la longueur du segment [AC], nous
pourrons plier la bande autour de A de telle sorte que C vienne sur le bord opposé.

Ceci est I"occasion de réinvestir nos connaissances en trigonométrie. Nous sommes maintenant dans une
géométrie du pliage avec glissement dont nous savons quelle est une source trés interessante de
manipulation et de raisonnement.

Nous allons observer le triangle ABC.
Pour simplifier les calculs nous allons
supposer que la mesure du segment [AB]
est 2 (en cm).
D Le triangle ABC est isocele d’angle de
a sommet de mesure m/7 en radians et
dangles & la base de mesures égales a 3n/7.
Soit [CH’] sa hauteur issue de C, alors :
AH = 1. Les cdtés [AC] et [BC] ont donc
pour longueur a telle que :
1/a=cos 31/7 soit 0,22 (au centiéme prés).
Nous avons donc a=1/0,22 = 4_54.
De plus, la hauteur [AH]. relative au
sommet A, de mesure h est telle que :
h/2 = sin 3n/7 donc h = 1,95, c¢’est la
hauteur en centimétres de la bande .

Nous pouvons donc maintenant construire notre heptagone de c6té de longueur 2.
Découpons une bande de papier assez fort de largeur 1,95 em. tragons, sur le bord supérieur de la bande, un
segment [AC] de longueur 4,54, plions la bande de telle sorte que le point C vienne sur le bord inférieur de la bande.
A

Alors 1l peut étre utile, pour
la suite de la construction de
vérifier que la mesure du ph
[AB] est bien 2.

Maintenant, rabattons la
bande autour de C de telle
gorte que gon bord supérieur
passe par B (dessin en trait
maigre). Nous obtenons ainsi
un nouveau sommet de
I’heptagone : D ; on vérifiera
14 encore avec profit que :

CD=2.

Nous indiquons ci-dessous une suggestion de pliage avec les numéros successifs et le sens des pliages.
Nous invitons le professeur a faire effectuer complétement le pliage par les éléves, celui-ci offre un objet tout a
tait satisfaisant, a condition de soigner son travail.

fin de la bande
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RESUME DE LA TABLE DES MATIERES

Introduction p.7
I - PARALLELES Construction des paralleles sans utiliser le compas,
parallélogrammes, notion de translation, construction d’un translateur articulé p.11 a2l

II - BISSECTRICES ET TRISSECTRICES Constructions des bissectrices

sans utiliser le compas, construction d’un bissecteur articule, trisection d’un

angle par pliage, trisection d’un angle avec une équerre p.22a32
TIT - MILIEUX DE SEGMENTS Tragage du milieu d’un segment sans utiliser

le compas, constructibilité d’un losange de centre donné, étude du “quadrilatére

des milieux” p-33439
IV - ANGLES DROITS Tracage des droites orthogonales, des médiatrices, des

ellipses point par point sans utiliser le compas p.40 a 49
V- RADICAUX Tragage des segments de longueur et du rectangle d’or sans

utiliser le compas p.50 a 58

VI - TRIANGLES ET RECTANGLES Construction des triangles sans utiliser

le compas, construction des triangles par pliage, constructibilité des triangles

scalénes, probleme de Napoléon p.59a 87
VII - POLYGONES Construction du pentagone par pliage, de la spirale doree,

construction du pentagone sans utiliser le compas, construction de 1"heptagone avec le metre

des charpentiers construction de I’heptagone par pliage, construction d’hexagones avec un puzzle p.88 a 123
VIII - TRANSFORMATIONS PLANES ET SYSTEMES ARTICULES

Construction d’un symétriseur central, d’un symétriseur axial, d’un pantographe

d’un translateur, d’un compas de proportion, d’un inverseur de Peaucellier p124a172
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