Une approche globale des systémes de numération.

L’article sur la découverte des chiffres romains dans la ville de Caen m’a amené a dépoussiérer un
exposé préparé pour l'oral du CAPES de mathématiques (années 1975).
Commencons par citer un extrait des éléments d’histoire des mathématiques de N. Bourbaki (p.64).

L’histoire et ’archéologie nous font connaitre un grand nombre de systémes de numération ;
leur but initial est d’attacher a chaque entier individuel (jusqu’a une limite qui dépend des
besoins de la pratique) un nom et une représentation écrite, formés de combinaisons d’un
nombre restreint de signes, s’effectuant suivant des lois plus ou moins régulieres. Le procédé
de beaucoup le plus fréquent consiste & décomposer les entiers en sommes d’ « unités

successives »ui, U, Un, . . . dont chacune est un multiple entier de la précédente; et si en
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général est pris égal & un méme nombre b (la « base »du systeéme, le plus souvent
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tantot a 2. Quant a ’écriture correspondante, elle doit indiquer le nombre d’ « unités »u;
de chaque ordre ¢ ; dans beaucoup de systémes (comme chez les Egyptiens, les Grecs et les
Ui41

est tantot égal a 5,

Romains), les multiples successifs k.u;, (ot k varie de 1 & — 1) sont désignés par des

symboles qui dépendent a la fois de k et de ¢. Un premier ot important progres consiste
a désigner tous les nombres k.u; (pour la méme valeur de k) par le méme signe : c’est le
principe de la « numération de position », ou 'indice i est indiqué par le fait que le symbole
représentant k.u;, apparailt a la i-eme place dans la succession des « tranches »constituant
le nombre représenté. Le premier systeme de cette nature se rencontre chez les Babyloniens,
qui, sans doute des 2 000 avant J.-C., notent par un méme signe tous les multiples k.60%*
correspondant a des valeurs quelconques de I’exposant 7 .

La présentation du systéme b-adique (qui généralise la numération décimale de position et o b est
un entier supérieur ou égal & 2) se trouve fréquemment détaillée dans les ouvrages de mathématiques
élémentaires. Nous nous proposons d’examiner ici une présentation moins courante, qui généralise le
systeme b-adique en formalisant les situations « uni et multi-base » évoquées dans I'extrait précédent.
Sautons donc joyeusement dans le formalisme « bourbakien »

Représentation générale d’un entier

On se donne une suite d’entiers non nuls (b;);e; avec soit I = [1,{] ou I € N*(cas fini), soit
I = N*(cas infini). Pour chaque i € I, on considére un sous-ensemble d’entiers S; fixé et constitué
de b; représentants pour la congruence modulo b;. S; peut étre (0,1,...,b; — 1) mais aussi tout autre
systeme de représentants, méme négatifs.
soit m un entier rationnel.

On appelle développement de m dans le systeme (S;,b;);er toute suite finie d’entiers (a;)o<;<k
(ag,ai,...,ax) telle que

— 0 <k < dans le cas fini, £ > 0 sinon

- 8i0<j<k—1alorsa; € Sjy1 etsik+1¢el alorsap € Spy1 (ax est un entier quelconque

lorsque Sk41 n’est pas défini)
— k # 0 entraine ax # 0
- m=ag+ a1b1 + agblbg + a3b1b2b3 —+ 4 akblbg s bk

Exemples

Systéme de « Cro-Magnon » La suite (b;);en+ est la suite constante valant 1. S = {0} et S; = {1}
pour ¢ > 2. Tout entier m positif admet le développement (0,1,1,1,..., 1); c’est une liste de longueur
m+1letk=m.



Systéme « horaire » 1 est fini, [ = 3. Nous fixons les valeurs suivantes : by = by = 60, bs = 24,
S1=8={reZ/0<r <60} et et S3 = {reZ/0<r <24}. Toute durée exprimée en secondes
peut s’exprimer en jours, heures, minutes et secondes. Par exemple m=4617087 se décompose selon
le développement(27,31,10,53) soit 53 jours, 10 heures 31 minutes et 27 secondes. Ici k = 3 et m =
27 4+ 31 x 60 + 10 x 60 x 60 + 53 x 60 x 60 x 24. Comme S, n’est pas défini a3 = 53 n’a pas de
contrainte a satisfaire.

Systéme « décimal » La suite (;);en~ est la suite constante valant 10. S; = {r € Z/0 <r < 10} =
{0,1,2,...,8,9} pour tout i € N*. m =12379 * =9+ 7 x 10+ 3 x 102 + 2 x 103 + 1 x 10%.

Systéeme « Romain limité » I est fini, { = 6. On choisit la suite (b;)1<;<6 telle que b; = 5 pour 4
impair et b; = 2 pour ¢ pair. S; = {—1,0,1,2,3} pour i impair et .S; = {0, 1} pour ¢ pair.

m=3773 =3+0X5+2XH5X24+1XHX2X5+2XHX2XHX24+1XHX2XHX2XH4+IXHX2XHX2xHxX2
Le développement de m est (3,0,2,1,2,1,3). k = 6 et ag = 3.

En utilisant les sept symboles (I,V,X,L,C,D,M) pour chaque tranche d’unités on en déduit I’écriture de
type additif m = MMMDCCLXXIII. a; = 0 se traduit par 'absence du symbole V dans I’écriture.
Pour m = 14 nous avons 14 = -1+ 1 x5+ 1 x 5 x 2 qui donne m = XIV avec la convention d’écri-
ture soustractive classique. Ici ag = —1,a1 = 1,a2 = 1. Pour m = 99 le développement est donné par
(-1,0,0,0,1) qui produit ’écriture m =IC. Cette représentation ne respecte pas la convention « pas de
soustraction d’une lettre plus de dix fois supérieure » et on écrit plutot m =XCIX qui ne cadre pas
avec notre type de décomposition (I’entité X est a la fois ajoutée et retranchée). Ces régles sont restées
assez floues jusqu’au Moyen—Age, et pas toujours appliquées d’ailleurs.

Systéme « Romain généralisé » I est N*. On choisit la suite (b;);cr telle que b; = 5 pour 7 impair
et b; = 2 pour ¢ pair. S; = {—1,0,1,2,3} pour ¢ impair et S; = {0,1} pour i pair.
Ce systéme ne présente pas d’intérét pratique car avec le principe additif de I’écriture symbolique, il
nous faudrait un ensemble infini de symboles pour écrire tous les entiers.

Examinons maintenant 1’existence et 1'unicité de la décomposition des entiers dans ces systeémes

(Si, bi)ier-

Théoréme 1

Tout entier m a un développement unique dans tout systéme (S;, b;);cr fini, I = [1,1].

Une remarque préliminaire : Soit (ag, a1, .. .,ax) un développement de m dans (S;,b;):cr. Nous
avons ag = m[b1] et m — ag = bymy. Nous en déduisons m; = a1 + asbs + agbabs + - - - + agby - - - by, ol
les a; satisfont aux conditions d'un développement dans le systeme (S;,b;)ier\15 (a1, a2,...,ax) est
un développement de m; dans (S;, b;)2<i<i.

Réciproquement, soit m un entier et ag € Sy tel que m = ag[b;]. Posons m; = % Si (a1,az2,...,a%)
est un développement de my dans (S;, b;)2<i<; alors (ag, a1, ..., ax) est un développement de m dans
(Si, bi)ier-

Nous prouvons alors par récurrence sur la longueur ! du systeme (S;,b;);er que tout entier a un
développement unique dans tout systéme de longueur I.

— Pour I =1, m = ag + a1b; ou ag est le représentant de S; congru & m modulo by et a; = mb—lao_
D’ou lexistence et I'unicité de la décomposition de tout entier dans ce cas.

— D’apres la remarque préliminaire, I'existence de la décomposition est une propriété héréditaire
a partir de [ = 1. Montrons que I'unicité de la décomposition I’est aussi :
Nous posons k =1 + 1 et envisageons deux décompositions.
m = ag + a1by + asbi1bs + azbibobs + - - - + agbi1bs - - - by, et
m = oo + a1b1 + abiby + azbibabs + - - + agbiba - - - by
Ces décompositions entrainent ag — ap = 0[b1] d’olt a9 = g puisque ag et ag sont dans S;. Nous
avons alors aj +asbo +agbobs+- - -+apbs - - - by = a1 + by +agbobs+- - -+ by - - - by, et 'unicité
pour la longueur 1 (hypothese de récurrence) entraine I’égalité a; = a; pour tout ¢ € [0,1 4 1].




Nous concluons selon le principe de récurrence que tout entier m a une décomposition unique pour
tout systeme fini de longueur I, quel que soit ’entier [ non nul.

Abordons maintenant le cas infini ou I = N* .

Théoréme 2

Avec les hypotheses plus restrictives suivantes :
Pour tout ¢ de N*,  b; >1etS; C{rez/—b; <2r <2b;}
nous pouvons affirmer que tout entier m strictement positif admet un développement unique dans le
systeme (S;),.;. C'est aussi le développement dans le systeme fini (S;, b;)1<i<m. De plus le dévelop-
pement de m = 0 ne peut étre que (0)(k =0 et ap = 0). Celui-ci existe ssi 0 € 5.

Preuve

Etape 1 Pour m > 0, nous prouvons que dans tout systeme fini extrait de (5;),.; en se limitant a
1 <i<1(l>1),le dernier élément du développement ay, vérifie ay, > 0.

m = ag + a1by + asb1bs + agbibabs + - - - + apbibs - - - by. Or pour i < k, a; € S;41 entraine a; < b;y1
ou a; < b;41 — 1. Il vient alors par majoration

m < (bl — 1) + (bg — 1)b1 + (b3 — l)blbg + (b4 — l)blbgbg + -4+ (bk—l — l)blbg «oobp_1+ apbiby - - - by,
et en développant et simplifiant m < —1+0b1bg - - - bp+agbiby - - by, Poum < —1+(ar+1)(bibs - - - by).
Finalement m < (ax + 1)(b1b2 - - - bg) ce qui pour m > 0 permet de conclure ay > 0.
Siar=0,onak=0etm=ag=ar=0. Donc ce cas ne présente pas lorsque m > 0 ou k # m.

Etape 2 Nous prouvons que ay > 0 entraine m > k.

2m = 2ag + 2a1b1 + 2a2b1b3 + 2a3b1bobs + - - - + 2ab1by - - by Pour 0 <i < k 2a; > —bi+1, ce qui
équivaut a 2a; > —b; 1 + 1. Nous déduisons que

2m Z 1-— bl + (]. - bg)bl + (]. - bg)blbg + (1 - b4)b1[)263 +--+ (1 - bk)ble s bk—l + 2akb1b2 s bk. En
simplifiant apreés calculs, il nous reste 2m > 1+ (2ax — 1)b1bg - - - bi. Comme ay > 0, 2a;, —1 > 1 d’ou
2m > 14 byby - -br > bybs - - - bi. Sachant que b; > 2 nous en tirons 2m > 2k > 2k ce qui implique
m > k. Cela montre que le développement de m est alors le méme dans le systeme (S;); <, <,,-

Etape 3 Pour m > 0 choisissons I = m. m admet un développement dans le systéme fini (théoréme
1) extrait de (S;);<;<,, et nous avons k < m. Cela fournit donc aussi (ay € Sk41 car k+1 < m) un
développement dans le systeme infini (S;);.;. Ainsi m possede un développement.

L’unicité découle aussi du théoréme 1 car deux développements de m dans le systeme infini (5;),,
sont aussi des développements dans des systemes finis extraits donc aussi dans (S;); <;«,, dans lequel
ils sont nécessairement identiques. o

Pour m = 0, nous avons nécessairement a; = 0 pour tout développement, puisque ar > 0 entraine
m >k > 0. Des lors m = ag = 0. Ce développement existe ssi 0 € 5.

Corollaires
les hypotheses du théoreme 2 étant remplies :

Systéme b-adique (b >2) Tout entier m > 0 a un développement unique :
m = ag + arb+ agh?® + -+ + apb®. Les a; sont dans S = {r € Z/0 < r < b}.

Systéme romain généralisé Tout entier m > 0 a un développement unique :
m=ag+ar x5+as x 104 ag x 50 + - - - + ag X ug olt ux, = 10¥/2 si k pair et up = 5 x 105=1/2 i
est impair. Les (a;) sont dans S = {—1,0,1,2,3} pour ¢ pair et dans S = {0, 1} pour ¢ impair.
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