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Cet ouvrage est le troisiéme d’une collection intitulée
<< MATHEMATIQUES DU SIGNAL >> et qui s’adresse aussi bien a
ceux quil enseignent ou étudient la physique appliquée qu’a ceux
qui enseignent ou étudient les Mathématiques. Nous avons tenu,
comme pour les précédents, a développer la plupart des notions
mathématiques abordées avec le soucis constant d’un lien avec
la physique. Ce lien permet, soit d’introduire une notion ou
une propriété mathématique nouvelle & partir d’une situation
rencontrée en physique, soit de préciser certaines applications

des mathématiques a la physique

Le Tome I a été rédigé de maniéie a ce que son contenu soit
accessible aux étudiants des classes de Techniciens
Supérieurs.Il contient un exposé complet, mais trés élémentaire
sur les équations différentielles linéaires du premier et du
deuxiéme ordre et traite 1le programme des classes de
Techniciens Supérieurs sur la Transformation de LAPLACE. De
plus, on y trouve une approche simple et détaillée de
1’ impulsion de DIRAC et on ne s’y limite pas & donner la
relation entre la transformée d’une fonction f primitive large
(cf. tome I)d’une fonction g localement continue par morceaux
sur [ 0 ; +o [ et la transformée de g. Enfin y figurent aussi
des notions sur 1l’utilisation de la Transformation de LAPLACE
dans les systémes (physiques) linéaires, invariants dans le
temps et causaux. Ces notions sont é&lémentaires mais font
apparaitre néammoins tout 1’intérét des fonctions de transfert
qui, contrairement aux équations différentielles, modélisent

complétement les systémes physiques.

Le contenu du Tome I ne nous a pas paru suffisant pour
fournir les notions nécessaires a la justification mathématique
de la totalité du programme de physique de certaines sections
de Techniciens Supérieurs. Aussi nous avons congu un Tome II

notamment destiné aux enseignants de Mathématiques et de



Sciences Physiques de ces sections et qui doit pouvoir aussi
étre utile aux étudiants Techniciens Supérieurs, ainsi qu’aux
étudiants de certains I.U.T. et écoles d’Ingénieurs. Il reprend
1"étude des systémes de convolution et 1’utilisation de la
fonction de Transfert Isomorphe en se plagant dans 1’ensemble
des DISTRIBUTIONS. Il compléte le Tome I en montrant, entre
autres, 1l’insuffisance des FONCTIONS mais cependant évite toute

théorie sur 1l’ensemble des DISTRIBUTIONS.

Le Tome III est un ouvrage qui s’adresse aux mémes lecteurs
que ceux du Tome I ou du Tome II. Cependant, des compléments
insérés dans certaines parties sont réservés aux lecteurs du
Tome II. C’est ainsi qu’il présente une approche classique du
développement d’une fonction périodique en Série de FOURIER
mais, montre aussi le lien de ce développement avec les
éystémes dé convolution et les distributions. Pour les séries
de FOURIER nous avons donné des propriétés permettant ’de
faciliter 1les <calculs ou 1liées & des problémes que 1l’on
rencontre en Physique. Nous avons insisté, chaque fois que cela
nous a paru utile pour éviter des erreurs, sur les conditions
d"application de ces propriétés. Pour certaines la
démonstration, bien que faisant appel a des notions
élémentaires, peut s’avérer' un peu compliquée et ne retenir
1l"attention que de ceux qui s’intéressent a leur justification
mathématique.'Mais, toutes les propriétés sont accompagnées de
<<modes d’emploi>>, d’exemples et d’'exercices qui permettront a

tout lecteur de s’initier & leur utilisation.



INTRODUCTION






L . . e . . em
u Les séries trigonométriques se sont 1introduites au 18 e

. . éme ., .. .
siécle et au début du 19 siécle en 1liaison avec certailns
problémes de Physique (mouvement des cordes vibrantes, propagation

de la chaleur).

Le probléme qui se posait était de savoir si une fonction

périodique pouvait se représenter par une série trigonométrique.

Le Mathématicien et Physicien Joseph Fourier (1768-1830) a
souligné 1’importance de ce probléeme dans une note présentée en
1807 a 1’Académie des Sciences puis dans son ouvrage sur la
"Théorie analytique de la chaleur" en 1822. On trouve dans cet
ouvrage les premiers exemples de fonctions discontinues

représentables trigonométriquement.

Le probléme de la représentation d’une fonction périodique
par une série trigonométrique se raméne a 1l’étude de la
convergence de la série de Fourier. C’est le Mathématicien
Allemand Lejedne—Dirichlet qui en 1929 donna le premier théoréme

de convergence des séries de Fourier.

On rencontre souvent en Acoustique, en Mécanique, en Optique,
en Electrotechnique , en Electronique cee des fonctions
périodiques qu’il sera nécessaire de représenter par une série de

Fourier.

mm Dans ce document, nous nous limiterons a 1’étude du
développement en série de Fourier de fonctions qui, ainsi que
leurs dérivées, sont localement continues par morceaux sur [
(c’est le seul cas rencontré en Physique jusqu‘au niveau B.T.S.

Cf Tome 1 et Chapitre 2- II- 47).

Nous donnerons des régles pratiques pour obtenir le
développement en série de Fourier et des applications a la

Physique.



mmm D‘une facon générale, le traitement du signal a pour but
de faire ressortir au mieux ce que 1l’on désire observer (1le
signal) d‘un environnement parasite (le bruit). La fohction de
base du traitement du signal est donc le filtrage, qui consiste
essentiellement & éliminer des bruits superposés aux signaux

utiles.

On envisagera ici uniquement le cas d’un traitement 1linéaire
et permanent qui a un signal d’entrée %(t) fait correspondre un

signal de sortie #(t).

Un traitement linéaire et permanent doit pouvoir se résumer a

une relation'simple entre l’entrée et la sortie.

Exprimée dans le domaine des temps cette relation s’appelle
EQUATION DE CONVOLUTION.

11 est possible d’obtenir également une relation
caractéristique du systéme en considérant l’entrée et 1la sortie
comme une somme de signaux élémentaires indépendants. Pour
connaitre la réponse du systéme 5'n’importe quel signal d’entrée,

il suffira de connaitre la réponse a chaque signal élémentaire.

Dans le cas de signaux d’entrée périodiques une décomposition

>

particuliérement bien adaptée a 1’étude des systémes linéaires et
permanents est la décomposition en Série de Fourier.

La variable de référence n’est plus 1le temps mais 1la
fréquence, le systéme est alors décrit par une fonction de

transfert ge.

Par la décomposition en série de Fourier un signal temporel
peut étre décrit comme la "superposition" d‘un certain nombre de

signaux sinusoidaux de la forme Pn cos(nwt — pn).

On peut donc décrire le signal par la donnée de 1l’amplitude
= et de la phase origine ?n pgur chaque_sinusoide.



Dans le cas d’un traitement linéaire et permanent il suffit
de connaitre son action sur chaque sinusoide élémentaire pour en
déduire par recombinaison le signal de sortie.

h
€ (entrée) s (sortie)
> Filtre »
> 4
& = 81 + 82 + ... + Sn + ... s = s1 + 52 + ... + sn + ...
] Iy
k-3 r\N\ /\,v S I
" Tiz¥:774£:,t
Y ih
DECOMPOSITION RECOMBINAISON
[N}

-----------------------------------------------------------------

cf Chapitre 1- II- 2°)
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- CHAPITRE |

Dans ce chapiﬁre les paragraphes I et II s'adressent aux
lecteurs du Tome 2.






I- FONCTION DE TRANSFERT ISOCHRONE

Rappelons que :

- D’ déSigne l’ensemble des distributions
- un systéme de convolution est une application d’un sous
ensemble de 2’ dans 2 et qu’il est caractérisé par sa réponse

impulsionnelle.

1°) Introduction

Soit # un systéme de convolution défini par :

2 « &£ S D -——zla s =h» &

Dans le cas ou h, réponse impulsionnelle (cf Tome 2-
Ch 4- VII-) du systéme est une distribution réguliére [f]
(f application de R dans €) nous supposerons que l’intégrale
oo .
J f(x) e_imx dx est absolument convergente pour tout w e R.

o

f n’est pas nécessairement nulle sur ]- o ; O[, mais rappelons que
les systémes physiquement réalisables ont une réponse

impulsionnelle causale c’est a dire nulle sur ]- © ; Of.

2°) Transformée de Fourier dans le cas ou h est une

distribution réguliére

a) "Fonctions propres"

(cf Tome 2- Ch 5- I- 2°)- A)-)

Prenons pour entrée Ew = , w réel fixé, alors

[ eiwt ]

+ow

re

+co

) elo(EX) dx] _ [ fx) emiox dx] [eiwt]

“

-0 -0



On constate donc que :
+00

A : A s
S, = f(w) [ elot ], ou f(w) = J f(x) e ¥ ax est application
- .

de R dans € indépendante de t.

En résumé, si l’entrée Ew = [ el"Jt ], la sortie s, = %(w) Ew ce

qui montre que Bw est un signal propre de .

b) Définitions

On notera % = ﬁ = [%] -

La distribution régqulieére [%] s’appelle fonction de transfert

isochrone de .
Par définition ﬁ est la transformée de Fourier de [f].

La fonction f est appelée transformée de Fourier de f.

c) Exemple de fonction de transfert isochrone

T = RC
+w _t +0o0 1 + 1 wr £
A - py
f(w) = J e Lot % e T dt = % J. e T dt = l—_'—+11"co"'r
0 0



W

A .
h [ 1 ] transformée de Fourier de h est la fonction de
1+ 1= '
(V]

0

transfert isochrone du systéme "RC".

d) Remarque 1 :

Dans ce cas ou la réponse impulsionnelle h est une
distribution réguliére, on nommera indifféremment fonction de
transfert isochrone la fonction f ou la distribution [%].

e) Remarque 2 :

Rappelons que dans le tome 2 nous avons noté J le sous
ensemble de € défini par :z e Ja &> Re(z) > Re(a)
(cf Tome 2- Chap 4- VII-).

Placons nous dans le cas ou f est une application de R dans C,
nulle sur ]-o,0[ qui admet une transformée de Laplace :p ——F(p)
F étant définie pour tout p € J (J=C ou J=Ja)

(cf Tome 2- Chapitre 5- I- 2°)- B-).

+o +wo
F(p)=J £(x) e PX ax et f(w) = J £(x) e
) 0

—w

iwx
dx

Si de plus l’ensemble des nombres complexes imaginaires purs est
contenu dans J,c’est a dire si F est définie pour tout p=iw,w € R,

alors l’application w —— F(iw) est la transformée de Fourier

A

f de f.



Dans le cas du systéeme "RC",

F(p) = —I—T::-_——"!_—E— définie sur J , T = RC > 0.

|

(cf Tome 2- Chapitre 5- I- 2°)- C-)

donc %(m) = F(iw) = 1 = 1
1+1i

1+ 1 7w

gle

ATTENTION :

Soit par exemple f(t)= etu(t) alors F(p)= p i 3 est définie sur Jl.

J, ne contient pas l’ensemble des imaginaires purs,on ne doit

to

1 . X -iwx

o -1 puisque J e e dx
0

A
évidemment pas écrire f(w) =

n’est convergente pour aucun « € K.

3°) Transformée de Fourier dans le cas od h est un signal

discret ou la dérivée d’ordre n d"un signal discret.

On conserve l’entrée Sw = [elwt]

a) h = 6a

s =& [elwt] _ [elw(t—a)] e
w o

n s
Oon définira donc éd = [e 1““] transformée de Fourier de 6a



A A

Observons que 60 =& = [1]

Rappelons que 1la fonction de transfert isomorphe de ce

systéme,transformée de Laplace de sa réponse impulsionnelle est
l’application p — e P géfinie sur J=C

(cf Tome 2- Chapitre 5- I- 3°-).

v
)
v

»# ligne a retard idéale.

La fonction de transfert isochrone associée a 1l‘’opérateur retard

~ —toiw
est ét = [e ]
0

-t. p
. 0 PP
Et la fonction de transfert isomorphe est : p — e définie

sur J = C.

b) h = p(™ (s )

D(n)(éd) =5 p{™) (s)
(cf Tome 2- Chap 4- V- 2°-)

s, =™ (s ) o [eiwt] = 5, = () + [oiF] = s, » [(10)” iet]

donc s = (iw)™ ™14 [elwt]



et par définition :
la transformée de Fourier de D(n)(éa) est (iw)n e 10
Rappelons que la fonction de transfert isomorphe de ce

systéme est : p —— p" e *P définie sur J = C

n<iN
m m
a & F R a -inTw
n nT . n
' 4 ' 4
m — + at D
+ o 7 + o .
a é > a élnTw
n nT n
n=2~20 n=2~20

On admet que h a une transformée de Fourier h =

>
[+
=
| e |
®
|
[N
&
€
[

A
si la série de distributions définissant h converge dans 2'.

Rappelons que les conditions de convergence d‘une telle série dans
D’ sont trés larges puisqu’il suffit qu’il existe qe R et k > 0
tels que pour n assez grand, |an|'s k n9

Rappelons enfin que si une série de distributions converge dans 2’
elle est indéfiniment dérivable terme a terme (cf. Tome 2 -
chapitre 3 - VI - 5° ).



Remargue 1 :

Des définitions plus générales gque celle gque nous avons
donnée de la transformation de Fourier permettent de définir 1la
transformée de Fourier de certaines distributions. Par exemple la

distribution [%] admet une transformée de Fourier qui n’est pas

+00
une distribution réguliéré bien que l’intégrale f U(x) e ¥ dx ne
-
converge pour aucun w < R.
4°)Transformée de Fourier du peigne de Dirac
a) Soit u = }: a, énT _ un signal discret, nous
neZ
admettrons que si 1la série de distributions E: a [e_lnTm]

n
converge dans D’ alors la distribution ainsi définie est la

transformée de Fourier U de u

F .
A -1nTw
u = a_ & —_— = a e
n nT n

neZ neZ

b) Soit la fonction f, de période T, définie sur ]0 ; T[

par :

Vit 10 T[ : £(t) = o

+~ E(t)

w
ot




Nous verrons que : V t # kT, k € 2

+ o
_ 1 1 sin nOt X _ 2m
f(t) = 5 —~ — — -+ Ou Q = T donc
n=1
+
_ .1 . 1 sin nOt . _ 2m
(1) [f] = [7] -E- [———-—-——n ] ’ ou {1 = -TI,-——' .

En dérivant directement la distribution [f], on obtient D([f]) que
1’on peut représenter par :

~

1
T

=T |0 0 2| T 3|T > t
-1
+

Somme d’‘un signal constant <<dérivée>> de f et d’un signal peigne

d’impulsions

LD = (41 = ) np (2)

neZ

En dérivant terme a terme (1), on obtient :

+ +

D([£]) = - —2— [cos not] = - ,—f,- Z [cos nat]  (3)
n=1 n=1

D’aprés (2) et (3), on déduit :

+
- _ 1 2 1 -~ _ -innt
}A &nT = [7F-]-+ T [cos n(t] = T }d [e 1- (4)
neZ n=1 nez



D’autre part

+
B F -inTw
_—.—’ =
EJ 6nT E: [e ,] 1+ 2 [cos nTw] .
neZ nezZ n=1
En utilisant (4), avec Q2 = -%E—, on a :
+
w _ 2m ’
1+ 2 2: [cos 2rn ?5-] = 5 E: 62nn & @w .
n =1 ne2 T

on rappelle'que D’ est 1l’ensemble des distributions , 1’indice

dans m& signifiant que la variable réelle est notée w , c‘est

w

PN

a

dire que si ¢ est une fonction test (cf Tome 2- Ch 2-), elle est

définie par :

0 : we R — p(w)

On en déduit donc la formule suivante, donnant la transformée

Fourier d’un peigne de Dirac :

B F
T ooy —T— 0 Y b

|

neZ neZ

- I 4 1 4
Notons que : }: 6nT e ﬂt et O }: 6nﬁ € mw .

neZ , neZ

de



II.- UTILISATION DE LA FONCTION DE TRANSFERT ISOCHRONE

1°) L’entrée 8 est une distribution associée a une fonction

sin ou cos.

Soit »# un systéme de convolution de réponse impulsionnelle h = [f]

admettant une transformée de Fourier & = h = [ f ], f est la

transformée de Fourier de f.

Si nous appliquons a # l’entrée :

. 3 it i
Ew = [ cos(wt — ) ] = -%— [ elwt.e o 710t 1% 1

la sortie correspondante est donnée par :

s = L ¥ Fw) I elvt 1 + L ¥ f(-0) I e_lwt]
w 2 2
Alors, si %(w) = %(—w), ce qui est le cas lorsque f est a

+co .
valeurs réelles ,puisque %(—w) = f f(x) 19X gx , on obtient :
-0

s, = [.Re[ %(w) el(wt-v) ] ]
Donc en posant f(w) = A(®) ei¥ (@) , A(w) = 1£(w) 1,

s = [ Re[}A(m) ellet — @ + y(w)) ] ]

w
s, = A(w) cos(wt - ¢ + w(w))
De méme si Ew = [ sin(ot - ¢) 1,

s, = [om[ ) ehet — et () ) ]

w

S, = A(w) sin(ot - ¢ + w(w))

10



2°) L’entrée % est une distribution réguliere associée a une

combinaison linéaire de sinus et casinus:

v
L

Bl(t) = ElM cos(wlt—pl)-—————esl(t)
Bz(t) = EZH cos(wztﬂpz)—————asz(t)
En(t) = EnH cos(mnt—pn)——————+sn(t)

»# étant linéaire, on a (théoréme de

= EjpA(9;) cos(w;t=e,+w(w;))

= EA(w,) cos(w,t-p, tyw(w,))

--------------------------

]

EnHA(wn) cos(wnt—pn+w(wn))

superposition) :

= > = ee. F
] 81 + 82 + ... + 8n S s1 +'s2 + sn
Exemple du systéme "RC" :
R e —

k] C — S

% = [ 1 ] , ou RC = i
l+l—a)— 0
0

A(w) = 1 1 et

w? Y2

0

11



p(w) = - Arctan{%— , car xe[ 1 S ]->f0 .
0 1+ i o
0
Soit §(t) = EH cos mot + 3 cos 3w0t + 5 cos Swot ,
. 1 4
= D —— g = - —
Sl(t) EM cos wot sl(t) EM o cos (wot i )
Sz(t) = Eg ~cos 3w0t —_— sz(t) = Eg 1 cos (Bth—ArctanB)
410
83(t) = Eg cos SmOt —_ s3(t) = Eg 1 cos (5w0t—Arctan5)
J26

$ =% +%, +8, ——— S =15 +5,+5;.

s(t) =-EE cos(mot—E) + EE—-cos(3w0t—Arctan3) +EE——-cos(5wot—Arctan5)

{2 4 3{10 5{26

3°) L’entrée 8§ est constante

8(t)=E, s(t)
> &7 >
A A
Soit # un systéme de fonctions de transfert isochrone h = [£],

alors la sortie s correspondant a un signal d’entrée constant [EO]

est [Eo %(0)]

12



III. REGIME TRANSITOIRE ET REGIME PERMANENT

Reprenons l’exemple du systéme "RC" :

Soit & l’entrée causale définie par :

g(t) = EM cos( ot - ¢ ) U(t) .

g(t) = EH [ cos @ cosrwt + sin ¢ sin wt ] u(t)
H(p) = ot s = [ _ ] — [£(e)]
1+ B 1 +i >
1E(w)]| = A(w) = 1 et Arg(f(v)) = -Arctan —— = y().
2 0
(V]
1+
“o

Pour trouver la sortie, utilisons la transformation de Laplace

E(p) = cos ¢ P + sin ¢ L —
F‘u[ p2+w2 p2+wz ]
S(p) = H(p) E(p)
wop' . W w4 ]
S(p) = cos ¢ + sin ¢
» [ (0% + 0?) (P + ©y) (p% + ©?) (P + )

13



“o P _ “o 1 N “o p
(p2 + wz)(p + wo) wg + wz Pt @, wg + wz p2+ wz
wz OJ0
w2 + w2 P2+ w2
0
(V] wo _ w coo 1 . w (A)o O.)O - P
(p% + &®)(p + wg) wd +w? P T 0o +w? PP+ e
Ecrivons l‘’original de S(p) :
s(t) =
2 2
@q —wot @q W W,
EMCOSqo - — e + ——— cos wt + —————= sin wt] U(t)
wz + wz wz + wz wz + mz
0 0 0
. 2
w mo —wot w wo wo
+EHsinqo —— e - ————— cos wt + sin wt] %(t)
2 2 2 2 2 2
w + w w + W . w + w
) 0 ()
wg —wot
s(t) = EH N E— (w sin ¢ - wqo COS p) e + w, COS ¢ cos wt
W, + w
0
+cocospsinwt—wsinpcoswt+mo sinqosinmt]
Wg —wot
s(t)=EH N (w sin ¢ - @, cos @) e
(] + w
0
“o
+EM 5 5 @q cos (wt - @) + w sin (ot - p)
mo + W

Cette sortie s est appelée régime transitoire.

14



Lorsque t est grand, les physiciens négligent

¥o —wot
EH - E— (v sin ¢ - wy cos p) e qui est voisin de 0.
w, + w

On nomme alors régime permanent

o
= 90 - ; -
sperm(t) = EM wz N wz [ w, cos (wt p) + w sin (wt ©) ]
s (t) = 1 cos ( wt - - Arctan 1ﬂ-)
pernm = Ey > 4 wq
w
1 + wz
0

Conclusion :

Sperm(t) = EH A(w) cos ( wt - ¢ + yw(w))

Pour un signal d’entrée sinusoidal de pulsation w, d’amplitude Ey
et de phase ¢ a 1’instant t = 0, appliquée a 1l’entrée d’un systéme

linéaire »# de fonction de transfert isochrone % = [A(X) elw(x)],

le signal de sortie en‘régime permanent est sinusoidal de méme
pulsation que le signal d’entrée, d’amplitude EH-A(w) et de phase
- ¢ + y(w) a 1’instant t = 0.

Remarque :

Nous savons trailter les signaux "sinusotdaux” en régime permanent
donc pour traiter un signal périodigue en régime permanent, on

sera amené & le décomposer en une somme de signaux stnusotdaux.



IV- POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES :

1°) Définition :

Soit fm la fonction périodique, de période T = 255
m
définie sur R, par fm(t) = a, + 2: [ a_  cos not + bn sin not ]

n=1
avec w > 0 , a, € C , a, € C , bn e« C , me N*

fm est continue sur R

On peut écrire :

n einmt + -inwt einwt _ ~inwt
fm(t)=a0+2[an 2 * by 21 )
n=
n=+m
et £ (t) = Z c elwt
m n
n=-m
avec
a_ -1b
n n _
Cn = 5 a, Cn + C__n
C0 = a, et pour n 2 1 &
a, + i bn
c_, = 5 b =1i(c, -c_

Défini tion @

Oon appelle polynéme trigonométrique toute fonction fm de R

dans € définie par :

m
Vtelk, fm(t) = a, + E: ( a, cos nwt + bn sin nwt ]

n=1

16



Remargues :

* . * T
a) VnelN , a, et bn rgels = VneN , C_n = Cn

#) Dans tous les cas traités en Physique jusqu’au niveau

B.T.S. compris, les coefficients a et b sont réels.

2°) Quelques propriétés utiles :

a) St f est péridique de période T alors

T o+T
J f(t) dt = J f£(t) dt que 1l‘on notera f(t) dt.
0 o (1)
T o] '9+T T
En effet J f(t) dt = J f(t) dt + f(t) dt + J f(t) dt .
’ 0 ' 0 “a a+T
0o
Posons t = T + X il vient I f(t) dt = [ f(x+T) dx = J f(t) dt
o+T o
2@ * * ‘ .
b) Soit T = = nelN , peN , on montre facilement en

décomposant les produits en somme que si :

I
o

n#=p J cos nwt cos pwt dt
(T)

sin nwt sin pwt dt = 0
“(T)

r

sin nwt cos pwt dt = 0
(T)

17



r

n=p sin

“(T)

2het dt =

N3

NI

cosznmt dt =

(T)

r

sin nwt cos nwt dt = 0

(T)

a et b :

3°) Un calcul des coefficients a_,

f étant un polyndme trigonométrique défini par :
_ +m
¥V teR, £f(t) = a, + }: [ a_ cos not + bn sin nwt ] avec m > 0

n=1

En intégrant terme a terme et compte tenu des propriétés indiquées

au 1°) b) :

m | £(t) dt = T a; donc a, = 3 I £(t) dt
J
(T) (T)
= f(t) cos nwt dt = a, cos not dt + ......
T (T) (T)
ce. + ap cos nwt cos pwt 4t + bp cos nwt sin pwt dt + ......
(T) (T)
... ta cosznwt dt + bn J cos net sin nwt dt + ......
(T) (T)
. _ T
ee. + ay cos nwt cos mwt dt + bm J cos not sin mewt dt = -

(T) (T)

18



donc | a_ =2 J f(t) cos nwt dt

n T
(T)

m On obtiendrait de méme, en calculant J f(t) sin not dt

(T)

que b = % J f(t) sin nwt dt

n
(T)

Nota : Ce calcul montre l'unicité des coefficients aO' an et bn.

C’est a dire :
soient y et ¢ définies par
m
+ Z (an cos nwt + bn sin nwt)

n=1

vVt eR, pw(t)

]
Q

¥teR, ¢(t)

Il
Q
~

P
r ' 4 3
0 + E: (an cos nwt + bn sin nwt)

n=1

Si¥vtelR, w(t) = ¢(t)

, a = a’

alors m = p , a, = a’ et pour tout n € NN n n
0 o : b = b’

n n

19



Y= INSUFFISANCE DES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES

\ 4
A
L 4

Soit % le signal d’entrée dans le systéme .

Considérons par exemple le signal périodique ¥ représenté

ci-dessous :

~ 8(t)

v
n

-T -T 0

|
N1

ou $(k 3) = 0

Peut-on trouver un polynéme trigonométrique tel que :

m
VteR, 8(t) = a, + 2: (an cos nwt + bn sin not) ?
=1

NON car un polynéme trigonométrique définit une fonction continue

sur R et ¥ n’est pas continue sur R.

On va essayer de voir comment on peut approcher la fonction § par
un polyndme trigonométrigue.
En prenant

1 2 2
a, = 7 J g(t) dt, a = s J g(t) cos nwt dt, bn =5 J g(t) cos nwt dt

(T) (T) (T)

obtient-on des polynémes trigonométriques qui approchent % ?

20



1°) Examinons deux exemples :

a) Considérons 1la fonction périodique ¥ représentée

ci-dessous :

» B(t)

Soit le polynéme trigonométrique :

m
fm(t) = a, + E: (an cos nwt + bn sin nwt)
n=1 '
ici a, == a =0 a = 2 et b =0
== , = , - -t =
0 4 2p 2p+1 ﬂ(2p+1)2 n

considérons les courbes représentant les fonctions fl’ fz' f3, f4,

£, £0 £, fg, fg, £1g0 190855 ¢

21
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+1

+1

+0

+0

+0

.60

.20

.80

.40

.00
+0,

~.

£5(t) =

oo

+4,00

22
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+1

+1

+0

+0

+0

+1

+1

+0

+0

+0

.60

.20

.80

.40

.00

+0

.60

.20

.80

.40

.00
+0,

£5(t) = £4(t)
' T 2
!

\

/ \

/

\ /o
/ \\,/ \\

2 cos 3t -
7

2
25 m

cos 5t

23

J
, 00 +4,00 . +8,00 . +#12,00 .
, 3
2
£_(t) = £ .(t) =2 —Z — cos(2p+l)t
] 7 =5 T8 L e
/ ;
/\ /\
\ / _
/0 |
/o
/ / \ /
; ;
\ /
/ o
/ /
/ \ /
\ '
/ \ /
/ \
’/. \\ / \'\
/ \/ A/
~ 3
[a]8] +4,00 +8,00 +12,00



+1.60

+1.20

A

w7
£4(t) = £,(€) = & —Z

4
2

7(2p+l)

/\
/A

/

/ \ /

\

5 cos(2p+l)t

p=0

+0.80 // ;
/ \ /
/ \
+0.40 ;/ / \ /
+0.00 // S
+0,00 +4,00 +8,00 +12.00 +
153
2
N £..(t) = £._(t) = il -2: ———— cos(2p+1)t
11» 12 4 L ﬂ(2p+1)2
+1.60
+1.20 / \ /
} \ // \ /
+0.80 / // \\\ //
fN
+0.40 /
/ \\ /
! / \/

+0.00

+0.00 +4,00

I On constate gue pour M assez grand

satisfaisante la fonction 8.

24
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b) Considérons 1la fonction périodique ¥ représentée

ci-dessous :

» 8(Lt)

/1

> €
0
. . _1 _ =1
ici a, = 3 0@ = 0 et bn ~
On obtient donc le polyndme trigonométrique :
m
£ (t) = 1. —— sin nt
m 2 i
n=1
Soient ci dessous les courbes représentant les fonctions fl,
Fyr T30 B4 B50 o0 £,5 ¢
11 .
A fl(t) =3 — sin t
+1.60
+1.20
A o
pan L T
+0. //'“?/\\ " ~ :
Q.80 / . //7( =
// - AN A
/// N \
7/ b ]
N Vi N A
+0.40 .\\ ///I / ' \\\ /// ' \\ d
\\ d ' \3////‘ N e
s/ . .. /s ' ‘< .
i 1
L7 }/// L :
+0.00
+0,00 +4,00 +8,Q00 +12,00 t

25



1

+1

+0

+0

+0

.60

.20

.80

.40

.00

1 1 .o, 1.
f2(t)— 3 p— sin t I sin 2t

+0

+1.60

+1.20

+0.80

+0.40

+0.00 *
+0.

,00

+4,00 +8,00 +12,00 t

£,(t) =

N
!
Al

sint-—LsinZt—-—l—sin3t
2 n 3 n

+4 .00 +8,00 +12.,60 t
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=

1. .
f4(t) = = - on Sin nt

N

=1

+1.60

+1.20

+0.80

+0.40

+0.00

+0.00 +4,00 +8.00 +12,00 <

N

fs(t) sin nt

|
™
|
) )
™1
i
.—l
3

+1.60

+1.20

+0.00 +4 .00 +8,00

+12,00 t



A

+1.60

+1.20

+0.80

+0.40

+0.00 o

ff;(t:) S ii - i;—;; sin nt

+0.00

+1.60 1

+1.20

+0.80

+0.40 1

+0.00 -

+4.00 +8,00 ' +12.00

12
1

=1 _ e S
flz(t) =3 R sin nt

U
+0,00

4~
4

+4,00 +8.00 +12.00
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On constate dans ce cas aussi que pour M assez grand on
approche de manitére satisfaisante, gquoigue plus lentement, la
fonction & sur les intervalles Jk2r,(k+1)2r[ Csauf pour les

valeurs voisines des points de discontinuiltéd.

2°) Conclusion :

On est donc amené pour approcher les signaux d‘entrée ¥ a
utiliser des fonctions fm définies sur R par :
m

fm(t) = a, + }: [ a, cos not + bn sin not ]

n=1

et en conséquence a se poser, entre autres, les deux questions

suivantes :

m Est ce que pour tout t € R, la suite fm(t) converge ?

m Si cette suite converge, converge-t-elle vers $(t) ?

on rappelle que la suite converge pour t fixé si

N
[ a, + }: (arl cos nwt + bn sin not) ] existe et est finie.

n=1
Exemples :

..............................

N
a) Soit la suite définie par fN(t) =1 + E: cos nwt

N
pour t = 0 1+ E: cos nnt = 1 + N
n=1

Cette suite ne converge pas pour t = 0.

29



on peut démontrer que cette suite ne converge pour aucune valeur
de t € R.

N
b) Soit la suite définie par‘fN(t) = E: % cos nt
n=1
Cette suite converge pour t # 2knr
N
Si t = 2n f..(t) = Sq 1 ne converge pas.
N Z.n
n=1
N
c) Soit la suite définie par fN(t) = }[:—if cos nt
n
n=1

Cette suite converge pour tout t.



CHAPITRE I







I- SERIE TRIGONOMETRIQUE :

1°) Définition :

Soit une suite (Cn) de nombres complexes. On appelle série

neé 2 R

trigonométrique de période T = —;— associee a la suite (Cn)n c Z

la série de terme général a cos nowt + bnsin nwt avec n = 0 telle

= > = = 3 -—
que a, C0 et que pour n = 1 a, Cn+ C_n et bn i( Cn C_n)

Nota :

a et bn sont nommés coefficients trigonométriques.

Cn est nommé coefficient exponentiel.

2°) Deux cas de convergence :

Nous n’étudierons pas d’une maniére générale 1la convergence
d’une série trigonométrique, signalons cependant quelques
résultats que nous admettrons sans démonstration.

a) m St la série trigonométrigue converge pour tout ¢t,

sa limite est une fonction de période T = EGE .

m Sl la série trigonométrique converge sur [a,0+T],

elle converge pour tout t.

b) St la série E: [Ian[ + |bn| ] converge alors la série
trigonométrique converge pour tout t et sa limite est une fonction

continue.
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2z . N - ~ 4 3
Exemple : la série de termé général S°S nwt 251n ot

..................... n

Remargue : On démontre que :

2: []an] + [bn] ] converge < E: [[Cnl + |C_n] ] converge

. + + o )
C) St pour tout n, an R, bn e R et st les suites (anl

et (bn) sont décroissantes et convergent vers 0 alors la série

trigonométrique converge pour tout t # k T (k e Z) et la limite de
la série est continue sur chaque intervalle 1kT, (k+1)T].

Exemple : la série de terme général EEEEEQE converge
pour t # k T (la suite de terme général a = % est décroissante et
convergente) et pour t =k T = 2 z " la série a pour terme

général % et diverge.

3°) Remarque :

a) La convergence de la série trigonométrique associée a
une suite (Cn)n e ? n’implique pas toujours la convergence de 1la
+o
série 2: Cn einwt_

¢

n=+co
En effet, une série }: o, est dite convergente si et
' n=-w
n=+w n=0
seulement si les séries 2: a et }: o sont toutes deux

n= n=-



convergentes.

b) Par exemple, nous verrons au Chapitre 3 VII-
Exercices 2°) b),

+w
que la série E: EEEHESE converge pour tout t € R, et que sa
n=1

limite est la fonction f de période T définie par :

f(t)=--TT£t+%site]0,T[ et £(0) = 0

+m +m
On sait que : 2: §5EHEQE = E: Cn elnmt (cf Chapitre 1- IV- 1°))
n=1 -m
Ici a_ = 0 et b = 1 donc :
n n n’ :
C,=0etpourn>1, ¢ = - i— et C =1
0 - 7' Tn 2n -n 2n
+m n=-1 +m
}: o = }: [— —i—] eln""t + 2: [— —i—) e1nmt avec m > 0
n 2 n n
-m -m n=1
Remarquons que pour t = 0
+m =-1 +m
_ i i
2on=) )Y )
-m -m n=1
n=-1 +0o
et que les deux séries }: (- iiﬁ] et 2: [— —lﬁ] sont divergentes.
- n=1

+w
s sin nwt
On a donc un exemple de série }: 51n _not convergeant pour
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+w
tout t alors que la série correspondante Z C, elm“’t diverge pour
—w

certaines valeurs de t.

+c0
On peut donc écrire V t € R, £(t) = Z —S-i—?—e—i-:- alors Que
n=1
+w

f(t) = Z Cn elnwt n'a pas de sens pour certaines valeurs de t.

i ]



II- COEFFICIENTS DE FOURIER D’ UNE FONCTION PERIODIQUE

L’étude faite dans le chapitre 1 nous conduit & la définition

suivante :

1°) Définition :

Soit la fonction f de R dans € , de période T bornée et
localement intégrable (les fonctions localement continues par
morceaux et de période T sont des cas particuliers de telles
fonctions).

cf Tome 1 Transformation de Laplace A- I- 13°)

On appelle suite des coefficients de Fourier de f la suite :
N _ 1 -inwt
(Cn)n e Z ou Cn =T I f(t) e dt .
(T)
a, = C0 et pour n = 1 on obtient :
=2 =2 -

a =g J f(t) cos nwt dt et bn T J f(t) sin nwt dt

(T) (T)

Si f est une fonction de R dans R alors an et bn sont

réels donc C_h =%

Remarque : I1 peut étre commode de noter les coefficients de

Fourierfd!unevfonctionﬂfH:WCanJJWgnifliﬁbniil:_ﬁﬂ,,W,,”"W o

2°) Théoreme :

Si f et g sont deux fonctions de période T telles que
Vte[0,T], £(t) = g(t) sauf éventuellement en un nombre fini

de valeurs de t, alers f et g ont mémes coefficients de Fourtier.
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3°) Regles pratiques pour le calcul des coefficients :

a) Les fonctions Que l'on intégre étant de période T, on

o+T
a pour tout «, C_ = % J f(t) e im0t g¢ et pour n > 1
’ (23
o+T o+T
_ 2 _ 2 i
a, =g J f(t) cos nwt dt et bn =5 I f(t) sin nwt dt
a o

(cf Chapitre 1- IV- 2°) ad)

On peut donc choisir l’intervalle d’intégration de longueur T pour

calculer les coefficients de Fourier.

b) Cas de fonctions paires ou impaires :

+a +a
Rappelons que si ¢ est une fonction paire J e(t) dt = 2 J p(t) dt

-a 0o
+a

et si p est une fonction impaire j p(t) dt =0

—a

a) Cas d’une fonction paire

o+T T/2 .
Sin=>1 a = % J f(t) cos not dt = % I f(t) cos nwt dt
-T/2
en choisissant a = -T/2
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On obtient

n = T

T/2
I f(t) cos nwt dt
0

car la fonction t |— f(t) cos nwt est paire.

On démontre de méme que

T/2
J f(t) dt

3) Cas d’une fonction impaire

On démontre de méme que :

YneIN

c) Fonction dont

T/2
J f(t) sin nwt dt
0

le développement est celul d’une fonction

pailre ou impaire :

Examinons ce cas sur un exemple.

T

Soit la fonction f de période T, définie sur [- = , % [ par £(t) = t.

2



Cette fonction n’est pas impaire.

En effet, V t e« ]- g , % [ £(-t) = - £(t) mais f(- %‘-) = f(g)
Toutefois (cf 2°) Théoréme), ses coefficients de Fourier sont les
mémes, par exemple, que ceux de la fonction g, impaire, de période

T, définie par g(t) =t si t € ]- % ‘ g [ et g(%) = g(- %) = 0.

Il est courant que, comme dans l’exemple ci-dessus, on se raméne
au développement d’une fonction paire ou d’une fonction impaire.

dd Si le développement de £ n'est ni celul d’'une fonction

paire, nt celut d'une fonction impaire 1l est souvent plus

avantageux de calculer Cn pour obtenir ay et bn que de calculer

directement ces coefficients.

4°) Exercice :

Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de la
fonction f, périodique, de période 2, définie par f£f(t) = t si
te[ 0,1 [etf(t) =1 si t € [ 1, 2[. Ecrire 1la série

trigonométrique associée.
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III- SERIE DE FOURIER D’UNE FONCTION PERIODIQUE

1°) Définition :

f de période T étant donnée, la série trigonométrique

associée a la suite (Cn)n c Z des coefficients de Fourier de f

se nomme série de Fourier associée a f.

Remarques :

a) Pour distinguer la fonction f de 1la série de

Fourier qui lui est associée on notera :

+0
= - _ 2 n
{f(t)} = a, + E: ( a, cos nwt + bn sin nwt ] avec w 5

Cette écriture ne signifie donc pas que, pour t € R, donné,
+o

quelconque, la série a, + §: [ a,  cos not + bn sin not ] converge

n=1
et a fortiori converge vers f(t). (voir par exemple 1la fonction

définie dans I- 2°)- c))

b) Si f est un polyndme trigonométrique, il y a
seulement un nombre fini de coefficients de Fourier non nuls.
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2°) Forme de la série de Fourier utilisée en Physique

Soit {f(t)} = a, + }: [ a, cos not + bn sin nwt ]

a) On nomme u, = a, cos wt + b1 sin wt : terme fondamental
et u, =a, cos nwt + bn sin not : nléme harmonigue ou harmonique

de rang n.

b) Autre écriture de u = a_ cos not + bnsin nwt

a) a, # 0 et bn = 0

2 p) a b,
u = a_ + bn n cos not + sin nwt
/2 2 2 2
ay + bn ¥ a, + bn
2 2 2n b,
Posons po_ = a” + b . Soit &_ tel que cos & = — et sin & = —
n n n n n Pn n Pn
alors u, = o, cos (nwt - §n)
bn
sia >0 $ = Arctan — + k 2n
n n a
n
bn
sia <0 $ = Arctan — + 7 + k 2n
n n a
n
) a, # 0 et bn =0
sia >0, u =acos nt , o =a et 3 =k 2n
n n n n n n
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si1 a <0, u, = - acos (nwt-r) , Phn = ~ 2, et Qn =n + k 2rn

¥) an = 0 et bn = 0

i = —E = =E
si bn,> 0, u = bn cos (nwt 2) : Ph bn et én 3 + k 2m

1 _ - .——E = - =-—E
si bn < o, u, = bn cos (nwt—( 2)) ' Pp bn et §n 5 + k 2r

&) a = 0et b =0
n n
= = ’ 5fini

u, o , = 0 et §n n’est pas défini

Pour une description "Physique™ du signal on préfére 1l’écriture

un = o, COs (nwt - §n)

Ph (amplitude maximum du terme de rang n) et in(phase en 2zéro du

terme de rang n) sont utilisés pour reconstituer le signal.

c) La fonction : t |—» P, Cos (nwt - §n) a pour

"amplitude™ Ppr période EBE’ pulsation w, phase §n R

On pourra écrire :

+c0

{f(t)} = a, + }: P, Ccos (nwt - én)

n=1

3°) fonction contintment dérivable sur 1l°’intervalle [a,b]

a) définition

On dit que f est continiment dérivable sur [a,b] si et

seulement si les conditions suivantes sont remplies :
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s f admet en tout to € ]a,b[ un nombre dérivé noté f'(to)
m f admet en a un nombre dérivé a droite noté f’(a)
m f admet en b un nombre dérivé a gauche noté f’(b)

m la fonction f’ ainsi définie sur [a,b] est continue sur
[a,b]

Nota : Si f est continiment dérivable sur [a,b], on dit que f

est de classe 81 sur [a,b].

b) Contre exemple :

Soit f définie par f(t) = £2 sin % sit# 0et £(0) =0

lim £(t) =1 imt sin % = 0 donc f est dérivable en 0 et
t+ 0 t t-»>0
f’(0) =0
. . 1 1
Sit=o0 f’(t) = 2 t sin £ " C0s ¢

f est donc dérivable sur [-1,1] mais pas continiiment dérivable.

En effet f’ est définie sur [-1,1] par :

f’(0) = 0 et £7(t) = 2 t sin % - cos sit=o0 donc f’ n’est

H= =

pas continue en 0 car 1 i m (2 t sin - cos %) n’‘existe pas.

t-> 0
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4°) Une regle de convergence : Conditions de Dirichlet

f de période T étant donnée, la série de Fourier associée a f

converge—-t—-elle en t0 ? Si cette convergence est vraie sur R, la

limite de la série est elle égale a f ?

a) Conditions de Dirichlet

Nous dirons que f, fonction périodique, de période T vérifie
les conditions de Dirichlet si et seulement
si f est une fonction continiment dérivable sur [0,T]
ou
s’il existe un nombre fini de valeurs to,...,tk,...,t

n
de 1l’intervalle [0,T] telles que 0 = t0 <...< tk < ... < tn =T
et que les restrictions f1 g e fk y eee g fn de £ a chaque’
intervalle ouvert ]O,tl[ y see o ]tk—l'tk[ ¢ see 4 ]tn—l’T[ sont
continiment dérivables et peuvent étre prolongées par continuité,
respectivement sur chaque intervalle fermé [O,tl], cee ,[tk_l,tk]

.. 4, [t , T] par une fonction PRI (PP 9,

n-1
continiment dérivable sur 1l‘’intervalle concerné.

Si f vérifie les conditions de Dirichlet on dit aussi que f est de

classe 81 par morceaux sur [0 , T].

b) Remarque

PN

I prolongement sur [tk_l,tk] de fk restriction de f A

Ity .t [ est définie par g, (t,_,) = f(t;_l) et gy () = £(t;)
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c) Exemples

o0 Soit f définie sur R, par f(t) = 3 - ¢

f est continiment dérivable sur [-1,1]. Donc f vérifie

conditions de Dirichlet.

3> Soit £ périodique de période 1 définie
f(t) =t sit e [0,1[ et f1 la restriction de £ a j]0,1][.
9, définie sur [0,1] par gl(t) = t prolonge par continuité f1

[0,1] et est contintment dérivable sur [0,1]. Donc f vérifie

conditions de Dirichlet.

¥> Soit f de période T définie par f(t) =t

te[0,5[ et £(t) = -t +Tsite (5.7l

»

f(t)

|
N
=)
=

Ici, on considérera les fonctions 9, et 9, définies par :
T T
YVte[o,3]1 g,(t) =t ; YVt e [5,T] g,(t) = -t + T

pour vérifier que f remplit les conditions de Dirichlet

6) Soit f de période 2 définie par :

f(t) =t si te ]Jo0,1[ et f(t) = -t + 3 si t e 11,2
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f(t)

L 4
‘-r

Remarquons que f n‘est définie ni en 1, ni en 2, mais en

définissant 9, et g, par :

¥V te[0,1] gl(t) =t H Vtell,2] gz(t) =3 -t

On vérifie que f remplit les conditions de Dirichlet.

£) Soit f de période 2 définie sur [-1,1] par :

£et) = ¥ 1-t2
ﬁl
f(t)
. t
-1 G 1 2 3 4
9; définie par gl(t) = 1--t2 si t € [0,1] n‘est pas dérivable a

gauche en 1 donc f ne remplit pas les conditions de Dirichlet.

¢) Soit f de période % et définie sur [0,%[ par

f(t) = tan t
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£(t)

Nﬁl
o
N

A

W
M
N

A

f1 définie sur ]0,%[ par fl(t) = tan t ne peut étre prolongée par

continuité sur [0,%] car 1im tant =+ o .
t32
2

Donc f ne remplit pas les conditions de Dirichlet.

d) Théoréme admis :

Si la fonction f périodique de période T vérifie les
conditions de Dirichlet alors la série de Fourier associée
£(t, ) + £(t,")

vers 5

a f converge pour tout t0 e R

Nota : Le cas des fonctions vérifiant les conditions de

Dirichlet est le seul cas intéressant en Physique jusqu’au niveau

B.T.S. (Cf Tome 1)

e) Conséquence de ce Théoréme :

a) En tout t0 ou f est continue

+oo
f(to) =a, + }Z ( a cos nwt0 + bn51n nwto ] donc
n=1
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) si f est continue sur R alors V t € R,

+w0
£(t) = a, + E: [ a  cos nwt + b, sin nwt ]
n=1

y) VteRkR,

_ + 4+
f(t ) + £(t' ) _ .
5 = ao + [ an cos nwt + bn sin nwt ]

n=
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I- SOMME D’ UNE FONCTION PERIODIQUE ET D" UNE CONSTANTE

1°) Théoreme 1

Soient 1la fonction f de période T dont le

développement en série de Fourier est :

{f(t)} = a_  + E: [ a_ cos nwt + b_ sin not ]
0 n n

+00
n=1

et la fonction g définie par g(t) = f(t) + K

T T T
a (9) = 1 J (£(t) + K) dt = 1 J £(t) At + z J K dt = aj(f) + K
0 0 0
T
an(g) = % j (f(t) + K) cos nwt dt
0
| T
an(g) = % I f(t) cos nwt dt + % J K cos nwt dt = an(f)
0 0
T .
car J cos nwt dt = 0
o

On montre de méme que bn(f) = b_(9)

Donc le développement en série de Fourier de la fonction g est :

[-a cos nwt + b sin nwt ]
n n
1

18

{g(t)} = K + a, +
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2°) Exercice

Donner le développement en série de Fourier de la fonction f

f(t) =3site[o0, %]
périodique, de période T tel que
f(t)=—%site[§,T[

en utilisant le développement en série de Fourier d‘une fonction
impaire.
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II- EFFET D’UNE "TRANSLATION" SUR LA VARIABLE (Phénoméne du retard?

1°) Approche du probléme

exercice :

m Soit la fonction f, paire, de période 2r, telle que :

£(t) = 1sitefo, 3l
f(t) = 0site ]% , 7]
et la fonction g définie sur R par g(t) = f(t - %)

a) Représenter graphiquement f et vérifier que
cette fonction remplit les conditions de Dirichlet.

b) Montrer que le développement en série de Fourier

+o0
de f est : {f(t)} = % + E: TﬁE%TTE_ (-l)p cos(2p+l)t
p=0

+00

b) si {g(t)} ==+ E: TE%IITE (-1)P cos[(2p+l)(t - %)]
p=0 '

en remarquant que cos[(2p+l)(t - %)] = (—1)p sin(2p+1l)t

+00

on obtient {g(t)} = % + }: T?%iTTE sin(2p+1)t
p=0
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Représenter graphiquement g et par calcul direct des
coefficients montrer que le développement obtenu ci-dessus est bien
le développement en série de Fourier de g.

2°) Cas général et théoréme :

® Nous allons montfer que comme dans l’exercice du a) pour obtenir
le développement en série de Fourier de t }——+_f(t - @) on peut
remplacer dans le développement de £, t par (t - ¢).

a) Soit f une fonction de période T vérifiant les
conditions de Dirichlet et g la fonction définie par
g(t) = £(t - ¢) , peut-on déduire les coefficients de Fourier de g

de ceux de £ ?

T T
c (9) = % J git) e 1Mt g = % J fF(t - p) e 1@t 4¢
0 0

Faisons le changement de variable w = t - ¢

T-¢
J f£(u) e in@(u + @) g, o TiNWP c (£)

-

=l

c,(9) =
donc aj (g9) = C,(g) = Cy(f) = a, (f)

- +1
Vn=1 an(g) = Cn(g) + C_n(g) = g 1NWP Cn(f) + g 1TWP C_n(f)

a (£) - i bn(fj
2

an(f) + i bn(f)

) - e (22220

a_(g) = e NP [
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e

+inwe + e—inw¢ ]

soit an(g) = an(f) [ 5

e+1nmp _ e—inw@
- b_(f) -
n 21

s _ _ .
d’ou an(g) = an(f) COS nwe bn(f) sin nwe

On démontre de méme que : bn(g) ='bn(f) cos hnwe + an(f) sin nwe

b) Théoréme 2

Soient f une fonction de période T = ZZE' vérifiant les

conditions de Dirichlet et g la fonction : t — £ (t-p), ¢ € R.
Les coefficients de Fourier de g sont donnés par

-inwe
Vne?2 c (9) =C (£) e

ag(g) = ay(f)

¥n=1 an(g)

b (g)

an(f) COS hwe - bn(f) sin nwe

bn(f) cos nwe + an(f) sin nwe

3°> Regle pratique

Soit A = an(g) cos nwt + bn(g) sin nwt d’ou

A = [an(f) cosnwg - bn(f) sinnwp] cosnwt

+ [bn(f) cos nwg + an(f) sinnw@] sinnwt

donc an(f) cos nw(t-¢) + bn(f) sin nw(t-¢)
= an(g) cos nwt + bn(q) sin nwt
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On en déduit la régle suivante

+c0
Soit ag + [an cos nwt + bn sin nwt] la série de
n=1
Fourier associée a f, alors la série de Fourier associée a g
avec g(t) = f(t - @) est obtenue en développant les termes
a cos no(t - ¢) + bnsin nw(t - ¢) puis en regroupant les
coefficients de cos nwt et sin nwt dans
+c0
a, +§: [ancos nw(t-p) + bn51n nw(t—p)J
n=1

4°) Exemple

Soit la fonction f définie au a) et la fonction f1 périodique

F(t) =Ltsite]-2 ,32%
s o s 1 3 4 4
de période 2r définie par 5 3 7
£ (t) =-2site] =2, 2L
1 3 4 ' 4
On remarque que fl(t) = - % + £(t - %), pour obtenir le

développement en série de Fourier de fl on peut:

- partir de :

+co

{f(t)} = % + Z ‘(_.2—p—+2-l_)rt—_ (-1)P cos(2p+1)t d’on
p=0

+co

_ 2 1 2 P _n
{fl(t)} = - ‘:—3 + E + Z m—' (‘l) COS[(2p+l)(t 4)]
=0
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, ay(£7) = by (£)) =0,

()1

donc ao(fl) = -

_ 2(-1)P

n _2(-1)P
2p+1—T§5¢IT—— cos(2p+1)z et

. T
2p+l (2p+1)m 51“(2P+1)Z

- partir de :

+00

{f(t)} = % + 2: TEﬁ%ITE_ cos[(2p+1)t + pn ]
p=0 '

2
( Popr1E) = prmm © %2pa1

(f) = -pn et Pzp(f) =0 )

d‘’on

(0} -

o=

+ E: TEE%TTE_ cos[(2p+l)(t - %) + pr ]
=0

|

|
ol
A

{fl(t)} - )

2 i34
+ E: G cos[(2p+1)t - (Z -p
=0

- 2 -
donc g, 1 (£1) = i ¢ Fapalfs ) P

IR

et o, (£)) = 0
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III- EFFET D®UN CHANGEMENT D’ ECHELLE SUR LA VARIABLE

1°> Approche du probléme :

Exercice :

® Soit la fonction g, définie sur R par gz(t) = g(2t), la
fonction g étant celle définie au II- 1°)

a) Représenter graphiquement la fonction Iy

+o0
b) On a obtenu {g(t)} ==+ 2: T§%¥TTE sin[ (2p+1)t]
=0

+00
A-t-on {gz(t)} = % + E: T55117§ sin[ (2p+1)2t] ?
p=0

Calculer directement le coefficient Cn de 9, et constater dque le
développement ci-dessus est bien 1le développement en série de

Fourier de 9y-

@ On constate que pour obtenir le développement en série de
Fourier de g, on peut remplacer dans le développement de g, t par

2t.

Nous allons montrer que cette méthode peut toujours
s’appliquer pour obtenir le développement en série de Fourier de

f it — f(kt) & partir de celui de f.
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2°) Cas général et théoreme @

a) Soit la fonction fk définie par fk(t) = f(kt) ou

£ de période T = 2% vérifie les conditions de Dirichlet.
* fs T _ 2 _ 2 n _
k e R, £, est de période T’ = *[ T er et w’ = S—|k| = k|

Remarquons notamment que si f est de période 2r alors

2

si k = 57 ’fk est de période T’.
- b) Calculons les coefficients de Fourier de fk :
T
c (£,) = J%L J TxT £(kt) e inlk[ot g¢
0
Faisons le changement de variable u =k t , d t = QEE

eT _ .
_ & ~ingwu ‘
k) = fT- J f(u) e du avec &£
0 _

H

Cn(f

Si k > 0 alors £ = + 1 donc Cn(fk) = Cn(f)

De méme on montre dque C_n(fk) = C_n(f)

Si k < 0 alors £ = -1 et
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De méme on montre que c-n(fk) = Cn(f)

c¢) On obtient donc aO(fk) = Co(fk) = Co(f) = ao(f) et

a (£,) = C (f) + C_,(f) = a_ (f)

bn(fk) i (Cn(fk) - C_n(fk)) = & bn(f)

d) Théoréme 4

Soit f une fonction de période T , vérifiant les conditions

de Dirichlet et la fonction h de période T%T définie par

kat) = f(kt) avec k € R*,alors les coefficients de Fourier de h

sont :

an(fk) = an(f) sinz 0

Il

bn(fk) £ bn(f) sinz1l avec ¢

E“
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3°) Regle pratique :

+0
Soit ag + 2: [an cos nwt + bn_sin nwt] la série de Fourier
n=1

associée a f, alors la série de Fourier associée a f, avec

k
+co .

fk(t) = f(kt) est : a, + E: [ a,  cos nwkt + bn51n nwkt ]
n=1

En effet a (f,) cos nwlklt + bn(fk) sin nw|k|t =

an(f) cos nwkt + £ bn(f) sin nwekt

I

Si e =1, £ bn(f) sin nwekt bn(f) sin nwkt

Si g = -1, e bn(f) sin nwekt = - bn(f) sin nw(-k)t

bn(f) sin nwkt
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Iv- LINEARITE

1°> Développement en série de Fourier de A\ £ + 4 g dans le

cas o f et g sont deux fonctions périodiques de méme période T.

Il est évident que A £ + u g a pour période T et que si f et g
vérifient les conditions de Dirichlet, A f + u g vérifie aussi les

conditions de Dirichlet.

¥VANeR, VuelR,

T . T . T .
J (A £+ uog)(t) e 1Ot g¢ o AJ £(t) e POt 4¢ 4+ “J g(t) e 1Nt 4¢
0 N

0 0

d’ou C, N f+ug) =2 Cn(f) + u Cn(g)

a, (£ +pug) Aap(f) + uoa (9)

A b (£) + u by (9)

On en déduit que :

by N £+ uqg)

Exemple :
Les fonctions f et g sont celles définies au II- 1°) , elles ont

pour période 2r, donc % f + 2 g est périodique de période 2n.

On a vu que :

_ 1 _ - 2 -1\P =
ao(f) =3 a2p(f) =0, a2p+l(f) = Gprn (-1)* , bn(f) 0
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_ _ _ 2
»a,(g) =0, §2p(9) =0, byu1 (F) = Gproym

N

ag(g) =
. 1 1 3

dfol : aj(5 £ + 2 g) = 5 ay(f) + 2 ag(g) = 7

a (l £+ 2 g) = i a, (f) + 2a,_(g) =0
2 2 " 2p 2p

=1 ' = -13\P
Ap+1(Z T+ 29) =3 35 (5) + 23,5, (9) = pryr (71

1 _ 1 =

2p
b, . (Af+29)=2b, . (f) +2b, (9 = rmrr—
2p+1'2 g 5 P2p+1 2p+1 (2p+1)m
et on obtient :
+00
{(lf+zg)(t)} =3, }: — [(-1)p cos(2p+l)t + 4 sin(2p+1)t]
2 4 (2p+1)~m
p=0

2°) Calcul préliminaire :

*
Soit f une fonction de période T’ = 2T et T =k T/, keN ,

wl
2

posons T = - d’old w’ = k w.

Nous allons calculer I = J f(t) e~inwt dt, neN
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i |- 14 ’
k-1 (p+1)T -in @'¢

kT! -in &'t
I | k _ 1 s k
I = -E—,I-"',J f(t) e dat = K T f(t) e

0 p=0 pT’

dt

Faisons le changement de variable t = u + p T/, il vient

1 kr T -in %’(u + pT’)
I = Cme }: J f(u) e du
p=0 O

0

lercas T n est multiple de R, n pouvant &tre nul

Posons n = a k, a € N

4 -3
-in % (u + pT’) = -iow’u - i2apn , oOr e 12apn 1 donc
. Q.)’ . O.)'
-in ¢ (u + pT’) -in ¢ u
f(u) e = f(u) e
’ ’
1 T -in x U
’ » =
d’ou I T Kk J f(u) e du
0
4
1 T -iaw’u
I = T J f(u) e du
0
eme

2 cas : n n'est pas un nultiple de R

1 T —in‘ﬁ'u k7l _in %lpT’
I = T J f(u) e }: e du
0 p=0
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: . 1
- ¢ _ -1ln + 2m
k1 ~-in % pT’ k-t -in % 2pr 1 - [e K ]
soit 5, =) -y - :
p=0‘ : p=0 =1n 3 2n

somme des k premiers termes de la suite géométrique de premier
1

—in ']'(' 21
terme 1 et de raison e
-in2nr
1 - e
S, = = 0 d’ou I =20
k .
-1n % 27
1 - e

3°) Développement en série de Fourler de A\f + ugsi f et g

n*ont pas méme période. (A € R, u € R)

Soient les fonctions périodiques f et g telles que:

- f a pour période T,

- g a pour période T2

- f et g vérifient les conditions de Dirichlet

T

a)1f£- n'est pas rationnel
2

(f et g n‘ont pas de période commune ).Dans ce cas Af + ug n’est pas

périodique ,donc n’a pas de développement en série de Fourier.

T
b)7f£' est rationnel
2

Soit T la plus petite période (positive) commune a f et g.
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On pose :T = lel = k2T2 , kl e N , k2 e NN
21 21 2n
T=_ ’ T=__._’ T=_.
w 1 ool 2 wz
’ ' - =
d’ou Wy klw et w k.w

Il est immédiat que VA e R, Y u e R, Af + wug vérifie les
conditions de Dirichlet et que Af + ug est périodique de période T.
On va calculer les coefficients de Fourier de Af + mug en fonction

des coefficients de Fourier de f et de g.

o) Calcul de c

' T
co(ME + ug)= %j (A f +u g)(t) dt d‘ou
0

K. T | KT
C (N + pg) = 'L figy at + H 272 4(t) at
0 KT KT
171 0 272 0

d’apres le résultat du 2°) 1%Fcas

o M T,
co(AE + pg)= < f £(t) dt + -% J g(t) dt
L 240 '

Cog (M £+ g ) =xcy(f) +ucy(g)

I

a, Nf +ug)

A ag(f) + uoag(9)
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f3) Calcul de = n=1

T .
c ,(AE + pug)= % J (A £(t) + u g(t)) e 1™t gt gron
0

| K. T » KT .
c (Af + ug) ='E§T'J 11 £(e) e71Mtgt + Tf%TJ‘Z 2 g(t)e tnetye
171 2t J

m 1%7cas: n est un multiple de kl et de k2

posons n = akl = ﬁkz , O € m*,ﬁ e m* d’apres b)

T -ipw u T -iffw_u
cn(kf + ug)= —%% J.l f(u) e ' qu + —%} J 2 g(u) e 2 du
1 0 2 0

d’ol C, W £ +ug) =XC(f) +u Cﬁ(g)

an—lb
2

n

sachant que Ch= il en résulte que :

a (Af+pug)=xa/(f)+u aﬁ(g)

Il

b, (A f+ug) A b (f) +u bﬁ(q)
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eme
m 2 cas: n est un multiple de kl et n'est pas un nultiple de k2

Posons n = a kl , o N

C, (N £+ ug) =xCy(f)
d’apreées 2°) | a, (v £ f Mg ) =ra,(f)
.bh NEf +ug)=2x ba(f)

m 3€as : n nlest pas un multiple de kl et est un nmultiple de k2

Posons n = ﬁka , 3 € N*

d’apres 2°) c, (N Ef+ug) =u C()
a (nf+pg)=u aﬁ(f)
by (N £ +ug) =pu by(f)

s £€as: n n'est nt multiple de kl Tt multiple de k2

d’aprés 2°) | ¢, NEf+mg)=0
a, Nf +ug)=0
bn Nf+ppg)=0
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- S8i T1=T2 nous sommes dans le premier cas, k1=k2’ n=ao-=/_

C_ (N f +uqg) A CL(f) + u CL(9)

a (M f +ug)=2xa(f) +ua,l9)

b, (M f +wug)=xDb(f) +ub(9)

On retrouve les résultats obtenus en 1°)

4°) Deux régles pratiques

Soient f de période Tet g de période T, telles que T = lel = k,T

kl e N*x , k2 e IN*

VAeR,VuelR Nf + u g est de période T

Soient les développements en série de Fourier de f, g, A £ + u g
+o
- ’ r :
{f(t)} = aé + 2: [aa cos awlt + bq sin awlt]
a:

avep a& = aa(f) , b& é ba(f) et aé = ao(f)

[ag cos ﬁwzt + bﬁ 51§ ﬁwzt]

avec aﬁ = aﬁ(g) ' bﬁ = bﬁ(g) ‘et ag = ao(g)
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+00

{(kf + yg)(t)} = ag + }: [an cos nwt + bn sin nmt]

n=0

avec a, = an(Kf + ug) , bn = bn(hf + ug) et a, = aO(Kf + ug)

° =2_._.Iz =2___tt =2_._?.T = =
On a w T R Tl N T2 rowy kl w o, W, = k
+o
d’ou : {X £(t)}y = A a’ + X a’ cos ak.w t + A b’ sin ak.w t
0 o 1 a 1
a=0
+00 .
= " " " ]
et {u g(t)} M oap + E: Eu aﬁ cos ﬁkzw t + u b‘,3 sin ﬁkzw t]
3=0

a) Premiére reégle

D’aprés les résultats obtenus en 3°), on constate que :

Pour obtenir le développement en série de Fourier de A f + u g
on peut faire la somme des harmoniques du développement
de A £ et du développement de u g et les ordonner dans l‘’ordre

croissant des pulsations.

b) Deuxiéme regle

D’aprés les résultats obtenus en 3°) :
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an(h f+ug) =X a

(f) + u a_(g) en convenant que si LS (resp -IL)
n : k k2

n

—_— —_ 1
kl k2
n’est pas entier an(f) (resp an(g)) est nul
kl k2

et

I

. . n n
bn(A f + u qg) A bn(f) + u bn(g) en convenant que sl * (resp 7?}

- _— 1 2
kl k2
n’est pas entier bn(f) (resp bn(g)) est nul
kl k2

ATTENTION : On ne doit chercher & appliquer ces deux régles que si

Tl
—— est rationnel.

T2

c) Exemple d'utilisation des régles pratigues

Soient les fonctions :

2 n

fl paire, périodique de période Tl == définie par

—_ . 124 ! _ . T l
fl(t) =1site][O0 ,——6-[ et fl(t) =0sl t e ]—Ta- ' 1

f2 paire, périodique de période T2 = 253 , définie par

-1 s n cosite]®, T
fz(t) =1 si1 te [0, 3 [ et f2(t) =0 si1 te] g ' 3 ]
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 £,(€)
A A ——ba
A , i B e —
) ! ! ! ! ! ! ' : !
s » ' i ' I , |
0 : ' ' f ; : : : L
o w ™ 37 an n an - 31 | t
10 10 2 “"O" -;8- TS ~‘—o' % ..‘._o.. lig_ wn t
“ fz(t)
A1 I v d f (e——)
' ) 1 l 1 ! !
, ' '
5 ' : | ? : :
¢z ! sn o ) WL gp
2} 2 % - 2 6

Soit la fonction f définie au II- 1°), on remarque

n T _
que pour tout t = o + k = fl(t) = f(5t)
et que pour tout t = % + k % £,(t) = £(3t)
On en déduit que :

+w .
£(e)l =1+ —2 _ (-1)P cos[(2p+1)5t
1 2 (2p+l)m
p=0
+0o
£ =1 2 (-1)P
et {fz(t)} > Z ey (1) cos[(2p+1)3t]
p=0

Le +2 f2 est périodique de période T =

La fonction 5 £
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1 ¢
+ ( 3 fl+ 2 f2) (t)

L)
| \ | 1 '
2 — n A . — —_—
' 1 ! t ' ' [ ] : ! !
' 1 ! ' ' 1 ) ! ! ‘ ;
1 ! t ! ' ' ' . ' ' ' .
A ' ! ' 1 ‘ ' 0 ¢ 1
AR [ | — ~ ! i f ' ) !
1 ; | [ L ! ] . : ' t
. ->
0|l 2 n an bl I sg 4n un 3 En i 'F1 ool dn 29 €
to ¢ [T 2 w0 6 10 0 6 ° Z 1o 6 (o

m On va écrire le développement en série de

Fourier de L f. + 2 £, jusqu’au rang 57. On déduit de (1) et (2)

2

que :

1
{5 £, (%) } =

L cos 45t -
o

{ 2 fz(t) }

2_ cos 27t
9

== COS 57t +

4
197

En appliquant

1
7

+ 1—571_- cos 15t

1 -2

141 cos st - i cos 15t + 2= cos 25t - i cos 35t +
4 121 3r 5n 7
1 cos 55t + < cos 65t - ...
11n 13
1 + 4 cos 3t - 4 cos 9t + 24 cos 15t - 2 cos 21t +
114 3 5n 7
4 cos 33t + 2 cos 39t - 2 cos 45t + 2 cos 51t -
1lin 13m 15m 17=

la premiére régle on obtient :

_ 5 4 1 _ 4
)(t) } =7 + ~ cos 3t + = cos 5t 3, COs 9t
4 1 4 4
>n cos 21t + T cos 25t + —5n cos 27t 1in cos 33t
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1 4 7 4 1
o cos 35t + 37 cos 39t - isn cos 45t + Tom cos 51t - Tin cos 55t

+ ~£~ cosS 57t + ...

19n
@ En utilisant la deuxiéme régle, on va
1 1 1
calculer al35(§ fl + 2 f2), alSO(E fl + 2 fz), a153(§ fl + 2 fz)
a. (L f +2f), a(2f, +2F), an (2 £, +2£) et
1542 "1 277 7155'2 71 277 156'2 "1 2
a (i £f. + 2 £.)
1602 71 27°
On peut remarquer dque ¥V ne N*, bn(fl) = bn(fz) = 0
N 1
L4 — =
d’oll ¥ n « IN* bn(2 fl + 2 f2) 0
A, (X f +2f.) =Xa (£,)+2a,(£f,)
1352 ~1 2 2 72771 4572
on obtient a27(fl) en faisant p = 13 dans (1) et a45(f2) en

faisant p 22 dans (2) d‘ou

, 1 1 s 7
a135(3 £ + 2 £5) = - 552+ 757 T 135¢
a._ (X f +2f)=2%2a_ (f)+2a..(f,) =0
150'3 51 2 5 30l 50 %2
car azp(fl) = azp(fz) =0
1 1 _ _ _4
a154(3 £ + 2 £,) = 5 a;53(F)) + 2 ag5,(£,) = - 577

5 v
car a153(fl) = 0
5
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(N N = NI

(1

a;15,(F)) + 2 355,(£,) =0

5 3

ay, (£1) + 2 a;545(F))

3

a;56(f1) + 2 agy(f5) =0
5

ay,(f)) + 2 a;4,(£;)

3



V- SERIE ASSOCIEE A UNE FONCTION f SUR L®INTERVALLE [a,b]

Méme si la fonction f n’est pas périodique on peut envisager

de lui associer une série de Fourier pour tout t € ]a,b[ (b > a).

1°> Cas général

Il suffit de chercher la série de Fourier associée a 1la
fonction g de période T = b - a telle que pour tout
tela, b[ g(t)=f(t).

y = f(t) /
o a g » t
Yy = g(t) ! //
: : é L
| -

3a-2b 3a-b 10 a b >b-a

2°) Cas o a = 0

On peut chercher la série de Fourier de la fonction 95 paire,

périodique, de période T = 2b telle que pour tout t € ] 0 , b [
g,(t) = £(¢).

y = £(t)

ot




ou bien on peut chercher la série de Fourier de 1la fonction 9,
impaire, périodique, de période T = 2b telle que pour tout
t € 10,b[ g,(t) = £(t)

Y = 9,(t) -

b 0 33 25 g

— T~

Nota: si b = 0, on pourrait de méme chercher 1la série de

Fourier d’une fonction paire ou d’une fonction impaire.

3°) Exercice

Soit la fonction f définie sur ] 0 , 1 [ par f(t) = et.

a) Donner le développement en série de Fourier de la
fonction g périodique, de période 1, définie sur ] 0 , 1 [ par
g(t) = £(t).

b) Développer sur ] 0 , 1 [ la fonction f en série
de cosinus ( donner le développement en série de Fourier de la

fonction 9y paire, périodique, de période 2, définie sur ] 0 , 1 [

par g, (t) = £(t).

c)Développer sur ] 0 , 1 [ la fonction f en série de

sinus.
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VI~ REMARQUE

1°) Un cas de signal n’ayant que des harmoniques "impairs"

Soit f périodique de période T vérifiant pour tout t et t + g ou f
est définie f£(t + 2) = -f(t)
T

T 3 T
a=32]f(t)yat =21 £(t) at + = | £(t) at
0- T T T

o 0 T

2

ML

Faisons le changement de variable u = t -

T T
T 2 2
J £(t) dt = J f(u + %) du = - J f£(u) du d’ol aj = O
T 0 0
P
T
T 3 T
a, = % J f(t) cos nwt dt = % J f(t) cos nwt dt + % I f(t) cos nwt dt
0 0 T
3

i

Faisons le changement de variable u = t -

NI

T
J f(t) cos nwt dt

J f(u + %) cos (nw u + nw %) du
0

ML

3

- J f(u) cos (nw u + nrn) du
0

donc si n est pair, a, =0
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On démontre de méme que si n est pair bn = 0 donc

+0
{f(t)} = }: a2p+l cos (2p+l)wt + b2p+1 sin (2p+l)wt
p:

2°) Exemple

Soit f paire, périodique, de période 2r, définie par :

£(t) = % site [0,3] et £(t) = - % si te 3l

vVt~ % + A, A e 2, f(t+tn) = - £(t)

En effet Vte ]-Z +kan , T +kon[ , ke, £(t)-= Z et
t+nelf+kan, LT+ k2n[ dfou £(t +n) = - 2= - £(t)

Si on se reporte & 2°) a) on peut constater que

+00
{f(t)} = Z Tz-f)-f_—l)—n_ (-l)p cos (2p+1) t
p=0

3°) Exercice

Soit la fonction f, périodique, de période 4, définie par :

£F(t) = et site ]-1,1[ et f£(t) =- et "2 site ]1,3]

Vérifier que V t e De f(t+2) = - f£(t)

Calculer le coefficient de Fourier C2p+l puis en déduire {f(t)}
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VII- EXERCICES

1°3 Donner la série de Fourier associée a la fonction g,

paire, périodique, de période T = EGE et définie par :
g(t) = E site[ 0,5
avec 0 < 7 < T
. T
g(t) = o0 sitels, 3l

En déduire la série de Fourier associée a 1la fonction f,

péricdique, de période T = EBE et définie par :

f(t)

Il
=3}

site] 0o, ]

f(t)

il
o

site ], T]

2°) Deonner la série de Fourtier associée a la fonction g,

périodique, de période T = 2%, impaire, définie sur [ O , % [ par
_ 1
g(t) = T t .
En déduire
a)la série de Fourier associée a la fonction fl de
période T, définie par fl(t) = % t +1 site]O0,TTI][.
b)la série de Fourier associée a la fonction f2 de
période T, définie sur ] 0 , T [ par fz(t) = - % t + %

( C£ Chapitre 2 I- 3°) b) )
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c)la série de Fourier associée a 1la fonction f3
vpériode g, impaire, définie sur [ 0 , % [ par f3(t) = % t .
3°) Donner la série de Fourter associée a f, paire,
période T = ZGE définie par :
_ . w
f(t) = cos wt site [ O, o ]
- : n T
f(t) =0 site 55,51
En déduire :
a)la série de Fourier associée a g, périodique,
période T, définie par
g(t) = sin ot site[ O, g ]
. n 2 m
g(t)=0 Slte[a,--w—]
b)la série de Fourier associée a v définie par :
VteR, v(t)=g(-t)
c)la série de Fourier associée a la fonction u =
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I- INTEGRATION

1°) Approche du Probléme

a) Une référence a la Physique

m En Physique on utilise des intégrateurs (schéma
ci-dessous).
Si 1’on met a 1l’entrée de 1’intégrateur un signal périodique

¢, de période T, de valeur moyenne nulle (—%—I g(t) dt= 0 ),
(

T)
on sait que :

- le signal de sortie s est un signal continu, car s est
égal a la tension aux bornes du condensateur, tension

qui ne peut varier brusquement.

- le signal de sortie s est défini par :
t

s(t) = -%E-%(t - to) J g(x) dx si 1’intégrateur
t0

commence a fonctionner a 1l’instant t0 .

- s est un signal périodique, de période T.( voir par

ailleurs b).

C
——
| |
| |C
& F
t
Remarque : La fonction f défine par : f(t) = J g (x) dx
t0

est la primitive large de % qui prend en t, , la valeur O.
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Donc f est continue sur R ( cela est cohérent avec 1’hypotheése

physique de continuité de s ) .

b) Primitives larges d’une fonction de période T.

Soit g une fonction localement continue par morceaux sur R et
t
G définie par G(t) = J g(x) dx . G est la primitive large de g

%o

nulle en to. Donc, si G est constante, alors g "est constamment

nulle sur tout intervalle ouvert sur lequel elle est continue.

Soit % une fonction localement continue par morceaux sur R ,

montrons que :

t
si f telle que f(t) = J 8(x) dx est une fonction de période &,

%o

alors § est de valeur moyenne nulle sur [0 ; €] et %8 est de

période 6.

t+e t t+6
m f(t +98) = J g(x) dx = J g(x) dx + J g (x) dx
tO t0 t
t+e
f(t + 8) = £(t) + J g(x) dx .
t

Si f est de période 8, alors pour tout t, f(t + 8) = £(t).
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. t+e
Il en résulte que pour tout t, J g(x) dx = 0 ; donc que la
t

valeur moyenne de % sur [0 ; 8] est nulle.

m Soit Pg la fonction définie sur R par :

t+e
'pe(t) = J g(x) dx .-
t
to t+e t+e t
pe(t) = J g(x) dx + I g(x) dx , or I g(x) dx = [ g(x + &) dx ,
t t0 t0 to—e
t t
donc pe(t) = J g(x + 8) dx - J 8 (x) dx
to—e t0
t t0
¢e(t) = J $(x + 68) dx - j g(x) dx + J g(x + 8) dx ,
t0 t0 to—e
t0 to+6
et J g(x + 8) dx = J 8(x) dx .
to—e t0
t
D’ou g, (t) = J [s(x +8) - $(x) ] ax + g (ty)-
t
0

Nous avons vu que si f est de période 6, ¢4 est constamment nulle,
£ :
donc pour tout t : J [8(X + 8) - %(x) ] dx .

%o

D’aprés a), nous en déduisons que la fonction
X — 8(x +8) - &(x)

est constamment nulle sur tout intervalle ouvert ou elle est
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continue. Cela montre que ¥ est de période & en supposant que ¥

n’est pas définie en ses éventuels points de discontinuité.

Réciproquement, montrons que :

si % est périodique de période T et de valeur moyenne nulle sur
t
[0 ; T], alors la fonction f définie par f(t) = J 8(x) dx est
tO
de période T.
t+T t t+T
f(t +T) = J 8(x) dx = J $(x) dx + J $(x) dx
t0 t0 t
t+T t+T
f(t +T) = f(t) + J $(x) dx et J 8(x) dx = 0 , donc
t t

pour tout t : f£(t + T) = £(t) .
m Notons que d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, si ¥

n’est pas de valeur moyenne nulle sur tout intervalle [t ; t + &]

aucune primitive large de ¢ n’est périodique.

c) Etude d’exemple

g(t) =1site] 0o, n|
Soit g la fonction définie par

Il

g(t) =0sitelnrn, 2n |
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|
=27 -7 0 3 2n T 411—’
+00
. _1 2 .
On a vu que : {g(t)} =3 + E: oD sin(2p+l)t
p=0
( Chapitre 3 II- 1°) )
o) Soit ¢ 1la fonction définie sur R
() = g(t) - 2 .
£(t)
AR
2 :
: »t
-2 - 0 T 2r 3n . 4
:_\ - —-’2;— '\._—-—-: _:

+0
Il est immédiat que : {?(t)} = E: TEE%ITE— sin(2p+1)t
V p=0 o

» Soit L1 la primitive large de ¢, nulle en 0.

L, (%)

~

s
2

83

4

par



et L, la primitive large de ¢ nulle en t = —-.

L,(t)

~

AL N %E' T~ 2m T~ 4n .t
— T 5 T ~ 3 T~

t

On remarque que Ll(t) et Lz(t) sont de la forme J £(x) dx :

%o

t , t

Ll(t) =J £(x) dx et Lz(t) = J £(x) dx .
0 ALl
2

On peut vérifier que : ( cf. Chapitre 1 - V - 1° - a)

4+

L (t)} =‘E - }: 2 cos(2p+l1l)t
{1 4 p=0 (2p+1)2n:

+0
on en déduit que : {Lz(t)} = - E: 2 5 cos(2p+l)t
=0 (2p + 1) =

Si on intégre terme a terme la série de Fourier associée a ¢ en

1

p + 1) cos(2p + 1)t pour primitive de chaque

choisissant

terme sin(2p + 1)t , on obtient :
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+o0
c - }: 2 5— cos(2p+l)t
=0

(2p + 1)" =

ou C €« R est une constante arbitraire .

En choisissant C T Ll(x) dx , on obtient {Ll(t)} et

21
(2r)

en choisissant C =-§%-J Lz(x) dx , on obtient {Lz(t)} .
(2m)

¥) Soit la fonction L3 de période 2n définie par

T

1 .
{L3(t) __é—t site]O0,n [
= _._1_ —_— i
L3(t) = 5 t + site]ln, 27 [

2

L,(t)
s
i 5 ‘ 5 | ,
-2n "T\ 0 ﬂw 37‘!“ t
On remarque que pour tout t ou L, est dérivable, Lé(t) = £(t),

mais L, n‘est pas une primitive large de ¢ (L, n‘est pas

continue).

On vérifiera que les coefficients de Fourier de L, sont les
2

n(2p+1)2

suivants : a; = o, a2p =0 , a2p+1 =

’
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3 3 1
byp=0et byv= 3p+1 -

On observe que le développement en série de Fourier de L3 ne peut

étre obtenu en "intégrant terme a terme" {?(t)} .

&) Si on integre terme a terme la série de Fourier

associée a g on obtient :

A + g - E: 2 5 cos(2p+l1)t

I1 faut remarquer que :

m la fonction g n‘est pas a valeur moyenne nulle sur un

intervalle d’une période

m que le développement en intégrant terme a terme {g(t)},

quelle que soit la valeur attribuée a la constante A ,ne peut étre
< s . . t
un développement en série de Fourier car en raison du terme 5 la

fonction obtenue n’est pas périodique.(cf a) remarque)

s) Conclusion

L’étude des exemples ci-dessus nous conduit au constat suivant :

Soit une fonction F de <<dérivée>> f (cf Tome 1-Transformation
de Laplace-B-III) connaissant le développement en série de Fourier

de £
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( @ si F est une pri mitive 1large de
f on peut intégr er terme a terme
le développemen t de f pour
obtenir celui de F.

m st f est & valeur
moyenne nulle
@ si F n‘est pas u ne primitive large

de £ 1’intégrat i on terme a terme
du développemen t de f ne permet

pas d’obtenir ce lui de F.

m st f n'est pas & valeur moyenne nulle, l’intégation terme a terme
du développement de f ne peut donner un développement en série de

Fourier.

Nous allons dans ce qui suit généraliser les propriétés constatées

sur les exemples que nous venons d’examiner.

d) Remarque

La valeur moyenne sur un intervalle d’une période de la fonction £
ot
définie par f(t)=j 8(x) dx est:
t

0

en calculant de deux maniéres différentes 1l‘’intégrale double

< <
tO =t = t0+T

JJ $(x) dx dt avec (t,x) € A & ,
A t = x= t0+T
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£(t) dt

XL - -2 ;
(
tO----‘A ;
- !
| :
0 t0 t
t0+T t=t +T x=t
1 1 0
fmoy_ ij f(t) dt _§J [ g(x) dx
to t= 0 x=t0
t +T
1 0
fmoy =7 J (t0+ T - x) 8(x) dx
tO

Voir aussi - Chapitre VI - Exercice 8

Exercice:

Vérifier en utilisant ce résultat les valeurs trouvées en c)-f3)

2°) Intégration terme a terme d’une série de Fourier

Examinons le cas d’une fonction f vérifiant les conditions

Dirichlet, de période T, de valeur moyenne nulle sur une période et

dont la série de Fourier associée est E: [an cos nwt + bn sin nwt]
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On suppose donc que a, = 0, c’est-a-dire que J‘ f(t) 4t = 0.

(T)

0

a) Soit une primitive large de f :

m F est continue sur R.

m F est de période T.(cf 1°)-b))

b) F primitive large de f vérifiant les conditions de
Dirichlet est continue et F vérifie les conditions de Dirichlet,

elle admet donc un développement en série de Fourier tel que :

+o0
¥V teR, F(t) = Ao + E: [ A cos not + Bn sin nwt ]
n=1

Calculons An et Bn pour n = 1

T
_ 2 _ 2 |sin nwt _ 2 .
A= 7T J F(t) cos nwt dt = 3 [T F(t)] aor | £(t) sin not dt
(T) 0 (T)
T b
: sin nwt _ PN _ 2 . _ __n
or [__ﬁa_—— F(t)] = 0 d’ou An = T f(t) sin nwt dt = e
0 (T)
Bn = % J F(t) sin nwt dt , on va choisir pour les calculs

(T)

ool
VL]

1’intervalle [ -

]-
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Vi

B_= % J F(t) sin nwt dt

n
_ I
2
T I
2 cos nwt 2 2 2
Bn = 5 - — F(t) + T J f(t) cos nwt dt
-I - I
2 2
T
2 .
. _ 2 _ cos nwt _ _ Ccos nn T cos nm _T
Soit I = & [ e F(t) ] - = nw F(Z) + nw F( 2)
2
= - COos nn Ty - p(-X Ty - p(-Ly =
T - 8n [pG) - F(5) | or F(3) - F(3) =0
T
2 2 2n
7 A1 o = —
d’ou Bn T J Tf(t) cos nwt dt e
"2

¢) Conclusion :

Théoreme
Soit f vérifiant les conditions de Dirichlet, de période T, de
valeur moyenne sur [0 , T] nulle et de série de Fourier associée

+c0

[ a cos not + b_sin not ]
§ n n
n=1

Soit F une primitive large de f , alors V t « R

+00
- 1 _ .
F(t) = Ao + Ez e [ bn cos nwt + a, sin nwt]
n=1
avec A = 1 F(t) dt
0 T
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Rappelons que si F est la primitive large de f nulle en to'alors

t0+T
J (t0+ T - x) f(x) dx

%

o
M=

( cf. 1°a) pour la signification physique de t, ).

Ceci montre que la valeur moyenne du signal de sortie de

1’intégrateur dépend de 1‘’instant t0 auquel ce dernier commence

fonctionner .

d) Régle pratique

+00
Soit E: [an cos nwt + bn sin nwt] la série de Fourier
n=1

associée a f,alors la série de Fourier associée a F,primitive

T . +w .
1 1 ' .
large de f,est: T J F(t) 4at + E: e [— bncos not + a sin nwt]
: 0o n=1

ATTENTION : Si a, * 0 on n’intégrera pas terme a terme

la série de Fourier.
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II- DERIVATION

1°) Approche du probléme

a) Une référence a la Physique

m En Physique on utilise des dérivateurs (schéma
ci-dessous). Si on met & 1l’entrée du dérivateur un signal
périodique 8, de période T, la sortie est un signal périodique s

de période T.

g : >—if

m Exemple de modélisation d’un signal physique :

(On se reportera au Tome 1 - Transformation de Laplace - B-V-

Impulsion de Dirac)

o) Cas d’'un signal physigue $ Créel) modélisé gpar

une fonction indéfiniment dérivable .
A

................................................................




Il

Dans ce cas, la sortie est le signal s = 7t 8’ avec 7.

ool
(@]

et 8’, représentée ci-dessous, dérivée de ¥.

L N

R R T Y PR P R R R PP

,.%..r;.._.._..

) Cas ou le signal 8 défini en o esi modélisé par

la fonction continue 81 représentée ci-dessous, vérifiant les

conditions de Dirichlet.
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Ici la sortie est le signal s = 7 g, avecC L primitive large de g

Pour tout t ou &) est dérivable , Ei(t) = g(t).
13¥) : :
B e e e
£ 5 5 e
B : — : D
. e e ettt Bl e L PP b
[ : . : !
iR S s Lo
[ TN L T C O SO SPU, : ..... L U SN LR
| 4 T - '- ! ‘ I
o} 1 T4 Tee o z o
-t ¢ 1B \ Lo ! ! A N >
. e Tt+e | ! : £
.......................... b el e | e
| : ' i '
v £
B S T 4' ....................................................... 4 . ettt is it e s a et et ari it aaeaeiraraas
B L e I
3 § o

¥) Cas ou £ est tres petitl
On modélise alors le signal % défini en a par une fonction

non continue 5, représentée ci-dessous.

e , . ; :
‘ ................................................
e e : .............................. R R I |
! } ! !
............................. [ R PR PR R R R LR R L R R ERRETIE
! ’ [ |
! ! | | >
0 T T ; T_ ! | t
3 | 9 1 |
R R R CEE R Zl. .......... f...., ..... I SRR AR ',. .............
: ' | !
.............................. § ettt e e |..... |
S J J o
I TS WSSO U ovTs UOTtu oo UOTNUOTTUUTOUS SOUNUPNOPUOL: SOPPPUORPRUIIN HOSSROOPPOOOS T
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Alors la sortie est le signal s =7 D(Ez)
s est une distribution, et D(Ez) est la dérivée (au sens des

distributions) de $_. (voir Tome 2).

2
s=27E Z (—1)ncsrll
neaz 2
ou & T est 1l’impulsion de Dirac en n —%— de poids 1.
=
MS :
A\ ........................................................... A ...... . ...................................................... ‘\ ...............
igg“muwnm”m“mwm“m“m”mhm“mu“mbm”m”m“+”m”m”m” ................... ?.iés .......
= T T |
T: T ;
z 3% s .
° ' T 2T 7
€8] 2y
.....-...-...-................%....?-.............-.........................u.............--o-- -....—i .................................
.............................. v..\/.

b) Etude d’exemples

o) Soit la fonction f de période 2r définie par :

f(t) t site]O0, n|
v{ f(t)

2n -t sitelnm, 2rn [
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On remarque que f = 2 L (cfI-1") c) )

ll
- d’ou :
+00
{f(t)} =Z- Z 2 cos(2p+1)t
=0 (2p + 1) =

On peut observer que f est continue sur R. Soit fl
la fonction << dérivée >> de f, c’est a dire la fonction telle que
pour tout t = km, fl(t) = fr(t) .

-271 -1t 0 123 21

On remarque que fl = 2¢ , £ étant la fonction définie dans V-1°-c,

d’ou :

+00
{fl(t)} = Z mé—f')?— sin(2p+l)t
p=0

Si f est le signal d’entrée d’un dérivateur, on sera amené en
physique & chercher la série de Fourier associée a f; pour

déterminer le signal de sortie.

On constate dans cet exemple que f est continue sur R et que
1’on peut obtenir la série de Fourier associée a f1 << dérivée >>

de f en dérivant terme a terme la série associée a f
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3) Soit la fonction fz, de période 2rn, définie par :

{ fz(t) =t site] 0, n |

fz(t) =n - t site ]l n , 2n [

Notons que f2 n’étant pas continue n’est pas une primitive large.

\

On remarque que f, = 2 L, (cf. I- 1°)-c)-¥) ) .

+00
f (t)} = Z T2  cos(2p+l)t + L __ sin(2p+l)t

La fonction fl est la << dérivée >> de f2 .

On constate dans cet exemple dque f2 n‘est pas

continue sur R et que la série de Fourier associée a £,

s

<< dérivée >> de f2 ne s’obtient pas en dérivant terme a terme la

série associée a f2.

¥) Soit la fonction f3 de période n définie par

f3(t) = cos t site]l]0, n |

97



£4(t)

4

D

{\ ;\ i i » t
=2 \\sz \\\\~ \\\\En \\\\EZn
+co
On peut montrer que {f3(t)} = g E: ——_EB_—— sin 2pt .
£2p 4p" -1

La fonction £, << dérivée >> de £, est de période n et définie par

f4(t) = - sin t site] 0, |
£,(t)
4h
“l

-2m -1 n 21

! | 0 ! i — t
T-1
. +00
On peut montrer que <f (t)p = - 2 2 — L1  cos 2pt
4 113 L8 2

=1 4 p~ -1

Si on dérive terme a terme {f3(t)} on obtient

cos 2pt ~ {f4(t)}
1

Al
w18
S
Lo IR I\
¥}
e’
| N
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On constate encore que ici f3 n’est pas continue sur R et que 1l’on
n’obtient pas la série de Fourier associée a f4 << dérivée >> de

f3 en dérivant terme a terme la série associée a f3.

c) Conclusion

L’étude de ces trois exemples nous permet de constater dque, en
dérivant terme a terme le développement en série de Fourier d’une
fonction £ on n’obtient pas nécessairement le développement en .

série de Fourier de sa << dérivée >> .

Nous allons voir comment, connaissant les coefficients de Fourier
ag » ay et bn d’une fonction f on peut déduire ceux de la fonction
<< dérivée >> de f et nous indiquerons un cas ou l’on peut dériver

terme a terme.

2°) Calcul des coefficients de Fourier

Les fonctions f et f1 sont périodiques, de période T et
vérifient les conditions de Dirichlet. De plus, la fonction fl est
la dérivée de f sur chacun des intervalles ouverts ou f est

dérivable. (f1 <<dérivée>> de f: cf tome 1- Tranformation de

Laplace- III- 2°)).

Nous nous proposons, connaissant 1les coefficients de

Fourier ag s 2, et bn de f de calculer les coefficients de Fourier

’ ’ I’
aO ’ an , et bn de fl'
Supposons que sur l’intervalle [t0 , tO + T[ 1la fonction f

présente p + 1 sauts en t0 , e tk ; e tp.

a) Calcul de aé

tO+T
_1 . _
aé =1 J fl(t) dt , on pourra poser dans ce qul sult tO+T = tp+l
tO
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p+1 b tk+l
Soit I0 = J fl(t) dt = E: J fl(t) dt
K=

0O t

Nous savons que

m f est continue sur tout ]tk’tk+l[
| fl est localement continue par morceaux sur tout ]tk’tk+l[

m £ est primitive large de fl sur tout ]tk’tk+l[

+ .
k+l)—f(tk) (cf tome 1- Transformation de

]
Donc J £,(t) dt = f£(t

Ty

Laplace- Préliminaires- II- 10°)- théoréme 3)

D
[f(t;)—f(t£+l)]= ~£(t0) - 2: (f(t;)—f(t;)]+ £(tg,y)
k=1

H
o
I
I
17

Or tp+l = t0+T d’ou f(tp+l) = f(to)
p p
_ + - _ e
IO = E: (f(tk) f(tk)] E: o, en désignant par r le saut
k=0 : k=0
de £ en tk'
or a/ =—=1 ‘donc
0 T 0
P
= -1
aé = T E: Iy (A)
k=0
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b) Calcul de aé

tk+l
J fl(t)_cos nwt dt

0 0 "ty

t +T
2 0 : 2
=T I fl(t) cos nwt dt = T
t

a’
n

~Te

14

Les hypothéses sur f et fl sont les mémes que pour le calcul de a;

Tyl
Posons Jk = J fl(t) cos nwt dt donc
tx
£y41 Tyl
Jk = [f(t) cos nwt] + nw J f(t) sin nwt dt
tk t
k
en intégrant par parties.
+ tk+l
= Ny - i d
Jk f(tk+l) cos ncotk+l f(tk) cos nwtk + nw I f(t) sln neot dt
tk

(cf tome 1- Transformation de Laplace- Préliminaires- II- 12°)-

théoreéme 4)

[-f(tk+l) cos nwt
0

+
K41 + f(tk) cos nmtk‘]

a~Te
FP
Il
|
10

tk+l
J f(t) sin nwt dt

.+
5
£
T~1°

0 tk
p p .
+ + _ -
2: Jk = - f(to) cos nwto- E: [ f(tk) cos nwtk f(tk) cos nwtk ]
k=0 ' k=1
tp+l
+ f(tp+l) cos nwtp+l + nw J f(t) sin nwt dt
t0
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to+T
[ f(t;) - £(t)) ] cos nwt, + nw J £(t) sin net dt

it
?\“Q
I
|
T1e

0 0 t0
P
r = 2
Or aj 7 Jk donc
k=0
P
‘o= _ 2
al i }: o COS ncotk + nw bn (B)
k=0
c) Calcul de bﬁ
, t0+T , P tk+l
r =< + - L 1
bn =5 J fl(t) sin nwt dt T E: J fl(t) sin nwt dt
t0 k=0 tk
tk+1 _
Posons Jé = J fl(t) sin nwt dt donc
tk
tk+l tk+l
Jﬁ = [f(t) sin nwt] - nw J f(t) cos nwt dt
tx t
k

On démontrerait comme pour J, que

tO+T

p p
—_ + -— - 1 -
}: g = E: [ £(E)) - £(£) ) sin net, - no J £(t) cos nwt dt
= k=0 t,

Donc que



p
r = - 2 : -
bn T E: o, Sin nwt nw a, (Q)
k=

d) Conclusion

Les formules (A), (B), (C) montrent que la série de Fourier
associée a fl <<dérivée>> de f ne s’obtient pas en général
par simple dérivation terme & terme de la série de Fourier

associée a f.

e) Remarque

Une condition suffisante pour pouvoir dériver terme a terme:

Si £ est continue sur R alors V¥ Kk, Iy = 0 donc

a’ = 0, a’ = nw b_ et b/ = -nw a_ .
0 n n n n

Si f et flvérifient les conditions de Dirichlet et si f est
continue (f primitive large de fl) la série de Fourier associée
a f1 peut s’‘obtenir en dérivant terme a terme la série de

Fourier associée a f.

SivteR, £f(t) = a_ +

0 (an cos nwt + bn sin nwt) alors

18

1

1

¥t elR, -5-[fl(t“) + fl(t+)] = (a, cos nwt + b sin nwt)’

1

1§
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+00

3 4
E:(an cos nwt + bn sin nwt)
n=1

I

ou encore {fl(t)}

()

+00

E:(nwbn cos nwt - nwa, sin nwt)

n=1

3°) Détermination du développement en série de Fourier

de la <<dérivée>> en utilisant les distributions

Ce paragraphe s’adresse aux lecteurs du tome 2.Rappelons due

1’on note [f] la distribution réguliére associée a la fonction f.

a) Préliminaires

On pourra démontrer (cf tome 2-chapitre 3-VI-5°-sur un
exemple-) que si la fonction est périodique de période T et

vérifie les conditions de Dirichlet alors :

-3 s

ne

ou les ch sont les coefficients exponentiels de Fourier de f.

La série étant convergente dans 2'.

b) Une formule sommatoire de Poisson

g(t)
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Soit la fonction g périodique, de période T définie sur [ 0 , T [

par g(t) =%%— avec T-=€?L

Calculons le coefficient de Fourier c, de g pour n = 1.

T T

. . T .
c = 1 t e inwt at =_i_ _,EL e inwt + 1 e—lnwt at
n T T 2 1nw . 2
0 T 0 1nwT
: 0]
. . . T
1 it -inwt 1 -1lnwt
= | e € R S |
T n-w 0
1 iT e—2inn + 1 e—2inn _ 1
T2 nw 2 2 2 2
T n w nw
_ i
2nn
P - 1 - 1
dou ¢ 2nm 2inmt
. _ _ _ 1 3 . .
Sin=0, Cy = a, = 3 et on en déduit que :
11 inwt
9 2 2im n
*
nea
Or D([g]] = [ % ] - énT (cf: tome 2-ch3-III-2-corollaire)
neaé
W " inwt
e (3] Tomem L [
*
nez nez
__1 inwt
T
*
neaé
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On en déduit que:

+00
On démontre que E: [cos nwt + 1 sin nwt] =1+ 2 }Z [cos nwt]
neé n =

’ op = | L] L2
d’ou E: énT [ T ] + T [cos nwt]

nea n 1

W18

Soit u = }E 6nT , en notant #* la convolution des distributions

neé

et tk un réel fixé. On a

ét * U = E: énT + t (cf tome 2-ch 4-IV-1 et 2)
k k
neé
&5 wou = = elnw(t—tk) _ 1 o ity elnwt
nea neé

+00
- 1,2 -
E: énT + tk = 7 + T E: [cos nw(t tk)]
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c) Développement en série de Fourier de f1

Soient les fonctions f et f, vérifiant les conditions de

Dirichlet considérées dans 1le 2°, f1<<dérivée>> de f est

localement continue par morceaux sur tout ]tk ’ tk+1[ et f est

primitive large de f1 sur tout ]tk ’ tk+1['

Soit o, le saut de f en tk

k
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on sait que (cf b) &

[cos‘nw(t-tk)]

1

tk* Z nT

neé

[+
]
1]
+
elw
18

[cos nw(t-tk)] ]
1

—
T~
Q
~
[+
xﬁ
| S
*
[
)
=
I
™o
Q
.
\
=3 =
+
H|~
14

On en déduit que

+oo
[fl] = E: [ nwbn [cos nmt] - no.)an [51n nwt] ]
n=1
P +0
_ 1,2 i -
E: ak[ T + T E: cos nootk [cos nwt] + sin nootk [s1n nwt] ]
k=0 n=1

—
Hh
s
il
[
=
Q

-
+
718
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on constate que 1l‘on retrouve ici les résultats obtenus au 2°:

d) Conclusion

Dans tous les cas, y compris pour f non continue on obtient

les formules précédentes en dérivant au sens des distributions

chaque membre de l’égalité ci-dessous

+w

[€] - [o] + 3 (2 [com mt] + vy [otn not] )

et en utilisant

& =
}: nT+tk

ne2a n

[cos nw(t-tk)]

r 1=
+
0-3':\:

18

il
[

e) Exemples

Oon va utiliser ici 1la <<dérivée>> de f pour obtenir Ile

développement en série de Fourier de f
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m Exemple 1

Soit la fonction f, impaire, de période T, définie par :
T

Veelo:—o [ , f(t)=1
£(t)
1 ;
0 T T » t
— 2 S—

[ -3 o [oin ] @

On peut représenter D([f]) par le schéma ci-dessous :

-26 _op,

N
|
[\
O
drnma]
I
[\8)
On
=

D[[f]] =2 Z Spp — 2 Z 5,§+kT (2)

neé nea

et en dérivant membre a membre (1)

o[e]) =Y mby [eos ]
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D’aprés le résultat obtenu en b) on déduit de (2) que :

-2 .4 2 _ 4 I
D[[f]] =5t }: [cos nmt] T 7 2: [cos nw(t 2)]
‘ n=1 n=1 '
_ 4 ' _ _T -2
=T 2: [cos not cos nw(t 2)] T —
n=1

+00
[l—cos nwg]cos nwt = % }: [1—cos nn]cos nwt
n=1

v}
[ uann
=
.
| ——
1]
EIEY
718

1

Dans le développement ci-dessus

- st n est patr, n = 2k, le coefficient de cos(2kwt) est

nul donc b2k = 0

-si n est impair, n = 2k+1, le coefficient de cos((2k+1l)wt)

8 _ 2n _ 8 P = 4
est 3 donc nwb,, ., = (2k+1) =—b,, ., =g 4ol by, = TExrn
+ o
- 4 .
donc [f] = Z W [ sin(2k+l)wt ] et
=0
+
- 4 .
{f(t)} = E: KD sin(2k+1)wt
k=0

= Exemple 2

Soit la fonction f, impaire, de période T, définie sur ]0 ; T[

par : f(t) = —%—t -1 .
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n=1 n=1
N 4 4 2
I 4 = e o  * el P
dfou n""bn T ’bn nwT nm

+0 .
{f(t)} = Z -2 sin not
n=1

® Exemple 3

Soit la fonction £, paire, de période T, définie

par:f(t)=-—,%—-t+1 )

]
NI
(=}
N1 \
=
w
L]

sur [0

s
Nj
—




1+ o o

la fonction f1 << dérivée >> de f est impaire, de période T,

PP . T . _ _ 2
définie sur ]0 ,-5-[ par : fl(t) = T -

£, (t)

~

=i

» €

FerTeTa
=

Hinv ©

f étant continue on a :

D’autre part

o) ([e]] - - f agp?? [oos mot]
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d’ou

i
ik
+
=[N
Q
o]
7]
]
£
o
| —
i
i
]
+
N
Q
o]
7]
=
(>
~~
rf
I
l
—

4 |o
N
a18
.
0
7
g
ﬁ
|
Q
0
n
~~
g
d
i
3
—
I
™18
Q
=)
=]
£
Ta
0
0
g
AN

il en résulte que

2 2 16 . 4
a =0 et a (2k+1)“w” = —5 soit a = —
2k 2k+1 T2 2k+1 (2k+1)2ﬂ2
Par ailleurs on doit calculer directement ad, on obtient a, = %

d‘ou {f(t)} = % + ——5 Z ,C0s (2k+1)wt
(2k+1) _

m Exemple 4

Soit la fonction f, de période 2r, définie par sa

représentation graphique
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En utilisant ses <<dérivées>> premiére f, et seconde f, on

calculer le développement en série de Fourier de f.

£, (£)
0 z. 1 2n +t
3 i3
TS ‘-1 ‘msernTrorscms)

va

f2 est définie pour tout t = k % n et nulle partout ou elle est

définie d‘ou :
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+co
,% Z [cos n(t——%f)]

D(Z)[[f]] = r;z' f [[2 - cos %g—” - cos 4—?-7] cos nt

n=1
- Isin “®" & sin 4nn sin nt
3 3
or sin 2—%@ + sin ‘E-;F = 0 et cos 2—2—” + cos %’—T-t = 2(—1)n cos —gf

n=1
+w
Par ailleurs D( )[[f]] = - Z n"a [cos nt]
n=1
donc - n2a = f% [1 - (—1)n CcOoSs -gf] et nzx1
_ —4 _q40 nrt
an = 3 [1 - ( l) [o{0}5] —5-]
nn
4r .
a, =—g" (calcul direct)
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d’ou

()

Il
alp
18
|~
-~
I
~~
§
)
=}
Q
(o]
0
w|
| —
"
e
5
5
ﬁ

m Exemple 5

Soit la fonction f, de période T, définie par sa représentation

graphique

£(t)

3 | OO

0 T T aT "t
3 3

En utilisant ses <<dérivées>> premiére £, et seconde f, on va

calculer le développement en série de Fourier de f.
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+o0
[f] = [a ] + }:4[a cos not + b sin nwt ]
0 n n

n=1

£,(t)

24\

T

o] 1 T T a ¢
T 3 3

o
o~~~
N
~
—
)]
| — |
| —
|
TS
(v
=
3
|
EIFS
(¢33
=]
3
+
|-

neé n Z 3
+o
D(z)[[f]] §2 }: [cos not -cos nw( t- g)]
T n=1
or cos (nmt~—§£—) = cos nwt cos%?i+-sin nwt sin{?i
= - % cos nwt + -%Ezsin nwt

donc

[§ cos nwt - -%2: sin nwt ]

18

()

et par ailleurs

+o
D(Z)[[f]] = E: [—nzmzan cos nwt - nzwzbn sin nwt]

n=1
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On en déduit que :

12 2 2 43 2 2

—5 = "anw et 5 = bnn w ( w2T2 = 4n2 )
T T
donc
3 {3
a = - et b =—"F—— .
n n2n2 n2n2
d’ou
+00 _
{f(t)} = -%? + -ii- E: [— —5— Cos nwt + -igl sin not ]
n =1 n n

um Exemple 6 -

Nous allons trouver le développement en série de Fourier d‘une
fonction par deux méthodes différentes : la méthode classique de
calcul des coefficients a 1’aide d’intégrales puis la dérivation au

sens des distributions.

Soit £ de période T’ = -%— définie par : 0 < tl < t2 < :g- et
v telO ;-32"-] , £(t) = (sinet) ( %(t - £)) - U(E - £,)) .
ol on a posé w = —%E—. (Attention £ a pour pulsation w’ = 2w) .
f(t)
- . i N //‘ ' ~
1 N \ ' N
// : ' N // . ' AN
/ | ¢ AN /7 i i N
y 1 ! N l f .
T _T _T 6) t t T .
2 Y 3 %3 1 2 2
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o) Méthode classique

tz cos wt, - cos wt
a, = 2 sin ot 4dt = 1 2
0 T - I
t1
4 t2
Vn=1, a, = J sin wt.cos 2nwt.dt .
t1
1 cos (2n+1)wt1 - cos (2n+1)wt2
an =7?'[ 2n + 1
cos (2n—1)<.otl - Ccos (2n—1)wt2
- 2n - 1 ]
t2

¥Yyn=zi, bn = -%— { sin wt.sin 2nwt.dt .
. _

1
sin (2n+l)wt., - sin (2n+l)owt
n 113 2n + 1
sin (2n—1)wtl - sin (2n—1)wt2
- 2n - 1 ]
+ ® ‘
{ f(t) } = a, + E: ( a cos 2newt + bn sin 2nwt) .
n=1

Considérens d‘abord la distribution

u, = [ (sinwt) ( u%(t - t)) - U(t - t,)) ]
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D(u1)=[(m coswt)(u(t—tl)—U(t—tz))]+(sin wtl) 6t1—(sin wtz) étz.

(2) __ 2
D (uy)= - & u;+ (@ coswt,) &, - (v coswt,) &g

1 1 2

+ (sinwtl) D(cSt ) - (Sinwtz) D(ét )
: 1 2

[£] = u1 e E: & T
n>
ne?a

p(® (r£1) = ) [u;» s o) =0Pcupe Y s,
neé neé
D(2)([f]) = (- w? u + (@ coswt,) & = (o coswt,) &,
1 2

+ (sinwt,) D(étl) - (sinwt,) D(étz)] » E: 5n:£.
neeé 2

Or - wz u, * Ej & T = wz [E] : donc
n3
neée

D(z)([f]) = - o2 [£] + [(w coswt;) & - (@ coswt,) &
1 2

+ (sinwtl) D(étl) - (sinmtz) D(étz)] * E: énngL
neZée 2

2 [£] = [(w coswt,) &, - (@ coswt,) &

{2 ([£]) +
1 2

+ (sinwt)) D(6, ) - (sinwt,) D(5 )] * &
1 2 T
2
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t

2

D(2)([f]) + w - (v coswt,) ét‘

[£] = [(w coswt,) & ,
1

+ (sinet,) D(6_ ) - (sinwt,) D(&y )] » E: 5
neé

En utilisant la formule de Poisson

+
= |2 4
z: 6n.EL = [ T ] + T }: [cos2nwt]
ne? 2 n=1 ‘
On obtient, puisque : 6& » [1] = [1] ,
6d * [coswt] = [cosw(t - «)] , 6& #*# [sinwt] = [sinw(t - a)] ,

D(éa) * [coswt] = —w [sinw(t - a)] et

w [cosw(t — a)] .

D(6,) * [sinwt]

w coswt1 - W coswt2
T

2

p(2)([£]) + &% [£] = 2

+
8

4 — — —
+ - {m coswt1 [cos 2nw(t tl)] w coswt2 [cos 2nw(t t2)]

] r\/1

-

- 2nw sinwt1 [sin an(t—tl)]+2nw sincot2 [sin an(t-tz)] ]

( Formule (1) )
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D’autre part,

+ o
[£f] = a5 + E: ( a, [cos 2nwt] + b, [sin 2nwt]) .
n=1
+ o
D(Z)([f]) = }E (—4n2w2 a_ [cos 2nwt]-4n2w2bn[sin'2nwt]) .
n=1
D’ou

2

p()(ren) + o? [£] =

+

@

w2a_+ Emz(l - 4n®) a_ [cos 2nwt]+ »?(1 - an®)b_[sin 2nut])

il r\/]

n 1

On en déduit, en admettant 1l7unicité d‘un tel développement :

w coswt, - w coswt
1 2
W a = 2 T

wz(l - 4n2) a, et wz(l - 4n2)bn sont égaux aux coefficients
respectifs de [cos 2nwt] et [sin 2nwt] dans 1la formule (1)

précédente . On en déduit a, et bn'

On retrouve évidemment les résultats du calcul classique qui est

dans ce cas le plus rapide.



III- EXEMPLES OU EXERCICES UTILISANT DES RESULTATS OBTENUS AU I ET II

1°3 Exemple 1

a) Soit f paire, périodigue, de période 2rn, définie par :

f(t) =1 site[ O, % [
. T
f(t) = -1 si t e ] 5 ¢ 7 1
~ E(t)
-1 T
| | N
| —E 0 E. | »
2 2
w‘

f est paire, sa valeur moyenne sur [ -n , ® ] est nulle donc

a. = 0etVneN, b =0.
0o n

I1 y a des discontinuités de premiére espéce sur [- %—,igg[
= - & =

en to = 5 et t1 5 -

Les sauts correspondants sont : o9 = 2 et o, = -2 .

La << dérivée >> est nulle donc a6 = aﬁ = bﬁ = 0.
D’aprés 1a formule (C) on peut écrire :

= -1 i -n &y - ; T - ou -
0 = = [ 2 sin (-n 2) 2 sin (n 2)] na, Q ou :
a_ = A sin n Z donc a =0 et a -1 (—1)p
' 2p+1 (2p+l) n

n nan 2 2p
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La série de Fourier associée a f est :

p
{ f(t) } = E: =1 cos (2 p + 1)t
n= 2 p+1
t
b) Sotit F définie sur R par F(t) = J f(x) dx
0

F est impaire, périodique, de période 2n, continue sur R et telle

F(t) = t site[‘o,g-]
que  : ' . : n

F(t) = -t +n si te | 3 ¢ 7 1
F(0) = 0 et F est une primitive large de f.
A, = 0 car F est impaire.

~ F(t)

1]
N

o
nial /

Pour obtenir la série de Fourier associée a F on peut intégrer

terme a terme la série associée a f.

+wo +w p
{ F(t) } = }: [ —%— sin n % ] sin nt = % E: —£:£l~—§ sin (2p+l1)t
=1 nr =0 (2p+1)
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Cc) Soit la fonction Fl , périodigue, définie par sa

représentation graphigue

y t
f est la << dérivée >> de F, -
Pour tout t = -%— +kn ,ke2, Fi(t) = f(t), mais pour obtenir
la série de Fourier associée a F, , on ne peut pas intégrer terme a

1

terme la série associée a f, car F1 n’est pas continue sur [ et

n’est pas une primitive large de f.

2°) Exemple 2

a) Soit la fonction £, de période 2n, définie par :

f(t) = t site ] -n, 7|

A£(t)

.
— t

f est impaire, sa valeur moyenne sur ] - n , n [ est nulle donc

a = 0etV¥neMN, a =0
0 n



La fonction << dérivée >> f1 est définie par fl(t) = 1 sur tout

- n + 2kn , 7 + 2kn[ donc aﬁ = 0.

Sachant que sur [- 7 , + 7 [ la fonction f présente un seul saut

o9 T ~ 27 en t0 = ~-n et que, de plus, w =1, T = 2rn et aﬁ = 0,

en utilisant la formule (B) , on a :

+1
-1 .\ . _, (=n"
0 = - (-1) ‘( 2n) + n bn d’ou bn = 2 =
‘ B (_1)n+1
et {f(t)} = 2 E: — sin nt
n=1
t
b) Soit F définie sur R par F(t) = J f(x) dx .

0

F est paire, de période 2n et continue sur R, F(0) = 0 et F est

2
e e R t
une primitive large de f. F est définie sur [-n , r] par F(t) = 5
7 7 7
2 2 3 47 2
_ 1 t _ 1 t _ 1 2 _ 1 t _n
Ao—‘z‘—nJ Tdt“TEZJTdt“TEJt dt——zn[—z ] 6
)
-1 0 0
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Pour obtenir {F(t)} on peut "intégrer" terme a terme {f(t)}, il

2 (_1)11
2
n

+ 2

vient donc {F(t)} = cos nt

ONI:I

i18

1

3°) Exemple 3

a) Soit la fonction f,de période 2n, impalre définte par :

f(t) = t site[o,%]
_m . n 2 n
£(t) = 3 sitel 3., 5 1
f(t) =-t + = si tel 333 s ]
f est continue sur R
~E(t)
L]
-2n _n T 3
3 3
1 l » t
-7 T
1L - K
3

La fonction f1 <<dérivée>> de f est de période 2r, paire et définie

par
£,(t) =1 site]o,g—[
£,(t) =0 sitel1%, 550
£,(£) = - 1 site]%ﬁ,n[



n
3
:_.2_12_ l 21
3 &
| 3 1 N
| : 0 : | ¢
- : _n ; T
5 3 n i
—— ---3— v ——————

Enfin la fonction f2 <<dérivée>> seconde de. f est partout nulle sur

chacun des intervalles partiels

discontinuité de fl'

La série de Fourier associée a f2 a

limités

tous ses

par les

coefficients

Soient ag, a, et bn les coefficients de Fourier de fl’
moyenne de f1 sur un intervalle d‘amplitude 2n est
a0 = 0.
fl étant paire, tous les coefficients des termes en
nuls.
Sur [-n,n[, les points de discontinuité de f1 sont

_ _ " _n 2 m _ _ - -
tl = 3 t2 = 3 t3 =3 et o9 = 1, o) = 1, 2, 1,
La formule (C) nous donne —%— [ sin Z%E + sin E§E ] =

_ 4 . 124 n
a = -0 Sin (n 2) cos (n 6) donc
£ ()b = 27 3 cos t - S°S 5t , cos 7t _
1 T S 5 7 -
_ cos(6p-1)t + cos(6p+l)t _
6p—-1 6p+1 T
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nuls.

la wvaleur

nulle donc

sin nt sont

2 n

3 ’

-1.
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La fonction f1 vérifie les conditions de Dirichlet, elle est de
période 2r, de valeur moyenne nulle sur [-n,r[, f continue sur R
est donc une primitive large de f1 de valeur moyenne nulle sur

[-7,m].-

On peut donc intégrer terme a terme le développement en série de

Fourier de fl pour obtenir celui de f.

2 2

{f(t)} _ 2¥n3 [ sin t - Sin 5t | sin 7t
5 7

_ sin(6p-1)t , sin(6p+l)t _ ]
(6p-1)° (6p+1)2

4°) Exemple 4 (Le résultat obtenu dans cet exemple sera utilisé

en IV)

Soit la fonction g de période T = —62 définie sur [0,T] par :

= - - - - - _ I, _ - I
g(t) = u(t - t)) - %(t - t,) Eu(t £, - 3) - ut -t 2)]

+ 9(t)
N O T T
Gt 3 5t 3
; . — : — > t
5 t] (= 'g T
H H

Soient ag, a, et bn les coefficients de Fourier de g, 1la valeur

moyenne de g sur [O,Tj est nulle donc a; = 0.

9, <<dérivée>> de g est nulle pour tout t ou elle est définie,

d’ou les coefficients de g, : ag = ag = b’ = 0.
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Considérons les sauts de g sur [0,T[, le saut en tl est o, = 1,

- T = -
le saut en t2 est 02 = 1, le saut en tl + 5 est 03 1,

T _
le saut en t2 + 5 est 04 =1.

En utilisant les résultats du II- 2°) Formules B et C, on a :

_ -2 _ ) T T
0 = T[cos noot1 cos ncgt2 cos nm(t1+ 2) + cos nm(t2+ 2)]+ nwbn

BN

? 1 = - - n -
d’ou nwbn [1 (-1) ] [cos noat1 cos nwtz]

On en déduit que b2p =0 et

cos(2p+1)o.>tl - cos(2p+1)<.ot2

o
|
Al

2p+1 2p+ 1

o
I
|
LY

. . ' . T . T
[51n nwt1 - sin noot2 - sin nw(tl+ 5) - s1in nm(t2+ 5)] nwa

7 A __Z — (—1y\ 1 - i
d’ou nwa == T [1 ( 1)‘] [51n nwt1 sin nwtz]

On en déduit que a =0 et

‘sin(2p+1)wt1 - 513(2p+1)wt2

2
a o= e -
2p+1 T 2p+1

9 o sin(2p+1)cot1 - sin(2p+1)wt2
{g(t)} = - = E: cos(2p+l)wt -
o 2 p+1

cos(2p+1)oat;1 - cos(2p+1)wt2

sin(2p+l)wt ]
2 p+t+1
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5°) Exercice 1

13

Soit £ paire, périodigque, de péricde T = - définie par
f(t) = cos wt site [ 0, EEG [
_ . L n n
f(t) =0 sitel 55 .51

cf Chapitre 3- VII- 3°)

f est continue sur R, les << dérivées >> premiére et seconde f1 et

f2 vérifient les conditions de Dirichlet.

La série de Fourier associée a f, peut s’obtenir en dérivant terme

a terme la série de Fourier associée a f.

+ £(t)
NG
. B S N S
2 4 4 2
~ fl(t) ~ fz(t)
N S T A *
_;\‘4 r T° T P T —L -i?{L—dﬁi I T
2 4 4 2 2 4 4 2

En utilisant 1l’exercice Chapitre 3- VII- 3°) en déduire les séries

de Fourier associées a flet a f2.



6°) Exercice 2

Sott £ périodique, de période T = % définte par :

f(t) = sin t site][ 0,

A
—

~ f(t)

et f1 la << dérivée >> de f.

+ £1(1)

FN B
B A
Nl A

Calculer le développement en série de Fourier de £ et en
celui de fl.

7°) Exercice 3

On consideére les fonctions £, g, £, et p.

déduire

f, g, £ sont de période 2r, ¢ est de période n. Ces fonctions sont

définies par leurs représentations graphiques :
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~ f(t)

g(t)
1
D —— E
2
| . N
G 0 m s ; | | b t
=2m —% n -2mn -1 T 24 21
~ £(t) .
+® 27
\ \ )
- TT A A - ‘FL" 5\
5 » t | ' 5 fooi—4» t
-2 -1 14 2n -2 -7 ixd 2

o) Déterminer les développements en série de Fourier de f et g .

3) En déduire le développement en série de Fourier de ¢ aprés avoir
calculé £(t) en fonction de f(t) et g(t).

v) Montrer que ¢(t) = g(2t - n) puis en déduire le développement en
série de Fourier de o.
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IV- DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER DE :

£: t — f(t) sin % t ETDE ¢:t — f£(t) cos % t

2 n

La fonction f est une fonction périodique de période T = S

1°) Introduction

En traitement du signal en électronique on est amené a faire 1le
produit d’un signal sinusoidal de pulsation E ( de période kT )
par un signal périodique de pulsation w ( de période T )

( voir aussi 4°) ci-aprés modulation par découpage )

2°) Approche du probléme

Traitons deux cas particuliers :

Soit la fonction f, de période 2n, définie par

{ f(t) =1 site]l]O0, n [

£(t)

I
o

site]ln, 20 [

Voir Chapitre 3 $$- 1°) «c)

+co
1 2 1 .
{f(t)} = 5:-{- = Z 2—-—p+—l- sin (2p+l1)t
=0

b = 2

Remarquons que a_, = n 2p 2p+1 n(2p+1)

0

N =
[
i

o
o
!
=)
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a) Etude de la fonction £ définie par £(t) = f£(t) sin 1—2:

y = £(t)
~
l R
{ » t
-1 1) T 21 3n 4
y = £(t) sin %
T S , R
% J, I + L
-7 0 24 27 4
-1 4

m Remarquons que ¢ est de période 4rn donc

4o

t . t
_— [ 4 14 — 14 p—
{?(t)} = a’, + E [ a Cos N + b sin ns; ]

=1

m Multiplions {f(t)} terme a terme par sin %,
soit P ce produit,

4o
. . 1 .t 2 z: 1 . .t
11 vient P = 3 Sin 3 + — [ Ip+l sin (2p+l1)t sin 5 ]
P=

+00

1 .t 1 1 t _ t

P = 3 sin 5 + p— }: §§¥I[c°s (4p+1)2 cos (4p+3)2]
p=
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o En supposant que P = {?(t)} on en déduit que :
a’, =0 b’ =% b’ = 0 si
= ’ -—-2- , ! =0 s1n#=1

=_...__._1________ a’ =...___1______ —_ 7
’ 4p+3 n (2p+l) d 4p 4p+2

al
4p+1 n (2p+1)

o On peut observer entre autres, si on admet que

P = {?(t)}, que :

si n est pair a’n =0

_ Paps1 T Pyp
4p+1 2 !

si n est impair a’
c’est a dire que a’

20+1 2 °

S'agit—il la d’une régle générale ?

Peut—on considérer que P est la série de Fourtier assoclée & £ ?

.t
b) Etude de la fonction Zl défintie par £l(t) = f(t) sin 3

y = £(t)

"~




¥ Remarquons que £l est de période 6r donc

+oo
. (B)y = a’, + a’_ cos nE + b’_ sin nE
1 0 n 3 n 3

n=1

=

m Multiplions {f(t)} terme a terme par sin %, soit P, ce

+owo
. . . 1 .t 2 1 . .t
produit, il vient P;= 3 sin 3 + =& }: [ Ip+1 sin (2p+l1l)t sin 3 }
p=0
+o0
_ 1 t 1 1 t _ t
P,= 3 sin 3 + = }: iaxi[cos (6p+2)z — cos (6p+4)3]
p=0

o En supposant que P, = {?1(t)} on en déduit que :

1
a’'. =0 b’. = 1 b’ =0sin#=1
0] ! 1 2 ! n
a’ = .__l__...._ a’ —_ - ____1___
6p+2 n (2p+l) ! 6pt+4 n (2p+1) !
I'4 — ’ — 7 = I'4 =
a'ep = 26pt1 ~ 2 6pt3 = 2epts ~ °
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1

Si o est pair alors n est de la forme n = 6 p + 1 (o

Si o est impair alors n est de la forme n
On remarque que a’__ T b, et a’ ==1 b

6p+1 2 2p 6pt+4 2

1

’ = - =

donc que a’y 41 >

©8Sin=3a-1

T 2ptl

2 p)

6 pt+t+4a4 (a=2p+t 1)

Si a est pair alors n est de la forme n = 6 p + 5 (¢ =2 p + 2)

]

Si a est impair alors n est de la forme n = 6 p + 2 (a

1 1
r _— '4 —_—
On remarque que a‘’. ., = 5 b2 1 et a 6p+5 ~ 2 b2 5
1
’ =
donc que a 3o-1 - b

2 Ta

oSin#3a+letn=3a-1

r —_ 4 = ’ =
On remarque que a n 0 (a 6p 0 et a 6p+3 0)

2 p+ 1)

Les propriétés observées 1Lcti obéissent—-elles & wune regle

générale ?

Peut-on considérer gue P1 est la série de Fourler associée & £1 ?

c) Conclusion :

® Si on calcule directement les coefficients de

de ¢ et Zl on constate que 1’on obtient les séries P et P, .

m Nous allons établir la régle pratique suivante
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Théoréme : Pour obtenir le développement en série de Fourier de

¢ : t |— f(t) sin % t ou de 51 : t |— f(t) cos t , avec

od

k
*

k « N , on peut multiplier respectivement par sin % t

2t le développemeht en série de Fourier de f puis

k

ordonner convenablement la somme obtenue .

ou par cos

Cette méthode est couramment utilisée par Lles Physiciens. Nous
avons tenu & la démontrer. Il va de sol que le lecteur peut é&tre
rebuté par les calculs fastidieux ci-dessous, il se reportera
alors directement & l'énoncé du théoréme et ses applications c3°)

d) et suivant).

3°) Calcul des coefficients de Fourier de { et 81

w w *

Z(t) = £(t) sin p t et £,(¥) = f(t) cos g t , keN

f est de période T = 262 donc T’ = kT est aussi une période de f.
T

Cn = % J f(t) e_'lm)t dt est coefficient de Fourier de f.

0 .

Tl

a) Calcul de Yn = %, J £(t) e—lnwt dt
0

kT

_1 _—inwt
Yn = T I f(t) e dt
0
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On a vu en Chapitre 3- IV- que : .
(si oo € Z au lieu de o € N, cela ne change rien a la démonstration

- faite au Chapitre 3- IV- )

n=aoaketoaoael

Yok T o

o Si n n’est pas un mutiple de k :

o En Conclusion :

Soit f de période T et C_, & € Z, les coefficients de

Fourier de f

KT —int 0 " si n n’est pas un
1 k _ multiple de k '
}’n KT J f(t) e dat =
0 Ca sin=ak

b) Calcul des coefficients de Fourier de £ :

f a pour période T, w = ZTE , wf =

~le

Remarquons que g est de période T’ = k T.
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Appelons Cﬁ les coefficients de Fourier de g

T kT —inwt
PR § -inw’t 1 k
Cn = Fr J g(t) e dt = T J g(t) e dt
0 0
L k T si¥t -inft L T -i(n-s)2t
4 — e————— —_— —
Cn T J f(t) e e dt X T J f(t) e dt
0 0

En conclusion

© Si n - £ est un multiple de k, n = ak + £ & n—¢ = ok, aa € Z
alors cr =2¢C
n o

(n-1=ak sig=1 et n+1=ak sizc=-1)

© Si n - £ nest pas un multiple de k alors Cﬁ =0

ke N
Remarquons que { est de période k T.
Notons dn les coefficients de Fourier de ¢
. W W
. el -}E t— o 1 E t
LW _ ,
sin X t 1 5 d’ou
: KT -i (n-1) § t kT -i (n+1) ¥t
a, = - pF J f(t) e dt - I f(t) e dt
0 0]
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er Cas :t k= 3

© Remarques

© Sin-1etn+ 1 sont simultanément multiples de k

alors

n-1=cketn+1=a’"kavec a € Z2 et af € Z d’ou a/ - a =

oY)

ce qui est impossible car si k = 3, 2 .

aIN

donc si k = 3,
n-1etn+ 1 ne sont pas simultanément des multiples de k.

@aSin-1=aketn +1=ak
n - n’ =2, il en résulte que :

Esin=ock+1letael

n - 1 est un multiple de k donc n + 1 n‘est pas un multiple de k

et d’aprés la conclusion du «) :

kT -i(nt1) £t kT -i (n-1) £t
J f(t) e dt = 0 et J f(t) e dt = Ca
0 . 0

msin=ck-1etaec2

n + 1 est un multiple de k donc n - 1 n‘est pas un multiple de k

et d’aprés la conclusion du «) :

kT i (n-1) 2t kT -i (n+1) T t
J £(t) e at = 0 et J £(t) e at = c,

0 0
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En conclusion :

- —_ ——1 ‘—'——.

Sin=ak +1letaec?? dak+1 = 37 Ca = -3 i Ca

Sin=ak-letaeZ d =L ¢ =1ji¢
ok—-1 21 o 2 o

SiaeceZetn=ok +1etn#=oaoak -1 alors dn = 0 d’ou d0 =0

© Calcul des coefficients de Fourier de ¢ :_a6, aﬁ, bﬁ

£ Il est immédiat que ag =d, =0

b’ :

’ ’ '
g Calcul de Ak+1 ’ Pok+l ¢ k-1 7 bak—l

S1 o = 0f:

ar =d. +d . =-2ifc -c ar =0

1 1 -1 2 0 0 1
b’ =if[a -a.l=1(c +c b’ = a

1 1 -1 2 0] 0 1 0

Si1 aa > 1]:
ar. =4 +d -1lic +1ic

ak+1 ak+1 -ok-1 2 o 2 e
a’ = i |]C - C a’ = -1 b
ok+1 2 o - ok+1 2 o
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Q
Q~
d
[

N =
[
[
0

Q
f
'O
Q
| W—
o
d
=
|
N =

o

Q

’ - 3 _ _._l. __]__,
bak+1 t [dak+1 d—ak—l] =1 [ 2t Ca 2 ' C—a ]

14 — _]_‘ ’ = }_
bak+l T2 ca + C—a bak+1 2
de méme | b’ = -1 a
ok-1 2 o

Sin®#ak+letn=ak-1 alors |ag = bp =0

en-1=2aetn+1=2a’¢< n impair (¢« € 2, a’ € 2)
© Si n est impair

soitn=2a-1alorsn+1=2aaetn-1=2 (¢ = 1) e

n+1etn- 1 sont multiples de 2, d’ou :
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. -i (n-1) 2t
0
. T i (n+1) £t
XT J f(t) e dat = CO(
(o)
- - ‘ — i —
On en déduit que d,.-1 =5(C, Co-1)

© Si n est pair

n=2a ,n+1etn-1ne sont pas multiples de 2, donc

KT kT

. w . w
1 £(t) e (n=1) g ¢ at = -+ £(t) e (1) g © at = o
kT kT
0 0
Il en résulte que : d2a -0

© Calcul des coefficients de Fourier de ¢ : aj, aﬁ, bﬁ

© Si n est pair,

il est immédiat que aﬁ = bﬁ =0

d’ou |a’Z =0
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© Si n est impair

Si a =

1

Si a >

2

al

1 4
Aa-1

20-1

20-1

1
[cl'cl]“ibl
1
r = =
aj =3 b
= -1 - 1 -
1[d1 d_l]- 2[c1 c0]+2[c0 c_l]

|
N} =

20—-1 + d—2a+1 = dZa—l +d

-2(a-1)-1

1 [ Co ~ Ca—l] + % 1 [ C‘(a—l) - C‘“]
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bl

3°™€ cas : k =1

20—-1
4 —
b2a—l
L4 =
b20t—l
a
(1
2 T
0
i
7 (Chn
.
o 2 (c
ntd,=
1
i
5 (C, -G

-i(n-1)nt 1 T
f(t) e at - — J f(t) e
0

-i(n+l)wt
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. : 1
5 — -—
Sin#=1 ag 5 (b b

. 1
r = - P —_— — — -
by =1(d, -d_) 5 (= (Chyy = Cp1) * (Copyg™ Copy))
. 1
’ — — — — —
bn i( dn d—n ) 2 € ( Cn—l + C--(n—l)) (Cn+1 + C-(n+1)))
Sin=1,
bf = = ((C. +C, ) - (C,+C_,))
1 2 0 0 2 -2
1
= - =
b; =3 7 22
Sin#=1,
1
r = _
b 7 ( 31 7 2nn1
c) Méthode pratique pour calculer les coefficients
+0
o { f(t) } = a, + E: a  cos not + bn sin nwt
n=1
f de période T = EBE et ¢ de période T’ = k T
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+0
m Calcul de P = [ a0 +§Cancos not + bnsin nwt]sin “t

Kk
n=1
o |k 3 ici ¢ est de période T’ =k T
On remarque que :
LW 1 . w _ 1 _. - w
cos nwt sin K t = 5 Sin (kn+1) K t 5 Sin (kn-1) X t
. LW 1 w 1 w
— = = - _— - + =
sin nwt sin X t 5 COs (kn-1) % t 5 COs (kn+1) % t
+00
= in & 1 i Yt - si -1)&
donc P = a, sin kt + 5 2: [an [51n (kn+1)kt sin (kn 1)kt]
n=1

- bn[cos (kn+1)2t - cos (kn—l)%t]]

+o
w ~b, w b, w
P = a, sin =t + —— cos (kn+l)=t + — cos (kn-1)t
2 k 2 k

a a
+ —2 sin (kn+1)9t - —2 sin (kn—l)gt
2 k 2 k

On obtient bien les coefficients de Fourier figurant dans b) £)

pour k = 3.

-b b
[ — cos (kn+1)%t + — cos (kn—l)%t

2 2

™18

= 1 —_—
{?(t)} = a, sin ]t +
"“l

o}

a a
+ —2 sin (kn+1)9t - B sin (kn—l)gt
2 k 2 k

150



Oon remarque que :

t - 1 sin (2n-1)

' A 1 . S W w
cos nwt sin 3 t = 5 Sin (2n+1) 3 5 5 t

i in & =1 - @ -1 @
sin not sin 5 t = 5 cos (2n-1) 5 t 5 ¢os (2n+1) 5 t

_ +00
_ .ooow,. 1 . W s _av@r )
donc P = a, sin it + 5 E: {an [51n (2n+1)§t sin (2n 1)2t )
n=1

~

w w
- bn[cos (2n+1)5t - Ccos (2n—1)§t]

o

+0
1 N 1 b,-1~ Pp w
P = [ao -3 al] sin it + 3 blcos it + E: - ————;———-cos (2n—1)§t
n=2
a - a
+ -l n sin (2n—1)§t]
2

On obtient bien les coefficients de Fourier figurant dans b) g§3)

pour k = 2

{z(t)} = [ao -

+o0 b -b
1 . W 1 . W n-1 n w
5 a1]51n §t + 3 blcos it +§: [— ———;——— cos (2n—1)§t
n=2
a - a
+ 2 1 sin (2n—1)%t]
2

o |k =1

Par un calcul analogue, on montre qu’on retrouve également dans

ce cas les résultats du b) 3).
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d) Conclusion :

m On constate que pour obtenir le développement en série

de Fourier de ¢ : t}—— f(t) sin % t il suffit de multiplier par

sin % t le développement en série de Fourier de f et d’ordonner

convenablement la somme obtenue.

m On montrerait de méme que cette méthode de calcul

peut étre utilisée pour obtenir le développement en série de

. w
Fourier de ¢, : t — £f(t) cos x t-

Cela justifie la régle énoncée au début et rappelée ci-dessous :

Théoreéme : Pour obtenir le développement en série de Fourier de
. LW .+ w
£ : t |— f(t) sin X t ou de Zl : t |— f(t) cos = t , avec

k « N et k = 1, on peut multiplier respectivement par sin % t
ou par cos % t le développement en série de Fourier de f puis

ordonner convenablement la somme obtenue .

e) Adpplication : Calcul de {él(t}

s k=3

ici Zl est de période T’ = k T = Z%E

ct

cos nwt cos cos (kn+1) cos (kn-1)

sin nwot cos sin (kn-1)

Nf= N

~lE WwWIE
Nl N
~le wIE
~lE wIE

sin (kn+1)



+o0
_ w 1
{kl(t)} = a, cos Et + 3 E:

w (]
[ an[cos (kn+1)Et + cos (kn—l)Et]+

. w . w
bn(51n (kn+1)Et + sin (kn—l)Et]]

+00
a a
£ (t)} = a, cos =t + B cos (knt1)2t + -2 cos (kn-1)2t +
1 0 5 k 2 k
=1

b b
2 sin (kn+1)9t + 2 sin (kn—l)gt
2 k 2 LS

= ot sri r =27
Jl(t) = f(t) cos 2t Zl de période T =

cos not cos cos (2n+l) cos (2n-1)

NIE NIE
NIE NIE

Nl N

NI
NvIE NIE

sin nwt cos sin (2n+1) sin (2n-1)

+0o
- Op 4 1 © —1)2
{?1(t)} = a, cos ft + 3 E: [ an[cos (2n+1)2t + cos (2n 1)2t] +
n=1

o W . [oV]
bn [51n (2n+1)§t + sin (2n 1)§t]]

+oo

1 w 1 w an—1+ an w
{?1(t)} = [a0+§al]cos §t + 3 blsln Et + ————;——— cos (2n—1)§t +
=2

=}

bn_1 + b

D sin (2n—1)9t]
2 2
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{%l(t)} = —§-a1+[ao + 5 az]cos wt + 5 b2 sin wt +
+ o
a + a b + b
[ n-1 n+l cosnwt + n-1 n+l sin nwt]
n=>3 2 2

£f) Exemples :

Nous allons retrouver par une troisiéme méthode les résultats de

1’exemple 6 du paragraphe II-3°)- e).

Soit la fonction g de période T définie sur [0;T] par :

T

1 < <
1 si 0= t, < t < t2 = 5

1

N ; I I
g(t) = 1 s1 t1 + > <t < t2 + 5

0 ailleurs

Considérons la fonction f de période I géfinie par :

2
£(t) = (sin wt) g(t) , o = ZT” )

(-r

g est de période T, f de période :g- , donc k = 2.
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Oon trouve ao(g) =0, azp(g) = 0 et bzp(g) = 0.

sin(2p+1)wt1 - sin-(2p+1)mt2
2 p+1

I
n]w

a2p+1(g)

5 cos(2p+1)o.>t1 - cos(2p+1)mt2
T 2 p + 1 .

Pop+1(9)

(Voir III- 4°)- Exemple 4)

Donc, en appliquant la régle précédente :

+
2 sin(2p+1)wt1 - sin(2p+1)wt2
{f(t)} =-E-sin wt }: - 7 p ¥ 1 cos(2pt+l)wt
p=0
cos(2p+1).wt1 - cos(2p+1)mt2
+ >+ 1 sin(2p+l)wt
coswt1 - coswt2
donc a; = p- ’

1 cos(2p+1)o.>t1 cos(2p+i)cot2 cos(2p-l)wt1 cos(2p—1)wt2
a7 2p F 1 - 2p - 1

b =
p

1 [sin(2p+1)mt1 sin(2p+1)wt2 sin(2p—1)<.ot1 - sin(2p—1)wt2]
= -

2p + 1 2 p - 1
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g) Exercices

a) La fonction f étant celle utilisée en 2°)
Approche du probléme, donner le développement en série de Fourier

de la fonction £, définie par ¢ (t) = £(t) cos & .

f3) Soit la fonction f de période T —zwﬂ, paire,

]
o

Vtel[ O, [ £(t)

définie par : avec 0 < v < T

Nl A

Vite] [ £(t)

TR
it
o

. _ .ow
et la fonction ¢ : t |— f£f(t) sin I t

m Préciser la période de ¢ et représenter par

rapport a un méme repére les fonctions f, t }——+ sin % t et £ pour
te [ -2T , 2T ]

m On rappelle que :

+o

{f(t)} = % + % E: % sin nwr cos nwt

n=1

En déduire le développement en série de Fourier de ¢.

¥) Soit la fonction g de période T = Zaﬁ , définie

il
=

Ytel]0, [ g(t)
par : 0O<T<T
Yte [, T[ g(t) =0
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et la fonction ¢ : t |— g(t) cos % t .

m Préciser la période de ¢ et représenter par
rapport a un méme repére les fonctions g , t }|—— cos % t et ¢

pour t« 1 -T , T [ .

= On rappelle que :

+o
{g(t)} = % + % E: % [sin nwr cos not + (1 - cos nwr) sin nwt]

n=1

En déduire le développement en série de Fourier de ¢.

4°) Une application a la Physique :

Modulateur d’amplitude a découpage.

a) Principe :

% signal sinusoidal d‘amplitude E et de pulsation Q

$(t) = E sin 0 t = E sin (2rF t)
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et représenté ci dessous :

4 00 A .................. .................. ..................
.3.00 _m”m”mué .................. s s e ;”m”mumﬁ ................. o =
+2.00
+1.00

+0.00

2.00
-3.00
-4%.00
-5.00 B
Tenps en s
5.00 : : : K ;
«0,00 0,28 +0,50 0,75 +1,00 1,28 ~1,50 +1,75 x10 71

L’interrupteur est commandé périodiquement avec une fréquence

f et est tantdot fermé, tantot ouvert.
f est trés supérieur a F, ici £ = 10 F

s(t) est donc égal a %(t) si l/interrupteur est ouvert et est égal

a zéro si l’interrupteur est fermé.
s(t) peut donc s’écrire : s(t) = D(t) . &(t)

avec D(t) représenté ci dessous :

+3.00

+2.00

+1.00

+0.00

-1.00

-3.00

-%.00

-5.00

Temps en s

+0,00 0,25 +0,50 +0,75 +1,00 1,25 1,50 *1,75 ETER
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La série de Fourier associée a D(t) est :

+w o |
{ D(t) } = % + % }: sin ((2n+1) 2rf t)
=0 2n+ 1

s est représenté ci dessous :

A

200 Ferereren et e e

T T T S R R TR R R R RREES R
00 Fr e te e e e e e
600 b eeeeeen et e e e e e e TR

Temps en s |

5.00 3
0,00 0,25 0,50 0,75 +1,00 .1,28 +1,50 1,78 w10 ~t

D’aprés le Théoréme du 3°) d), on peut déduire 1la série de

Fourier associée a s :

o}

sin (2rFt) ] { D(t) }

]
—
&>

+w
{D(t)} = [ E sin (2rnFt) ] [ % + % E: sin ((2n+1) 2nft) ]
2n+1
n=0
+m -
{D(t)} =1 E sin (2nFt) + 2 E 2: sin ((2n+1) 27ft) i (2nFt)
" n= 2 n+ 1

>

E sin (2nFt)

I
N =

o)

w cos [2n[(2n+1)f - F)t} -vcos [2n((2n+1)f + th}

A
E
2n+ 1

n=0

+

Al

159



s est la somme de signaux sinusoidaux de fréquence F, f - F,

f+F, 3f -F, 3fF +F, ...., (2n+1)f - F, (2n+1)f + F, ....

Le spectre de fréquence de ce signal est représenté ci

dessous :

v10.00 ) bﬁf;;tj"f .............. T TRTERS e ;...“.l..”..i.”..,“.4.”‘€<_4..“.‘4“4§ ..............

«0.00 . - - .
+0,00 +0,25 +0,50 +0,75 +1,00 +1,28 +1,50 “1,7% +2,00 +2,25  [%10 {ﬂ

Si on ne conserve que les signaux sinusoidaux de fréquence

f - Fet f + F, on obtient un signal g tel que :

g(t) = % E [cos[Zn(f - F)t) - cos(2n(f + F)t)]

représenté ci-dessous :
4 .

R T O Ut SO UPES SOOI A P PR

; Tenmps en s |

-2.00 o
+0,00 0,28 +0,50 0,75 +1,00 +1,28 +1.50 +1,75 w10 =1

C’est un signal modulé en amplitude avec un taux de

modulation infini.
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A partir du signal découpé s, il suffit de réaliser un
filtrage passe-bande centré autour de la fréquence f pour obtenir

le signal modulé en amplitude g.

s(t) Filtre passe bande g(t)

f0 = f

signal signal

découpé modulé en amplitude

A . .
Remarque : si $(t) = E, + E sin (2nFt) on peut en faisant varier

E0 modifier le taux de modulation du signal g(t)

>

Exemple avec E0 =

Yemps en s

+0,00 +0,25 +0,50 - +0,75 +1,00 +1,28 - +1.80 +1.7% n10 =1
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+6.00

+4 .00

200 |ofoe. FHURT

+0,00 +Q 25l +0 50I +0,75 . 0‘ 0 . ". 1 ; 0 . 7: * : 2 5 l 2
. . ’ 1, 1,28 1 . 2 A2 1
. 1,78 2,00 + %10

+4 .00

+2.00

+1.00

-1.00

-3.00

-5.00
+0.00 0,25 +2,50 0,75 +1,00 1,28 *1.50 7S
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I- VALEUR EFFICACE D’ UNE FONCTION PERIODIQUE

1°) Exemple : Intensité efficace

L’énergie W dissipée pendant une période T par un courant
i(t) de pulsation w (w = 2rn/T) est égale a celle dissipée pendant
la méme durée T par un courant continu d’intensité constante
appelée intensité efficace (Ieff) du courant périodique 1i(t).Elle

est dissipée uniquement dans la partie résistive du circuit.

On sait que W = R f iz(t) dt et que I = 1 f iz(t) dt
eff T
(T) (T)
eff

2°) Définition

Soit f une fonction périodique ,de période T ,on nomme

valeur efficace de f ,le nombre noté Feff tel que :

1 2 )
F = = £2(t) dt
eff V/fTI(T)

Remarque :

. ) ” 2
F est la racine carrée de la valeur moyenne de f sur tout

eff

intervalle d’une période.
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II- FORMULE DE PARSEVAL

On démontre et nous admettrons le théoréme suivant :

Théoréme
Soient f une fonction périodique de période T
vérifiant les conditions de Dirichlet et
as .3, ,bn 'Ch les coefficients de Fourler de f .
+w 2 2 +w
. lan' +Ibn! 2 2 2
Les séries }: - et |c0| + }: le. | + |c |
2 n -n
sont convergentes et
+00 2 2 +00
1 2 2 lap 1 7+1Dby | 2
= j £°(t)dt = |a,| "+ — = le |
T (T) 0 2 n
n=1 n=-

Démontrons ce théoréme dans le cas ou f est continue .
n

Soit Sn(x) = a, + }: (ap cos pwx + bp sin pwXx)
p=1

Pour établir ce théoreme nous allons montrer que :

1 2 2. 13l b1 S 2
1%) 'T-'I 1£(x) 1% dax = |ay] +Z P P+ 'T-‘j |£(x) =S (x)]“ax
2
(T) p=1 (T)
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2
2°) lim J | £(x) - Sn(x)l dx = 0
n —+w (T)

Nous ne démontrerons le 2° gu’en ajoutant une hypothese .

pémonstration :

2
1°) % J | £(x) - Sn(X)I dx = % I (E(x) - Sn(x))(f(x) - sn(x)) dx
(T) (T)

1 2 2 1 2
= T J |£(x)|° ax - £ Re[I £(x) S_(X) dx] + 3 J |8, (%)< ax
(T) (T) (T)

2 _ 2— '
T j f(x) Sn(x) dx = T a, J f(x) dx +
(T) (T)

=31

['Ek I f(x) cos kwx dx + 'Bk j f(x) sin kwox dx ]
(T) (T)

2 B 2 2 2
T I f(x) Sn(x) dx = 2 iaol + E: [ |ak| + 1bk| ]
(T) k=1
. 1 2
Calculons maintenant : T J |Sn(x)l dx
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s, (x)1% =

n n
[ao +§:(apcos pwx + bpsin pwx)}[ab +) (a_cos pwx +"B;sin wa)]

P
p=1 p=1

En développant et en intégrant sur [a ,a+T] les seuls termes non
nuls sont :

_ 2
T a; ag = T laol R
—_— 2 T 2 — . 2 T
a co t dt = = t b_ b _sin tdt =35 |b
Jpap s“pu 3 lay e jpp pw 3 1D,
(T) (T)
La formule
2
la_|“+|b_|
%J 20012 ax = lagl2 ¢ ) —B—PB + 1 [ 100 -s,001% ax
i 2
(T) p=1 (T)
est donc démontrée .
Remarque :
Cette égalité montre que :
2 2
1 . 5 =~ lap|® + |by|
= I [£(x)|” dx = |a, |~ +
T 0 2
(T) p=1
jagl? + i 12
donc que la série de terme général positif P est
2

convergente puisque la suite de ses sommes partielles est majorée.

166



n a2 2
J |£(x) |2 dx = |ao|2 + Ej p P % J | £(x) —Sn(x)lzdx
(T)

F=

Examinons le second membre de cette égalité lorsque n — +w

Si £ est continue alors on démontre et nous admettrons que :
*
Vxel[la,oatT'] , ¥V ee R+ , 11 existe Ns tel que :
n > N_ ==> | £(x) - Sn(x) | < &

1 2 1 2 2
alors T J | £(x) - Sn(x)l dx = T J e dx = e

(T) (T)

d’ou lim J | £(x) - sn(x)|2 dx = 0
n —+w (T)

'HXJ‘a
et % J 1£(x)|2 ax = |a.|% + }: p p

0 I
(T)
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III- EXEMPLE

sur

Soit f la fonction périodique, de période T, définie
par : f(x) = x (T - x)
~E(%)
\//\/\/\/ ,
O T 27T 3T X
. 72 72 = COS pwX
On montrerait que {f(x)} = - —5 E:.____jrﬂ_
13 5=1 o)
ici f est continue sur R donc V¥V x € R, {f(x)} = f(x)
5 Hw
d‘ou f(x) - Sn(x) = {f(x)} - Sn(x) = - 12 Z CcoSs EZ)OJX
: m p=n+1 p
2 +00 +w
T 1 dx _ 1
| £(x) - S, (%) | = -;5- E: - = J‘ :;T = =
p=n+1l p n
d'oin>% | £(x) -85 (x) | <e
& n
4 +00
donc = X (T—x)2 dx = i + T 1
T 36 21 p2
(T) p=1
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IV- REMARQUE

Bornons nous au cas ol les coefficients a, et b, sont reels,

i 2
rappelons que pn = aﬁ + bﬁ donc Ffo = ag + E: [ n ]
n=1% v2

a. est la valeur moyenne sur une période, mais aussi la valeur

0

efficace de 1la <<composante constante>> c’est a dire de 1la

fonction qui a t associe a,-

Ph  est la valeur efficace de l’harmonique de rang n en effet :

Y2

2
Fn
2

o
J pﬁ sinz(nwx + @) dx =-§%-J [1-cos(2nwx + 2p)] dx =

(T) (T)

T

on en déduit que la valeur efficace du signal £ est égale a la
racine carrée de la somme des carrés des valeurs efficaces de la

<<composante constante>> et des différents harmoniques .
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V- EXERCICES

1°) Exercice 1

_ P
Soit fp(x) =a_  + }: [ancos not + bnsin nwt] le "développement en

série de Fourier"™ jusqu’a 1l’harmonique de rang p

a) Calculer la valeur efficace F of de £

en utilisant 1la
p

formule de PARSEVAL.

b)Pour le signal <<carré>> d’amplitude V

Af(t)

F eff
Calculer - P

Ferf

pour p = 1,2,3,4,5
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méme question pour :

® le signal en <<dent de scie>>

Alf(t)
1 1) SOOI, : :
T T 3T 2T
2 2
® le signal sinusoidal redressé mono alternance
+E(t)
A % /\
L >
-T -T T T 3T 2T «
2 2 2
B le signal <<base de temps>> d’amplitude Vm
I\f(t)
>
v
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c) quel est pour chaque signal la valeur minimum de p pour

laquelle —P > 0.95 .

2°) Exercice 2

Sot la fonction f ,de période 1 ,définie sur [0.1[ par f(t) = et

a) Calculer les coefficients de Fourier exponentiels de f.

b) En déduire les coefficients de Fourier trigonométriques

puis donner la série de Fourier associée a f.

c) en utilisant la formule de Parseval

B )
m Calculer }: 1 535
1 +4nn

n=1

m Préciser vers quelle valeur converge la série de

Fourier pour t = 0 et vérifier le rsultat obtenu précédemment.

3°) Exercice 3

Soit la fonction f périodique ,de période 2 ,définie sur ]-1,1[ par
f£(t) = t.

1
Calculer J fz(t) dt directement et en utilisant 1la formule de
-1

1

2
n

Parseval . En déduire

A8
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VI- TAUX DE DISTORSION HARMONIQUE POUR UN SIGNAL PERIODIQUE A

VALEUR MOYENNE NULLE

Probleéeme

En Electronique, on utilise des amplificateurs qui

a un
signal d’entrée ¥ font correspondre un signal de sortie s = A . %
lorsque l’amplificateur est idéal.

Pour % sinusoidal de fréquence fo, on obtient s sinusoidal de

fréquence fo.

Amplificateur
Idéal
8§ = EM cos anot s = A . EM cos 2nf0t

3
x4

»
L4

En réalité, l’amplificateur n’est jamais parfait et le signal
de sortie n‘est pas parfaitement sinusoidal (déformation du

signal).

s peut donc s’écrire :

+00

{s(t)} = E: Pn cos(nwot - pn)

=1

+co

{s(t)} E: P off Vr; cos(nwot - pn)
n
n=1

Si l’amplificateur avait été idéal on aurait obtenu :

Vr; cos wot

s,(%) = o eff
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. L’amplificateur réel donne :

s(t) = pleff Y 2 cos (wgt — @;) + pzeff Y 2 cos (205t - ¢,) + ...

On définit le taux de distorsion = harmonique introduit par

]
2 2
V/; + p + ...
2eff 3eff

fol
leff

l1’amplificateur :

HD

c’est a dire :

P _ Valeur efficace du (signal - fondamental)
HD

Valeur efficace du fondamental

Principe de mesure du taux de distorsion harmonique

S(F) Filtre passe bande sl(t)

fO ’ HO =1 fondamental

L

v

s(t) - s, (%)
soustracteur

signal moins
fondamental

On peut en utilisant un voltmétre R.M.S. mesurer 1la valeur
efficace de sl(t) (fondamental) et de s(t) - sl(t) (signal moins
fondamental) et donc en déduire le taux de distorsion harmonique.
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Exemple

s(t)

+2.00

+1.00

«0.00

-0.50

-1.50
-2.00

-2.50

+0,00 +0,25 +0,50 +0.7% +1,00 +1,25 +1,50 1,75 w10 %

5, (£)

: : : : : : Temps en s
-3.00 : : : : : : . -,

+0,00 40,25 +0,50 0,75 +1,00 *1,25 +1,50 +1,75 10 ~ b
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s(t) - s (t) = sy (t)

Jemps en &

+0,00 +0,25 +0,50 +0,7% +1,00

= 0,47
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| CHAPITRE VI







Les exercices qui suivent contiennent pour 1la plupart des
indications sur la maniére de calculer les coefficients de Fourier
ou d’obtenir le développement en série de Fourier de fonctions
données. C’est notamment le cas des sujets de B.T.S. dont nous

n’avons pas voulu modifier les textes.

Il est bien évident, comme cela est montré dans les chapitres
précédents, que se ramener chaque fois au calcul d’intégrales pour
obtenir les coefficients de Fourier n’est pas nécessairement 1la

meilleure méthode.

Il est donc conseillé de traiter tous les exercices qui
suivent non seulement par la méthode indiquée dans le texte mais
aussi par différents autres procédés et notamment en recherchant
le moyen le plus rapide d’obtenir les résultats demandés.

De plus, méme lorsque cela n'est pas demandé explicltement,

on représentera graphiguement toutes les fonctions étudides.
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Exercice 1 :

Soit f, de période 1, définie sur ]0 ; 1[ par f(t) = et.

1°) cCalculer les coefficients de Fourier de f en utilisant
les résultats du chapitre 1V, paragraphe IT. Donner le

développement en série de Fourier de f.

2°) En déduire le développement en série de Fourier des

fonctions suivantes :
a) £, de période 1, définie sur 10 ; 1[ par :
- -t _
fl(t) = e 1.

b) f2, de période 1, définie sur ]O0 ; 1[ par :

-t
fz(t) = e - 1.
c) f3, de période 2, définie sur ]0 ; 2] paf :
t
- a 2 _ .
f3(t) = e -1 .

3°) cCalculer a pour que la fonction g définie par

g(t) = f(t) - & ait une valeur moyenne nulle sur [0 ; 1]

Trouver la primitive large G de g nulle en 0. On donnera
l’expression de G(t) sur [0 ; 11.

Déduire du développement en série de Fourier de f1 celui de

g, puis celui de G.
Si la fonction g n’était pas de valeur moyenne nulle sur

[0 ; 1] existerait-il des primitives 1larges de g admettant un

développement en série de Fourier.

Exercice 2 :

Soit f, de période 1, définie sur [0 ; 1[ par f(t) =1 - t.
1°) En se ramenant au calcul des coefficients de Fourier

d’une fonction impaire donner ceux de f.
2°) Donner le développement en série de Fourier de £ et des

fonctions suivantes :

a) fl, de période 1, définie sur ]0 ; 1] par fl(t) =1 - t.
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b) £ de période 1, définie sur ]0 ; 1[ par fz(t) =1 - t.

2'
_ 1
et f2(0) ——"§- .
c) £,, de période 1, définie sur ]0 ; 1[ par £,(t) =1 - t.
et f3(0) = -4.
3°) Trouver le développement en série de Fourier de 1la
fonction g, de période -%?, définie sur [0 ; —%-[ par

g(t) =1 - 2t .

4° Trouver le développement en série de Fourier de 1la
fonction h = 2 £ - g :
a) En utilisant les résultats précédents.
b) En utilisant le chapitre IV.

Exercice 3 :
Soit la fonction f, de période 3, définie sur [0 ; 3[ par
f(t) = U(t) - U(t - 1) + U(t - 2) - U(t - 3)
ol ¥ désigne la fonction échelon unité.

1°)En utilisant la fonction "dérivée" de f , donner les
coefficients de Fourier ag +oa, bn de £
Vérifier ce résultat par le calcul direct a 1l’aide de 1la

définition des coefficients de Fourier.

2°) calculer de deux maniéres, comme dans la question 1°) les
coefficients de Fourier de la fonction g, de période 3, définie

sur ]0 ; 3[ par :

g(t) = t[u(t)—u(t-l)] + U(t-1)-U(t-2) + (t-l)[u(t—z)-u(t—3)]

3°) Calculer de deux maniéres, comme dans la question 1°) les
coefficients de Fourier de la fonction h, de période 3, définie

h(t)
sur ]-1 ; 2[ par : {

h(t)

tsite]-1; 1]

1 si te (1 2[

I
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En déduire le développement en série de Fourier de la fonction ¢,

de période 3, définie

(k) = t+2site]-2; 0]
sur ]-2 ; 1[ par : ‘ '

(t) =2si te [0 ; 1]

Exercice 4

Soient les fonctions f, g et h, de période 1, définies sur

1[ par : f(t) =1 - t ; g(t) = -%— - t et

~e

]0

h(t) = = (1 - t) + 2

1°) Donner le développement en série de Fourier de f.
2°) En déduire le développement en série de Fourier de g.
3°) Soient les fonctions

t
f f(x) dx et
0]

F définie par : F(t)

t
G définie par : G(t) = [ g(x) dx .
0
a) F et G sont-elles périodiques ? Si oui,

admettent-elles un développement en série de Fourier ? Lequel ?
b) Comparer h et G. Donner le développement en série de

Fourier de h.

Exercice 5 :

Soit la fonction f, paire, de période 3, définie par :

1 site [0 ; 1]

£(t)
{f(t) 0si tell; 5] .

I

1°) Donner le développement en série de Fourier de f.
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Exercice 6

1°) Soit la fonction f de, période m, définie par :

£(t)
f£(t)
En utilisant les "dérivées" premiére et seconde de f£,

calculer les coefficients de Fourier de f et en déduire son

Il

sin t si te [0 ;

[

lL
2
]

(0] si t e ]-%—:

développement en série de Fourier.

2°) a) Calculer A pour que la fonction g définie par
g(t) = £(t) - X soit de valeur moyenne nulle sur [0 ; m].

. t
b) Soit G la fonction définie par G(t) = f g(x) dx.
0
Donner le développement en série de Fourier de G.
t
c) Soit F la fonction définie par F(t) = f f(x) dx.
0

F est-elle développable en série de Fourier ?

Exercice 7

1°) Développer en série de Fourier la fonction f, paire, de

£(t) =1 site[0 ;oI
période 2rn, définie par : -
f£(t) =0 si te ]ls; n]

2° )Développer en série de Fourier la fonction g, impaire, de

g(t) sin t si t e [0 ;%} [
période 2r, définie par : .

g(t) = 0 site]—g—;n]

I

a) En utilisant 1la définition des <coefficients de
Fourier.

b) En remarquant que g(t) = f(t) sin t.

c) En utilisant les formules du chapitre IV.
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3°) Développer en série de Fourier la fonction h, paire, de

période 2r, définie

Il

h(t) = - cost si t e [0 ;%}[
par : n
h(t) 0 si t e 1= ]

4°) En déduire le développement en série de Fourier de la

fonction h1 définie par hl(t) = h(t - n) ;

puis de h2 définie par h2(t) = |cost].

Exercice 8 :

1°) La fonction ¥ étant localement continue par morceaux, de
période T et de valeur moyenne nulle sur [0 ; T] , soit f 1la
primitive large de % nulle en ty -

Montrer a l’aide d’une intégration par parties la formule du

chapitre IV Paragraphe I 1°) 4).
2°) Soit la fonction %, de période 1, définie sur ]0 ; 1[ par

$(t) = et - e + 1 .

En appliquant 1la formule précédente calculer 1la valeur
moyenne sur [0 ; 1 ] de la primitive large f de ¥ nulle en —%—.

Exercice 9 :

Soit & tel que 0 < & <m . Soit f£,paire, de période 2r,
f(t) =1 si te ]O ; &
définie par .
f(t) = 0si te 16 n[

1°) Calculer les coefficients de Fourier de f.

+ o
o . . 1 ) — é
2°) En déduire que 2: .§i%£2§l_ = 117?__ .
n =1

3°) En utilisant la formule de Parseval , montrer que

+

sin(ns) _ m -6
| 2 2
n-é

n =1
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Exercice 10

Soit f, de période 2n, définie sur [-m ; + m], par :
2
£(t) = (m = |E]) " .

Trouver le développement en série de Fourier de f et en

+ + o
déduire les valeurs de E; 12 et E: 14 .
n n
n =1 n =1
Exercice 11
Soit la fonction f définie sur ]0,n[ par : f(x) =K , ou K
est une constante réelle non nulle.
Trouver pour tout n 2 1 les nombres bn tels que
+ %
vV x e 10,n[ , f£(x) = > bn sin nx.
n =1
Exercice 12
On considere deux nombres réels a et T tels que 0 < ac%s %;

Soit h la fonction définie sur [O;-%% ] par

h(t) = (1 - z—) (‘U(’c) - Ut - a) ]
ou U est la fonction échelon—unite.

Développer h sur [O;-g ] en série de cosinus.

_Exercice 13

Soit la fonction f définie sur [0 ; 2a] par
Vxel]l]o;al, f(x) =xetVxe la ; 2a , f(x) = x - 2a
1°) Développer f en série de cosinus.

2¢) Développer f en série de sinus.
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Maintenance d'exploitation des matériels
aéronautiques 1987 |

On consideére la fonction numérique f définie et périodique sur R, de période T = 2 r et telle que I'on

ait
T —X si o< x<

]

Sf(x)

{f(x)=rr+x Si -1<KxX<O0
1) Représenter graphiquement ¢ i l—)

ette fonction f dans le plan rapporté 3 un repére orthonormé (O,
(unité : 1 em).” ' ' :

2) Développer f (x) en série de Fourier et déduire du développement obtenu la valeur de la somme :

a0

p=0 (29"'1):

Chimiste 1988

Soit le signal f, dit "dent de scie”, périodique, de période T = 2 &, défini sur l'intervalle
J-®m +nx[par: .

ft) =t
L'¢nergic transport€ par le signal est donnée par la formule :

LI 2
E ~2n£ £ @

1%) Tracer dans un repére orthonormé (0", T*,7) le graphique de f. Calculer Iénergic E
transportée.

2°) Calculer les coefficients de Fourier, a et bn de la fonction f. On admettra la convergence
de la série de Fourier de f.

3°) La formule de Bessel-Parseval :
5 + o ale + bZ
- n
SR s
n=

donne I'énergie transportée par le signal en utilisant la série de Fourier associée.

Calculer I'énergic E' transportée par ce signal si l'on ne considére que les 11 premiers
harmoniques. Comparer la valeur de E' avec celle de E trouvée A la question 1°);

conclusion ?

Assistance technigue d'ingénieur 1991

114

a) On considére les intégrales I =/ ' x sin nx.dx
' (]

ot m est un entier naturel.
Calculer I,
Calculer I pour n non nul.

b) Soit F la fonction périodique de période 2 n telle que, pour x &lément

de l'intervalle (- n,+ w ], on ait: F (x) = x sin x.

Calculer._les coefficients de la série de Fourier associée A F.
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Génie optique 1995

EXERCICE 3 : Développement en série de Fourier d'un signal périodique (10 points).

On considére le signal défini par la fonction  de période 2n telle que

' et +e—t
pour tout t de l'intervalle [ -n,n ] f@) = —Z-—

1.1.  Vérifier que f est une fonction paire et satisfait aux conditions de Dirichlet.

- . .
1.2. Leplan est rapporté a un repére orthonormal ( 0; i, j ). (unité graphique : 2 cm).

Représenter la fonction f sur l'intervalle [—2r, 2r1]

2.1. Montrer que les coefficients bn de Fourier sont nuls. Calculer a,. Les notations choisies sont celles du
formulaire.

14
2.2. Pourtout n entier naturel nonnul on pose: I, = /0 (et + e—t) cos(nt)dt.

En posant P (t) = et —e-tet apres avoir calculé 9 «(t) et P "(t), calculer In & I'aide d'une double
intégration par parties.

En déduire la valeur du coefficient de Fourier aj de f.
2.3. Ecrirele développement de la fonction f en série de Fourier.

3.1. Justifier la convergence des séries numériques de terme général :

(=1)n 1
—m : ——2-—+-—i- oun estun entier naturel.
n

3.2. Enutilisant le développement en série de Fourierde f pour t =0et t =m, calculer:

+ @ _ +
Z (=1)n ot Z 1
n=0 n2+1 n=0 nZ2 +1

Photonique 1990

=

) Cn se propose de développer en séria de Fouriec un signal péricdique
et de repreésenter son spectre de fréguence.

Soit la fonction numérique £ de période 4, impaire et céfinie par :

{ £({x}) =x x € [0 ;1]
i )

[ f(x) =2 , =xe{1 ;2]
{

{ £(2) =0
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1.1. Représenter le signal périmdique Géfini par £ sur [ -4 ; 4.
pulsation w

» e Fourier de ia

(=3
N

leuler les quatre premiers termes du dévelcppenent il St
forction £. ‘ ‘

Photonique 1992

1. Calculer les intégrales suivantes, dans lesquelles a est un réel positifet n un entier nature

Iy(a) = I tcosntdt
0

a

Jn(a) = { tsinntdt
0

Endéduire 1t In(2m); dplin et Jnl2m).

[

Représenter sur un intervalle d'amplitude 2T = 4n, les fonctions définies de la fagon suivant

Période 1" = 2n
f: flt)y=tsit € [0;n}

f(-t) = f(t)

Période T =210
§: = tsit €07
glet) = -g(t)

Période " = 2n
h: %
h(t) =tsit € {0;2u]

3. Déduire de la question 1, le développement en série de Fourier, de ces trois fonctions. On écrira les
quatre premiers termes pour chaque série.

Photonique 1993

EXERCICE2: Développementen sériede Fouriérd‘un signal périodique (8 points).

1. ndésignant un entier naturel non oul, justifier la convergence des séries numériques de terme généi

1 (=% 1
n2 n2 'n‘

2. On pose pour tout n entier naturel ponnul :

a n
[ =J toos2 ntdt ; Jﬂ = J t2m52ntdf..

0 9
_ n
Calculer I,.Onadmettraque d_ = ;"‘,; .
n

3. On considére Je signal défini par la fonction { paire, de période n telle que:

vt€{0,a ], f{ty=t(a=1.
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3.1. 'Représenter ce signalsur{ — 2 ,2n).

3.2.  Calculerles coefficients de Fourier réels 8, etb, de f (n, entier naturel)

3. . . ) -‘ 2 ., .
3. Vérifier que fsatisfait aux conditions de Dirichlet et en déduire Je développement defen série

- Fourier,
4.
4.1. Enutilisantle développement en série de Fourier de f pour
. n
t=0ett= —
2
+ @ + @ n
déterminer S L et Z -(—:1
— 2 2 °
n=1n n=1 a
3 B # g
42. Enutilisantla formule de Parseval, calculer s‘ =3
e 4
a=1 O

Photonique 1994

f est une fonction de la variable réelle t définie et continue sur R, de période 27T, dérivable sur

R - {kTI/k € 2}, telleque f(0) = 1.Sa dérivée f' parrapportala -variable t est définie de la fagon

suivante :
€107 1 £ =
our t , () = —
? T
pour t € M1, 2771 f'(t) = -_1.
. _ 11

1) Déterminer l'expressionde f sur [ 0,71 ] et sur (17, 20T .

2) Sur le méme graphique, représenter les fonctions f et f’surl'intervalle [ - 311, 31T ).

3) Montrer que f est paire et qu'elle satisfait aux conditions de Dirichlet.

4) Développer f en série de Fourier.

5) Montrer que la série numérique de terme général 5. 1)2 (n€N) est convergente.

En utilisant de développement de { en série de Fourier pour t = 0, déterminer

+

) 1
n=20 (2n + 1)?
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Géologie appliquée 1992

Soit f la fonction périodique de période T = 2 1 définie sur (-, n{ par:

r?
=250
f(x) = x 3

1) Déterminer la série de Fourier associée a f.
- 2) Préciser I'ensemble de convergence de cette série.

3) En déduire les sommes dcs"sén'cs : .
k-1

A e

2
k=1 K k=1 k2

Géologie appliquée 1993

Soit f 1a fonction numérique de la variable réelle x, paire, périodique de période T = 2r définie sur :

. ‘ 5
(0, m)par: flx) =msixe [Og[ ; flry=0sixe ]g—.g;-[:f(x)=—m51xe ]—;,n]

Tl_T__f2m
B+
1) Construire la représentation graphique de f sur [—21t, 271:].

2) Dévcldppcrfcn série de Fourier.

Géologie appliquée 1995

Soit f1a fonction numérique de la variable réelle x, impaire, périodique de période T = 2x définie sur
(0, x] par :
f0)=0;Ax)=x-nsixe ]O, x].

1) Construire la représentation graphique de f sur [-2x, 27:].
2) Développer fen série de Fourier et préciser I'ensemble de convergence de cette série.

L L, -
3) Justifier a convergence de la séric numérique de terme général u,,=-2-§-1—ﬁouu e N?

Calculer f@) En déduire la valeur de la somme :

*Z“ 1)
p=02p+1
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Informatique industrielle 1989

On considére le signal défini par la fonction f _1de période T =T ,
telle que pour tout élément t de 1'intervalle [0' ' I

f(t)=¢t (y®-t¢t).

1°)a/ Etudier les variations de la fonction f sur 1lintervalle [0 .TT].

Construire Ta courbe r?jrésentative de la fonction f , restreinte

d 1'intervalle ‘[0 .

b/ Construire la.courbe représentative de la fonction f -, restreinte

3 1'intervalle [— 3T, 311'] .

2°) a/ Calculer les coefficients de Fourier de la fonction f

b/ Ecrire le développement en série de Fourier de 1a fonction f .

Informatique industrielle 1992

Un _exemple de développement en serie de Faurier d’une fanctian
périodique.

I) Sait n un entier naturel naon nul.

Soit La série dont Le terme général est ua~ =

4n2-1
1°) Montrer que cette série est convergente.
1 1 1 1

2°) Vérifier L'égalite = — - )

4n=2-1 2 2n-1 2n+1

, N N

3°) a) En déduire que L Un =

n=1 2N+1

b) Quelle est La somme de La serie de terme général ua

II) Soit f La fonction définie sur R par
fix) = |sinc2x)]|
dont on donne la représentatian graphique.
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1) Montrer que . f .est une fonction paire et périodique
de période — .
2

2) CaLcuLer La valeur moyenne de f sur une période.

3)a) En utilisant Le formulaire, transformer en somme Le
produit sin(2x). Cos(4nx).

T

2 -1
b) En déduire que : f sin(2x). cos(4nx)dx =

1] 4n=3-1

4) En utilisant Le résultat de La question (II.3.b),
donner Le dévelaoppement en série de Fourier de La
fonction f.

S) En utitisant ce déveLoppemeht pour x = 0 retrouver le
résultat de (I.3.b). ‘

4
En utilisant ce développement pour x = —, montrer que
4
ro (-1 1 .
L =TT T
n=1 4n%-1 2 4
Informatique industrielle 1993
1°/ Soit n appartenant & N*.
+n +n
Soit Ip = (n?-x?) cos(nx)dx et Jp = x sin(nx)dx.
-1 -

Montrer par une intégration par parties que
2

n
Calculer J,. En déduire Ij.

In Jn-

2°/ Soit £ la fonction réelle, péricdidue de période 2rn telle que pour x
appartenant & (-n,+n)] , £(x) = n?-x?.

a) Tracer la courbe représentant £ sur [-m , 5rn].
b) On admet que f est développable sur R en série de Fourier.

Ca;culer les coefficients de Fourier ag , ap et b, pour n appartenant a IN*,
puis donner le développement de f en série de Fourier. =
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Contrdle industriel et régulation automatique
1991

L'objer de cet exercice est une wtilisation, en électricité, d'une série de Fourier
pour éwdier un filtre.

Panic A :

1 - Soient b un rombre .réel et n un cntier naturel non nul.
intégration par parties,

A l'aide d'une
calculer l'intégrale

b
I:f L cos (nt) dt .
0

2 - Un signal "triangie”

est modélisé par la fonction u, définie sur R. périodique.
de période 2 T, telle que :
u) =tsite [0, 7]
ut) =2T-tsite ] ®.27).
a - Tracer, dans un repére orthonormal "(O, i, j). la courbe représentative dc
la restriction de la fonction u 2 lintervalle [- 4T, 4TC].

b - En observant

que u cst une fonction paire, calculer ses coefficients de
Fourier. On pourra utiliser le résultat de la question 1 - .

¢ - Vérifier que la fonction u satisfait aux conditions. de Dirichlet sur

+ oo
[0.27] et en déduire que. pour tout t réel, u(t) =_7-E--4 ¥ cosfZp+ Dy .

=

p=0 (2p+l):

3 - En choisissant des unités convenables, la puissance P du signal u est donnée

T

par la formuie P=—Lf
* 2

T
ul(z)dx=-1-f u? (1) dt |,
T -1t T

0

a - Calculer P puis ¢n donnmer une approximation décimale 2 10" ° pres.

b - La formule de Bessel-Parseval donne la puissance du signal u en
fonction de ses coefficients de Fourier, : :

P=aé+71-(a§+a§+a§+...+a§,+..,).

rA

Dans la pratique, on décide de ne conserver que les harmoniques de rang 1 et 3.
On obtient alors une valeur approchée P, dec la puissance du signal :

P, = +L :12 + 2
1 0 " ( 1 3)
CalculCr Pl

o - -3
puis en donner une approximation décimale i 10 prés.

La comparaison de P et P, justifie que, dans la pratique, on néglige les
harmoniques de rang supérieur ou égal a 4.



igg;réle industriel et régulation automatique

Soit f la fonczicn numérique périodique , de période 2T

définie sur R et telle que :
flt) = ¢ si €{0,7] et f(¢) = 0 'si t€]w, 27(

1) Tracer la raprésentation graphique de la restriction de

cette fonction a l’incezvalle |-3w,37(.

2) n étant un naturel , calculer les intégrales :
T

T
I, = /l cos(m)dt et J, = ./r{ sin(nc)adt.
0

Q
3) a) Montrer que f est développable en
Décarminer ce développement.

série de Fourier.

b) Préciser les trois premiers harmonigues de la fonction [

Contrdle industriel et régulation automatique
1994

1°)  Soit n un entier naturel non nul.
Calculer, a I'aide de deux intégrations par partie

s su_écessives, T'intégrale :
T
J= t(y-t) cos2nt dt .

2°)  On considére la fonction u de R dans R , périodique, de période T , définie par :

ult)= tm-t) site (0. 7@.

a) Tracer, dans un repére orthogonal (O, i, ), la courbe représentative de la restriction

de la fonction u a Vintervalle [ -2T, +27].

b) En observant que u est une fonction paire, calculer ses coefficients de Fourier.

¢) Vérifier que la fonction u satisfait aux conditions de Dirichlet sur R. En déduire

que, pour tout réel ¢ :
+o00
2
u(t) = -7}— - z QS_%E .
6 npn=1 n

d) Eun donnant &2 ¢ une valeur particuliére, montrer que :
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3°)  a) La valeur efficace ucy de lafonction u est telle que :

T
ué"n- :%- Uz(f) dt .

Calculer ufr,— .

b) La valeur efficace de la fonction u peut également s'exprimer a I'aide des
coefficients de Fourier de u :

+oo
ufﬁ = ag + % Z a%, (Formule de Parseval)
n=1

Soit P le nombre défini par :

P=ag+%(af+a§+a§+a$+a§)-

Donner I'approximation décimale P, de P a 1073 prés par excés.

P .
On peut observer que —21— est supérieur @ 0,999. Le nombre P est donc une “bonne”

Uerr
approximation de &fﬁ .

Electrotechnique 1987

Rappel : Quand ils sont définis, on appelle ““coefficients de Fourier” de la fonction f les réels :

1 +7 ’ +1 1 +n
ao=i—1/f(x)dx,an=——/f(x)cosnxdx,bn-—-—- f(x) sin nx dx
m ;

T
-

pour l'entier naturel n (n> 1).

Soient f et g les fonctions numériques, admettant 2r pour période, définies sur IR par :
IYx€|=a;+n[ f{x)=2x et f(=a)l=fla)=0

YXE(—n;+1] gix)=x2

a)  On se place dans un plan muni d’un repére orthonormé d’axes Ox et Oy, d'unité 1 cm.

Représenter graphiquement f et g pour x appartenant A l'intervalle [—2n ; +2r] .

Calculer les coefficients de Fourier de f , puis ceux de g. {On aura & distinguer la parité de n).
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c) Déduire de la série de Fourier de f la valeur de la somme :

+ o0

) 5
S =
2p+ 1

p=0

Electrotechnique 1989

Sott  la fonction numerique pertodique de periode 2T , impaure, definte pur

flx) =x siOSx<z)-r
/‘(x):,:--z-r st T—rsx<‘ﬁ'
2 2
\/r(‘,-r)___o

1°) Le plan ost muni d un repere orthonorme (1" unite est le centimetre) Representer graphiquement
sur {intervalle (=37, + 37| .

2°) u) Calculer pour tout entter n posuif ou nul les coeffictents de Fourter aq vt by de lu fonction /.

b) Verifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet sur l'intervalle (=T, T ] et preciser la
somme de la serie de Fourier de la fonction [ pour tout reel x de l'intervalle |0, 7).

, determinerla somme de la serte

01y

c) En utilisant ce developpement lorsque x =

2 (—-IJP

p=o 2p+1

Electrotechnique 1992

Soit un signal électrique défini par la fonction { telle que:

f est baire et‘de période 27
[f(t) = —t2 4 2wt si t €(0,7]

1°) Représenter le signal électrique pour t € (-3, 3.

s

Calculer J f (t)dt. Endéduire la valeur moyenne de [ sur une période.
0

2°) On admet que la fonction { satisfait aux conditions de Dirichlet, ce qui permet d'affirmer que la
fonction f est lasomme de sa série de Fourier, asavoir: pour tout t élément de R,

f(t)=a0+ z (ancosnt+bnsmnt)

.
-
n=1

les nombres a,, an et b, étant les coefficients de Fourier de f.
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a) Calculer a,,.

b) Caleuler les intégrales suivantes ot n est un cnlier strictement positif :

x x
ln =[ t.cosntdt et Jn = [ tz.cosntdt
0.

o
Exprimer le coefficient ay &l'aidede I, et J,. Endéduire an.

o ey te
3% Enutilisant le développement de f(t) pour t = 0, déterminer la somme de la série D S——

D ‘
2
n=1 N

Electrotechnique 1994

Soit la fonction numérique f de la variable réelle t telle

que :
&) f est impaire et de période 2w,
b) £f(t) =1 - cos(2t), si1 0 € t < .
1°) Etudier les variations de f sur (0, w].
Tracer, dans un plan muni d‘un repére orthonormal
(0; 1, J) (unité graphique : 1 cm), la courbe représentative de f
sur [- 2w, 2w].
2°) Calculer la valeur efficace, E,, de la fonction f.
37) On admet que, pour tout réel ¢,
+oc .
f(ty = a, + E: (a,cos(nwt) + b sin(not)), les nombres
n =1
or & et b étant le

s coefficients de Fourier de f.

a) Justiiier gque : a, =0,

pour n 2 O.

b) Calculer v et b,
¢) Calculer b, pour n 2 1, n = 2.

(On précisera le résultat suivant la parité de n).
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Electrotechnique 1995

On considére la fonction f définie sur R telle que

f est paire
f est périodique de période 4

f(t) = 1 pour 0 € t< 1
f(t) = 2=t pour 1 € t < 2.

A. 1°) Représenter graphiquement f pour t appartenant a l'intervalle
[".61 6]' ’ '

2°) La fonction f satisfaisant aux conditions de Dirichlet et
étant de plus continue sur R, on a

f(t) = ap + Z (ap cos(not)+bp, sin(not)), ol ag, an et b, sont les
=1 .
coefficients de la série de Fourier associée a f.
a- Justifier que by = 0 pour n > 1.

b~ Calculer ag et o.

nn
C- Montrer que pour n > 1, ap = —g*g(cos-z--cosnn)
T“n

En déduire les valeurs de a;, a,, aj et a,-

B. On consideére la fonction ¢ définie sur R par :

34 (n% 2 .
t = - —5 COos|— - —5 COS
? (%) 4 nz 2 nz

1°) Montrer que @ est paire et périodique de période 4.

2°) a=- Calculer ¢'(t) pour tout réel t et vérifier que
4 Tt 3nt
o'(t) =:—-51n(———)cos(——J
. T 4 4

b- En déduire le sens de variation de ¢ sur [0, 2].

3°) Construire dans un plan rapporté a un repére orthonormal, les

courbes représentatives de f et de ¢ pour t appartenant a [-2, 2].
(Unité graphique : 4 cm)
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Electronique 1977

-

i = Calculer les intégrales : H
I = /}: cos nwx &
r
./ﬂ

o

X Cin nasl G

2 - So0it la fonciion f, périocdiguc, ds période T ==, définie par :
2= by -
ci 0 x¢=% f(x) =<2 =i xsex f(.‘/):i(ﬂ—z)
> 4 3 2
2.1. - Tracer lec graphe d¢ 1z “eoncticn £,

£ sur l'intervalle [0, wn]

+ (a_ cos mux + L siz nux) le développement de la fonciicn °

3.7, - Calculer w et an.
o
.
z . - 7 RL S
5.2. = Montrer gque, pour n i1, o = ——< (1 - coc ) ez
-4 a ::L‘:
o .
v o= < sin =2 -:171'
- 8 n'n 7

L 207
v <

Electronique 1979

1 - Soit la série munérique de terme général :

()R

o 1+n2

n > 1 u

Montrer que [un[ est majordée par une expression simple de 12 et en déduire

que la série de terme général u_ est convergente.
n

2 -~ Calculex les intégrales

- -X

e cos n x dx ct e gin n x dx

- Sad N s e . s
3 - Soit la fonction fy périodique de Période 2rx définie par :

x€ [0, = [ f(x) =1 =%
XC[T\', 27"[ £(x)

1]

1l
o
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3¢1s = Tracer la courbe représentant f pour xC[—:r, + 37':]
3.2, = f est~elle développable en série de Fourier ? Préciser la valeur de

la somme de la série de Fourier associée & f pour xC[g— ’ }-2:-]

3¢3. - En se servant deos résultats du 2 -y calculer les coefficients de

Fourier. On donnera les résultats en distinguant n impair et n pair.,

4 - Donner la valeur de 1la somme de la séric de Fourier pour x = 0. En déduire

la somme de la série nunérique de terme gdénéral w, proposée au 1 -.

Electronique 1987

Scit f 1a foncticn numérique, de période 2x, définie sur lintervalle [-r, t] par

f(x) = m—x s x € [0,%(

m

-+ X Si X

—_

—
x

Z.
]

-=0[
1 - Tracerdans un repére orthonormé la courbe représentative de f.

2 - Onsupposeque f est développable en série de Fourier. On désigne son terme général par

Un(x) = aqcosnx + bpsinnx (n entier naturel)
1 +% 1 +TT 1 +7
a) Caleuler a5 = — f(x)dx, an=—f f(x)cosnxdx, bn=—-/ f(x)sinnxdx.
. 2n /g Tt g R

D)  Ecrire le développement de la foncticn f en série de Fourier.

his

Enoncer le théoréme qui permet de dire que la série de Fourier cocnverge en zéro, en 5

K

(="

Montrer que la série de terme générai Up = T estconvergente.
n+

Calculer sa somme en utilisant le développement en série de Fourier de la fonction f.

Electronique 1988

Le but de cet exercice est d'établir avec un minimum de calculs, le
développement en série de Fourier de guelgues fonctions périodigues, courantes
en dlectronigue.

Les graphiques demandés aux questions 2° et 3° seront réalisés 1l'un

Sous l'autrc sur la méme feuille de papier millimétré,

1°) n étant un entier naturel strictement positif, montrer que

. 2
sint cos2nt dt= .

2
1-4n
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2°) {o{t f la fonction numérique de périodeff, telle que pour tout
élément t de [G;Tj, £(t)= sint,

a) Tracer dans un repére orthonormé la courbe représentative de £
sur l'incervalle [—Jﬂ)JﬂJ (unité ; 1 cm sur chacun des axes).

b) Montrer que f est développable en série de Fourier et expliciter
ce développement.

.

3°) Soit la fonction numérique g de période 2Tl définie par :

g(t) = sint si cCCO,-"f]
g(t) =0 si té€ E1;mi

Donner 1'allure de la représentation graphique de g sur [—Jchfﬂ, ainsi
que celle des fonctions h,i,j, définies pour tout nombre réel t par :

h(t) = g(-t)
ire) g(t) + g(-t)
j(t) = g(t) - g(~t)

4°®) Aprés avoir reconnu les fonctions i et j, déduire des questions précéden-
tes le développement en série de Fourier de g.

Electronique 1990

Soit f 1la fonctien nueérique definie sur R, de peériode 4 velie que

ity =t si 0 £t ¢ 1.
fir) = 1 sy 1 £t ¢ 3
fer) = 4 -t si 3 <t ¢ 4.

1) a) Repreésenter graphiquement (sur 1a copiel la fanztion f gyr
T'intervalle Lé, -6 ].
L
b) Etablir que f est paire.

C) Justifier que f savisfait aux conditions de Dirichiet.

-o
Soit T 4, Co0s nwt 15 série de Fourier associee 3 ¢,
n=0
Déterminer : ¢t W, Mmontrer gque, pour n = .
p 4 [ 1]
2 =——m——— |05 0 —— - .
n 27 z J
Z) S0t o la fonctron définie sur R par
3 4 n
e (t) = - - 7 cos Tt - 22 cos nt.
n n

4) VUeérifier que P €sT paire et a Pour periode 4.

b) Résoudre sur F,z] 1'équation ' (%) = 0. Calculer 3
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1072 priEs, o [4%—] pour n = 0,1,2,3,4,5 et é. DOresser le
tableau de vaeriation de o pour 0 St < 2.
¢) Construire dans un méme repére orthonormé legs courbes
y = f(T) et y = o(T) pour ;2 <t £2 puis pour -4 St < 4.
(on prendra 2 cm pour unité urephique)..
2
3) a) Calculer I = fztt) dt. En déduire le carré de la valeur

efficace de f.

) Calculer le carré de 1a valeur efficace de @ (on pourra
utiliser la formule de Parseval).

¢) Comparer les résultats obrtenus en a) et b). Ce résul:at

i €Tait-il prévisible ?

Electronique 1992

Soit La fonction numérique f: IR — R
t — ()

4 f est periodique de periode 7r
définie par
pour t € [ 0, 7r L on a : f(t) = 1 + cos ¢t

a) Représenter graphiquement f sur [-17r,271T1]
b) Calculer fe La valeur efricace de f.
c): Justifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet.
. , +0
d) Soit S(t) = 3= + X  (an COS NWt + ba sin Nnwt ) Le deéve-
n=1

Loppement en série de Fourier associé a f.
Montrer que a~ = 0 pour n 2 1 . Calculer ao

Calculer ba

e) Comparer les valeurs prises par f et par S , pour Les
valeurs de La variable
a1
t = — et t =20
4
8 sin 2t 2 s1in 4t
) Soit maintenant : g(t) = 1 + —— _— +
v 3 15

Calculer ge La valeur efficace de g en utilisant la formule
de Parseval.

Comparer ge avec fe la valeur efficace de f trouvée 3 La
question b).



Electronique 1994

Soit f la fonction numérique f:IR->1IR
t— f(t)

f(t)=t-1pourt €[0,2]

o .fest paire
définie par L .
- f est périodique de période 4

1°) Représenter graphiquement { sur [—2,6{: .
2°) Caleuler f, la valeur efficace de f .

3°) Justifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet..

4°) SoitS(t) =a, + Z(an cosnwt + b_sin nwt) le développement de Fourier associé & f .
n=}

a) Donner la valeurde b.

b) Calculer a, et, pour n21, a, (préciser les valeurs de a,, et de azp,,).

c) S(t) est-il égal & f(t) pourtoutréel t ?

5°) Soit g la fonction numérique définie, pour tout reel t , par:

8 . 1 37
g(t)=- },{cos (-i-t) . acos(-z—t)}

a) Montrer que g est périodique de période 4. Que représante g dans e développement en série de
Fourier de f ?

b) Calculer g, la valeur efficace de g en utilisant la formule de Parseval.

(10’

Veérifier que |f, — g,
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Electronique 1995

EXERCICE ! (11 points)

Soit la fonction numérique f définie par

1°)

2°)

3°)

4°)

S

f(t)=3pourt €]0,
f0)=f(m)=0

[ est impaire

[ est périodique de période 27

Représenter graphiquement f~ dans un repére orthonormat sur l'intervalle [-—2 /r,3zr].

Justifier que f satisfait aux conditions de Dirichlet.

Soit, S(t)=a, + Z(a_ cos nwt+b, sinnw 1) le développement de Fourier associé & /.
Fd]

a) Donner les valeurs de g, cta, .
b) Calculer b, (préciser les valeurs de b,, etde b, ).

c) Justifier que S(¢) = f(t) pour tout nombre réel t .

(=1"

2n+1

Montrer que la série de terme général u = est convergente.

En utilisant S(f-) , calculer Zu' .
2 0

Dans cette question, on se propose de comparer f et la somme du fondamental et du premier
harmonique de f .

12( . .
Soit g la fonction numérique définie sur /R par glt)= —(smt +—;-sm 3:)
n

a) Montrer que g est impaire et périodique de période 2.

b) Calculer g'(r), étudier le signe de g'(r) sur lintervalle [0, 7:] at donner le tableau de variations
de g sur [0, 7].

) Représenter graphiquement g et / dans le méme repére orthonormal (unité 2 cm) sur
lintervalle [— 7, IZ'] .












I- PREMIERES NOTIONS

e

1°) Définitions

a) Définition 1 :

aelN, neN, soit ( un) n>g une suite de nombres complexes, on

appelle série de terme général u, la suite ( sn)nZa telle que :

b) Définition 2 :

La série u, converge si et seulement si la suite ( sn) est
convergente.
Soit L € € la limite de ( s,) . on dit que L est la somme de
+00
la série et on écrit : L = E: u

n=a
Si la suite ( Sn) n’‘est pas convergente on dit que la série

E:un est divergente.

c) Exemples de séries convergentes :

n=z1 U = —— e = = - — =
n n (n+l) n n+l n n+1 N —» +o
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d) Exemples de séries divergentes :

_ 1
e) nz1l u =1n (1 +3)

La suite ( un) converge vers 0.

n n
_ 1, _ k+1 _ 2 x 3 x 4 x ...x n+l _
sn—21n(l+E) zlnT_lnlx2x3x...xn = 1ln (n+1)
k=1 k=1
donc lim s_ =+ la série }: u_ diverge.
n n
n +» +w
_ (_. D
) u, = (-1)
la suite ( un) diverge.
s2p =1 et s2p+l =0 la série diverge.
2°) Théoréme 1 :
2: u_converge s 1l 1m u, = 0
n n - +ow
lim s_=1 " et u_ = s - s
n + +w n n n+1 n

La réciproque est fausse : exemple du I- 1°) d) a)
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3°) Théoreme 2 :

Soit }: u, ( respectivement EZ v, ) une série convergente de

somme S ( respectivement T ) alors, VA € €C et ¥V u € €C, la série

}: (A u, + u vn) est convergente et de somme A S + u T.

4°) Séries géométriques :

a) Définition 3 :

On nomme série géométrique toute série de terme général :

n

un =X Z avec A e €C et 2z € C

n
n+1
- k _ 1 -2z
k=

Si |z| < 1 la série converge vers =3

Si|z| z1 u, ne tend pas vers zéro donc la série diverge.

b) Théoréeme 3 :

n A

Si |z| <1 ANzo=

™13

n=0
Si |z| =z 1 la série E: Az diverge
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5°) Théoreme 4 : Critére de Cauchy (admis)

}: u convergente ¢ V &£ > 0, 3 N_ € N tel que ¥ (p,q) € N2
u

=p

o

N =p=g= < &£

£ k

A

Corollaire

Toute série absolument convergente est convergente

Exemple :

Soit la série de terme général u, =55%%lﬁi
n
lunl S-—%— donc }: u  converge (voir II-ci apres)
n

6°) Reégle d° Abel (admis)

Soit (un) une suite de nombres réels ou complexes telle que
la suite (Sn), Sn = u, + ul + ... + u. soit bornée et soit (Vn)

une suite de nombres positifs, décroissante et tendant vers 2zéro,

alors la série }: Vau, est convergente.

Exemple
Soit u, = e!™ avec o € R et % 1, on a :
s - e(n+l)10t -1
n lat



2 1
Ieiot

d’ou [S_| <
n

-1 |sin %|

Soit v, = %1 on déduit de la régle d‘Abel que 1les séries

e i o
numériques Z—@%—Pf—’f— et ZSlnL sont convergentes pour o # k2m
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II- SERIES A TERMES POSITIFS :

1°) La suite ¢ sn) est croissante.

Théoréme 1 :

Si ¥ n, u, =0, E: u, converge ¢ la suite ( sn) est majorée.

Dans le cas ou u_ diverge, 1 i m
E n
n -+ +w

2°) Comparaison de deux séries a termes positifs :

Théoreme 2 :

Si a partir d’un certain rang a, u, < v alors :

E: Vn converge = Er un converge

}: u, diverge = E: Vn diverge

k=n k= +o0
E: Uy s }: Ve < }: Vi donc la suite des sommes partielles
k=a =a k=a

de }:un est majorée (théoréme 1).
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3°) Théoreéme 3 :

u
Si 1l i N_ -1 alors les sérieSE:un et§:vn sont de méme nature
n -

m v
+00 n

Un

= u_ o~ and n -=> + ®@
v 1l & n vn qu

Rappelons que : 1 im
n -» +w n

u u
linm Vn = 1 donc il existe a tel que : n = a, % = 32 < % donc
n-»> +owo n n
Yynzza % Vn < un < % v d’ou le résultat (théoréme 2).

Application :
_ 1

n=zl1 u =1n (1 + —/— )
n 5N

quand n + + ©® u_ ~ . donc E: u_ est de méme nature que E: —l—.
- o n ‘ 5N

n

La série converge.

4°) Comparaison d’une série numérique et d’"une intégrale :

f une fonction de [ a , + ®w [ — R+ , a N , £ décroissante.

k =z a Vte[[ k, k+1] f(k+1) = £(t) = £(k)
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k+1 k+1 k+1
> J. f(k+1) dt = J f(t) dt = J f(k) dt

k k k

k+1
&> f(k+1) = J f(t) dt = £(k)

k
a n K+1 n
= 2: f(k+1) =< E: J f(t) dt = }: f(k)
k= k=a k . .k=a
L n+1 n
> Z f(k) = j- f(t) dt < Z f(k)
k=a+1 a ‘ =a

n+1l
I f(t) dt = + o

Si la série diverge alors 1
n
a

im
- 4+

Si la série converge alors la suite de terme général

n+1 t
Vh = j f(t) dt est croissante et majorée donc convergente.

a

La convergence de la suite (vn) est équivalente a la

+ o
convergence de J f(t) dt comme le montre la relation
a

suivante :
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E(x) X : E(x)+1
J f(t) dt =< J f(t) dt = j £(t) dat

a

E(x) désigne la partie entiére de x

Théoréme 4 :

f:[a, +0[— rR* , aeN , £ décroissante ,

+

La série E:f(x) et l’intégrale J f(t) dt sont de méme nature.
a
Application @
u. = —l— > 0 # 1
n= o , o
n
X
dt . _ 1 1 . . .
j — = T —= [ =T 1 ] converge si a > 1, diverge si a < 1.
1 t X
X
. dt ,s ) .
Si a =1 < = ln x 1’intégrale diverge.
1
donc : E: —%— converge ¢ o > 1 ( série de Riemann )
n _




III- SERIES ALTERNEES :

Théoréeme :

v
o

( v.)

n) n=o ! telle que V n , v

n

it

la suite est décroissante et 1 im v 0 alors

n
n -+ +

la série }: (—l)n v, converge

_ (.ay\D
On pose u, = (-1) Vh |

La suite (s ) des sommes partielles de rang impair est croissante.

2p+1

et u z 0

+ u et u 2p.

- P >
Sop+1 T S2p-1 T Yop+1 2p 2p = | Uppyp |

donc s > 0.

2p+1 ~ S2p-1

On démontre de méme que la suite des sommes partielles de rang
pair est décroissante.

- = > < < < ....5 < s =
s2p SZp—l .uzp 2 0 donc s, =s, = s_ = s s s S

La suite ( s ) croissante et majorée converge vers 1 ,

2n+1

La suite ( s n ) décroissante et minorée converge vers 1’ et :

2

- S Yon+1 =

—_ — A
on = u2n+1 donc 1 1 i

in
-+ -+
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