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INTRODUCTION

Dans la premieére partie de cette publication figure:
. une présentation des notions “angles de couples de vecteurs non
nuls” et “rotations planes”.
* ]la mise en place du groupe additif ..# de ces angles a partir de la
composition de rotations de méme centre.

o l'effet des transformations usuelles sur ces angles.

La procédure utilisée ici pour introduire le groupe additif .Z n'est pas la
plus facile, ni la plus rapide. Mais elle se justifie par notre désir de
vouloir détruire une idée fort répandue qui veut que, pour définir, ce type
d'angles couramment appelés “angles orientés”, il soit nécessaire
d'orienter le plan. Sa lecture n'est pas a la portée du profane et mérite
patience et réflexion. Certaines démonstrations s'adressent uniquement

aux enseignants. -

La deuxieme partie est consacrée aux modalités d'utilisation des angles.
L'objectif visé est de montrer comment les concepts “angle” et “double
d’angle” peuvent devenir des outils performants et facilement maniables
pour résoudre, en géométrie plane, des problemes de parallélisme et

d'orthogonalité de droites, d'alignement et de cocyclicité de points.

" La troisitme partie a pour objet la mise en place de la notion de “mesures
d'un angle”. Mathématiquement elle n'est pas envisageable a ce niveau.
C'est pourquoi nous nous sommes limités & institutionnaliser des
résultats suggérés par une étude expérimentale. L'important est de
retenir la traduction en termes de “mesures d’'angles” des principaux

résultats acquis dans cette deuxiéme partie.

Pour clotdrer le tout figure, en fin de fascicule, une annexe destinée aux
éleves des classes de 1¢re et de terminale scientifiques des lycées.La mise
en place du groupe additif .# prend appui sur la notion de “mesure”.
Elle est suivie d’un répertoire des principaux résultats qu’il convient de
connaitre pour promouvoir le bon usage des angles dans les problemes de
géométrie. Le lecteur trouvera la démonstration de ces résultats dans la

partie B.



PARTIE A

ANGLES ET ROTATIONS (GEOMETRIE PLANE)

Dans tout ce chapitre :
* On désigne par ? un plan de lespace Des lors que ce plan est muni
d'un point origine O , le plan vectoriel 9” qui lui est associé est identifié au
plan pointé #, .

. - = - ,
Les images dans %, des vecteurs u , v ,w , sont notées U,V,W et on note

- -
u le vecteur OU.

e On suppose connus l'action et l'effet des réflexions de # sur les figures
élémentaires (droites, demi-droites, cercles, ...).

On adopte les notations suivantes :
is A pour désigner la réflexion de droite A (ou d'axe A)

S[AB)« [AC) bour désigner la réflexion qui échange les demi-
{droites [AB) et [A C) '

¢ L'unité de longueur fixée pour le plan # est 2 centimetres.

I. Reproduction d'une figure de # par pivotement: étude

expérimentale.

1. Les données

Sur une feuille de papier : P

matérialisant le plan % -notée Q/_Y

feuille n° 1- sont donnés :

e Trois points Q,P et @ tels que
QP=QQ

e Une figure Z constituée dun

triangle ABC et d'un cercle €

centré en C .




2. Description de la manipulation
a) Reproduction de la figure g

e Placer une feuille de papier calque.;notée feuille n° 2- sur la feuillé n°‘ 1
donnée.

e Marquer sur la feuille n° 2 les points w et p qui se superposént aux
points Q et P puis décalquer la figure ¥ (on pourra se contenter de
marquer sur la feuille n° 2 les points a,b,c et,d qui se superposent aux
points A, B, C et D).

o Faire pivoter la feuille n° 2 de facon que, le point w restant
constamment au-dessus du point €, le point p vienne se superposer au °

point @ .
En percant la feuille n° 2 a lalde de la pointe d'un compas, marquer sur

la feuille n° 1 les points A’,B’,C’ et D’ qui se trouvent alors au-dessous
des points a, b, cet d . '

e Tracer le triangle A’B’C’ ainsi que le cercle € de centre C’ et passant
par D’ . ‘

b) Vocabulaire

La figure ¥’ constituée par le triangle A'B’C’ et le cercle €' est la
reproduction de la figure # par le pivotement autour de Q qui ameéne P
sur @ . On dit aussi que Z” est la figure transformée de  par la rotation
de centre Q qui envoie P sur @ .

c) Images des vecteurs de bipoints "homologues"

e Un point origine O étant choisi dans # , construire dans Po:

' — =

les images U et U’ des vecteurs QP et Q@
- — =
les images V et V' des vecteurs QC et QC"
— —

les images W et W’ des vecteurs AB et AB’

e Vérifier en utilisant une feuille de papier calque que les secteurs
T —

angulaires UOU’, VOV’ et WO W’ sont superposables



e Tracer l'axe & (resp A) de la'réﬂexion qui échange lés demi-droites [OU)

et [OV") (resp [OU) et [OW")) .
Quelle est la transformée de la demi-droite [OU’) par la réflexion sg ? par

la réflexion s, ?

Fig. 2

Pour faciliter la lecture de ce document, nous avons réalisé les

différentes constructions demandées dans la figure ci-dessus.



II. Angle d'un couple de vecteurs non nuls
1. Notion d'angle : égélité, nofat_ion
a) Définition

" On d1t que deux couples (TL) ,Z?’) et

- = Sy -
(v, v’) de vecteurs non nuls de # ont
le méme angle pour signifier que la

réflexion qui échange les demi-droites
[OU) et [OV’) échange aussi les dem1— o
-dr01tes [OU") et [OV) .

Pour demgner langle d'un couple

SRR , v . 5D
(u ,u’), on adopte la notation W ,_L—f'). -
 Des lors, pour traduire que deux -
‘ e e A e A _
couples (u ,u’)et (v ,v’) ont le méme
angle, on écrit :
/\

_ (u 0= (v v)etonht

«angle u,u egale angle v,v’ »

Fig.3

b) ‘Remarques

‘e Les demi-droites [OU) et [OU "), représentant dans % les demi-

Lo : — - R ,
droites vectorielles R, u etR, u’, il ressort de cette définition quun angle
est en fait une "grandeur" associée a un couple de demi-droites

/\

vectomelles On obtient donc un angle egal al angle (u u ) en rem- -plagant

.—)
4 (resp. u’ ) par un vecteur non nul de la demi- droite vectorlelle R, u.

(resp. R, u’).

e On obtient la totalité des angles de couples de vecteurs non nuls

de # en ne considérant que les angles de couples de vecteurs unitaires de

ce plan.



c¢) L'ensemble o _

Dans toute la suite de ce chapitre, par "angle" nous entendrons
"angle d'un couple de vecteurs non nuls de #". L\ ensemble de tels angles
est noté . '

Commentaire (pour lés_ enseignants).

La définition précédente n'est légitime que si, dans l'enéemble des couples.de
vecteurs non nuls de gg , la relation "avoir le méme angle" est une relation d'équivalence.

A l'autopsie elle s'avere banalement réflexive et symétrique. En revanche, la
transitivité est plus ardue a établir. Nous proposons son étude en annexe a la fin de ce
chapitre. _ |

Bien entendu, il n'est’ plus de mise daborder ce.probleme devant des éleves de
l'enseignement secondaire. On passera donc sous silence cette difficulté the0r1que sans

remord ni regret.
2. Comment concevoir l'ensemble o
a) Représentation de o

Désignons par 02[ l'ensemble des vecteurs unitaires de 9” _

La conception de l'ensemble & des angles, aussi bien graphlque que
mentale repose sur la conjecture suivante que nous allons valider :

«si on fixe dans % un vecteur de

.%
référence n alors  est I'ensemble des
i

angles (n ,m) o m est un vecteur
de 70) » )

Dans le plan pointé £, l'ensemble ZZ?
est représenté par le cercle I' de
centre O et de rayon 1. Donc choisir
un vecteur de référence 7 dans ¥
revient a choisir un point-repére N
sur I'. Le cercle I' ainsi- pourvu sera
noté I'y .

Fig. 4

Ceci dit, considérons l'application :
o: Ty —d



Pour tout angle (@, u") de o , I'équation (p(M) (u U ) dmconnue M
admet une solution et une seule dans FN

‘ " En effet, des1gnons par A I'axe-de la reﬂexmn qu1 echange [ON )
| ot [ou.. L o
Nous avons : ¢(M):(ZZV,L7) = (n m) (u u)
- [0OU) F—~~——*>[OM)
= M=A ou A=s,U)
Le point A de I'y; est donc l'unique solution de‘l'équation considérée.

/’\

Ainsi se trouve conﬂrme que l'application ¢ est b1Ject1ve
En d' autres termes :

* A chaque point de I'yy correspond un unique angle de &
* A chaque angle de « correspond un unique point de FN

On peut donc identifier lensemble o des angles a lensemble des
points du cercle I'y .

b) Image d'un angle

Le point A, unique solution dans FN de l'équation (p(M)z(E) ,ﬁ%'), est

appelé image sur [y de l'angle (?,7’) de o .

c) Notation @ . Affichage graphique.

De l'étude précédente, 11 découle
qu'un angle est déterminé par la
donnée de son image sur I'y .
Cette constatation accrédite 1'idée
de désigner un angle au moyen
d'une seule lettre. Pour ce faire on
utilise, de préférence, des lettres
grecques surmontées d'un

chapeau
- Par exemple, dans la figure ci- Fjg.s .

contre, les symboles &, B et i | _

désignent respectivement les ' Tout point du cercle F-JX est image:

angles (n,a),(n,b)et(n,m) e d'un vecteur de ¥
représentés sur 'y par les points - * d'un angle de «
A,Bet M.

10



d) Angle d'un couple de vecteurs de bipoints de % :
affichage graphique.

La donnée, dans le plan "ponctuel” %, de points €, S et T

avec SzQ et T#Q permet de prendre en considération les angles (?S,ﬁf‘l)")
/\

et (QT QS)
Dans les trois cas suivants -qui s'excluent mutuellement nous avons
construit :

e dans le plan pointé #, , les images U et V des vecteurs QS et QT
e sur le cercle 'y, les images:

U’ et V' des vecteurs unitaires des demi-droites IR +7 et R +7

/\ _)
A et B des angles (QS QT)et( T, QS)

Les égalités (QS,QT) = (u’,v") = (n,d) et (QT,Q8) = v",u’") = (1 ,b)
montrent que:
e A est le transformé de U’ par la réflexion qui échange les demi-
droites [ON) et [OV")
e B est le transformé de V' par la réflexion qui échange les demi-
droites [ON) et [OU) . ‘

—>
1°) Cas général : les vecteurs QS et QT ne sont pas colinéaires
/\

/\
Sur 'y, les images A et B des angles (QS,QT) et (QT,QS) etant

distinctes, ces angles sont des éléments distincts de « .
' T

, . —y - ' — —
Pour signaler sur un dessin, I'angle (QS,QT) ou l'angle (QT,QS), sans
avoir a construire leurs images sur le cercle I'y , il est donc nécessaire de

— =
faire apparaitre l'ordre d'intervention des vecteurs QS et QT dans le
libellé de 1'angle que l'on consideére. Pour cela, on utilise un arc de cercle
muni d'une fleche (ou de plusieurs fleches).

11



_ | - Fig. 6
Sur la figure ci-dessus: ' _
—

' - . ' —_— -
¢ le symbole & désigne 1'angle du couple (QS,QT)
. S

. - S~
s le symbole B désigne 1'angle du couple (QT, QS)

L usage d'une double ﬂeche pour signifier 'angle B a pour effet de'
rappeler que l'angle B est différent de 1'angle @.

2°) Cas particuliers :

a)QT-?L QS (AeR%) b)QT QLQS( AeRY)




e Dans le cas (2-a), on obtient : A =B =N.
S

— o~

—_— = —> —> 50D
On a donc : (QS,Q7) = (QT,QS) =(n,n)
Un tel angle est dit nul. On le note 6 .

/\

* Dans lé cas (2-b), on obtient : A=B=P ou P est le symétrique de N par

/\ /\ . o . ‘
rapport & O . On a donc : (QS QT) = (QT QS) = (n “h).
Un tel angle est dit plat. On le note .

/\
L'usage d'un arc de cercle ﬂeche pour désigner langle (QS QT)
s'avere donc superflu dans ces deux cas particuliers. -

- Remarque.

Dans le dessin ¢i-contre les deux
arcs de cercle "fléchés" désignent

le méme angle : (A_E,ZB).
Traditionnellement on utilise sur-
tout celui qui est ici marqué d'une _
seule fleche. ‘ Fig. 9




IIL R'otatlions du_plan_ ?
1. Etude introductive
‘On se propose d'établir le résultat suivant :

Etant donné un point Q de ? et un angle a de « alors, pour tout
point M de # autre que Q, il existe un et un seul point M’ de 2

S

. . 3 ‘ -——‘—) H A
vérifiant les deux conditions : QM'=QM et (QM,QM’) =& .

Soit R
e A limage de & sur le cercle T'y,

* M un point de # autre que €2,
- v

* u le vecteur QM
- -

° y' unvecteurde ¥ .
Nous avons : _
30 4 IS 3D
W, u=4 e W, u)=0m,a)
Ce qui est équivalent a dire que:
sur Iy, U’ estle transformé de N

par la réflexion qui échange les demi- 5
droites [OU)et [OA). U(u')
Il existe donc un et un seul vecteur u’

_ — 5 S0 4
de % telque (¢ ,u)=0a.

Fig. 10

c'est-a-dire par : QM' = IQM| u" égalité qui garantit l'existence et l'unicité
du point M. ' ‘ : '

14



2. Définition d'une rotation

Elle est légitimée par le résultat précédent.

Etant donné un point Q de # et un angle & de s/ , on appelle rotatlon de
centre Q et d'angle & l'application du plan 97’ dans lui-méme, notée
rQ e qui: |

* fixe le point Q (laisse Q invariant) :

e transforme tout point M distinct de € en le point M’ défini par

S

QM'=QM et (QM,QM)=d

3. Conséquences immédiates
a) Rotations particulieres

On vérifie facilement que :
e La rotation de centre Q et d'angle nul est l'application 1dent1que de #.
e La rotation de centre Q et d'angle plat est la symétrie de centre €.
Cette rotation est aussi appelée demi-tour de centre Q.

b) Points invariants

Il est clair qﬁe toute rotation autre que l'application idéntique admet
son centre comme unique point invariant.

¢) Autre détermination d'une rotation

Soit Q,A et B des points de #
tels que AzQ,B#Q et QA=QB.

¢ S'il existe une rotation de centre Q
qui transforme A en B , son angle

. . = =
& ne peut étre que (QA,QB).

Fig. 11

o Ceci dit, il est clair que cette rotation rg ; envoie A sur B.

Finalement, il existe une et une seule rotation de centre Q qui envoie A
sur B .
Ainsi :

Une rotation est déterminée par la donnée de son centre, d'un point et de
son transformé.
La rotation de centre Q qui envoie A sur B est notée ro a-B

15



IV.Somme de deux ‘angles. Composée de deux rotationénde‘ |
méme centre " '

1. Composée de deux rotations de centre O
Soit: e deux angles & et B de o
* A et B leurs images sur le cercle I'y

e M un point de 2 autre que O
¢ C et M’ les transformés de B et M par la rotation ro,q
* M, et M" les transformes de M et M par la rotatlon ro.

M'(m

- Fig. 12

A Nous avons d'une part

(?,?)=(2,3)=& autrement dit la réflexion qui echange [OA) et
[OB) echange aussi [ON) et [OC)

On en déduit : (Z?, c)=(n ,_6))=[3

A Nous avons d'autre part (voir figure 12) -

4 o~ /‘\
(5,0)=(m,m)=a ()

< (m,m)=(7,B)=p (ee)
(m,my)=(a@,c)=B (eece)




Ainsi la réflexion s, qui échange__les demi-droites [OB) et [OM’)
échange aussi : ' ' ' S
1°) Les demi-droites [OM) et [OC) d'apres l'égalité (e) |

2°) Les demi-droites [OM") et [ON) d'apres I'égalité (ee)
3°) Les demi-droites [OM;) et [OA) d'apres les égalités (e) et (eee)

T T
= —),,) -

(m,m")=(n,c) voir 1° et 2°
Il s'ensuit que : g T
W 7y, mn =, d)=6  voir 2° et 3°

Comme par ailleurs, on a: OM=OM'=OM"=OM1 , il vient :

rO N—-C " rO 6\ "
M — _“>M et Ml _,"‘—QM

On peut alors résumer la situation par les schémas suivants :

r .
: M . "
] T o,nmsc | T T T 0,nsc ‘ T

qui traduisent que les composées «r, ; suivie de ro g» et «rp j suivie
de r~ -~ » ont méme action que la rotation r, n-¢ sur n'importe uel
0, o o,

point M de & (y compris sur le point O).

Il s'ensuit que : 7o 5 ° To g =To,a ° To,§ =To,NeC

Ainsi :

e La composée de deux rotations de centre O est une rotation de centre O
e Cette rotation composée ne dépend pas de l'ordre dans lequel on
compose les rotations initiales. ' |

2. Somme de deux angles
a) Définition de la somme de deux angles

On décide de noter : _ ,
&+ p l'angle de la rotation «r, 4z suiviede rg g »
B +& l'angle de la rotation «rp 5 suiviede rg 5>

Comme « ro,é suivie de ro,ﬁ » eSt égale a « 7‘0’3 suivie de To,8” >

ona:d+pB=p+a.

17



Cela nous conduit & adopter la déﬁnitioﬁ suivante :

Etant donné deux angles d et B de l'angle de la rotation obtenue
en composant -dans l'ordre que l'on veut- les rotatlons ro.s et ro ﬁ' est
appelé somme des angles o et f. : -
On le note indifféremment a+f ou B +@&.

" b) Traduction sur le cercle Iy’

Soit & ,B et 7 des angles de
#{,A,B et C leurs images
sur Iy .

Nous avons :

r A~
~A S A 0,
a+p=y e—B——" ¢
A "0.f
G+f=9 e=Ar——"—C
oA Sloare 10B)
a+B=7y e&=N+——C

Iy B( /B\)
Fig. 13

S[04) & [oB) désigne la réflexion qui échange [OA) et [OB).
¢) Double d'un angle : définition, notation, exemples

" Pour tout angle & ,1'angle a+d& est appelé double de l'angle a.
On le note 2a . o _ ,
0.6 =idy application identique de

Sachant que { o,z =50 symétrie de centre O

il vient :
0+0=0 car rg 5org s=idpoidg=idg=rp s
fc+ft=6 car ro 7 oro 7=80°8S0=1dg=rp s

Ainsi I'angle nul et 1'angle plat ont le méme double : l'angle nul.

18



3. Relation de Chasles

Soit 7,—5) et w des vecteurs non nuls de #;U,V et W leurs
images dans le plan pointé Po;U", V' et W' des points autres que O
~appartenant respectivement aux demi-droites [OU) [OV),[0 W) et tels

que OU'=0V'=0W". Notons & (resp B) langle «, v)(resp(v w))

_U(ﬁ)'

W(w)
Fig. 14 Fig. 15
Ces données peuvent se traduire T4 Tof

par le schéma ci-contre : .

Autrement dit, on a : _ o4

5> 5 S A ST 5D
W, w)=w,w)=a+ B=(u,v)+(v,w)

On peut donc énoncer :

. = = = =
Quels que soient les vecteurs nonnuls «', v,w de # :

/\
—

55 S
@, )+, w)=7,w)
Cette propriété est connue sous le nom de relation de Chasles

19



4. Composée de deux rotations de méme centre

- Soit :
~*rg g et rg 5 deux rotations de P

* M un point de ce plan autre que Q
e M’ le transformé de M par rg 4
°* M" celuide M’ par rq g

Fig. 16
Nous avons alors :
{QM’=QM : | {QM":QM’
RS et RS )
o G— = = A
(QM,QM")= d QM,QM")=p
On en déduit : QM"'=QM
T T T o
P S - > = = 4 .
(QM, QM")=(QM,QM")+(QM', QM ") =0+ B (relation de Chasles) -
Cette situation peut se résumer par I'o o - I'o é‘ _
. . M i M— > M
- le schéma ci-contre - I T
o, 6+p

qui traduit : rq 5, 5 a méme action que la composée «rgg suivie de
ro,j » sur n'importe quel point du plan # (y compris sur le point £).
Onadonc:rqps ° rg 4 =7Q,a+p '
De méme on'tire :
Qe ° QB =rQp+a
Comme l'angle &+ [3 est égal a 'angle [3 +a,on peut énoncer :

Théoréme 1

La composée -dans l'ordre que l'on veut- de deux rotations de méme
centre est une rotation ayant : | ' '

 pour centre celui des rotations initiales

e pour angle la somme des angles des rotations initiales

Ce résultat généralise celui concernant la composée de deux rotations de
centre O .
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Commentaire

Le lecteur averti sait que la notioh d'angle d'un couple de vecteurs _noh nuls est,
en fait, a rattacher a celle de rotation vectorielle. Cette derniére notion sera introduite
dans un chapitre ultérieur destiné aux éleves de terminale scientifique. On verra alors
que la rotation vectorielle d'angle & peut étre identifiée, dans le plan pointé %, , a la
rotation ponctuelle de centre O et d'angle @. Clest pourcjuoi, dans ce chapitre, nous
avons délibérément mis en avant la composée de deux rotations de centre O pour

introduire la somme des angles.
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V. Addition dans o
1. Somme de trois angles

a) Exposé du probléme
Pour effectuer la somme des angles &, B et 7 pI‘lS dans cet ordre,
on peut a priori procéder comme suit : ‘
e Soit on détermine les angles §=a&+ ﬁ puis - € =5+7
* Soit on détermine les angles A= BA +7 puis d=a +2
L'objet du probléme est de comparer les angles £ et [ ainsi obtenus.

b) Résolution

Désignons par A,B,.....,M les images sur le cercle I'y des angles
@&, B,...., 1 et traduisons en termes de "rotations" les égalités angulaires
précédentes. L ’

Nous obtenons : voir.§ IV2 b

o ro s '
~ OA’(XA s D —— OA’YA >E 1 2)
(@+p=96) (5+7=8) E =
‘ M oK | N A(a)
ro s ro s Ry T
B—20 1 — 2% sy fok-
B+7=1) (a+A=p) . - < Seo
A - A : S~ol
| B(5) Y e
Le point E -comme le point M- est v == N(0)
le transformé de B par la composée . /,(2 -
des rotations rp 4 €t 7o 3 ::/’ | |
Sur le cercle I'yy,onadonc: D(3) N\~ I
E=M égalité qui, dans «, TS
. R . A
se traduit par :e=p . _ . c(7)
Fig. 17

On vient par conséquent d'établir que :

quels que soient les angles &, Beti:(@+B)+7=0d+ (ﬁ +7)

Cet angle sera noté : & + B+7 (sans parentheses)

2. Elément neutre

Pour tout angle &, l'angle &+6 est celui de la composée

«To, & suivie de ro, 6”
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~Comme rg ;=idg il est clair que cette composee seréduita rp 5 On a
donc : &+6=0 . '

On retiendra que :

“quel que soit l'angle & de «, ona:a+6=0+a =a

On dit alors que l'angle 6 est élément neutre pour l'addition dans o .
3. Opposé d'un angle

a) Objet du probléme: étant donné un angle & de A, résoudre
dans « , l'équation &+fi=6 d'inconnue [ .

Résolution x
Soit A et M lesimages sur le cercle I'y des angles a et fi.
Alors : voir § IV2b

s
A A a [04)e [OM)
ad+i=6 <N+ >N

s
e A OM L ar

—M = A’ avec A":S(ON)(A)

L'équation & +/i=06 admet donc
une solution @ et une seule dans
o : 6 estlangle représenté sur I'y
par le transformé de A par sy -

On peut donc énoncer :

Pour tout angle & de o , il existe un et un seul angle &' dans A
tel que: a+a-'=0

b) Définition

L'unique angle & de « qui vérifie 'égalité a+d =06 estappelé opposé
de & .Onlenote —d. ‘ ‘

Pour tout angle & on adonc:é+(-a)=(-a)+a=0.
Ainsi l'opposé de —a est & .

On traduit cette situation en disant que a et —@ sont opposés.
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Remarque :

Des angles sont opposés si, et
seulement si, leurs images sur le
cercle I'y sont symétriques par

rapport a la droite (ON) :

Ceci dit, deux points de I'y et deux

seulement sont invariants par la
réflexion de droite (ON) , a savoir
les points N et P. '

En d'autres termes, il y a exacte-
ment deux angles qui sont : Fig. 19
respectivement égaux a leur .
opposé: l'angle nul et 'angle plat .

Par suite, on a :

v A jay A A A A~ ® M A:"
20=0 =0 +0=0 = 0 ==0 SO%t(Z q
egoit =7

4. Régles de calcul dans l'ensemble # des angles

Le tableau ci-dessous présente "en parallele” les propriétés de
' l'addition des angles et celles de l'addition des nombres.

a, ﬁ et 7 sont des x,y et z sont des éléments
éléments quelconques de quelconques de Z,Q ou R
Commutativité
6+B=B+a x+y=y+x
_ o Associativité ,
(&+[§)+?=&+(B+?) ' (x+y) +z=x+ (y+2)
- Elément neutre
a+6=0+a=0a . x+0=0+x=x
Opposé
a+=a)=(-a)+a=06 ' x+(=x)=(-x)+x=0

L'addition des angles bénéficie donc des mémes propriétés que
'addition des nombres. En conséquence, les régles de calcul régissant
l'addition dans « sont identiques a celle qu'on utilise couramment

pour l'addition des nombres.
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5. Relation de Chasles pour les "doubles d'angles"

Les doubles d'angles satisfont a la relaﬁon de'Chasles..

_9
Pour tout triplet W , v , w) de vecteurs non nuls de %

Py Py . Py

2%, 0)+2(v,w) =21 ,w)

Car 2w ,v)+2v,w)=[u,v)+(v,w)] + (¥, v)+(v,w)]
505 5
=(u,w)+(u,w)
5
=2u ,w)
6. Quelques résultats élémentaires a connaitre

Ils sont énoncés et illustrés dans l'encadré suivant :

o > - =
Soit & et v deux vecteurs non nuls de %

5 S . o i . s A
e( ,v)=06 < | u et v appartiennent a la méme
demi-droite vectorielle

0 ) v&®)

5 S0 . - .= N s
e(W,V)=% < )| U et v appartiennent a deux
demi-droites vectorielles opposées

V) R T
v(v)
& D= D) Z Y
’ ’ o +U(3)
O
Fig. 20c
A A v(v)
@, V)=, )=, v)+7 B o
U'(-u) 3
Cu,~0)=,V) e 0 ), U@)
o+T
VEY)
Fig. 20d
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Démonstration.

Pour établir les deux "équivalences” on a recours au _cercie I'y
« @, =6 @,v)=(n,n)
) S
—s [ON) [onye [0U) [OV)
= [0U)=[0V)
v

- . N A . . Iy
e u et appartiennent & la méme demi-droite vectorielle

« (X, V)= e (&, v)=(",p)

S[OP)(—) o

= [ON) e [0V)

les transformées par réflexion des

{[OU) et [OV) sont opposées car elles sont
=
demi-droites opposées[ON) et [OP)

- > . .
— { u et v appartiennent a deux
demi-droites vectorielles opposées

U(a)

Fig. 21
Ceci fait, en utilisant la relation de Chasles, on obtient:

g e T 55 5>
e (u,v)+(v,u)=(U,u)=0 donc (v,u)=-(u,v)
3. 5S35 55> B
e (W, 0)=u,v)+(W,-v)=,v)+7

T

50 e G P e
e (cu,v)=(u,u)+Ww,v)=n2+(w,v)

=5 5 5 S5 D5 D 3 > = D D
o “u,-v)=Cu,)+@,v)+(0,-v)=8+@W,v)+7=(u,v) car T+n=0
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Commentaire (pour les enseignants)

Pour établir les propriétés de l'addition dans l'ensemble & des angles nous
avons identifié cet ensemble a l'ensemble des points du cercle I'j; et établi, en fait,, que

(I'y , +) possede une structure de groupe commutatif.

I1 est clair que le remplacement sur I'y
du point de repére N par un point N’ ne
change rien a l'affaire vu que la
rotation g nNN' est un isomorphisme

(*) du groupe (I'py,+) sur le groupe

In7,+) -

Autrement dit, les groupes additifs I'py
et ' sont deux "images” identiques a
un isomorphisme prés du groupe
additif & .

(*) Soit A et B (resp. A’ et B’)les images sur I'yy (resp sur I'y) des angles & et ﬁ
La réflexion qui échange [OA) et [ON’) échange [ON) et [OA").
- =S > 5
Donc (a ,a’)=(n,n’) »
La réflexion qui échange [OB) et [ON’) échange [ON)‘ et [OB).
. Donc (77),3)')=(7,1_1)') .
Notons C (resp. C’) le transformé de A (resp. B") par la rotation rg g (resp. ro, &) -
Alors la réflexion qui échange [OA) et [OB’) échange C et N’

(resp. C’ et N).

r
T T O,NHN

On a donc (?,?)=(ﬁ),ﬁ!) de sorte que : (A,B,C)——(A’,B",C") .

La démonstration s'achéve en remarquant que C sur I'y et C’ sur Iy

sont les images de l'angle & +B .
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VI. Retour sur les rotations de %
1. Transformation réciproque d'une rotation

Théoreme (2)

* Toute rotation de # est une bijection de ce plan sur lui-méme.
* La transformation réciproque de rqp 5 est ro _5

Démonstration

Soit rq, s une rotation et A un pointde # .

* Nous avons : | :
ra alra, -aA)]=rq s o ro @ =rq s(A)=4

Donc, dans 2 , I'équation : ra. A

«rg ¢(M)=A» d'inconnue M

Q
admet au moins une solution, Fig. 23

a savoir le point rg _4(A).

. Rééiproquement, soit M’ une solution de cette équation.
De rq 4(M’)=A on tire:rg _glrq s M)]= ro, s @A)
cest-a-dire : M’ =rq _4(A).

Ainsi, dans %, l'équation :«rq 4 (M) = A» admet une et une seule

solution.

Concluons

_f * la rotation rg ; est une bijection de # sur lui-méme.
* Sa transformation réciproque est rq _5...car rq g ° rq 4 =7r0,6 = idg

28



2. Composée de deux réflexions d'axes sécants

Soit ¥ et &’ deux droites sécantes de £ . On se propose ici
d'étudier la composée sg' o sg des réflexions de droites & et &'.

a) Etude graphique

Nous avons construit ci-
contre la transformée %'
d'une figure F
“constituée d'un triangle
ABC et dun cercle €
centré en C  par la
réflexion sy d'axe 9,
puis la transformée %"
de la figure Z' par la
réflexion sg d'axe 9'.
Cette réalisation fait
apparaitre que " estla

transformée de ¢ par
une rotation ayant pour Fig. 24

centre le point de concours des droites & et I'. ‘

D'apres le résultat de cette expérience, il semblerait donc que la composée
de deux réflexions d'axes sécants soit une rotation ayant pour centre le
point de concours de ces deux axes. Il s'agit maintenant de vérifier cette

conjecture.
b) Etude théorique

On choisit le point de concours de ¥ et &' comme point origine O

du plan 2.

Soit M wun point de # autre que
O, M’ le transformé de M par
Sg,M" celuide M’ par sg .

Les réflexions conservant les -
distances on a : OM=0M'=0M"
Pour vérifier la conjecture
précédente, il reste a établir que

T

I'angle (m’,m ") reste constant
c'est-a-dire qu'il ne dépend pas du
choix de M dans #\{0O} , mais
uniquement de la donnée des
droites ¥ et 9'.

Fig. 25
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Soit @ (resp. _l?') un vecteur directeur de & (resp. de 9 .

g N g Souwy _
O (m,u)=(u,m") car M—2205 0
n a alors §y <= =t '8 .

N T ou

m,u)=@,m)  car  M'——" M"

e = - e gt
d'ot . 2(u ,m)=(m,u)+u ,m)=(m,m) .
d'ou on tire : g N = =5 o
| 20m,w)=mr U+ @ m)=(m,m”)
Par suite, il vient :

Gm i) = (m ) + G m) = 201, m) + 2 G, u) = 20, 0)

OM"=0OM
Finalement, on a :

= = e~
(OM,0M")=2(¥ ,u")

T ' .
Autrement dit la rotation rq g3 37y envoie le point M sur le point M".
- Cette rotation a donc méme action que la composée «sg suivie de sg »

sur n'importe quel point M de # (y compris sur le point O).
T
Conclusion : Sg' © Sg=T0.2u.,a)

c¢) Enoncé du résultat

Théoréme (3)

La composée «sg suivie de sg» de deux réflexions d'axes & et &'

sécants est la rotation ayant :
e pour centre le point de concours des droites & et '

T
* pour angle 2(3,?) ott @ et L? sont respectivement des vecteurs
directeursde ¥ et 9’

T

L'angle de la rotation est non nul car (¢ ,u) n'est ni nul, ni plat
(voir §(V - 3)).
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3. Moitiés d'un angle - Factorisations d'une rotation

a) Exposé du probléeme.

Il ressort du précédent résultat que :

Une rotation de centre £ et d'angle @ non nul donnés est factorisable
en la composée «sg suivie de sg » de deux réflexions d'axes & et I’

/\
. . oD S A L=
passant par Q si et seulement si,on a:2(u ,u")=0 ou u

— e _
(resp. u’) désigne l'un des deux vecteurs unitaires dirigeant &
(resp. 9").

Pour statuer sur l'existence d'une telle factorisation nous sommes
conduits & résoudre, dans l'ensemble « des angles, 1'équation
d'inconnue fi: 20i=a (0 étant un élément donné de )

b) Les deux moitiés d'un angle

Soient A et M les images des angles & et [ sur le cercle T'y .
Alors : |

S e N
& (mym)=(n,a)-(n,m)
e =
< (n,m)=m,a)
s[ON)(—)[OA)

> M—M

&> L d SOit M=M1
e soit M=M2

o [t
esOit f=flg=[i;+7 .
car ro 7 (My)=M, Fig. 26
Tout point de I'yy est image
® d'un angle de &
N

¢ d'un vecteur de ¥
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Théoréme (4) et définition

A Pour tout angle & de «, lequatlon 2[l=0a dlnconnue u admet
deux solutions dans o . ' :

e Ces deux angles- solutlons ont pour dlfference l'angle plat. -
e Leurs images sur le cercle Iy sont les points d'intersection de FN et
de I'axe de la réflexion qui fixe O et échange N et l1mage A de a.

A On les appellé les deux moitiés de l'angle & .

Ainsi tout angle de « posséde deux moitiés. En particulier :

e L'angle nul a deux moitiés : lui-méme et I'angle plat. On retrouve ici
un résultat déja acquis, a savoir : ‘ ‘
2[i=6 équivaut a soit [i=0,soit i=7.

~

e L'angle plat a deux moitiés 6 et
5’ représentées sur le cercle I'y

par les points D et D’ -voir figure
ci-contre- _
Les angles & et &' sont qualifiés
droits : I'un est dit direct, l'autre P(m)
indirect (le choix sera fait plus

tard).

Ils different de l'angle plat et
possedent en outre la particularité | D‘(é\')
d'étre opposés car D et D’ sont

symétriques par rapport & (ON). Fig. 27

¢) Factorisation d'une rotation
" A Tl découle des alinéas (a) et (b) que :

e Toute rotation de centre. Q et d'angle @ mnon nuls donnés est
factorisable en la composée sg' o sg de deux réflexions d'axes 9 et 9"
passant par Q.
e L'angle du couple & ,7) de vecteurs unitaires dirigeant
respectivement & et &' est alors égal & 1'une des deux moitiés iy ou
fiy de l'angle o .
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. . . . . —
Poui> factoriser rq ; on choisit arbitrairement l'un des vecteurs u -
ou u'. .

. . e !

Si, par exemple, on choisit u alors:
e Al 4 NI d

e Soit u'=u o u, estle vecteur

5>

~unitaire défini par (¥ ,u7)=,
e S SN L

e Soit u’ = U9 oU Uy estle vecteur

unitaire défini par

(W up) =Py =iy +7.
Les vecteurs u, et u, étant
" manifestement opposés, ils dirigent
la méme droite &' . Autrement dit le:

choix de la direction de ¥ détermine
celle de &' .

On établira de facon analogue que le ' Q
choix de la direction de ¥' détermine e
celle de Y. Fig. 28

Ainsi toute rotation de centre Q et d'angle & non nul donné est
factorisable, d'une infinité de fagons, en la composée de deux réflexions

d'axes passant par Q.

A Cas de la rotation rg ,
Le résultat précédent reste valable puisque, pour toute droite &
passant par Q ,ona:rg ; =idg=5g ° Sg.

d) Enoncé du résultat a retenir. Construction sur le "terrain"

Théoréme (5)

Toute rotation de centre Q donné peut se factoriser, d'une infinité de
facons, en la composée de deux réflexions dont les axes passent par Q.
Le choix de la direction d'un de ces axes détermine la direction de

1'autre.

Soit 7 une rotation de centre {2 donné ;A un point de # autre que
Q et A’ son transformé par r (A et A" sont donnés sinon l'angle de la
rotation est donné et on construit A’ apres avoir fixé le point A).
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Soit & une droite passant par £, Al et A2 1es transformés des
points A et A’ par laréflexion sg . '

Ces différentes données peuvent se traduire par les schémas
suivants : ‘

QA F @AY > QA) QA > (@A) — L QA

r . T T r | T

Dans ce cas, on a : r=sg, ° Sg Dans ce cas,ona :r=sg ° Sg,
si et seulement si sg, est la si et seulement si, sg, est la
réflexion qui échange (Q2 A,) et réflexion qui échange (QA) et (QAy)

(QA") d'oula construction de &1 - | d'out la construction  de Y

» Al
n
1\
[
\
A
i \\
b “,
|
1
Q b
= : \ Z
NI 1 \
\ ~<_ | \
\ N~ \
\\ 1 S~ \\
W Ty A
\ 1
\ I
\\ "
(NI
N
Nl
N
A
Fig. 29

4.Propriétés géométriques des rotations
a) Effet sur les figures élémentaires, sur les configurations usuelles.

On connait l'effet d'une réflexion sur les figures élémentaires
(droites, demi-droites, segments, cercles, ...) ; sur la distance, le
parallehsme l'orthogonalité, les barycentres, les contacts...

Les propriétés géométriques des rotations s'en déduisent
immédiatement puisque 1'on sait que toute rotation est factorisable en la
composée de deux réflexions. ' o

Ainsi une rotation transforme une droite en une droite, un segment
en un segment, un cercle en un cercle,.. _ _
Elle conserve la distance, le parallélisme, l'orthogonalité, les
barycentres, les contacts, les mesures des aires... '
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Une rotation transforme donc respectivement :

* un triangle isoctle, équilatéral, rectangle en un triangle i_socéle,
équilatéral, rectangle. L ‘ ‘ ' e
e un parallélogramme, un rectangle, un losange, un carré en un
parallélogramme, un rectangle, un losange, un carré. . ’ o

b) Effet sur un bipoint

Soit (A,B) un bipointde # (A#B) et (A’,B’) son transformé par
une rotation d'angle & agissant dans ce plan.

Notons Q le centre de la rotation r

considérée, M le point de # défini
e

par 1'égalité QM =AB et M’

- le transformé de M par r.

Nous avons alors,
e d'une part : A'B’ = AB car r con-

serve la distance (de deux points)

— =
e d'autre part : A'B" = QM

car le transformé par r du
parallélogramme QABM estle
parallélogramme QA'B'M’.

Il s'ensuit que :

On peut donc énoncer le résultat
suivant qu'il convient de retenir :

Théoréme (6)

Toute rotation d'angle & agissant dans % transforme un bipoint (A,B)
de ce plan (A#B) en le bipoint (A’,B’) tel que B
) P

A'B'=AB et (AB,AB)=é

On obtient ici la confirmation théorique d'un résultat intuitivement
pressenti lors de la manipulation du paragraphe I '
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d) Construction de la transformée d'une droite

On se propose de construire ci-apres la transformée 9’ d'une
droite & de # parlarotation rg 4154 ot Q, A et A’ sont des points
donnés de Z . | ‘

ler cas: & passe par (2 2eme cas: Y ne passe pas par Q
Il est clair que €2 est un point Soit H le projeté orthogonal de Q
de Y'. Reste donc a construire sur ¥ . Le transformé H' de H
le transformé d'un autre point par la rotation rg 444+ est un
de & par la rotation considérée. point de &' .

On choisit ici l'un des points|La transformée de la droite (QH)
d'intersection de & et du cercle | par cette rotation est la droite (QH")
centré en € et passant par A. La droite &' est alors l'orthogonale
: en H' aladroite (QH’) car on sait
qu'une rotation conserve

l'orthogonalité.
v o

Fig. 32

Remarque technique

Dans la figure 32 les cordes [AA’] et [MM’] ont la méme longueur
car elles se correspondent par réflexion. On imagine aisément comment
faire usage du compas pour construire le point M’ sans avoir a tracer
l'axe de la réflexion qui échange les demi-droites [QM) et [QA’).

La méme remarque vaut pour la figure 33.
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VII. Effet des transformations sur les ahgles

Dans chacun des alinéas suivants A, B et C sont des i)oints de #
tels que B et C soient distincts de A . On note A’, B" et C’ leurs
transformés respectifs par la transformation qu'on y considere.

= i
Notre objectif est de comparer I'angle (A'B,A'C’) a I'angle (AB,AC)

1. Effet d'une translation

On sait qu'une translation transforme
un bipoint en un bipoint de méme
vecteur. '

On a donc banalement :

(A'B',A’C") = (AB,AC) car -
—  —
AC = AC

On traduit ce résultat en disant que :
«les translations conservent les angles ».

2. Effet d'une homothétie

On sait que toute homothétie de rapport 2
(AeR*) transforme un bipoint (P,q) en
un bipoint (P’,Q") vérifiant I'égalité :
PR =APQ .
Des lors, si P et @ sont distincts, on est
—— _;—%r
assuré que les vecteurs PQ et PQ

appartiennent soit 4 la méme demi-droite
vectorielle, soit & deux demi-droites

vectorielles opposées suivant que ¢ Q
l'homothétie considérée est, soit positive,
soit négative. Fig. 35
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En conséquence, 1'égalité

T

T
_— el
(AB,AC)=(A

TN T
= o
'‘B’,AB) + (AB,AC) + AC,A’C")
se réduit a : voir §(V-6) :
L~ T '
- Ty —
(A'B',A'C’) =6+ (AB,AC) +6 lorsque A>0
T~ T
_1—91 —l‘—>l A - A \\ // //
(A'B",A'C’) =7+ (AB,AC) + 7 lorsque A<O v S
Vo2
\ I//
et, dans les deux cas, on obtient : Q”\'
S T ’/:// \\
-_7_>I T>I 2 A B' /// // ' \‘
(A'B’,A'C")=(AB,AC) P A
'/SN
\
\ Cv
Fig. 36
On traduit ce résultat en disant que :

« les homothéties conservent les angles ».
3. Effet d'une rotation

S

—>

PQR)=a .

On sait que toute rotation d'angle & transforme un bipoint (P,Q) avec
_—)
P#@Q en un bipoint (P’,Q") vérifiant 1'égalité (PQ,

En conséquence, 1'égalité :

Fig 37
Le résultat obtenu étant indépendant de l'angle & des rotations
considérées, on peut donc énoncer les

« rotations conservent les angles »
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4. Effet d'une réflexion

Désignons par A l'axe de la réflexion considérée et par & celui de.
la réflexion qui échange les demi-droites [AB) et [AC).

Deux éventualités sont & envisager :

1°) Les droites A et 7 sont sécantes 2°) Les droites A et I sont paralléles

. P

I
1
1
]
]
]
n
1
1
]
]
]
1
}

i : A E" n b A
o % e
A ; ! o 5
. 'B A E
(6} c
Fig. 38 Fig. 39
Ces deux éventualités peuvent se traduire par le schéma :
S s '
A,CE)—Z > (AE,C)——>(ALEC)

SA0S,,

ol la composée s,osg est une rotation (cas 1) ou une translation (cas 2).()

—> —> — — '
Sachant que : AB' et AE' (resp. AE et AB) appartiennent a la méme
demi-droite vectorielle (i7)

S ) S S ) (i) spos., conserve
(AB AC)- (A'E AC) (AC,AE) les aneles
On a donc : = = o~ g
@) — —_ = .
(AC AE) = (AC, AB)— —-(AB,AC) () voir § (V-6)

S T
) = = =
On en déduit : (A’'B",A’'C")=—(AB,AC)
On traduit ce résultat en disant :

« les réflexions transforment les angles en leurs opposés ».

5. Récapitulation des résultats (& retenir)

Les translations, les homothéties, les rotations conservent les angles.
Les réflexions changent les angles en leurs opposés.
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VIII. Exercices résolus

Exercice 1:Droites orthogonales et angles droits.

Montrer que deux droites (A B) et (CD) du plan # sont orthogonales si,
et seulement si, (AB,CD) est un angle droit.

Exercice étrange ou il s’agit de faire le lien entre la
notion d’orthogonalité du plan et la notion d’angle droit.

Solution

Posons :
— —
%=AB,7 =CD
et, dans le plan pointé %, notons

U’ le transformé de U par la
réflexion s oy,

_ : Fig. 40
Le schéma suivant montre que la rotation de centre O qui envoie U sur U’

a pour angle 2u ,7) .

S Sow o
©OU) —— % 5 (0,U) ———> (0,U")

Fo2@ T

Cela dit,
e Si les droites (AB) et (CD)
sont orthogonales alors les
droites (OU) et (OV) le sont aussi.
On a donc : U’ =s,(U) =rg 7 (U)
On en déduit :

Au,v) =17

T

==
c'est-a-dire : 2(AB,CD)=n
T

_ . = —
égalité qui prouve que (AB,CD) est
un des angles droits.

P
= — ]
e Si (AB,CD) est un angle droit
= = Fig. 41
alors 2(u ,v)= 2(AB,AC)=T1 '

A 1t . e P—
On en déduit : rp o7 7)=T0,7 =S50
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Le point O est donc le milieu du segment [UU’] car U'=sp(U) .
La droite (OV), médiatrice du segment [UU’], étant orthogonale ala
droite (UU’), l'est aus51 a la droite (OU) . :

Par suite, les dr01tes (AB) et (CD) sont orthogonales.

e Conclusion: Le résultat attendu est.établi.

Remarq,ue»\ = Y g .
Si (AB CD) est un angle droit alors (BA CD) = (AB, CD) + 7t est l'autre

angle droit. (*) Voir § (V.6).
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Exercice 2: factorisations de rotations, angles

Soit, dans le plan #, un triangle ABC isocele en A ; H le milieu de
[BC], P et @ les symétriques de H par rapport aux droites (AB) et (AC).

1. a) Donner quatre factorisations de la rotation r4 g, ¢ en composée
de deux réflexions dont les axes sont définis par des points donnés.

/\ /\
b) Exprimer les angles (BP BH ), (CH CQ) et (HP HQ) en fonction

/\
de (AB AC)

2. a) Justifier que AP AQ .
) Donner trois factorisations de la rotation r, p ¢ en composée de

deux réflexions dont les axes sont définis par des points donnés.

S
= - =
¢) Comparer les angles (HP,HQ) et (AP,AQ)
d) Montrer que les droites (PQ) et (BC) sont paralleles.

3. On note K et L les points ou la droite (PQ) coupe les dr01tes (AB )
et (AC).

a) Montrer que les quadrilatéres BPKH et CQLH sont des losanges et
que 1, g, envoie K sur L.

b) En déduire que :
— T T T T

(AB.AC) = (PB, PB) = (HR, HB) = (HC,HL) = (QL,QC)

Solution

Il est clair que (AH) est la médiatrice
de [BC].

1. a) La composée sz °Sap) €st une
rotation qui fixe le point A et envoie B
sur C .

Donc : sap)°SB)="A, B > C

Il en est de méme de la composée

S@A0)°S(AH)
La composee S(AB)°S(AP) est une

rotation qui fixe A et envoie P sur H,
tout comme la rotation siaz)°SuB) -

On a donc :
S(AB)°S(AP)=S(AH)°S(AB) =74, B> C

La composée si49)°S@c) est une rotation qui fixe A et envoie H sur @, tout
comme la rotation s4cy°Sun) -
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On a donc : S(AQ)OS(AC) =SAC)°S(AH) =7’A, B =C
Ainsi la rotationry p, s ¢ envoie P sur H et H sur @ .

b) Les schémas suivants indiquent l'action de la rotation r, p,, ¢ sur

les bipoints (B, P) ; (B,H) et (H,P)
B,P)—(,H); B,H)——(C,Q) ; (H, P)»————->(Q H)
~ Connaissant 1'effet d'une rotation sur un-bipoint, on a done:

T T T S ’ T T .
e e T S e s S S e e S g
(BP,CH)=(AB,AC), (BH,CQ)=(AB,AC) et (HP,QH)=(AB,AC) cf Th(6)
Compte tenu de ce que :

— = = =y =
BH=-CH ;CH=-BH et HQ=-QH,

— — T T
O e e e Qs St Sy )
il vient (BP,BH)=(CH,CQ)=(HP,HQ)=(AB,AC) +7 ........ voir § (V.6)

2.a) La rotation r, p,,c transforme le segment [AP] en le segment

[AH ] et ce dernier en le segment [AQ].
On a donc : AP=AH=AQ car une rotation conserve les distances.

b) La composée si4cy°Sup) est une rotation qui fixe A et envoie P sur Q.

Donc: S(AC) OS(AB) = rA’ P> Q (e)
La rotationry p,, ¢ transforme

(AP)en (A,H)et (A,H)en (A,Q)
On a donc:

/\

e Y A
(AP,AH) = (AH,AQ) = (AB,AC)

On en déduit , d'apres (e):

® S(AH)°S(AP) = TA2(ab,AH) = TA2(AB,AC)
=S Am°S =r
(AC)°°AB) = "A, P> Q

T~ /\

® SAQ)°SWH) =TA2aH,48) =TA24B,4C) =TA, P> Q

Ainsi: 4 p 59 = S@AC)°S@AB) = S(AH) °SAP) = S(AQ) °S(AH)

T —
o) Del'égalité r, p, o =ra2u3,40) »On tire: (AP,AQ) = 2(AB,AC)
T T .
L e e S S
Par ailleurs, on a établi -voir (1-b)- que (HP,HQ) = (AB,AC) + 7.
T T

= — == — .
On en déduit: 2(HP,HQ) = 2(AB,AC)+ 27 =2(AB,AC) car 27 =0.

Sa—" = —
Par suite, il vient: (AP,AQ) =2(HP,HQ)
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d) La rotation r4 p >C transforme (P H) en (H Q).

On a donc PH=HQ car une rotation conserve les dlstances

En outre, on a établi que AP=AQ) (voir 2-a).

Les pomts A et H sont donc équidistants des points P et Q. La droite (AH )
est donc la médiatrice des segments [PQ] et [BC]. Il s'ensuit que les
droites (PQ) et (BC) sont orthogonales 4 (AH). Elles sont donc paralléles.

3.a) Désignons par I le milieu du segment [HP]. Le point sI(B) appartlent
aux droites s;(AB) et s(BC), c'est-a-dire aux droites (AB) et (PQ) car si(BC)
est la parallele & (BC) passant par le point s;(H) soit P. v
Donc: sy (B)=K. Par suite les diagonales du quadrilatere BPKH ont le

méme milieu et sont orthogonales. Ce quadrilatére est donc un losange.
Le point s 47(K) appartient aux droites sia ) (PQ) et sap)(AB) clest-a-dire )
aux droites (PQ) et (AC). Donc s )(K)=L.

Le schéma (B,P,K, H) »———(i‘ﬂ——% (C,Q,L,H) prouve que (_CQ_LH) est un
losange.

Le schéma: K +— “up) s K ~

envoie K sur L car r4 g,y ¢ = S@AH)°S4B) -voir 1-a-

S(AH)

s L prouve que la rotation r, g, ¢

b) Le schéma:
) s BI>C

(P,B) —————— (H,C)
justifie 1'égalité:

S T
IS =
(PB,HC) = (AB,AC).

De plus, il est clair que:
HC =BH =PK.
I1 en découle banalement:

s RS
S o=
(PB,PK) = (AB,AC) . |
Les rotations conservant les angles,
il vient alors: '
Er N N
(PB,PK) = (HK,HB) effetde r; ;

T T
= = = =
(PB,PK)=(HC,HL) effetde ry g,
. T T
= =S
(HK,HB) = (QL,QC)
Ainsi:

T — T T T
—_— — —_— — —_—) —> —) —> —_— -
(AB,AC) = (PB,PK)=(HK,HB) = (HC,HL) = (QL,QC).
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Remarque: _ :

Dans la question 3-a, on peut étre tenté ‘de montrer, au vu de la
figure 43, que la rotation r4 p,, ¢ envoie K sur L en argumentant ainsi:
le transformé de K par cette rotation est le point du segment [AC]
dont la distance & A est égale a AK. Le parallélisme des droites (PQ) et
(BC) permet alors de répondre que ce point est L.

Or, cette démonstration est inacceptable car elle s'appuie sur un

cas de figure. Pour s'en convaincre, il suffit d'observer la figure 44.



Exercice 3: Segments de méme mesure (de méme longueur).

Dans le plan 2 sont donnés un triangle ABC et une droite A passant
_pafA. . i g 0 PES
Les points D et E satisfont aux conditions suivantes:
D appartient 8 A et AD=AB ‘
{ e e
AE=AC et (AC,AE)=(AD,AB)

| 1- Construire les points D et E.

2- Montrer que les segments [DC] et [BE ]k ont méme mesure.

Solution.

1) Construction des points D et E. »

o Le point D est un des deux points

d'intersection de la droite A et du

cercle centré en A et passant par B.

e Le point E appartient alors |

[0 au cercle centré en A et passant
par C. '

O a la transformée de la demi-droite
[AD) par la reﬂexmn S[AB) < —[AC)

On peut illustrer la configuration a
étudier de deux facons différentes
puisqu'il existe deux points D
vérifiant la condition imposée. -voir
figures 45 et 46-

2. La rotation de centre A qui envoie
D sur B transforme C en E car on

a:

’ T S
—_ — —_
AC=AE et (AC,AE)=(AD,AB).

Fig. 46

Cette rotation transforme donc le segment [DC] en le segment [BE]. Il
s'ensuit que DC=BE car une rotation conserve les distances. '
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Exercice 4: parallélisme, orthogonalité de droités, alignement
de points.

Dans le plan 2, on note Q le centre d'un carré AB CD donné.

Soit M un point de la droite (AC),E et F ses projetés orthogonaux sur

les droites (AB) et (BC’) i '

1) On pose: AM = xAC (xeR). Montrer que 1es pomts E et F sont

respectivement les barycentres de

A |B B |C
et

1-x | x 1-x | x
2) a) Montrer que le triangle QF E est rectangle et isocele en Q.
b) En déduire que les droites (DM) et (EF) sont orthogonales

3) Montrer que les droites (AF) et (C E) sont sécantes et que leur pomt
commun H appartient & la droite (DM).

Solution.
1) DeAM =xAC
= _— = = \\.
on tire: MA +x(MC — MA)= 0 BN
. — = 2 AN
soit (1-x)MA +xMC=0 .
égalité qui montre que: - \\\ Q
' A |C V4
M est le barycentre de AN
1-x | x SO\ N TS
: . / N RO
Les projections conservant les M : ::,f’ —————— N
barycentres, on en déduit que: AV N
/ I T B

F est le barycentre de

E est le barycentre de %——*—E A E
TR | Fig. 47
,_‘,C '_

1-x | x

2) a) Il est clair que:

( QA=QB=QC
/\
(QA QB) est un angle droit car (QA)J_(QB)
ﬁ T~
= = =
(QB,QC)=—(QB,QA) effet de sp)
L T
5=
=(QA,QB)
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La rotation de centre Q qui envoie A sur
B transforme donc B en C et par |[\X

’ ' A |B N :
conséquent le barycentre de _ AN
. 1_ x x \\4
B C / :\\\\ . .
en le barycentre de ——’~ | \ // Nl
. 1-x| x . M /f e A y I

(conservation des barycentres)

Donc rg 4,,p envoie E sur F ¢

QE=QF
11 vient alors: { o~

S

= =

(QE,QF)=(QA,QB)
égalités qui prouvent que le triangle EQF est rectangle isocele en Q.
b) Désignons par I le centre du rectangle EMFB . Les points I et Q étant
équidistants de E et F, la droite (QI) est la médiatrice du segment [EF].
L'homothétie de centre B et de rapport 2 transforme cette droite en la
droite (DM) qui, de ce fait, est parallele & (CI). Des lors, la droite (EF) qui
est orthogonale & (QI) est aussi orthogonale a (DM) '

3. Nous avons:
QD=QA _
= _ QC=QD
(@D, QA):_(QB @A) effet de suc) (Sﬁﬁ)—(ﬁg\@) effet de s
N ‘ ’ ST Q
=(QA,QB)
Par suite, la rotation o A B D c
transforme les points D et C en les
points A et D.
Du schéma: ,
(D,E) } Q.48 (A,F)
E,C) @D P
T S // 7 S~
| == =53 \ / S\
On déduit: < (DE,AF)=(QA, QB) NN S M F
S T / " .
et G AW,
. (EC,FD)=(QA,QB) E /
en effet de r / B
Q.48 A E \ :
Fig. 49
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T
= =
Comme (QA,QB) est un angle droit, on est en mesure d'affirmer que les

droites (DE) et (AF) ainsi que les droites (EC) et (FD) sont orthogonales.
Les droites (AF) et (EC) sont ainsi des hauteurs du triangle DEF.

Ces droites sont donc sécantes et leur point commun H est l'orthocentre
du triangle DEF. _

Cela dit, dans la question 1-b, nous avons établi que les droites (DM)
et (KF) sont orthogonales. La droite (DM) est donc une hauteur du triangle
ADE et par conséquent elle passe par l'orthocentre H de ce triangle. '
En d'autres termes: le point H appartient a la droite (DM).
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ANNEXE

Etude de la transitivité de la relation: «avoir méme angle».

Exposé du probléme

Il s'agit d'établir que, dans l'ensemble des couples de vecteurs non nuls
e . .

de Z,

u ,Zf’)a méme angle que (7,7)

et C3

- = " ‘ - -
| (v,v")a méme angle que (w,w’)

Si Uit

- = ,\ - =
alors (¢ ,u’) a méme angle que (W ,w")

En se conformant aux notations de
la figure ci-contre cela revient a établir
que la proposition (H):

il existe une réflexion s; et une réflexion s, telles que:
S : S
(0,A ,A)—2—> (0,B',B) «———— (0,C,C)

entraine la proposition (K):
S

[ il existe une réﬂexion sg telle que (0,A,A") —2 5 ,C',0O)]

Démonstration.

De la proposition (H) on déduit qu'il existe une réflexion sg telle que:

_ s
(0,AA) e——a————> (0,C’,C) proposition (K)
ou ‘

: S
(0,4,A") «——— (0,C,C")  proposition (K')

car, les réflexions s; et sy conservant les distances, les cordes [AA’] et

[CC’] du cercle € ont méme mesure.
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Cela dit, I'hypothese (H) étant satisfaite,

* Soit on a « (H) et (K)». } (O,B,B)
Dans ce cas il est clair que (K) est

vérifiée

* Soit on a « (H) et (K')»

s _
(0,A,A") < 3 > (0,C,C)

Fig. 51
autrement dit, il ex1ste des réflexions sq,sy et s3 vérifiant le schéma ci-

contre. Dans ce cas, deux éventualités et deux seulement peuvent se

produire, a savoir:

A Les points A,B’,C d'une part et les pmnts A’',B,C" d'autre
part sont non alignés (e)

Les triangles AB'C et A’BC’ ont alors leurs cotés homologues
paralleles.

Par suite, il existe une transformation f (translation ou homo-
thétie) qui envoie (A,B’,C) sur (A",B,C"). Observons alors que f laisse le
cercle € circonscrit a ces deux triangles globalement invariant.

Donc f ne peut &tre que soit idg, soit la symétrie de centre O.

On en déduit la proposition notée (K"): .

«les cordes [AA’'],[BB’'] et [CC’] du cercle € ont
pour mesure soit zéro, soit 2R » ou R désigne le rayon de €.

A Les points A,B’,C ou les points A’,B,C’ sont alignés (non e)
Sachant que ces points sont cocycliques, l'une au moins des situations

suivantes est réalisée:

19’ A=B'oulA’'=B

Dans ce cas, on a:

S9=53 car sy et s3 ont méme action sur O et Cousur Oet C"
Lorsque A = B’ on obtient A’ =B car A’ =sg055(B) et sgosg =1dg
Lorsque A’ = B on obtient A = B’ car A = s3059(B’) et sgosg =idy

Ces résultats conduisent au schéma:
' s

(0,A,A) «——5(0,A,A")

et par conséquent a la proposition (K") énoncée ci-dessus.
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29)B’'=C ou B=C"’
Dans ce cas, on a: s3 = s car s3 et s; ont méme action sur O et A ou sur O

et A’ (voir schéma ci-dessus).

Lorsque B’ = C on obtient B =C’ car B =5;053(C") et syos3=idg
Lorsque B = C’ on obtient B’ = C car B’ =s;053(C) et 51083 = idg

Ces résultats conduisent au schéma:

s : : _
(0O,B’,B) <———i——> (O,B’,B) et par conséquent a la proposition (K").

39C=AoulC' =A’
Dans ce cas, on a: s; =Sy car s; et s; ont méme action sur O et B’ ou sur O

et B (voir schéma ci-dessus).

Lorsque C = A on obtient C'=A’ car C"=sg051(A") et 59081 = idg
Lorsque C' =A’ on obtient C = A car A =s305,(C) et 53081 = idg

Ces résultats conduisent au schéma:
s .
0,c,C) > 5(0,C,C") et par conséquent a la proposition (K").

Ceci dit il est clair que (K") entraine (K), voir figures 52.
A

Fig. 52

Conclusion.

On vient d'établir que: {[(H) et (K)] implique (K)} et {[(H) et (K")]
implique (K)} ce qui se résume par: (H) implique (K).
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PARTIE B

UTILISATION DES ANGLES
ET DES DOUBLES D'ANGLES

Les notations utilisées dans ce chapitre sont celles du chapitre pré-
cédent. Les vecteurs mis en oeuvre, sauf mention contraire, sont tous non
nuls. '

I. Traduction angulaire de la co_lihéarité, de '_l'orthOgonalité
1. Colinéarité '

a) Premiére traduction

- Dans le chapitre précédent, nous avons établi que, étant donnés deux
vecteurs 7 et —J),' | - :

¢ d'une part que: ‘

ils appartiennent & la méme demi-droite vectorielle

T

. . - —> ~
si et seulement si (v ,v)=0

ils appartiennent & deux demi-droites vectorielles opposées

T

A

R . - =
si et seulementsi (v ,v)=7

e d'autre part que:

T

AL, V) =6 [soit (&, V) =0, so0it (u,v)=7#1.

On en déduit:

- = g 3>
% et U colinéaires < [ soit (1, v) =0, soit (u ,v)=7]
T

5 D0 .
& 2(u,v)=0.

On retiendra le résultat suivant:

' e 4 . . o »
Deux vecteurs non nuls © et v de # sont colinéaires si, et seulement si,

2, V) =6.

'b) Deuxiéme traduction

: s - .o .
Pour traduire la colinéarité de deux vecteurs ¥ et v, on peut faire

) ) - e -
intervenir un vecteur "auxiliaire” x non nul. Alors:

¢ U, V)=0=22,7)-2%,uU) =6 2%, W)=2x,7)

¢ 2w, V)=6=2W, ) +2X,V) =6 2L, %)=27,%)
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On peut donner deux versions de ce résultat:

A Si deux vecteurs non nuls % et U sont colinéaires alors, pour tout
vecteur x non nul, on a: | '
2%, u)-2(x/\v) et 20, x) 20V, x)
A Si, étant donné deux vecteurs non nul et 7, il existe un vecteur

% non nul tel que:

* Soit 2(x W)= Z(x V) alors les vecteurs 7 et 7 sont colinéaires
e Soit 2%, x) 27, x)

Elles conduisent aux deux interprétations suivantes:

A Premiére version: Configuration des angles ayant méme double.

Dans les figures ci-dessous, les trois points A,B,C sont ahgnes et
le point D n'appartient pas a la droite (BC). Les vecteurs AB et AC sont

—
done colinéaires et le vecteur AD joue ici le role d'un vecteur auxiliaire
non nul. On a alors:

D D
S oA C
Fig. 53 Fig.54
T T T T
_ — —_— = —_— — —_— =
2(AD,AB)=2(AD,AC) et 2( AB,AD)=2(AC,AD)

Les angles signifiés sur chacun de ces deux dessins ont donc le méme
double.

A Deuxiéme version: alignement de points.

Etablir que trois points A,B,C d'une figure sont alignés revient a

— —> .
montrer, par exemple, que les vecteurs AB et AC sont colinéaires.

11 suffit alors de choisir un point D de la figure n'appartenant pas aux
droites (AB) et (AC) et de prouver:

soit que 2(AD,AB) = 2(AD,AC), soit que 2(AB,AD) = 2(AC,AD,).
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c¢) Corollaire

) e
Quels que soient les vecteurs nonnuls ¢, v, x et y

- linéai L C _?\_) _{\_>
Sij J ¥ estcolinéairea u alors 2(x,7)=2%,7)
- _ _
. av

- « o e <
y. est colinéaire

. o~
Sous 1'hypothése précédente, on a: 2%, U)=06= 2(}> .7)

5> S5 > g 5
On en déduit: 2(x ,u) +2(u ,y)=2w ,y)+2(y , V)
| < el g 5>
c'est-a-dire: 2(x ,y)=2(u, V).
Commentaire _
Lorsqu'on manipule des doubles d'angle, on peut remplacer n'importe quel

vecteur qui entre dans leur libellé par un vecteur non nul qui lui est colinéaire. Cette

facon de procéder sera par la suite fréquemment utilisée.

A Parallélisme de droites v
Etablir que deux droites (AB) et (CD) d'un plan # sont paralléles

— = -
revient & montrer que les vecteurs AB et CD du plan # sont colinéaires.

Pour cela, on peut par exemple faire

. . v L \A B
intervenir le vecteur AC et vérifier que: .
T T
— - —
2(AC,AB) = 2(AC,CD) K
D \C
Il s'avere ici que la plupart des éléves sont
embarrassés pour signifier sur la figure .
ey Fig. 55
I'angle (E,CD) du fait que les bipoints
(A,C) et (C,D) n'ont pas le méme premier
. \A B
point. i o
En s'appuyant sur le corollaire précédent,
apres avoir évoqué la banale colinéarité des
- - D \C
vecteurs AC et CA, on peut écrire que:
S . X |
%AC,CD)=2(CA,CD) Fig. 56

égalité qui leur permet de franchir
l'obstacle.
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Toutefois, il ne faut pas en rester la. En se
référant a la configuration des angles ayant

A
N . < . A
le méme double, on arrive a la conclusion: o K\\%
A N
Q (251

e Si des droites sont paralléles alors tous les
angles signifiés sur la figure ci-contre ont le

méme double. é;\\X;/ iy

» Réciproquement, pour établir que deux
droites sont paralléles, il suffit de montrer

A AN
que deux de ces angles, &; et B, ont le méme
double.

Commentaire
Dés lors qu'on utilise des doubles d'angle, la terminologie mise en place pour les
angles dits "géométriques": «angles supplémentaires, angles opposés par le sommet,

angles correspondants, angles alternes-externes...» s'avére totalement périmée.

Note du rédacteur

A mon grand étonnement, les premiers éleves qui ont eu droit a
cette présentation n'ont pas fait référence a la terminologie précitée. Dans
cette situation, ils m'ont avoué reconnaitre que deux angles ont méme
double «lorsqu'ils se rentrent dedans ou bien lorsqu’ils se tournent le
dos ».

Depuis cette agréable surprise, il va de soi que chaque année je
perpétue la vision originale de cette affaire devant mes nouveaux éleves,
en leur précisant que ce sont leurs prédécesseurs qui me l'ont gentiment

suggérée.
2. Orthogonalité.

Rappelons que deux vecteurs non nuls
W et de ? sont dits orthogonaux pour V(v)
signifier que, dans le plan pointé %y, les
droites (OU) et (OV). sont orthogonales.
Ce qui équivaut a dire que la droite (OV)
est médiatrice du segment [UU'] ou U’ ['J'(—ﬁ))
est le symétrique de U par rapport a O.

O U(R)
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Ainsi:

TN : Sov)
u et v sont orthogonaux < U tup———U
S s
©oU) ov) .
Ut >U '+ U
Th o 5 .
o2 v) "
U = U

5> 53 A
sS2u,v)=(u,-u)="n

On retiendra le résultat suivant:

- - >
Deux vecteurs non nuls u et v
} T

_9
de # sont orthogonaux

. . - - P
si, et seulement si: 2(u ,v)=7

" - .= =
Pour signifier que deux vecteurs non nuls u et v de # sont orthogonaux
1 1 4 ' ] . - -
on pourra indifféremment employer l'une ou l'autre des notations: u L v

e
ouv lu.

Remarque

11 découle du résultat précédent que, pour des vecteurs non nuls,
—
LT = @ . V) est une des deux moitiés de 1'angle plat

&= (% ,7) est un des deux angles droits.

T — .

Comme (7,3)= —(3,7) et que les deux angles droits sont opposés, on

peut donc affirmer que v ,7) est l'autre angle droit.

Commentaire.

Etablir que deux droites du plan # sont orthogonales revient a
montrer qu'un vecteur directeur de l'une est orthogonal & un vecteur
directeur de l'autre.

Il apparait donc que "l'outil angulaire" pour traiter les
problemes d'alignement, de parallélisme, d'orthogonalité dans Z est le

double d'angle.
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I1. Bissectrices: caractérisation angulaire
1. Bissectrice de deux demi-droites de méme origine

a) Définition (Rappel)

Dans le plan #, on appelle bissectrice de deux demi-drbites de
méme origine 1'axe de la réflexion qui échange ces demi-droites

b) Caractérisation angulaire.

Soit % la bissectrice de deux demi-droites

[QA) et [QB) données du plan # et M un %/B'/
point de ce plan. Alors: o 7
— — X

Me3\{Q} & (SM,QM):(QM,QB)

Démonstration.

En pointant le plan # en €2, on a:
Slame tam

MeB\(Q} & [QA)«—[Q2B)
=,

/\
= (QA,QM)=(QM,QB)

c¢) Remarque
Les notations précédentes étant conservées, on vérifie facilement que:

. s S T
: —_— —> —_— = —_ > —_ >
MeB\(Q} & 2(Q4,QM) = (QA,QB) = 20QM, QB) = (QA,QB)

d) Point de méthode

Pour établir que la droite (QM) est la bissectrice de deux demi-
droites [QA) et [QB) données de #, on peut envisager de faire
— -
intervenir un vecteur "auxiliaire”" ¥ non nul de 7> On obtient ainsi
un résultat analogue a celui concernant le milieu d'un segment.
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—y 53 53 5
Si, pour un vecteur non nul de #, on a: 2(x,QM)=(x,04)+(x,QB)
alors (QQM) est la bissectrice des demi-droites [QQA) et [QB).

En effet, on a sous cette hypothese:
S

53 5 53 55
(x,QM) - (x,QA) =(x,QB) - (x,QM)

T T
. s — —
c'est-a-dire: (QA, QM) = (QM, QB))

Commentaire. _
Pour désigner la bissectrice de deux demi-droites de méme origine, on
utilise traditionnellement la locution «bissectrice d'un angle». Il y a la

ambiguiité que nous allons essayer de lever car on ne sait pas s'il s'agit d'un

%
angle "orienté" (angle d'un couple de vecteurs non nuls de #) ou d'un angle

"géométrique" (angle d'une paire de demi-droites de %).

Remarque: On dit que les paires {[AB),[AC)} et {[A’B'),[A'C')} de demi-l
droites de # ont le méme angle "géométrique" pour signifier qu'elles sont
superposables, autrement dit qu'il existe une isométrie qui transforme 1'une de

ces paires dans l'autre.
Etudions ce probléme sur un exemplé.
Les trois points A’, B" et C’ de la figure ci-

contre sont les transformés des points A,B

et C par translation.

On a donc:
T T
e T T
(AB,AC)=A'B’,A’C’) 1lére version
et

T~

BAC =B’A’'C’ 2éme version
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Deés lors sachant que les notations:

/\
(ABAC)et(A’B A’C)(resp BAC B'AC)
désignent le méme angle dans chacune des deux versions, on est
/\

logiquement en droit d'attendre que la bissectrice de I'angle (AB,AC)
S

7~ — = i
(resp. BAC) soit celle de 1'angle (A'B",A’C") (resp. B’A’C’). Or il est clair que les
bissectrices @ et @' sont distinctes. On navigue donc en pleine incohérence. (Ce
qui n'est pas le cas avec la terminologie que nous avons adoptée).

Au vu de cet exemple, le défaut de ces traditionnelles terminologies est
facile a expliciter. Elles associent une droite de # (la bissectrice) non pas a une

paire de demi-droites de ce plan comme cela devrait étre le cas; mais a une

. —9 . .
classe d'équivalence soit de couples de vecteurs non nuls de #, soit de paires de

demi-droites de .

Dans le méme registre, on pourrait introduire la notion de milieu d'un
vecteur lorsqu'il est traditionnellement représenté par une "fleche”. Cette idée,
qui n'est pas plus saugrenue que ses devancieres, est tirée de la copie d' un éleve
de 1lére S. Elle était accompagnée, dessin & I'appui, de la mention suivante: de
milieu d'un vecteur est un point qui partage ce vecteur en un segment et un
vecteur de méme longueur». A premiére vue, on peut penser qu'il s'agissait
d'un canular. Hélas, il n'en n'était rien car aprés avoir demandé au restant de
la classe si cette "définition" leur paraissait acceptable les avis étaient partagés
les partisans du "non" argumentant que pour étre totalement correcte il efit
été bon de la libeller ainsi: «la longueur du segment est égale & la norme du

vecteur ».

Si I'on revient maintenant a la question que nous nous étions initialement
posée, le verdict est facile & rendre. La locution «bissectrice d'un angle» quelle

que soit la nature de l'angle considéré est....a proscrire.

On devrait d'ailleurs, notamment dans le premier cycle de
l'enseignement secondaire, évacuer la notion d'angle "géométrique” et se
contenter d'introduire le concept de "secteur" qui est une partie du plan #
enfantée par l'intersection de deux demi-plans de frontiéres sécantes.
"L'ouverture" d'un secteur se mesure avec un rapporteur, "régle demi-

circulaire" graduée de 0 & 180 degrés.
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Une fois assimilé 1'usage de cet instrument

aucun éléve ne peut réfuter les énoncés: ‘

e Deux secteurs superposables ont la méme mesure

* Deux secteurs de méme mesure sont superposables.

On ne peut raisonnablement pas aller plus avant dans

cette affaire sans encourir le risque d'étre incompris.

T

La bissectrice du secteur BAC est la demi-droite
[AT) constituée des points communs a ce secteur et a son

axe de symétrie.

Elle posseéde les propriétés caractéristiques suivantes:

1°) Privée du "sommet" A, elle est I'ensemble

des points M du secteur BAC tels que mes(BAM) = mes(MAé' )

T
2°) Elle est 1'ensemble des points M du secteur BAC équidistants de ses cotés

c'est a dire des demi-droites [AB) et [AC).
Observons ici qu'il n'est pas

souhaitable d'envisager que la
T

bissectri:ce du secteur BAC soit la
droite (AT) car l'ensemble des points
du plan # équidistants des demi-
droites [AB) et [AC) est la réunion de la
demi-droite [AT) et de la partie
hachurée de la figure ci-contre. On se
priverait alors de la deuxieme

caractérisation de la bissectrice qui,

par son caractére métrique, est

facilement exploitable dans le premier

Fig. 62

cycle.

Ces quelques propositions ne semblent pas de nature & mettre le feu dans
les chaumieres. Les nostalgiques des formules "a l'ancienne" n'auraient qu'a
changer la phrase: «la bissectrice d'un angle est une droite qui partage cet
angle en deux angles égaux» par «la bissectrice d'un secteur est la demi-droite

qui partage ce secteur en deux secteurs de méme mesure».

Ceci dit, apres avoir évacué la notion d'angle géométrique, le mot "angle”
perdrait son double emploi. Il n'aurait donc plus a étre affublé de qualificatifs a

résonance pour le moins contestable.
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Nota: Il est hors de propos de condamner tout abus de langage en
mathématique. Ils sont inévitables. Toutefois, il parait souhaitable d'éviter ceux
qui mettent en péril la cohérence de notre discours, lorsque pour ce faire, la

facture & payer n'est pas trop lourde.

2. Bissectrices de deux droites sécantes

a) Définition (rappel).

Dans le plan 2, les axes des deux réflexions qui échangent deux droites
‘sécantes données sont appelées bissectrices de ces droites.

On vérifie facilement que ces bissectrices sont orthogonales.

b) Caractérisation angulaire

Soit 8 et 93 les bissectrices de deux droites 7'
sécantes (QA) et (QB) du plan #,M un point  _ B
de ce plan. e
I (O R V74

Alors: - Q =~

= = = =
MecBUB\[Q} = 2AQA, QM) = 2(QM,QB)

Fig. 63

Démonstration.

Désignons par C le symétrique de B par rapport a £2. On a:

, e Soit (QM) est la bissectrice de [QA)et [QB)
MeBuB\MQ = {-Soit (QM) est la bissectrice de [QA) et [QC)

— T T
. —_— > —_— —
s J *Soit (Q4, QM) =(QM, QB)

S T T
e A —_—> —> —_—> —> R
* Soit (QA, QM) =(QM, QC) =(QM,QB)+ 7
T T
—_— —> —_—> —
& 2QA, QM) =2(QM,QB)
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c¢c) Corollaire

Les notations précédentes étant conservées,

' : - S5 = ‘ '
Si, pour un vecteur non nul x de#, on a: 4(x,QM) = 2(?,@) + 2(?,@)

alors (QM) est une des deux bissectrices des droites '(QA) et (QB).

En effet, sous cette hypothese:
T T T T
5 = 5= S5 5=
20x , QM) - 2(x ,QA) =2(x ,QB) — 2(x , QM)
T S
. . = .
c'est-a-dire: 2(QA, QM) = 2(QM,QB)

d) Remarque.
e La bissectrice de deux demi-droites de méme origine est caractérisée par
une égalité d'angle.
e Les bissectrices de deux droites sécantes sont caractérisées par une

égalité de double d'angle.
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III. Angles d'un triangle

Dans le plan 2, la donnée de trois points non
alignés permet de définir 6 vecteurs non nuls
et donc 36 couples de vecteurs non nuls.
Autrement dit, un triangle ABC détermine 36
angles de libellés différents (6 fois I'angle

nul, 6 fois l'angle plat, les autres angles
ayant, quatre par quatre, le méme double...) Fig. 64

Dans ce paragraphe nous n'allons pas considérer tous ces angles
" mais uniquement certains d'entre eux.

1. Somme "des angles d'un triangle"
a) Exposé du probléme

e Etant donné un triangle ABC, il s'agit d'exprimer l'angle:

— — —

DD > = —

(AB,AC) + (BC,BA) + (CA,CB)

e Pour écrire les trois angles

figurant dans cette somme, on /'—’x
. . ' A/—"RB

peut prendre appui sur l'ordre \)——/

dans lequel sont donnés les @

sommets du triangle, ainsi que

le montre le schéma ci-contre. Fig. 65

b) Premiére solution (avec vue sur figure)

Désignons par A’ et C' les
transformés des points A et C par
la translation ¢ 4 et par Qle
milieu du segment [AC].

Le quadrilatéere ABCC’ étant un
parallélogramme, QQ est aussi
milieu de [BC'].

Fig. 66
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Nous avons alors,

T T
. — =
d'une part: (BC,BA) =(AC",AA") effet de tp 4
— T ’
— '
d'autre part: (CA,CB=(AC,AC) effet de la symétrie sg

Il vient alors: _ :
/\ /\ /\ /\ /\ /\ /_\._)
(AB AC)+(BC BA)+(CA CB)—(AB AC)+(ACAC’)+(AC AA)—— AB,AA) =T7.

¢) Deuxieme solution (abstraite, mais expéditive)

S
= >

/\ T
— s
Rappelons que: ( ,CB) = (- CA,—CB):(AC,BC).

Par suite:
— - T T T T T T
— — — — _— —> — = — —> — —> — —>
(AB,AC)+ (BC,BA) + (CA,CB) =(AB,AC) + (AC,BC) + (BC,BA) = (AB,BA)=1
d) Remarque

La permutatmn de deux lettres dans le libellé du triangle ABC

conduit au méme résultat.
Par exemple, en permutant B et C, on est amené a considérer la

T —T —T
somme (AC,AB) + (CB,CA) + (BA,BC) qui n'est autre que la somme des
opposés des angles précédemment considérés. Elle est donc égale a 7 (car

-n=7)

e) Enoncé du résultat a retenir

e La somme des angles d'un triangle est égale a 1'angle plat.
¢ La somme de leurs doubles est égale a I'angle nul.
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2. Caractérisation angulaire d'un triangle isoceéle.

Théoréme (1)

Etant donné un triangle ABC du plan %, les propositions suivantes sont

équivalentes:
A
(i) le triangle ABC est isocele en A (AB = AC)
T T

R S e

(i1) (BC,BA) = (CA,CB)
T T nl .

T R A = & .

(i11) 2(BC,BA) = 2(CA,CB) _ B A C
Fig. 67

Démonstration

Elle comporte trois étapes. On va établir successivement que:
1°) (i) entraine (i7) '
2°) (i1) entraine (izz) .
3°) (i12) entraine (z)

1ére étape: Soit A la médiatrice de [BC]

S
Si le triangle ABC est isocéle en A alors: (B,C,A) ————— (C,B,A)

—T T
I e = =
On en déduit: (BC,BA) =— (CB,CA). effet de sy

— T~
L > =
puis: (BC,BA)=(CA,CB)

2eme étape: (C'est une banalité)
T

T S T
Si (BC,BA) = (CA,CB) alors il est clair que 2(BC,BA) = 2(CA,CB).

3eme étape: Soit A’ le transformé de A par la réflexion spc). Le milieu
I du segment [AA’] est donc un point de la droite (BC) et on obtient: (voir
figure 68).

S

T S
_ > _— = —_— —
2(BC,BA) =— 2(BC,BA") = 2(BA’,BC) (effet de spc))

— T~
c'est-a-dire: 2(BC,BA) = 2(BA’,CB) car ]"3‘8 et CB sont colinéaires.
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Cela dit,
T T
. —_— —> —_— —>
Si 2(BC,BA) = 2(CA,CB)
T

T
5 — = —
alors 2(BA’,CB) = 2(CA,CB)

—
égalité qui traduit que les vecteurs BA’ et

-

CA sont colinéaires, en d'autres termes
que les droites (BA’) et (CA) sont
paralleles.

N
Fig. 68
Le point B commun aux droites (BC) et (BA') a pour transformé par
la symétrie s; de centre I le point commun aux droites s;(BC) et s{(BA’),
c'est-a-dire a (BC) et a (CA). En effet, s;(BA’) est la parallele a (BA")
passant par le point s;(A”), donc s(BA") = (CA).
On a donc: s;(B) = C. La droite (Al) est alors médiatrice de'[BC] et par

conséquent le triangle ABC est isoctle en A.

3. Caractérisation angulaire d'un triangle rectangle

Théoréme (2)

Etant donné un triangle ABC du plan 2, les A

propositions suivantes sont équivalentes:
(2) le triangle ABC est rectangle en A
T
N e A
(it) 2(AB,AC)=1
/\\

/\
R = =
(i11) 2(BC,BA) + 2(CA,CB) =1

Fig. 69

Démonstration

— —
ABC est rectangle en A <= AB1AC

T
—_—> — ~
— 2AB,AC)=1
S T . S

- —>
&= 2(BC,BA) + 2(C.

2|
=)
l
l

(*) car la somme des doubles des angles d'un triangle est nulle.
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IV. Angles et cercles
1. Premier théoréme fondamental. Ses deux corollaires

a) Caractérisation angulaire d'un cercle dont on connait le centre et deux points

Théoréme (3)

Soit, dans le plan #, un cercle € de

centre Q et deux points A et B de ce

cercle. ,

Alors, pour tout point M de #:
o

S

— — e
Me€\|A B} < 2(MA,MB) =(QA,QB)

Démonstration:

: Etude directe

Soit M un point du cercle € autre que A et B. Nous avons alors:

T T
—_— > —_ — —) —
2(MA,MB) = 2(MA,MQ) + 2(MQ, MB)

/\

R gy =
:[TC—(QM,%)]“F[E—(QB,QM)] (*)

—_— = —_— —>
= (QA, QM) + (QM,QB)
S
—_— =
= (QA,QB)

Fig. 71

L’égalité (x) est obtenue, dans le cas général, en utilisant le fait que les
triangles QAM et QM B sont isoceles en Q. Elle reste encore vraie dans
les deux cas particuliers illustrés ci-dessus.
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: Etude réciproque

On se place sous I'hypothese: «M est un point de # autre que A et B
T —
vérifiant 1'égalité 2(MA,MB) = (QA,QB)»
Cette étude comporte trois étapes

lére étape: M ne peut étre un point de la droite (AB),

. . . . H _——9
sinon, du fait de la colinéarité des vecteurs MA et MB, on aurait:
RN
2(MA,MB) = 6.
S

= _
L'hypothese conduirait alors a 1'égalité: (QA4,QB) = 6 qui est
manifestement fausse.

2éme étape: les droites (MA) et (MB) ne peuvent étre deux
tangentes au cercle €, sinon, grice a la cocyclicité des points '

M ,A,Q B et le résultat obtenu lors de
I’étude directe on aurait,: '
T T~ —
=S = =
2(QA,QB) = (IA,IB ) = 2(MA, MB)
ou I désigne le centre du cercle (AQB)

L'hypothése conduirait alors a
I'égalité:
— T
S G S S
2(QA,QB) = (QA,QB)
T
S G
c'est-a-dire a: (QA,QB) =6

égalité qui, on l'a déja dit, est fausse.

Fig. 72
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3eme étape: M est un point de € \{A ,B}

Des résultats acquis lors des deux étapes
précédentes il découle que l'une au
moins des droites (MA) et (MB)
recoupe le cercle € en un point M’ autre
que A et B.

Supposons, par exemple, que ce soit la
droite (MA). On a alors:

T —
2(M'A,M'B)=(QA,QB) voir lere partie

P T
N
2 (MA,MB)=(QA,QB) par hypothese

Fig. 73
T T
. = =
On en déduit: 2(M'A,M'B) = 2(MA,MB)
S T
puis: 2(M’A,M’'B) = 2(M'A,MB) car Z\_ZIZ et M'A sont colinéaires

égalité qui traduit que M'B et MB sont des vecteurs non nuls colinéaires.
Dés lors, le point M appartient aux deux droites (M'A) et (M ‘B). 11 ne peut

donc qu'étre confondu avec le point M.

On parviendra a une conclusion analogue en faisant jouer le role de

la droite (MA) a la droite (MB).
On en arrive ainsi & la conclusion: M est un point de € \{A,B}

b) Caractérisation angulaire d'un cercle dont on connait trois points

Corollaire (1) .

C (4

‘Soit, dans le plan %, un triangle ABC et
€ le cercle circonscrit & ce triangle.
Alors, pour tout point M de #:

S T
_— > _— =
M e€\{A,B} < 2(MA,MB)=2(CA,CB)

Fig. 74
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Démonstration

Désignons par Q le centre du cercle €.
—

. T
=S = =
Nous avons alors: 2(CA, CB) = (B, QB).
Il s'ensuit que:

G N
Me€\{A,B} < 2(MA,MB)=(QA,QB)
T —

e — =
& 2(MA,MB) = 2(CA,CB)

c¢) Cocyclicité de quatre points

Corollaire (2)

Etant donné quatre points A,B,C et D de #
tels que A,B et C ne soient pas alignés.
Alors:

T T
. S S S~
A,B,C,D cocycliques <= 2(DA,DB) = 2(CA,CB)

" Fig. 76

Démonstration:

Désignons par € le cercle circonscrit au triangle ABC. Alors:
A,B,C,D cocycliques <= Dc€¢\|A,B}
T

T
. _—> > —_—> —>
= 2(DA,DB) = 2(CA,CB).
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2.Deuxieme théoréeme fondamental. Son corollaire

a) Caractérisation angulaire de la tangente en un point a un cercle dont on

connait le centre et un autre point

Théoréme (4)

Soit, dans le plan %, un cercle € de
centre Q et deux points A et B de ce
cercle; 94 sa tangente en A.

Alors, pour tout point 7' de #:

/\

—
—_— — —_—> —>
Ted A} < 2(AT,AB) = (QA,QB)

Démonstration

: Etude directe

T T S
R — = — = -
Nous avons: 2 (AT,AB) = 2(AT,AQ) + 2(AQ,AB)

e G
=7 +[ 7 - (QB,QA)]
ergit
=(QA,QB)

Remarque

T T

R S . =y =
L'égalité: 2(AQ,AB) =7 — (QB,QA) est
obtenue dans le cas général, en utilisant
le fait que le triangle A QB est isocele en
Q. Elle reste encore vraie lorsque les
points A et B sont diamétralement

opposés sur le cercle €. ‘ Fig. 78
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: Etude réciproque

On se place sous 'hypothése:
T

) T
« T est un point de # autre que A vérifiant 1'égalité: 2(A—?,A—§) = (ﬁ,g‘zﬁ) »
Soit 7" un point autre que A de la |
tangente 4. _
Nous avons alors, compte tenu du
résultat obtenu dans la premiére partie:

T T
—_— — — —>
2(AT",AB) = (QA,QB).

L'hypotheése conduit alors a 1'égalité:
R =
2(AT,AB) = 2(AT',AB)
. . = T
qui traduit que AT et AT’ sont des

vecteurs non nuls colinéaires.
Donc T est un point de Z4\{A}

Remarque

Désignons par Yp la tangente en B au A
cercle €, et par A la médiatrice du

segment [AB ].

Soit T'un point de # autre que B,
T’ son transformé par la réflexion sy,.

Nous avons alors:

T T
—_— —> —_—> —
2(BA,BT) = 2(AT',AB). effet de sy.

Ceci étant, il vient:
Tedp\(B} —Tedy\A)}

T T
e —_— —>
> 2(AT'AB) = (QA,QB)

S S
—_—> —> —_—
&= 2(BA,BT) = (QA,QB)
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b) Caractérisation angulaire de la tangente en 4 a un cercle ABC

~ On obtient immédiatement le résultat suivant:

Soit, dans le plan 2, un triangle ABC; € son
cercle circonscrit, &4 la tangente en A 2 €

Alors, pour tout point T'de #
T
—
CB)

—
: —_— —>
TeP,\MA) & 2(AT,AB) = 2(CA,

Démonstration

En désignant par Q le centre du cercle €, on a:
T T

e s N T
9(CA,CB) = (QA, QB)

Par suite, il vient:
_ o

— -
—_— — —_— —>
TeP \A) & 2AT,AB)=(QA,QB)

T S
—_— —_—
& (AT ,AB) = 2(CA,CB).

3.Métissage des deux théorémes fondamentaux

Les notations précédentes étant conservées, nous avons établi que:

T T
Fig. 82 Fig. 83 Fig. 84

Si Me¥\{A,B} SiM=A SiM=B
alors alors alors

(VA MB) = (04, QB) 0T MB) = (QA,QB) | 2MAMT)=(QA,QB)
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Il apparait que les résultats concernant les cas particuliers "M = A"
et "M = B" sont des prolongements de celui obtenu dans le cas général

"Me€\{A,B}" a condition de remplacer le vecteur nul MA (resp. MB)

.H .
par un vecteur directeur M7 de la tangente a € au point A (resp. au point
B). '

Cette facon de voir les choses, nous conduit & énoncer:

Théoréeme (5)

Etant donné un cercle € de centre Q et deux points A et B de ce cercle,
T T

. e e S
pour tout point M de €, on a: 2(MA,MB) = (QA,QB
en convenant qﬁe:

—
*MA désigne un vecteur directeur de la tangente a € en A lorsque M = A

=
*MB désigne un vecteur directeur de la tangente a € en A lorsque M =B

Remarque

Lorsque le cercle € est défini par trois points A,B et C on a le méme
T

résultat en remplacant 1'angie (QA,QB) par 'angle 2(CA,CB).
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4.Tableau des principaux résultats

¢ Les données _
Les points Q,A, B; le cercle €

e Le résultat

S T~
: —_— _ = .
Me€\{A,B} < 2(MA,MB)=(QA,QB)

e Les données
Les points A,B,C; le cercle €

e Le résultat
T

S
—) > —_— =
Me€\{A,B} < 2(MA,MB)=2(CA,CB)

e Les données
Le quadrilatere ABCD-

e Le résultat

. T T
) D = —
A ,B,C,D cocycliques < 2(CA,CB) = 2(DA,DB)

e Les données
Les points Q,A,B; le cercle €; la tangente 94

a€ enA.

e Le résultat

T T
—_— _— —>
TeP \A) & 2AT,AB) = (QA,QB)

e Les données
Les points A,B,C; le cercle €; la tangente 94

A€ enA.

e Le résultat
T T

—y .
TeP,\{A} < AAT,AB)=2(CA,CB)

Configuration des "é.ngles ayant le méme
double"
Tous les angles signifiés dans la figure
ci-contre ont le méme double.
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V. Premiére batterie d'exercices résolus

Ils traitent, pour la plupart, des problemes de cocyclicité, d'aligne-

ment dé points et des problemes de parallélisme, d'orthogonalité de
droites dans le plan # .

Exercice 1:Somme "des angles d'un polygone"

Etant donné 7 points A;,Ag,...,A, de #(n23), on demande d'exprimer
I'angle '

— T — —
AR, , KAy + Ay, Afy) + oo+ (AA L AA) + o+ (AA L AAL)
Solution

*ntn-1°

Notons & l'angle cherché. Pour "harmoniser” son expression,
posons :A,=A, etA, 1=A;. Alors:

/\

65 :Z (14—,14:)17‘4_1‘;{1?1)

=1
n //EAiis
o = Z [(4;4 iaAi,Az:+1) +7 ]
i=1 .
car quels que soient les vecteurs
- >
non nuls u etv,
5 S g
(—u,v)=(u,v)+n
n /\

a = z (Az:—1;§i7ATAT+>1) +nm

i=1
T~

A > = ~
o =(AOA-1,A,LA:1)+n n

(relation de Chasles)

G =6+nn=nw

A

o=
0

. Lorsque n est impair, on a :
Conclusion : . ~
Lorsque nest pair,ona: o=

Quant a la somme des doubles des angles d'un polygone A;A,...A, elle est,
quel que soit l'entier n23, désespérément nulle.
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Exercme 2: Cocyclicité de points.

Montrer que les symétriques de lorthocentre ‘H dun trlangle AB c

par rapport a chacun de ses trois cotés appartlennent‘ au cercle
circonscrit a ce triangle. ‘ S o 8

Solution ‘ ‘ )
Comme aucun cbté du triangle ABC ne joue un role particulier, il suffit -
d'établir que, par exemple, le symétrique H, de H par rapport ala dr01te '
- (BC) appartlent au cercle (ABC) . ‘

a) Cas général : Le triangle ABC est non rectangle

Désignons par Bj et Cy les pieds des
hauteurs issues de B et C du triangle ABC .
On est dans ce cas assuré que tous les
points signifiés dans la figure ci-contre
sont distincts.

En outre, il est clair que By et C;

appartiennent au cercle de diameétre [AH ].

Traduit en termes d'angles, le but de
l'exercice consiste a établir que les angles

(H,B,H,C) et (AB,AC) ont le méme double.

Ceci dit, nous avons :
/\

— = = =
2(H,B,H,C)=-2(HB,HC) effet de la réflexion sz
T '
=
=2(HC,HB) :
/\ :
= 2(1?6?1 , fi?l ) du fait de la colinéarité de ?et HCI
. HB et HBl
= =
=2(AC],AB]) car A appartient au cercle (HC,B)
— —_— =
= 2(A—B>,X8) du fait de la colinéarité de ACy etAB -
: —
: ABI et AC

égalité qui traduit que Hq appartient au cercle (ABC) .
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b) Etude des cas particuliers

A Le triangle ABC est recténgle_ en A
Dans ce cas les points A et H sont '
confondus sur le cercle I' de diametre [ BC]

Par suite : sg¢) (H)el'

Autrement dit, _
H, appartient au cercle (ABC) .

H,
Fig. 93
A Le triangle ABC est rectangle soit en B, soit en C
A A
H H
B C B C
M \/Hl

Fig. 94

Alors H, appartient banalement au cercle (ABC) puisque H et Hy sont

confondus soit avec B soit avec C.

Commentaire
L'emploi des angles dans la résolution de problemes de géométrie plane nécessite

quelques précautions. En dehors de la convention faite concernant lutlhsatwn du
théoreme (5), on doit s'assurer que les angles que I'on fait intervenir sont libellés avec
des vecteurs non nuls, condition automatiquement satisfaite lorsque les points clés de la
configuration a étudier sont deux & deux distincts.

Pour étre rigoﬁreux, il reste a étudier a part les cas particuliers ou la condition
précédente n'est pas remplie. On verra, a l'usage, qu'ils sont en "tres petit” nombre et

que leur étude ne présente aucune difficulté.
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Exercice 3: Alignement de pomts

Trois cercles €,,€5,€3 deux a deux secants passent par le méme g

autres queIdegl et €, de €y et€3, de€3 et%?l Sthl unpomt de@l i
la‘droite (M ,P) (ou la tangente en P a 7, si M =P) recoupe ‘/ en M ,
la droite (M 2Q) (ou la tangenteen @ a %, si M, =@) recoupe 5/ en M ‘

Montrer que la droite (M3R) (ou la tangente en R a € 3 lorsque M /5= =R)
recoupe le cercle €ren M, .

Solution _ : o
Le but de l'exercice est d'établir que les points Mg, R et M; sont alignés.' '

La rédaction de la solution est congue en se rapportant au cas général ol
les droites (M P), (M5@Q) et (M 3R) sont respectivement des secantes aux.
cercles €9,%€3 et €; . Nous avons alors:

Fig. 95

2(RM3, RI) = 2(QM3, Q) (1) - @ appartient au cercle (RM3I)

T .
= Z(Q—ﬁz,ﬁ) (2) colinéarité de Q-M>3 et QM—)Q

= =
= 2(PM,, PI) P appartient au cercle (M5 1)
e g s
=2(PM, PI) colinéarité de PM, et PM,
== , '
=2(RMy, RI) R appartient au cercle (PM 1)
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— =
égalité qui traduit que les vecteurs RM3 et RM; sont colinéaires. Les
points M5 , R et M, sont donc alignés.
I1 importe maintenant de faire remarquer que cette solution reste

acceptable quand, comme le précise 1'énoncé, certaines des droites
(M, P), (M5@Q) ou M3R) sont tangentes aux cercles donnés.

A titre d'exemple, considérons le cas particulier illustré figure 96 ou
(M, Q) est tangente a € .

Fig. 96

En se référant au théoreme (5), on doit remplacer, dans 1'égalité (1) le
‘ —
vecteur nul QMg par un vecteur directeur de cette tangente. C'est ce qui

. ) — —
est fait dans 1'égalité (2) o QM, remplace QMs.

Conclusion
Pour tout point M, de €1, les points M3, R et M, sont alignés.

Réactions et commentaires des éléves

Le passage "délicat" se situe au départ. Il s'agit de leur faire traduire 1'objectif du

probleéme en "langage angulaire” : il suffit, par exemple, d'établir que le double de

- — — —> — —
l'angle (RM;,RM 1) est nul ou encore que les angles (RM,, RI) et (RM,, RI) ont le méme

—
double (utilisation du vecteur auxiliaire RI) .
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Cet obstacle franchi, la solution est rapidement trdu{rée. Les éleves signifient sur la

figure, en partant de 'angle (RMj, RI ) les autres angles qui, compte tenu des données, -
ont de proche en proche le méme double : ‘ '
«On sait reconnaitre les angles qui ont le méme double "dans un cercle” puis ceux q'ui”

ont le méme double parce qu'ils "se rentrent dedans”. L
. . . , - ) . ’ LT v .
On continue ainsi jusqu'a ce qu'on tombe sur le double de l'angle (RM, RI ) . Aprés il

n'y a plus qu'a rédiger la solution».

La rédaction de la solution suscite encore les commentaires suivants :

* On se sert de la colinéarité pour "sauter d'un cercle dans un autre". Par exemple,.
en remplacant @M, par @M, on passe du cercle €5 dans le cercle €.

¢ Si on avait mis plus de cercles passant par I, la solution serait plus longue a rédiger

" mais a la sortie, au lieu d'un triangle, on aurait un pblygone_ avec autant de cotés

qu'il y a de cercles au début. Quel que soit le nombre de cercles, on revient toujours

au point de départ M, .
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Exercice 4: Parallélisme de droites.
Soit un triangle ABC non rectangle en A; € son cercle circonserit; By
et C; les pieds de ses hauteurs issues de B et de C; 94 la tangente en A
ag.

1°) Montrer que les droites &4 et (B;Cy) sont paralleles.

2°) Montrer que la tangente 94 est parallele a la droite (BC) si et
seulement si le triangle ABC est isocele en A . :

Solution

Soit 7 un point autre que A de la tangente Y4

1°) Nous avons, d'une part :
P

T
— = — —>
(AT, AB) = 2(CA,CB)
d'autre part :
/\ T
2(CB,,Cib ) = 2(CB;, CB)
cocyclicité des points B,Cq,B; et C.
On en déduit :
/\ T
9( CB,, A8 ) = 2(CA,CB)
— =
C,BetAB
— —-
CB,et CA

colinéarité de

/\

T T~
puis : 2( C.B,, 4B ) = 2(AT, AB)

Fig. 97

égalité qui traduit que les vecteurs C1B; et AT' sont colinéaires.

Conclusion :
Dans le plan 2, les droites (B1C) et &4 sont paralleles.
2°) Nous avons :

(BC)// D4 —BC et AT sont colinéaires.
P T

«=2(BC,BA) = 2(AT,BA) traduction angulaire
T P .
- &=2(BC,BA) = 2(AT,AB) colinéarité de BA et AB
= — e
«=2(BC,BA) = 2(CA,CB). (AT) est tangente 4 € en A

«>ABC isocele en A
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cercle € .

(PQ) et (PR) sont orthogonales.

Solution.

Exercice 5: Orthdgonalité de dro_ités ‘ e ‘ |
- |Pans le plan 2, deux droites paralléles &, et 9, passent
respectlvement par des points A et B dlametralement OPposes sur un »

Soit M un point de € autre que A et B: P,Q et R ses projetés
orthogonaux sur les droites (AB),%; et 9,

A Lorsque M n'appartient ni aJ;niad,

'\yz.

Les points clés de la conﬁduratmn sont deux & deux chstmcts

Nous avons alors,

T T
- —
d'une part : 2(QR,QP)=2(QM,QP)
' —T
_ St
= 2(AM,AP)
T
-
= 2(AM,AB)
T /\
: - = e . §
d'autre part : 2(RP,RQ) = 2(RP,RM)
= =
- = 2(BP,BM)
S
= >
"= 2(BA,BM)

84

coli‘néarit'é de Q—ﬁ et _Q—]_\_)J |

éocyclicité. de P,M, Q etA

colinéarité de AP etAB

colinéarité de RQ et RM

cocycl1c1te de R,M P et B

_ cohnearlte de BP et BA

. Montrer que les droites =~



T T T T
. = — g § 5 — = =
On en déduit : 2(QR,QP) + 2(RP,RQ) = 2(AM,AB) + 2(BA, BM )=7

car le triangle AMB est rectangle en M .

s

. T
= — ‘ :
Des lors, 1'égalité 2(QR,QP) + 2(RP,RQ) = 7 traduit que le triangle PQR est
rectangle en P . '

Les droites (PQ) et (PR) sont donc orthogonales.

A Lorsque Me%; ou M ey, la propriété précédente est bahalemeht

vérifiée ainsi que le montrent les deux figures suivantes.

Cf
o,

Fig. 99
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Exercice 6: Bissectrices du trlangle 'orthique”

Soit un triangle ABC non rectangle, H son orthocentre Al ,B 1 et Cl les )
pieds des hauteurs issues des sommets A,BetC. B i
Il s'agit de montrer que les droites (A1 H),(By H) et (Cy H) hauteur duv |
triangle ABC sont des bissectrices de son triangle "orthique" A; B C1 .

Solution

Au vu de la figure ci-contre, on peut étre
tenté d'établir, par exemple, que la |
droite (A H) est la bissectrice intérieure |
issue de A; du triangle orthique A{B;C;

/\ /\
via l'égalité (A,B,, AH) = (AH, AC,)

Or nous ne sommes pas en mesure de le

faire car, pour faire intervenir la
cocyclicité évidente de certains points-
clés de la configuration, nous sommes

contraints d'utiliser les doubles d'angle. Fig 100

Nous avons ainsi :

/\ 4\_%
2( AB,, AH ) = 2(CB;,CH) cocyclicité de A; ,H,B et C.
=2(CB4,CC) colinéarité de CH et CB,
T
=2(BB{,BC}) cocyclicité de C,B{,C; et B
= = , , — =
=2(BH,BC) colinéarité de BB, et BH
= 2AAH,AC,) cocyclicité de B,Cy,H et A; .
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Fig 101

Dans le plan 2, cette derniere égalité traduit que la hauteur (A{H) du
triangle ABC est une des deux bissectrices (intérieure ou extérieure)
issue du sommet A; du triangle orthique A;B; C;, l'autre étant, de

maniere évidente, la droite (BC) .

La figure ci-dessus qui représente encore la configuration étudiée,
confirme si besoin est, la pertinence de notre raisonnement.

' On établirait de fagon analogue que les hauteurs (B;H) et (C;H) du
triangle ABC ainsi que les droites (CA) et (AB) sont aussi des bissectrices
du triangle orthique A; B, C; .

Commentaire
La stricte utilisation des théoremes du cours peut donc nous mettre a l'abri de
conclusions erronées inspirées par l'observation d'illustrations  particuliéeres de la

configuration étudiée que l'on appelle traditionnellement "cas de figures".
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Exercice 7 : Droite de Slmson, droite de Steiner

Dans le plan 2, soit un triangle ABC un’ pomt M P,Q et R ses .
projetés orthogonaux sur les droites (BC),(CA) et (AB): P Q etR ses -
symétriques par rapport a ces mémes droites. : ‘
Le but de I'exercice consiste a montrer que les points P,Q et R

(resp. P',Q’ et R’) sont alignés si et seulement si le pomt M'
appartient au cercle (ABC) . '

1.0n suppose que M n'appartient pas a la droite (BC)
T LT

—T .
a) Justifier I'égalité : 2(PQ, PR) = 2(CA,CM) - 2(BA,BM)
~ b) En déduire que les points P,Q et R sont alignés si, et seulement" -
si, M estun point du cercle ABC autre que B et C . ' '
2.0n suppose maintenant que M appartient a la droite (BC)
a) Montrer que si M est distinct des points B et C alors les points
P,Q et R ne sont pas alignés. _ L |
b) Que se passe-t-il lorsque M =BouM=C?
3.a) Quelle est la conclusion de 1'étude precedente ?
b) En déduire une conclusion analogue pour ce qui concerne les
. points P',Q et R’".

Solution

1. On suppose que M n'appartient pas a (BC)
On a alors P#M et P#Q et P#R

a) Lorsque Q#C et R#B, on obtient :

— — = =
2(PQ,PR) = 2(PQ,PM) + 2(PM,PR) A
T T

= = . "
=2(CQ,CM) + 2(BM,BR)
cocyclicité de P, M, @ et C d’une part
et de P, M, R et B, d’autre part.

R A

/\

N & e
2(PQ,PR) = 2(CA,CM) + 2(BM,BA)

. . _ﬁ —.—9
colinéarité des vecteurs CQ et CA,

5 > ‘
et des vecteurs BR et BA C
= = = > = >
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b) Lorsque @ = C ou R = B,'la
droite (CA) est tangente au cercle
(MPC) ou la droite (AB) est tangente
au cercle (MPB) . En se référant au
théoréeme 5, on doit remplacer le

vecteur nul C@ (ou BR) par un
vecteur directeur de la tangente (CA)

(ou (AB)) .

C'est ce qui est fait lors de 1'étude

précédente.

Par conséquent, pour tout point M
de Z\(BC)

T~ T T

= = = = = —
2(PQ,PR) = 2(CA,CM) — 2(BA,BM)
Lorsque M est un point de #\(BC), on

a donc :
T

=y
P,Q et R alignése=2(PQ,PR)=0
T

T
= — = -
«==2(CA,CM) = 2(BA,BM)
==Me€\{B,C}
€ désignant le cercle (ABC).

Fig. 104

2. On suppose maintenant que M appartient a la droite (BC)
Onaalors:P=M.

a) Lorsque M#B et M #C, les
points P,Q et R sont deux a deux
distincts et appartiennent au cercle de
diametre [AM]. Ils sont donc non
alignés.

b) Lorsque M =BouM =C,on a:

P=R ouP=Q. P
. B MP
Les points P,Q et R sont alors
banalement alignés.
Fig. 105

Par conséquent, lorsque M est un point de (BC),'on a:
P,Q,R alignés < M=BouM=C
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3.a) L'étude précédente peut se résumer ainsi :
P,Q et R alignés &= Me¥€\{B,ClouM=BouM=C
= Me% c'est-a-dire au cercle (ABC)

b) Il est clair que (figure 106 a) les points P’,Q " et R’ sont respectwement les
transformés des points P, @ et R par lhomothetle de centre M et de -
rapport 2 '

1 s'ensuit que (figure 106 b)

P’',Q et R’ alignés &= P,Qet R ahgnes
&= M est un point du cercle (ABC)

et
o rT

—————q
g

Fig. 106 a _ ’ Fig. 106 b

La droite & qui porte les points P,Q et R et celle &’ qui porte les points
P’,Q’ et R’ sont respectivement appelées droite de Simson et droite
de Steiner du triangle ABC relatives au point M.

Lorsque M est confondu avec un sommet du tr1angle ABC, 9 et g’ sont
confondues avec la hauteur issue de ce sommet. '
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Exercme 8: lieu géométrique

définie par_:‘ o
SiM =AalorsN=A

Solution

Désignons par £ le centre du cercle €.

A Etude directe

Nous avons, pour M e€\{A}:
T LT

2(NA,NB) = 2(NA,NM)
—>
colinéarité de NM
— — T
S e — S —
2(NA,NB) = 2(MA,MB) + 2(AN,AM)
somme des doubles des angles d'un triangle
— — ’
= D e
2(NA,NB) = 4(MA, MB)
le triangle ANM est isocele en N
T S
= = = =
2(NA,NB) = 2(QA,QB)
égalité qui traduit que le point N appartient
au cercle (A QB).

cercle, non diamétralement opposés sur €.
On considére I'application p: € —m—F
M—————N

Si M # A alors N est le point d'intersection de
la droite (MB) et de la médiatrice A du segment [AM |

Dans le plan £ sont donnés un cercle € et deux points A et B de ce

On convient que, pour M =B, (MB) désigne la tangent_é enBa €.

Déterminer le lieu géométrique des points N, c'est-a-dire (p(i? ).

Fig. 107

L'ensemble ¢(%) est donc contenu dans le cercle (A QB).

91

@)



A Etude réciproque

‘Soit N un point autre que A du cercle (A QB), Mle point __61‘1 la droite (BN) B
recoupe le cercle € . (Pour N =B, (BN) désigne la tangente en B au cercle
(AQB)), M est alors distinct de A et on a, d'une part:
= — sl G
2(NA,NM) = 2(NA,NB).
ey ey
colinéarité de NM et NB
T T
- — S
2(NA,NM) = 2(QA,QB)
cocyclicité de N,A,B et

T T

—_— —> _— —>

2(NA,NM) = 4(MA,MB
Me€\{A)

d'autre part:

e e = =
2(NA,NB) = 2(MA,MB) + 2(AN,AM)
somme des doubles des angles d'un triangle

On en déduit: Fig. 108
. e = -
4(MA,MB) = 2(MA,MB) + 2(AN,AM)
/'\ /\

puis: 2(]\74,]14%) = 2(A_J>V,A~Jl2)

Cette égalité traduit que le triangle ANM est isocele en N et donc que N est
un point de ¢(€). ' "

Le cercle (A QB) est donc contenu dans 1'ensemble ¢(%) - (1)

Conclusion: de (i) et (i7), il découle que ¢(€) est le cercle (A Q B).
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Exercice 9: évolution d'un probléme dans le cursus scolaire

A Les données: 2

Deux cercles sécants € et €', A

Pl

et B leurs points communs;
deux droites I, et I passant
respectivement par A et par B
et distinctes de la droite (AB).
On désigne par P et P’ (resp. @
et ') les points d'intersection
de D4 (resp. D) avec les
cercles € et €’

A L'objectif

Il s'agit de montrer que les
droites (PQ) et (P'Q’) sont
paralleles.

a) Etude séparée de deux cas de figure (niveau 3eme-2nde)

Fig. 110 Fig. 111
outil utilisé: secteurs angulaires (secteurs de méme mesure,
secteurs supplémentaires, secteurs alternes-internes, alternes-

externes,...) voir annexe fin de paragraphe.
Dans chacun des cas, la solution est suggérée sur la figure

correspondante.
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- b) Etude d'un cas particulier (niveau 2nde-lere)

Les droites &4 et P sont ici paralléles.
Outil utilisé: transformations
(réflexions, translation).

e On montre d'abord que les médiatrices A
et A’ segments [PA] et [AP’] sont aussi
celles des segments [@B] et [BQ'] et que
ces droites sont des diametres paralleles

des cercles € et €.

* Des lors le schéma:
Sy Sy ' Fig. 112
(P,Q) ———— (A,B) ———— (P',Q") | _ |

justifie le résultat attendu puisque «s, suivie de sy» est une translation.

Commentaire ‘
11 va de soi que l'outil "transformation” est, dans cette étude, moins performant
que l'outil "secteur angulaire" puisque le cas que l'on vient de traiter est, sur le plan de

la généralité, en retrait sur les cas précédents.

¢) Etude du probléeme dans son intégralité (niveau terminale)
On convient a ce niveau que lorsque P = @ (resp. P’ = Q') la notation (PQ)
(resp.(P’ Q")) désigne la tangente en P a € (resp. en P’ a €").

A Inventaire des différents cas de figures possibles
Les cercles € et €’ ainsi que les droites ¥, et Y jouant des rdles
identiques, l'inventaire des différents cas de figures peut se résumer
ainsi: '
1. Les droites & 4 et 9y sont sécantes 2 € et 4 €

(2) les points P et @ et les points P’ et @’ sont distincts

(i1) les points P et @ ou les points P’ et @’ sont confondus
2. L'une des droites 94 et P est tangente a I'un des cercles € ou €.

(i) les points P et @ et les points P’ et @ sont distincts
(i) les points P et @ ou les points P’ et @' sont confondus

3. Les deux droites 9, et I sont tangentes au méme cercle
(soit €, soit €") _

(i) les points P et @ et les points P’ et @' sont distincts

(it) les points P et @ ou les points P’ et @' sont confondus

4. Les deux droites ¥, et Y sont tangentes 1'une a¢, l'autre 2 €.
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A Solution

¢ Elle est rédigée en se référant au cas (1 - i) qui englobe les deux cv:'_asv'de' S
figure étudiés dans le premier exercice (figures (113) et (114)) . '
o Elle reste valable pour tous les autres cas de figure en utilisant le
théoreme (5)

(par exemple pour le cas (4) illustré figure (115))
Z" P' "/

Q
Fig. 113 Fig. 114
S T
e — 5 — , . —ey
(PP, PQ) = 2(PA ; PQ) colinéarité de PP’ et PA
T

= > .
= 2(BA,BQ) cocyclicité de P,Q,A et B

T
—>

= — =

= 2(BA,BQR’) colinéarité de BQ et BQ’
/\

= 2( 237, P@') cocyclicité de Q’,B,A et P’
= = — =

~9(PP’,P'@’) colinéarité de P'A et PP’

_H ___)
La derniére égalité traduit que les vecteurs PQ et P'Q’ sont colinéaires.
Donc, dans 2, les droites (PQ) et (P'Q’) sont paralleles.

Commentaire _
Le probleme qui consiste a faire dresser linventaire de tous les cas de figures

possibles n'est pas dé_nué d'intérét des lors qu'on apprend aux éleves a conduire cette
recherche de fagcon non empirique.

Il convient alors d'insister sur le fait qu'on détient maintenant un owutil
performant puisqu'il permet de résoudre le probléeme posé indépendamment des cas
figures en une seule "version". Si besoin est de convaincre son auditoire, il ne faut
pas hésiter a faire illustrer chacun des cas précédemment inventoriés puis a faire
vérifier que la solution proposée dans le cas "général" s'adapte a chacune des autres
figures produites.

Lorsque le niveau de la classe le permet, on pourra progressivement aller vers
une solution plus concise. Sachant qu'un double d'angle ne change pas quand on
remplace un vecteur non nul entrant dans son libellé par un vecteur non nul colinéaire,
on peut attribuer & chaque droite intervenant dans le probléeme un vecteur directeur non
fixé.
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—> - — = )
En désignant par d, ,dp, p , p'des vecteurs directeurs des droites ¥, , %, ,(Pg)) et

(P'®"), la rédaction de la solution de notre probléeme peut se réduire a:

P N

— — — —
Ad,, p )=2AB,dy)=2d,, p’).

——> _> hd z >
Les vecteurs p etp’ sent alors colinéaires.
Done, dans 2, ies droites (PQ) et (P'Q’) sont
paralieles. La rédaction de la solution est

ainsi vite expédiée.

Fig. 116
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Exercice 10: Généralisation de la droite de Simson

Cet exercice est une suite de l'exercice précédent. '

A Les données (dans 2):

Un triangle ABC; M un point du cercle (ABC) autre que B et C; P un
point du plan # n'appartenant pas au cercle (ABC).

On désigne par:

* @ le point d'intersection, si possible autre que C, de la droite (CA) et
du cercle (MPC)

¢ R le point d'intersection, si possible autre que B, de la droite (AB) et
du cercle (MPB)

A L'objectif:

Il s'agit de montrer que:

e Les points P, @ et R sont alignés.

e Pour un choix particulier de P, la droite qui porte les points P,Q ,R
est 1a droite de Simson du triangle ABC relative au point M.

e Les droites de Simson du triangle ABC relatives a deux points M et
M, diamétralement opposés sur le cercle (ABC) privé des points B et

C sont orthogonales.

Solution

1. Désignons par A’ le point ou la
droite (MP) recoupe le cercle (ABC).

Le résultat de l'exercice (8) appliqué
e aux cercles (ABC) et (MPC) sécants
enMetC .

e aux cercles (ABC) et (MPB) sécants

en M et B nous prouve que les droites
(PQ) et (AA")

(PR) et (AA")

} sont paralleles

Les points P,Q et R sont donc
alignés.
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2. Lorsque P est le projeté
orthogonal de M sur la droite (BC),
les cercles (M4 PC) et (MPB) ont
respectivement pour diametre [MC]
et [MB).

Les noints ¢ et B sont alors les
projztés orthogonaux de M sur les
droites (CA) et (AB).

La avroite portant les points P,Q et

R est aiors la droite de Simson du
triangle ARC relative au point M.

3. Désignons par P, le projeté orthogonal de
My sur (BC), par A1 le point ou la droite
(M F ) recoupe le cercle (ABC) et par Q le
centre de ce cercle.

On peui alors schématiser la situation

comme suit:

(ABC ) [ABC)
1 '*f ] Ml car (MP)//(M,P,)
(]l/fp\j (M)
On en déduii:
Fig.119
" }“'is"‘?{ M, ce qui prouve que A, = s i 4"
(ABC)N(MP) (ABC)n (M ,P))

Les droites (AA") et (AA,) sont alors orthogonales. Les droites de Simson du

triangle ABC relatives aux points M et M, étant respectivement paralicies
a ces deux droites sont donc orthogonales.
Remargue _

Nous laissons au lecteur le soin de justifier que cette derniere
propriété est encore vérifiée lorsque les points M ou M; sont confendus

avec les points B ou C.
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Anneke _
A Secteurs (*) alternes internes: présentation et propriétés

a-Quelques illustrations du concept

" Fig. 120 Fig. 121
Dans chacun des cas ci-dessus, les secteurs BAC et ABD sont dits
alternes-internes. |

b-Définition

Deux secteurs de sommets distincts sont dits alternes-'interne‘s pouf =

signifier que : | ' _ ‘ F Ty

1° Chaque secteur a un cdté qui passe par un sommet de l'autre
secteur. , '

2° Ces secteurs ne sont pas contenus dans un méme demi-plan ayant
pour bord la droite des sommets (celle qui passe par les deux

sommets)

c-Propriétés (i)

P, Etant donné deux secteurs alternes-internes, si leurs cotés a supports
distincts sont paralleles alors ces secteurs ont méme _mesﬁre. . ‘
P, Etant donné deux secteurs alternes-internes, si ces secteurs ont méme

mesure alors leurs cotés supports distincts sont paralleles

A Secteurs correspondants: présentation et propriétés

a-Quelques illustrations du concept

. -\"-».x.\_
\:‘\‘

Fig. 122
Dans chacun des cas ci-dessus, les secteurs BAC et DBE sont dits
correspondants.
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b-Définition

Deux secteurs de sommets distincts sont dits correspondants pour
signifier que :
1° L’un des secteurs a un co6té qui contient un coté de l'autre secteur.

2° Ces secteurs sont contenus dans un méme demi-plan ayant pour
bord la droite des sommets (celle qui passe par les deux sommets).

c-Propriétés (ii)

P3 Etant donné deux secteurs correspondants, si leurs cotés a supports
distincts sont paralleles alors ces secteurs ont méme mesure.
P4 Etant donné deux secteurs correspondants, si ces secteurs ont méme

mesure alors .leurs c6tés a supports distincts sont paralleles

Ceci dit, en utilisant les transformations qui entrent dans leur déﬁnitibn,
on peut facilement justifier les résultats suivants:

Le fait d'utiliser les transformations pour établir les propriétés
précédentes (en particulier la propriété (ii)) relativise -c'est le moins
qu'on puisse dire- le jugement porté sur la performance comparée des
outils "secteurs" et "transformations" dans le commentaire qui suit les
versions (a) et (b) de l'exercice (9).

(*) Pour la définition de “secteur”: voir partie B, II, 1° commentaire ou le document

“Angles de Ia quatriéme a la terminale” publié par 'TREM d’Aquitaine.
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VI. LIGNES DE NIVEAU (A,B); et (A,B)s,7
1. Deux résultats a connaitre
~a) Premier résultat | ‘

Théoreme (6)

Soit, dans le plan #, un triangle MAB;
I1e point du cercle MAB équidistant -
de A et de B et n'appartenant pas au
méme demi-plan de frontiére (AB) que
le point M. o | o
Alors la droite (M1 ) est 1a bissectrice

des demi-droites [MA) et [MB)

:
|
1
o
b
|
0
| R
|
|
|
.
Sl
I A
{

Démonstration

Nous l'avons volontairement scindée en trois étapes.
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lere étape

_____..__._.__:]._._._____'_..._‘_

Fig. 124

T T

e — - - .
2(MA,MI)=2(BA,BI) cocyclicité deM ,A,Iet B
Nous avons d'une part, e e ‘
2(MI,MB)=2(Al ,AB) cocyclicité de M ,B,Iet A

T T .

S 'y = = _ .
d'autre part, 2(AI ,AB) = 2(BA, BI)) car le triangle AIB est isocele en 1.

On en déduit: 2(MA,MI) = 2(MI,MB) égalité qui traduit que la droite (M)
est une des deux bissectrices des droites (MA) et (MB).

Les points M et I étant situés de part et d'autre de la droite (AB), la
corde [ MI] du cercle MAB a avec cette droite un point commun E autre
que M et I. Par conséquent le point E est intérieur au cercle MAB. C'est
donc un point de la corde [AB ] de ce cercle autre que A et B. _

En d'autres termes, les points A et B sont situés de part et d'autre de
la droite (MID). |
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Des1gnons mamtenant par p@((MI) A) et pE((MI) B) Ies dem1 plans
de frontlere (MI) contenant respectivement les points A et B.

" La situation peut alors se schématiser ainsi:

(MA) } S (MB) voir 1ére étape

_ _ étape
pl(MI),A) | ¢ {p-é((MI) ,B) voir 2éme étape -
On en déduit: : M

(MI)

(MA) Ape((MI),A) — (MB)npe((MI), B)
c'est-a-dire: [MA) "o [MB)

ce qui prouve que la droite (MI) est la bissectrice A
des demi-droites [MA) et [MB)

Fig 125
Commentaire , L
La fin de cette démonstration, notammeht la 2eme étape, laissera le:p‘urist‘e o
insatisfait. Mais ne pduvant nous appuyer sur une constructidn akibmatidué de ‘1a

géométrie plane ni faire référence a la notion de convexité, c'est la seule

argumentation "intuitivement convaincante’ que nous ayons pu trouver.

Remarque (ou rappel) ; L
| Les bissectrices des droites. (MA) et MB) sont aussi appelees B
bissectrice intérieure et bissectrice extérieure issues du sommet M du
triangle MAB, celle qualifiée d'intérieure étant la bissectrice des demi-
droites [MA) et [MB). | |

Sachant que ces bissectrices  sont orthogonales, le résultat
précédemment acquis permet d'énoncer:

La bissectrice intérieure et la
bissectrice extérieure issues du
sommet M d'un triangle MAB donné
recoupent respectivement le cercle
circonscrit a ce ‘triangle en deux
points I et J diamétralement opposés
sur la médiatrice du segment [AB]. .

Fig. 126 -
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I1 semble ici qu'il soit superflu de préciser que les points M et [ sont
situés de part et d'autre de la droite (AB) car la probabilité de se tromper :
est quasiment nulle.

b) Deuxiéme résultat

Théoréeme (7)_

Soit, dans le plan #, un cercle € et -
deux points A et B de cercle; T un
point autre que A de sa tangente en A;
I le point de € équidistant de A et de B
et appartenant au méme demi-plan
de frontiere (AB) que le point 7.

Alors la droite (AI) est la bissectrice
des demi-droites [AT) et [AB).

Démonstration

|

Nous avons d'une part,.
~ T~
S . —

(AT, AT )= 2(BA,BI)
car (AT) est tangenteen A a €

d'autre part,

/\ /\
e ——
2(AI ,AB) = 2(BA, BI)
car le triangle AIB est isocéle en I.

On en déduit:
T T
= e
2(AT, AI') = 2( Al ,AB).
égalité qui traduit que la droite (Al)

est une des deux bissectrices des
droites (AT) et (AB).
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_ Des1gnons mamtenant par pl((AT),I) et pt((AB),I) les deml plans
de frontleres (AT) et (AB) qui contlennent le point I ‘

La situation peut alors se schematlser ainsi:

AT) } | San {(AB)

pl(AB),I) pO(AT),D) voir lere étgpg

On en déduit:
. . S . .
(AT)"p((AB),I) «——— (AB)"pe(AT),D)
. | . ‘ S(AI) | » )
c'est-a-dire: [AT) «——— [AB) ce qui prouve que la droite (MI )estla
bissectrice des demi-droites [AT) et [AB) :
Remarque:
La bissectrice autre que (AI) des droites (AT) et (AB) p_asse par‘ le
point J diamétralement opposé a I sur la médiatrice du segment [AB].

2. Lignes de niveau (A , B); et (A ,B)g iz

a) Définition

Deux points A et B du plan # et un angle & de & etant donnés, on appelle _
ligne de niveau & du bipoint (A,B) l'ensemble - noté (4, B)&- des

/\
points M de #\{A,B} vérifiant I'égalité: (MA,MB) =

Ainsi, par exemple:

(A,B); = (AB)\[AB] - A B
(A,B); =[ABI\(A,B} A B
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b) Détermination des lignes de niveau (A ,B)s et (A,B)g 7 pour a#oet a#n

A Pour se faire une idée

. Considérons la figure ci-contre
o ¥, est la tangente en A au
cercle € et T un point autre que A
de cette droite. '

‘Nous savons que les angles quiy “A
sont signifiés ont tous le méme
double. ' '

_ = = o
En posant: (AT,AB) =&, on a
~ donc, pour tout point M de €
autre que A et B:
T

. T
—_— = —_—> —> ~
2(MA,MB) = 2(AT,AB) =2«

T
|« soit (MA,MB) = &
C'est-a-dire: sot Ay

T T2 A A
o soit (MA,MB)=a + 7 _

Désignons maintenant par 9’1 le demi-plan pl((AB),T) privé de sa
frontiere (AB). #; est appelé demi-plan ouvert de frontiére (AB) contenant

le point 7. _ _
En notant %, l'autre demi-plan ouvert de frontiére (AB), il semble

plausible, au vu de la figure que:

A P Pe 1
(MA,MB)=alorsque M est élément de I'arc € N %,

— =
(MA ,MB)=a+rlorsque M est élément de l'arc € "%,

Compte tenu de la définition précédente, on peut alors conjecturer:

{(A,B)fe NP,
(A,B)&_,_;r:gﬁg)l
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A Vérification de cette conjecture

Deux points A et B de # et un angle & de s \{6 Ai} étarit' _donn_és,v =

désignons par:

e € le cercle passant par B et tangent en A a la droite (AT) définie par

'égalité (AT,AB) = a (c'est a dire que T est un point autre que A de la
transformée de la demi-droite [AB) par la rotation de centre Aet
d'angle —a). .

e #, et #3 les demi- plans ouverts de frontlere (AB), le pomt T etant .
élément de % ' - '

o [ et J les points de & diamétralement opposes sur la médiatrice
de [AB]; le point I étant élément de % 1-

1°) Etude directe |

Soit M un point du cercle € autre qué A et B. Nous avons alors:

d'une part, |d'autre part,
= = — = 5 = s
2(MA,MI) = 2(AT, AI)  cfth.(4) 2(MA,MJ) =2(AT,AJ) cf h(4)
= (AT,AB) cf th(7)
=a

107



Par suite

Sous I'hypotheése: <M e € NPy, | Sous l'hypothése:_«M e‘ﬁ‘? NPy»,
ona: - ' on a:
(MA,MB) = 2(MA,MI) c.f.Th(6) (MA,MB) = 2(MA,MJ) ¢.f. Th(6)
S =a ' =Q+7
Donc: Me(A,B) ; " [ Donc: Me(A,B) 445
ce qui peut se traduire par
€nPyc(A,B); W | €n?ic@A,B)sn @

2°) Etude réciproque

Sdit M un point du plan £ autre que A et B.
Sous 1'hypothese: « Me(A,B)souMe(A,B)s,.5 »on a:

2(MA,MB) =2 & = 2(AT,AB) donc¢ M appartient a €\{A,B}
Des lors:

Si Me(A,B)g, on ne peut avoir:ISi Me(A,B)4 4, 0n ne peut
M e €n®, sinon on aurait: |avoir: M e € NP, sinon on aurait:
Me(A,B) ;.5 d'apres (2) Me(A,B)4 d'apres (1)

Donc: Me€ NP,y ' i Donc: Me€n%,

Ce qui peut se traduire par
(A,B)zc€ NP, 3) | @,Byizcen?, @

Conclusion

Des inclusions (1) et (3), puis (2) et (4), il découle que:
{(A,B)a=€ NPy '
(A,B)OAH_;T:@(WQH

ce qui authentifie la conjecture précédemment émise.
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Théoréme (8):

- Deux points A et B du plan # et un angle & de #\{6,7) étant donnés,

« € le cercle passant par B et
tangent en A a la droite (AT)
définie par 1'égalité '

T
R A
(AT,AB) =« _ .
e #1 (resp #2) le demi-plan quvert
de frontiere (AB) contenant (resp
ne contenant pas) le point 7.

((A,B)zest l'arc €N 2,
Alors: {(A,B)&+,~,est l'arc € N2,

Ces résultats nous incitent a introduire la terminologie suivante: -

Etant donné deux points A et B du plan £, pour tout angle & de ﬂ les
lignes de niveau (A,B); et (A,B); ,; sont dites duales :

Ainsi, la réunion de deux lignes de niveau duales d'un bipoint

i (A,B) est
% e soit un cercle passant par A et par B, A et B exclus (cas général)
g ¢ soit 1a droite (AB) privée des points Aet B~ pourd=d6oud =7
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c) Construction des lignes de niveau (A , B) '5{ et (A,B)g+# (G206 et &#7)
' S

A Construction de la droite (AT) définie par l"éga‘lité: (ﬁ,ﬁ) =&
Données:

1o Les deux points A et B de ? | _
{*limage A’ de l'angle & sur le cercle I'y

Fig. 133

Construction:
Elle se passe de commentaire. Il suffit de placer le pomt T deﬁnl par

I'égalité: AT =7 (ouAT =17 avec AelRY).

A Construction de (A,B); et (A,B)g +#

On trace successivement

/\
e La droite (AT) telle que (AT AB)
e La médiatrice du segment [AB] et 1orthogonale en A a la droite (AT)
| Ces deux droites se coupent en Q car & #0eta#7.

La ligne de niveau (A,B); (resp (A,B)g . 3) est I'arc du cercle € centré
en Q et passant par A qui est contenu dans le demi-plan ouvert de
frontiere (AB) dont T n'est pas (resp est) élément.

Bien entendu, si lors de la résolution d'un probleme, on n'a recours
qu'a une seule ligne de niveau du type précédent, il est inutile de
construire aussi sa duale. '
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A Nota ‘ . ,
Le processus de construction décrit ci- dessus est aussi le mode
d'emploi pour tracer l'ensemble des points M du plan # vérifiant 'égalité |

= — .

- 2(MA,MB) = 2. . , _

Cet ensemble est le cercle € centré en € et passant par A car, sauf
mention contraire, nous ferons désormais notre la conventlon formulée.
dans le theoreme (5), page 7.



- VII. Deuxiéme batterie d'exercices résolus

‘Exercice 11:parallélogramme "inscriptible"

Montrer qu'un parallélogramme inscrit dans un cercle est un
rectangle. ‘ '

Nous allons proposer deux solutions.

La premiere, a l'opposé de la seconde, ' | AN c
utilise la notion de ligne de niveau d'un b

bipoint. ' I

Elles font toutes les deux intervenir le

point de concours I des diagonales [AC]

et [BD] A B
Solution (1) A

Nous avons, d'une part,

(AB,AD)=(CD,CB) (symétrie de centre I) - Fig. 134

~d'autre part, (AB,AD) = (CB,CD) + & car les points A et C appartiennent
respective-ment & deux lignes de niveau duales du bipoint (B,D).
On en déduit, par addition membre & membre des termes de ces égalités:

‘ 2(AB AD) T
~ égalité qui traduit que les droites (AB) et (AD) sont orthogonales

Le parallelogramme ABCD est donc un rectangle.

Solution (2)
Nous avons, d'une part:

2(AB,AD)=2(CD,CB) . effet de la symétrie de centre I.
d'autre part: | '

/\ /\
2(AB AD) 2(CB CD) cocyclicité des points ABCD.

On en déduit, par addition membre & membre des termes de ces egahtes
/\

/\
4(AB,AD) =6 puis, soit 2(A_B,AD) =0, soit 2(AB,AD) =7.
_ . Earin ) _ —_— =
Or 1'éventualité 2(AB,AD) = 6 qui traduit que les vecteurs AB et AD sont
P
e —
colinéaires ne peut se produire. Reste donc 1'égalité 2(AB,AD) = 7 qui
conduit & la méme conclusion que précédemment. ‘ _
Nota: On trouve d'autres solutions de cet exercice dans le fascicule _
«Cinq problémes de géométrie plane» publiée par 1'LR. E M.
d'Aquitaine. ‘




Exercice 12: probléme d'optimisation

A Les données (dans 9?5)

L'arc. A/§ ' d'ﬁn cercle 6

A L'objectif

|11 s'agit de déterminer pour quelle(s) -
position(s) du point M sur l'arc AB la
somme MA + MB est maximum

Fig. 135

Solution ) _
- L'idée qui la régente est la suivante: on
introduit le point N défini par les relations:
MN =MA et Me[NB].
On a alors:
MA + MB=NM + MB =NB
et le probleme posé revient a chercher pour
quelle(s) position(s) du point M sur l'arc
AB le segment [NB] a une longueur
maximale.

Ceci dit, nous avons pour M élément
de AB\(A)}
P T
= = = S
2(NA,NB) = 2(NA,NM)
= o
NB et NM sont colinéaires
T T
e s g
2(NA,NB) = © —(MN,MA)
le triangle AMN est isocele en M
P T T
= = = - =
2(NA,NB) = (MA,MN) + (MN,MB)
Me[NB]\{N,B} ‘
T~ T
= = = =
2(NA,NB) = (MA,MB)
T T
= = = =
2(NA,NB) = (IA,IB) _
en introduisant le point I de larc A/B\
équidistant de A et de B.




Cette derniére égalité prouve que le pomt N est élément du cercle if centre L
enl et passant par B. ' ' '
Par suite, la corde [BN] de ce cercle est de longueur maximale lorsqu elle
est diamétrale c'est-a-dire lorsque M = I. - '

Reste & remarquer que, pour M = A, on a:
MA + MB =AB<IJA + IB.

Conclusmn

Pour tout point M de l'arc AB le nombre MA + MB est
maximum pour M =1.

Prolongement. .
Nous laissons au lecteur le soin d'établir que le lieu geometrlque-_

des points N lorsque M décrit l'arc AB privé des points A et Best la l1gne

T
—

S
“de niveau (A,C)zoua=(IA,IB).
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Exercice 13: lieu géométrique

Dans le plan # sont donnés un cercle € et deux points A et B de ce
cercle. On considere l'application f de €\{B} dans % qui a tout poiht
M associe le point N de la demi-droite [ MB] tel que MN = MA .
L'objectif du probléme est de déterminer le lieu géométrique des
points N c'est-a-dire 1'ensemble f(€\{B}) . o

Solution

Etude directe

Observoﬂs d'abord qile,
epour M =A,on a: f(M)=A |
e pour M €e€\{A,B},on a:

/\ /\
T o .
2 (NA,NB) = 2(NA,NM)
Ne[M,B)

S T
e N
2(NA,NB) = © + (MA,MN)
Le triangle AMN est isocele en M

— T
—_—> > —_—> = .
2(NA,NB) = (MA,MB) + ©
—> —
MBelR, MN

Fig. 138

Pour gérer cette derniere égalité -notée (e)- considérons les points d'inter-
section I et J du cercle € et de la médiatrice du segment [AB],
/\

. T TN A
puis posons: (IA,IB )=0 .
Alors le point JJ appartient a la ligne de niveau (A,B)s 3 duale de (A,B);

Ceci dit, deux éventualités sont a observer:

T
=
A Me(A,B)y . Dans ce cas, on a: (MA,MB).=0a voir figure 138.

— —

. o S S
Par suite 1'égalité (e) se réduit a: 2(NA,NB) =0 + 7 = (JA,JB)
ce qui prouve que N appartient au cercle € ; centré en J et passant par B
(et parA). '

On a donc: f((A,B)s)c€ .
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Intuitivement, on pressent que cette inclusion est ""trop. vlarge"".‘ ‘
" Quelques constructions de N '-'point par point" viennent corroborer éétte _
- conjecture. : :

On note P le point ot la tangente en Ba € recoupe le cercle € ;. On demgne
~par ¥ la partie non grisée de la figure 138, on a f((AB) ) qui est 1nc1us'

dans le complementalre dans .~ de la réunion des secteurs
ABP et sB(ABP) privée du point B car les points M, N et B sont alignés.
On a donc maintenant: f((A ,B)z) c€ ;N (£ U{B}) puis, du falt que

T~ P
— - — —

(BA,BP)= (IA,IB)= bc il vient: f((A B)s)c(A,P)s (1)

AMe(A,B) gz - Dans ce cas, il est clair que par dualité, eﬁ notant @ le
point d'intersection de la tangente (BP) et du cercle €; centré en I et

passant par B,
on obtient l'inclusion:

FUA,B)g+3c@A,Qg+7z (@

Des inclusions (1) et (2) et de 'égalité
SlA)=A '

on déduit:

SE€\{BhHc(A P)au(A Qg+ VALY ()

: Etude réciproque

Deux éventualités sont encore a

observer:

A Ne(A,P); .Dans ce cas, on est
‘assuré que la droite (NB) recoupe
(A,B); en un point, noté M car
Ne% u{B} -voir figure 140-
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Nous avons alors, d'une part:
. T S
. = =
2 (NA,NM) = 2(NA,NB

) ) T — S
colinéarité de NM et NB
T

T~
—_— = _— >
2(NA,NM)=2(JA,JB)=0a+7
T T
e — =
2 (NA,NM) = (MA,MB) + &

d'autre part, en considérant le
triangle AMN:

S

T~ : S
—_—) —> —_—> —> . . —_> —
(NA,NM) + (AM,AN) =7 + (MA,MB)

On en déduiﬁ:

T T T
= — = — = —
2(NA,NM) = (NA,NM) + (AM,AN)
T T~
R gp— = —
puis: (NA,NM) = (AM,AN)
égalité qui traduit que, dans #; le

triangle AMN est isocele en M .
Donc, on a: Ne f((A,B) )

Fig 140

Ainsi: (A,P)ycf(A,B)y) (3

A Ne(A,Q) 4.7 - Dans ce cas, on établit de facon analogue l'inclusion

(A,Q5+7<f(A,B)g1z @
Des inclusions (3) et (4) et de I'égalité f(A) = A, on tire:
(A,P);U(A,Q); 7z VIACfIE\{B}) (ii)
L'égalité:

FE\(B)=A,P)zUA,Q)s,7UlA)

découle alors de (i) et (ii).

Nota: On donnera plus tard une solution plus concise de cet exercice
faisant intervenir l'outil "angle" et 1'outil "transformation". Compte tenu
du résultat acquis, la chose pourra se faire lorsqu'on disposera d'une
bijection de # sur # qui conserve les angles et multiplie les distances par

un méme nombre réel non nul.
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Exercice 14: autre détermination d'une rotation.

A Les données (dans %) S

| Deusx bipoints (4, B) et (A", B) tels que AB = A'B’ et (AB,A'B")#6

‘1A L'objectif
Il s'agit- .
1°)-d'établir qu'il existe une et une seule rotation qui transforme

(A,B)en (A',B’) '
2°) de décrire un processus de construction du centre de cette

rotation

Solution

1°) Rappelons que toute rotation d'angle & transforme un bipoint (M ,N ) 

/\
=

en le bipoint (M',N’) tel que M'N' =M N et (MN MN') a

: analyse du probleme

S'il existe une rotation qui envoie (A,B) sur
(A’,B’), alors, en vertu du rappel précédent,

. A , S G
* Son angle & ne peut étre que l'angle (AB,A'B’)
* Son centre Q ne peut étre que A quand A'=A

sinon il ne peut appartenir qu'a la médiatrice
du segment [AA’] et ala ligne de niveau
(A,A)g

Fig. 141

Sachant que (A,A"); est

* soit un arc de cercle d'extrémités A et A’ lorsque a#,
« s0it I'ensemble [AA'I\{A A’} lorsque a=rn
On est assuré que la médiatrice de [AA’] et (A, A’ )g ont un et un seul point

commun 2.

Le.probléme posé admet donc au plus une solution: rg 4
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[2éme étape|: vérification
On teste si la rotaﬁon I"Q,‘a est effectivement une solution du probléme.
e I1 est clair que cette rotation envoie A sur A" (voir figure 141). .
. Elle transforme le bipoint (A,B) en lf/bgomt (A’,B") tel que ‘
| A'B"=AB=A'B' et (AB,AB")=é (AB A'B)
On a donc: IABIIAB ot AB=kAB" oukcRR,
Il‘ s'ensuit: AB=AB" puis B'=B"

Resumons lunlque rotation qui pouvait étre une solution du probleme
posé transforme effect1vement le bipoint (A,B) en le b1p01nt (A B ).

Concluons: Le probleme posé admet une et une seule solution.
On pourra désormais investir le résultat suivant dans d'autres

exercices

Si, dans le plan deux bipoints (A,B) et (A",B’) sont tel‘s‘que:

S
s - N
AB=A'B’ et (AB,A'B")# 0
alors il existe une et une seule rotation de ce plan qui transforme le
bipoint (A, B) en le bipoint (A", B")
' T

e son angle & est égal a (A_}?,A'_B)’)

e son centre Q est confondu avec A lorsque A’ =A,
sinon Q est le point d'intersection de la médiatrice du segment [A,A’] et
de la ligne de niveau (A ,A");

2°) Construction de Q lorsque A#A’
Elle est théoriquement réalisable en se conformant & 1enonce

précédent

Fig. 142 Fig. 143 Fig. 144
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Remarque _ .
En réalité, on opére souvent d'une autre maniere.

En dehors des cas:
e A=A’ (resp B =B’ pour lequel on a: Q = A (resp Q = B)
—> — ‘ :
*AB'=—AB pour lequel Q est le milieu du segment [A,A’]

Il reste a examiner deux autres éventualités

A Les droites (AA’) et (BB’) sont
sécantes ' ' _
Dans ce cas, Q est le point d'intersection
des médiatrices des segments [AA’] et
[BB’] car Q vérifie les égalités QA = QA’ et
QB =QB’.

A Les droites (AA’) et (BB’) sont
strictement paralleles

Dans ce cas, Q est le point d'intersection
des droites (AB) et (A'B’) . En effet, les Fig. 145
triangles QAA" et QBB’ sont .
homothétiques. ‘ :
Posons: ﬁ_g =x§2. ‘
Alors des égalités:

AB=A'B'

Bl

Les triangles QAA’ et QBB’ sont donc des

triangles isoceéles admettant le méme axe N

de symétrie. :
Fig. 146

Deés lors, le schéma:

S@B) Sa ,
(Q,A,B) ————— (Q,A,B) ———> (Q,B,B")

prouve que la rotation qui envoie (A,B) sur (A’,B’) est syos4p) et que son

centre est (2
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VIII. Notion de "mesures" d'un angle

. : —>
1. Orientation du plan #, du plan ¥

Considérons le cercle I' de centre O et

de rayon 1.

Dans Z,, il représente I'ensemble des

vecteurs de norme 1.

Muni d'un point de repere N ce cercle

représente aussi l'ensemble des
angles de « .

_)
Orienter le plan £ (resp %) consiste
a faire un choix entre les deux angles

droits opposés 5 et § pour désigner D {é\'— 4
celui qui désormais sera dit direct. 1=

. Fig. 147
Traditionnellement, on choisit §
comme angle droit direct. unité de longueur: 2 ém

~ On dit alors que:
e Le repere (O,N,D) est un repére orthonormal direct de #

N . =
e La base (n ,'c_f) est une base orthonormale directe de # .
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2. "Mesures" d'un angle

A Désighons par A la tangente en N au
cercle I' et par R le point de cette droite défini

—_— =
par NR=0OD=d .

La droite A est .alors munie d'un repeére
normal '(N,R) ce qui permet d'identifier
chaque nombre réel au point de cette droite
dont il est 1'abscisse. On obtient ainsi une
représentation géométrique de l'ensemble R

2 " . s e ) , " 3
appelée "droite numérique réelle” voir.
fascicule («L'enseignement des vecteurs»

publié par 'LR.E.M "Aquitaine)

Cela dit, nous allons nous comporter en
"physicien" le temps de mettre en évidence
un résultat que nous institutionnaliserons.

En enroulant "la droite numérique
réelle" sur le cercle I', on fait coincider des
nombres réels avec des points de I'y, c'est-a-

dire avec des angles de « .

p 21T

» -2

Fig. 148

unité de longueur: 1 cm

La mesure de la longueur du cercle I" étant égale a 27 on fait coincider:
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e les réels o + 2k 7 avec l'angle nul 6

e les réels zﬁ + 2k r avec l'angle droit direct 5

e les réels n +2k w avec l'angle plat 7 .
(kelZ)

e les réels _ZE + 2k avec 1'angle droit indirect 5

et d'une facon plus générale

e les réels x + 2k w avec I'angle [i c.f. figure 148

A Institutionnalisation du résultat

On admet qu'il ex1ste une apphcatlon
v:R—m «
_ x——
qui posseéde les propriétés suivantes:
* Elle est périodique et de période 27
* Elle est impaire |

. Sa restriction a l'intervalle |-7,7] est une bijection de ] T, n] sur o

Tout angle /I a donc un et un seul antécédent dans |-m, 7] .

On adopte alors les définitions et notations suivantes:

e Les antécédents dans IR de l'angle i de & -i.e. les solutions dans IR
de 1'équation y(x) = i d'inconnue x— sont appelées "mesures" de

l'angle [i. ‘

Tout angle de « dispose donc d'une infinité de mesures qui different

entre elles d'un multiple entier de 27 .

e Une seule de ces mesures appartient a l'intervalle ]-n, 7 ].
On l'appelle mesure principale de I'angle fi . '

o La notation "mes [i" désigne 1'une quelconque des mesures de i .

o Pour signifier que deux réels x et y different de k27r(keZ),' oxi
convient d'écrire: y =x [27] qui se lit: «y "égal” x modulo 2 .
Des lors, 1'égalité angulaire a = B se traduit numériquement par

mes G =mes B [27]

|e L'angle dont la mesure principale est 1 est appelé radiran.‘C'est‘

l'unité d'angle.
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- 8. Mesures de la somme de deux angles

a) Etude "physique" du probléme
' So1t oet ,B deux angles de #,
x et y leurs mesures principales respectives;
A et B les images de & et [5 sur le cercle I'y;
X et Y les images de x et de y sur l'axe (N, R)

A ¢ R(D
_ \ X(%)
Par enroulement de la droite A sur le '
cercle T' les points X et Y viennent donc
respectivement coincider avec les points A

etB. | NO)

Considérons maintenant le point C
transformé de B par la rotation r, 5. On
concoit intuitivement que le point Z | Zixty)
transformé de Y par la translation ¢y ) )
est un des points de A qui vient coincider

avec le point C.

) Y(y)

Fig. 149

unité de longueur 2 cm

Ceci étant admis, on sait que:

E e Le pomt C est llmage sur le cercle I'y de I'angle & + B effet de fo,& '
§ e Le point Z est llmage sur 'axe (N,R) du réel x +y. effet de ¢y x)

Donc x +y est une des mesures de 1'angle & + B

Remarque
On ne peut pas affirmer que x +y est la mesure principale de a+ B }

L'exemple suivant suffit a le prouver

A AL 4 3r 3n
Sig=netp =6alorsx+y= n+2 —2— et 2&]—n,rc]
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b) Institutionnalisation du résultat
Les mesures d'un angle n'étant définies qu'a 2k rn pres (keZ), le

résultat précédent se traduit d'une facon générale par:

A
.| x est une mesure de l'angle o ' A A
Si ‘ alors x + y est une mesure de o+

A
y est une mesure de l'angle 3

Désormais, nous tiendrons pour acquis le résultat suivant:

quels que soient les angles a et [§ de of : mes G + mesf = mes(d + [;) (271

¢) Relation de Chasles (pour les mesures d'angle)

. - = =
Soient ¥ , U etw des vecteurs non nuls de #.

T~ Py

~

En posant: @ , T)=é et v , W)= B, il vient: ‘
6+p =, )+, 0)=(,w) relation de Chasles pour les angles
Le résultat précédent se traduit alors par:

=g 5 S5 S
mes(¥ ,v)+mes(v,w)=mes(u,w) [2r]

On peut donc énoncer:

. - = —
quels que soient les vecteurs non nuls u, v ,w de ?
T —

T :
5> 5> g §
mes(# ,v)+mes(v,w)=mes(u ,w) [27]

Cette "pseudo-égalité” est baptisée: «relation de Chasles pbur les

mesures d'angle»

4. Traduction des principaux résultats acquis
. = . ,
On suppose ici que le plan # (donc %) est orienté.

a) Somme des mesures "des angles d'un triangle ABC"

T~ T~ T
= i A S
Nous savons que: (AB,AC) + (BC,BA)+ (CA,CB) =1
T T

On en déduit: mes(AB,AC) + mes(BC,BA) + mes(CA,CB)=n [27]

b) Colinéarité

- —> e, e
U et U colinéaires (et non nuls)
T

5> S5 S
e soit (¥ ,v)=6, soit (v ,v)=7
5 5
= soit mes(w,v)=0 [2n], soit mes(u,v)=7n [27]
T

e mes(z,v)=0 [r]
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¢) Orthogonalité

- =
u et v orthogonaux et non nuls

= soit (,T)=5, soit(w,v)=-5 |
e soit mes(Z,v) =2 [2x], soitmes@,”z?):—g (271

n
2
— mes(@,V) = [7

T
9 ]
d) Cocyclicité

Etant donné quatre points A, B ,C et D tels que A, B et C soient

non alignés.

TN T .
' it (CA,CB) = (DA, DB) figure 150
sol , = , _
A,B,C,D cocycliques &= o~

—
e e e e S )
soit (CA,CB) =(DA,DB)+ 1 figure 151

T P

) - —> — —>
soit mes(CA,CB) = mes(DA,DB) [27]

T s

) = = g S §
soit mes(CA,CB) = mes(DA,DB) +n  [27]

T~ T

— —
—— |mes(CA,CB) =mes(DA,DB) [ ]

Fig. 150
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e) Caractérisation de la bissectrice de deux demi-droites de méme origine

- Q

= 5 —
MeB\{Q} < (QA,QM)=(QM,QB)
= — =
& mes(QA, QM) = mes(QM,QB)  [27]

*M .
Fig. 152

f) Caractérisation des deux bissectrices de deux droites sécantes

= N Ay B,
e soit (O4, QM) = (OM, QB) -
Me BushQ) e | o ST gy ol |
e N~
 soit (OA, Q) = (M, QB) + 7 . 7,
S S
- = S ‘
& mes(QA, QM) = mes(QM,QB) [r] A
‘Fig 153

5. Fonction cosinus, fonction sinus: définition

Soit x un nombre réel, & l'angle de «
dont une mesure est x, A 1'image de &
sur le cercle I'y.

" Le plan # étant rapporté au repere
orthonormal direct (O,N,D), on dit que:

« I'abscisse du point A est le cosinus du
nombre réel x. Ce nombre est noté: cos x
« I'ordonnée du point A est le sinus du

nombre réel x. Ce nombre est noté: sin x

Fig. 154

Légende: mes & = x (2n)

On définit ainsi deux fonctions périodiques et de période 27

cos: R —[-1,1] et sinin R———[-1,1]

X +————>COSX X —————> Sin X
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En outre, sachant que: _ ‘
* les images de deux angles opposés sont symétriques par rapport a (ON)
e la fonction y: R—— .7 v | |
' x ——>0, est impaire (Y(-x)=—y(x)=—-0

o la fonction cosinus est paire
On en déduit que L. . i
' la fonction sinus est impaire

Commentaire

v Apres avoir accordé une large place a 1'étude des problémes d'aii_gnement, de
parallélisme, d'orthogonalité, de cocyclicité liés a des "configurations traditionnelles”
du plan 2, le lecteur pouvait attendre ici que I'on réserve le méme sort aux formules de
trigonométrie qui, comme le dit Jean Dieudonné dans une de ses célebres préfaces,
sont tout & fait indispensables a trois professions éminemment respectableé:

" 1°) les astronomes
2°) les érpenteurs

3°) les auteurs de manuels de trigonométrie

Or, dans ce domaine, il y a peu a dire et ceci est correctement et abondamment fait
par les gens de la troisieme profession ci-dessus citée.
Comme par gotit nous aurions plutét tendance & prendre des "mesures" déflationnistes,
nous n'avons donc strictement rien a4 ajouter a4 ce qui est écrit dans les: manuels

scolaires.
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IX. Analyse "a posteriori" du contenu des deux chapitrés
1. Sur l'introduction des angles et des rotations

a) La mise en place du concépt "angle d'un couple de vecteurs non"

- '-
nul" ne nécessite pas que le plan vectoriel # soit préalablement orienté -
voir chapitre "angles et rotations" paragraphes II et III-

_ Pourtant bon nombre d'enseignants pensent le contraire. A leur
décharge, il faut souligner que: -
1°) la traditionnelle et tres officielle appellation "angle orienté" tend
a accréditer cette fausse idée. '

2°) le libellé des actuels programmes des classes de lere S:
«orientation du plan,; mesures de l'angle d'un couple de vecteurs dans le
plan orienté» vient, si besoin est, renforcer cette opinion. '

b) On peut définir une rotation de # comme composée -det deux
réflexions agissant dans ce plan. Cela ne nécessite donc pas, au départ,
de lier cette transformation a la notion d'angle. Mais, si on veut la rendre
efficace dans la résolution de problémes, il parait difficile d'y surseoir tres
longtemps. Ceci dit, rappelons qu'une rotation est définie par la donnée:

* de son centre, d'un point et de son transformé,

ou
 d'un bipoint et de son transformé)

2. Sur l'utilisation des outils "angles" et "rotations"

a) L'utilisation de l'outil "angles" dans la résolution de problemes
de géométrie plane ot l'on n'a pas a effectuer des calculs de "distances"
et de "mesures d_'angles" n'exige pas non plus que soit préalablement

introduite cette derniére notion.

La résolution, dans ce chapitre, de divers types d'exercices a l'aide
des seuls outils "angles" et "doubles d'angles" cautionne cette

affirmation.
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b) La méme remarque vaut pour les rotations.

Nous allons illustrer nos dires, au travers de la résolution dun
exercice, pris parmi les plus classiques du répertoire puisqu'il figure
dans quasiment tous les manuels scolaires. Son objet est d'étudier une
propi’iété de la configuration formée d'un triangle ABC "flanqué" de deux
triangles ABD et ACE rectangles et isoceles en A. '

La présentation de la configuration donne lieu a deux types
d'énoncés. | '

A E_noncé (1)

Etant donné un triangle ABC, on
construit extérieurement a ce triangle
les triangles ABD et ACE rectangles et
isoceles en A. On note I le milieu du
segment [DE]

(la signification de l'adverbe "extérieurement”

n'est jamais explicitée).

Fig. 155

A Enoncé (2) _

Dans le plan orienté, étant donné un triangle ABC, on construit
les triangles BAD et ACE rectangles et isoceles en A et de sens direct. On
note I le milieu du segment [DE]. '

La signification de la locution "de sens direct” étant généralement
percu comme suit: on effectue le trajet

B >A > D >B

dans le sens inverse des aiguilles d'une montre.

A La propriété: (la méme pour les deux énoncés)
Il s'agit d'établir que la droite (AI) est une hauteur du triangle ABC

donné.

Indication: On pourra faire intervenir le point F symétrique de D par
rapport a la droite (AB).



Quel que soit 1'énoncé, 1'éleve A donne a peu pres la résolution
suivante: o
‘La rotation r, . transforme B en F (cela

2
vadesoi)et CenE.

— =
On a donc: mes (BC,FE) = (avec ou

N

sans modulo 2 7).

Les droites (BC) et (FE) sont donc
orthogonales.

Comme les points‘ A et Isont
respectivement les milieux des cotés
[DF] et [DE] du triangle DEF, la droite
(AI) est parallele a la droite (EF). Par
suite la droite (BC) qui est orthogonale a
la droite (EF) est aussi orthogonale a la
droite (EF) est aussi orthogonale a sa
parallele (AI).

Conclusion: la droite (AI) est une hauteur du triangle ABC donné.

Pour ce qui nous concerne, nous préférons l'énoncé ci-apres:

A Enoncé (3)

Un triangle ABC étant donné dans le
plan #, on considére les points D, E et 1
satisfaisant aux conditions suivantes:

e le triangle ABD est rectangle et isocele
en A

¢ le point E est le transformé du point C
par la rotation de centre A qui envoie
D sur B

¢ le point I est le milieu du segment [DE]

Montrer que la droite (AI) est une
hauteur du triangle ABC donné.

Indication: On pourra faire intervenir
le point F symétrique de D par rapport a
la droite (AB).
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Solution commentée
Le triangle ABD étant rectangle et isocele en A, il est indéniable que

1'angle (AD,AB) de la rotation 74 p.,p est droit.

~ Le plan # n'étant pas orienté, il n'est donc pas possible de dire si cet
angle est -ou non- l'angle droit direct. Heureusement d'ailleurs
puisqu'il est ABSOLUMENT INUTILE de répondre a cette question.

Nous avons:
T~ T~

S — S — _
(AB,AF) =—(AB,AD). effet de la réflexion s p,
—T .
" ,
=(AD,AB) et AF=AD=AB

La situation peut alors se schématiser ainsi:

T4, D—B
(B,C)——(F,E)
T — .
e i , . : —
On en déduit: (BC,FE) = (AD,AB). égalité qui prouve que, dans #

—
les vecteurs B? et FE sont orthogonaux. Donc les droites (BC) et (FE) sont
orthogonales. '

La suite de la solution est identique a celle donnée ci-dessus.
F

Toutefois il importe d'ajouter que,
vu la formulation de 1'énoncé (3), on peut
illustrer la configuration a étudier de
deux facons différentes puisqu'il existe
deux points D vérifiant la condition
imposée,.

Le deuxiéme cas de figure est donné ci-
contre.

En outre, la solution fournie vaut pour
les deux cas de figure.

Fig. 158

Remarques

A L'énoncé (2) ne permet pas de faire apparaitre ces deux cas de figure, a
moins de remettre en cause, soit la donnée initiale du triangle ABC, soit
l'orientation traditionnelle du plan 2. |

Quant a 1'énoncé (1), qui réclame une interprétation intuitive, il
écarte sans appel le deuxieme cas de figure.

132



A Certains lecteurs pourront faire valoir que, dans 1'énoncé (3), l'intérét
de l'exercice est minimisé puisqu'il est directement fait allusion a la
transformation qui permet de le résoudre.

Cette objection n'a pourtant que peu de poids lorsqu'on sait que,
dans les manuels scolaires, cet exercice est proposé dans le chapitre

"rotation".

A On peut donner une définition "théorique" du polygone convexe de

sens direct.

o Au niveau de l'enseignement secondaire, un polygone est dit convexe si
pour chacun de ses cotés il est entierement contenu dans un demi-plan

ayant ce coté comme frontiére.

e Un polygone convexe A;A,..A, (n23) est dit de

sens direct pour signifier que le sommet Ag BN
appartient au demi-plan pl((A;A,),B), B étant un B N
: S ¢ AS\
. H __) . .
point de # tel que (A;45,4B) soit I'angle droit R
3 .LA.
direct, . -.—Tfl LAY 2'\ T,
‘:\_ﬁ';\::\%\" ;.,\:.\_'. ‘*-.."‘H,,""-:\:"\\\- s
Concretement, cela revient a dire que le circuit - Fig. 159
Al > Az — A3 ........... An — Al est :

parcouru dans le sens inverse des aiguilles d'une

montre, cf énoncé (2).

3. Sur la confusion d'écriture entre un angle et une de ses mesures

Les actuels programmes des classes de Iére S sont tres directifs sur

ce point «on fera les abus de langage et de notations usuels: confusion

"Sori - o, T
d’écriture entre un angle et une de ses mesures, telle que (u ,v) = 30U

T

(Ox,0x") = &, ou encore, pour un angle non orienté, AOB =57

La lecture des copies nous conduit, hélas, a penser que seuls les
gens maitrisant convenablement le maniement des mesures d'angles
et des congruences modulo rz (reQ? ) peuvent impunément se

permettre ces abus.

La résolution de l'exercice suivant nous offre 1'occasion d'illustrer

Nnos propos.



Exercice 15:lieu géométrique |
Dans le plan %, on donne un arc de cercle I' d'extrémités A et B et le
centre  du cgrcle qui porte I'. '
On considere l'application f: I'\{A,B} —— %

. M———— >N
ou N est le point d'intersection de la droite (MA) et de l'orthogonale en
B a la droite (MB). '

Déterminer le lieu géométrique des points N, c'est-a-dire l'ensemble

f(F\{A,B}) '

lére solutlon
Commentaires mis a part, elle est la synthese du contenu de certaines

copies. Le lecteur pourra remplacer la notation M (resp N ) par lune ou

I'autre des notations (MA MB) et AMB (resp (NA,NB) et ANB)

Lorsque le point M décrit lensemble
I'\{A,B} la mesure 6 de l'angle M reste
constante.
La stricte observance des corzfignes
officielles nous conduit & écrire: M =6
On en déduit immédiatement:

Z/\; zg -0
égalité qui prouve que le point N
appartient & l'arc capable I'" d’ott l'on

voit le segment [AB] sous l'angle % - 6.
Par suite: T\{A,B}cl” (i)

-

'lt

A Réciproquement, soit N un point _

de I'', M le point d'intersection de la 30
droite (NA) et de l'orthogonale en B a la ?
droite (INB). N
) -~ _E _
On a alors: N =5 0. v Fig. 160
On en déduit: M ‘=g - (—g -0)=6 égalité qui prouve que M appartient a

I'ensemble I'\{A,B}. Par suite: I"'cf(I'\{A,B}) (ii)

Conclusion: Des inclusions (i) et (; ii) il découle que [f(r\'{
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2éme solution ‘ i
Elle utilise la structure de groupe additif de « et fait appel 4 la
/\ .

notion dé ligne de niveau en posant (ZIZZ,ZV.I—IE’) =a,ona: I'\{A,B}=(A ,B)a ‘

A Etude directe ‘ ‘ _ .

Pour traduire l'alignement des points M ,A et N ainsi que
. 'orthogonalité _des. droites (BM) et (BN) en termes d'angles, nous sommes
contraints de mettre en oeuvre les "doubles d'angles". Nous avons alors:

T S
S s . . e
2(NA,NB) = 2(NM,NB)  colinéarité de NA et NM

S .
A _—) —H .
= 7— 2(MB,MN) le triangle MBN est rectangle en B

T
~ _‘—9 —_% . z . 2’ ———% “H
=7+ 2(MA,MB) colinéarité de MN et MA
. =20+
En utilisant le centre  du cercle €
qui porte l'arc (A, B)y, 1'égalité
T ‘ :
= S R L
2(NA,NB) = 2a + n peut s'écrire
T~ —
N = Nt
2(NA,NB) = (QA,QB) + 7.
Cette derniere égalité traduit que N
appartient au cercle €’ passant par A
et centré en Q' point diamétralement
opposé a Q sur le cercle AQB. On a
donc pour l'instant: f((A,B)g)c €.
Intuitivement, on pressent que cette
inclusion est trop "large".
En notant D le point ou la droite (A Q),
tangente en A au cercle €, coupe le
cercle €', l'alignement des points
M ,A et N justifie l'inclusion de
f((A,B);) dans le complémentaire
dans # de la réunion des secteurs

BAD et sy,(BAD) privés de leur sommet
A, c'est-a-dire dans

¥ U{A} ou ¥ désigne la partie non grisée de #. On a donc maintenant:
T —

F(A,B)3)c€’ (% UIA)) puis, du fait que (AD,AB) = (MA,MB) = &,
il vient f(A,B)z) <(D,B)s (i) |

Fig. 161
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A Etude réciproque

Soit N un point de l'arc (D ,B)s, M le
point d'intersection de la droite (NA)
et de l'orthogonale en B a la droite
(NB).

D'une part, l'alignement des points
A ,N et M justifie 'appartenance de
M ala partie € de Z.

D'autre part, nous avons:
/\

T
_— —> —_—> —>
2(MA,MB) = 2(MN, MB)

e
colinéarité de MA et MN
— —
e A —
2(MA,MB)=r — 2(NB,NM)
le triangle MBN est rectangle en B

T S
I ey = =
2(MA,MB)= 7 + 2(NA,NB)
. . —>
colinéarité de NM etm

T
A R .
2(MA,MB)=7 + (2a + &) = 2a Fig. 162
— T
G A
2(MA,MB)= (QA, OB) ,
égalité qui prouve que M appartient
au cercle €.
Il s'ensuit que M appartient a l'ensemble % N €, c'est-a-dire a
l'arc (A, B)g.
Autrement dit, on vient d'établir que:
(D,B)s.cf((A,B)s) (i) _ ,
Conclusion: Des relations (2) et (ii) il découle que :{ JUA,B)s)=(D ,B)&'




3éme solution

Elle est analogue a la précédente
quant a son enchainement, mais
ici on fait intervenir les mesures
d'angles (ce qui présuppose que
le plan & soit orienté) et la notion
de ligne de niveau.

Désignons par o la mesure
' T

principale de 1'angle (MZ,A—JTB)).
On a alors

IN"{A,B} =(A,B);
ou (A,B), désigne l'ensemble des
points M de #\{A,B} tels que:

S
==
mes(MA,MB)=o [27].

A Etude directe (le début)
Nous avons:

Fig. 163

T T
= = = . , ——
mes(NA,NB) = mes(NM,NB) [r] colinéarité de ]VX et NM
T '

—_— > T
mes(NA,NB) =

—mes(MB,MN) [rn] le triangle MBN est rectangle en B;

2

= = = . ) R

mes(NA,NB) = 5 T mes(MA,MB) [n] colinéarité de MN et MA
/\

_— T
mes(NA,NB) =« +§ [x]

Cette "pseudo-égalité" traduit que le point N appartient au cercle €’
passant par A et B et dont le centre Q' est le point de la médiatrice du
segment [AB] vérifiant la "pseudo-égalité”:

T
= = S —
mes(Q'A, Q'B) = mes(QA,QB) + . [2x].

Cette derniere "pseudo-égalité" prouve enfin que Q' est le point
diamétralement opposé a Q sur le cercle AQB.

On a donc établit pour l'instant que f((A,B)g)c€’ etc...

A Etude réciproque

Elle permet d'arriver a la conclusion suivante: f((A,B)g) = (D ,B)é
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Commentaire ‘ ‘

I1 va de soi que le résultat obtenu dans la premiére solution est erroné. Dans ce
type de probleme l'usage des mesures d'angles fait donc courir aux débutants le risque de
donner une . "solution fausse". Par ailleurs, la solution (3), qui demande de manier -
convenablement les congruences qui gérent les mesures d'angles, ne facilite pas la
résolution du probleme. Une quinzaine d'années d'expérience montre que les éléves
s'accommodent mieux, dans les problemes qui s'y prétent, du maniement des angles et
de leurs doubles que de celui de leurs mesures. - ‘

Il serait donc souhaitable, & I'heure oii la géométrie tend a devemr une matiere
optionnelle, que les nouveaux programmes soient moins directifs sur la facon
d'introduire les angles de couples de vecteurs non nuls et leurs mesures. Sinon, ils
pourraient, & égale hauteur, expliciter deux procédures pour le faire: celle qui est
actuellement imposée et celle que nous avons proposée dans ces pages.

Quant a la confusion d'écriture entre un angle et une de ses _mesurés, la faire
prématurément est dangereuse, ne pas la faire n'entraine qu'une modeste surcharge des
notations. En tout cas, quelle que soit l'opinion que l'on ait sur cette ‘affaire, une phrase
du style: «on pourra éventuellement faire les abus de langage et de notations tolérés:
confusion d'écriture...» semblerait étre un compromis raisonnable.

4. Sur les "angles de droites"

L'utilisation fréquente de doubles dangle dans la résolution de
problémes conduit & introduire dans I'ensemble &/ des angles la relation %
définie comme suit: &%B —2a= 2[3 .

Cette relation est manifestement une relation d'équivalence. En
outre, elle est banalement compatible avec la loi additive de ¥. On peut
donc installer sur 1'ensemble quotient /% une loi quotient qui confere a
cet ensemble une structure de groupe additif.

L'introduction du groupe additif /%2 des angles de couple de

droites de 5 présente un petit avantage: il permet parfois d'alléger la
rédaction de la solution d'un probleme (mais pas de fagon notoire).

En revanche, les égalités "d' angles de dr01tes ne font que se
substituer aux égalités de type 2a = 2 B avec & et ,B éléments de «.

Elles ne peuvent en aucun cas remplacer les égalités de type 2a = [S’
ou encore du type & = [§ .

Par conséquent, 1'outil "angles de droites" est moins performant
que les outils "angles" et "doubles d'angles" déja utilisés.

L'introduction des "angles de droites"”, notamment au niveau des
classes de lycée, ne s'aveére donc pas étre une impérieuse nécessité. |

Les programmes actuels n'en font pas mention et on ne peut

qu'approuver ce choix.
Villefranque, février 93

138



BIBLIOGRAPHIE

[1] FRESNEL Jean: "Gédmétrie", Hermann (A paraitre).

[2] GROUPE DE GEOMETRIE: "Points de départ en Géométrie
dans l'espace", IREM de Bordeaux (1991). '

[3]1 GROUPE DE GEOMETRIE: "Cinq problemes de Géométrie",
IREM de Bordeaux (1989).

[4] GROUPE DE GEOMETRIE: "Activité géométriques en classe de -
Seconde", IREM de Bordeaux (1981).

[5] GROUPE DE GEOMETRIE: "Aires et quadrillages", IREM de
Bordeaux (a paraitre).

[6] GROUPE DE GEOMETRIE: "L'enseignement des vecteurs”, ‘
IREM de Bordeaux (1992). ‘

[7] LEHMANN Daniel - BKOUCHE Rudolf: "Initiation a la
géométrie” PUF (1988)

[8] LESPINARD V. - PERNET R.: "Géométrie (Cours Complet)",
Classes de Mathématiques Elémentaires, Programme 1962,
André Desvigne (1962)

[9] PAPELIER G.: "Exercices de géométrie moderne”, Vuibert,v
(1926).

139



