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AVANT PROPOS

CE FASCICULE (Tome 1):

P A été rédigé de maniére & ce que son contenu soit accessible
aux étudiants des classes de Techniciens Supérieurs et corresponde aux
programmes de ces classes

Pour les équations différentielles, nous proposons des démonstrations
simples, ne faisant pas appel a la théorie des espaces vectoriels ( non
connue des étudiants bacheliers STI ), mais qui permettent de justifier
tous les résultats donnés . Conformément aux programmes des classes de
Techniciens Supérieurs, nous nous sommes placés dans le cas olu ces
équations sont a coefficients complexes

En ce qui concerne la transformation de LAPLACE, pour la transformée
de la <<dérivée>> (cf . B-III ) nous ne nous sommmes pas limités, comme
cela est généralement le cas, & donner la relation entre la transformée
d’une fonction f primitive large (c£.A-II) d'une fonction £f; localement
continue par morceaux sur [ 0, 4o [ (cf.A-II) et la transformée de f;
( donc a fortiori au cas ou f est dérivable sur [ 0 , +oo [ et de dérivée

f, sur [ 0 , 400 [ ). Car en Physique bon nombre de signaux et leurs
dérivées sont modélisés par des fonctions qul présentent, les unes et les
autres, des discontinuités de premiére espéce . De plus il nous a paru
indispensable, méme au niveau oll nous nous sommes placés, d’expliquer par
une méthode originale la signification des fonctions de transfert et leur
lien avec les équations différentielles

P A une suite :

® Tome 2 (paru en Juin 1994 )
I - Introduction a 1l’analyse du signal
II Notions sur les distributions
I1I Dérivations des distributions . Exemples de distributions non
réguliéres .
IV - Systémes physiques et convolution .
V - Fonction de transfert isomorphe . Transformée de Laplace d’une
distribution . Applications a la physique

e Tome 3 (& paraitre fin 1995)

I - Séries de Fourier .
II - Traitement numérique du signal . Transformée en 7Z

P Malgré une relecture attentive de ce document, il est
probable que subsistent encore quelques erreurs . Nous remercions par
avance les lecteurs de nous faire part de leurs remarques et suggestions
auxquelles nous porterons toute notre attention













Dans cette partie nous avons rassemblé dans un bref exposé
quelques notions de base qui seroht utiles dans 1’ensemble du
document. ‘

On note i1 le nombre de module 1 et d’argument %, ce nombre
pourra aussi étre noté j, notation utilisée en physique.

I~ NOTIONS SUR LES FONCTIONS COMPLEXES D" UNE VARIABLE REELLE.

1=-Définition.

On appelle fonction complexe d’une variable réelle (ou fonction
a valeurs complexes d’une variable réelle) toute application de
R ou partie de R dans C

Remargues

=

m Soit g et h deux fonctions a valeurs réelles définies
respectivement sur Ig €ER et 1% € R la fonction ¢ définie sur
D =2 ND ar:

P g P
Vi e mp » #(t) = g(t) + 1 h(t) est une fonction complexe de

la variable t.

m Réciproquement, pour toute fonction complexe ¢ d’une
variable réelle t, il existe un couple unique (g,h) de fonctions a

valeurs réelles définies par:

Vied,, g(t) = ze(p(t)] et h(t) = onfo(t)] telles que

Vit e mb , o(t) = g(t) + ih(t)

Exemple: ¥V t e R, o(t) = eit = coot + 1 oint




2~Fonction conjugué¢e de la fonction: t+—mm— e‘o(t)

Théoréme

Si la fonction ¢ est une fonction complexe d’une variable réelle

alors il en est de méme de la fonction: ¢t r———m— e‘p(t)

et ¥t = .:Dp , [ep(t)] = em

Exenple: e

Démonstration:

(°(8)) = (e9() * n(e))

D) = (O fenfpce)) + 1ol

[ep(t)] = eg(t)[wo(h(t)] - 1om(h(t)]]

((+)) = &I(¢) oth(e)

(P(+)) = QI(e)-1h()

[e@(t)) - (1)

S T IRt _ (o - ip)t

avec o € R et 7 € R.

3=Fonction continue sur un intervalle.

a=Définttion,

Soit un intervalle I € R et une fonction complexe ¢ de la
variable réelle t définie sur I par: VYt € I, o(t) = g(t) + i1h(t),

avec g(t) = Re[p(t)] et h(t) = &m(qo(t)], on dit que ¢ est
continue sur I si et seulement si g et h sont continues sur I.




b=Propriétés.

Soit:
» ?, et v, des fonctions complexes de la variable réelle :.

» un intervalle I de R.

Si e, et ?, sont continues sur I, alors

mVYAxeC, VuecC, Mp1 + pp, est continue sur I

P X P, est continue sur I

P
w Si de plus Vit €I, pz(t) # 0, 5i est continue sur I
2

Démonstrations:

Ces démonstrations sont immédiates et découlent de 1la
définition de la continuité d’une fonction complexe d‘une variable

réelle.

4= Fonctions dérivées,

a=Déyfinition.

Soit 1’intervalle I = R, la fonction complexe p de la variable
réelle t et les fonctions g et h telles que :

viel, g(t)==refp(t)] et n(t) = gnfe())
on dit que ¢ est dérivable sur I si et seulement si les
fonctions g et h sont dérivables sur I
On appelle alors fonction dérivée de ¢ la fonction notée ¢’
définie sur I par: Vt € I, o’(t) = g’(t) + ih’(t)
(g’ et h’ désignent les dérivées de g et h)




b=Exemple.

Prenons p(t) = eit.

On a ¢’(t) = [eit)'

e’ (t) &w@t + 1obnt)’

e’ (t) = —oint + icoot

e’ (t) = 1(coot + 1loint)

ieit

e’ (t)
c=Renargue.

¢ (0] '= {a() - 1)) "= g7 () - 107 (1) = 77D

d=Propriétlés.

Si les fonctions complexes ¢ et yw sont dérivables sur
1’intervalle I = R alors:

mVYANelC, VueC, (A + up)’ = xp’ + uyp’

m (pxy)’ = oxy’ + yxp’

n [e‘o(t))’ = @’ (t) e’P(t)

Démonstrations:

Ces démonstrations sont immédiates et découlent de 1la
définition de la dérivée d’une fonction complexe d’une variable
réelle. |

Exemple:

p(t) = e(Ot + iﬁ)t, alors p’(t) = (a0 + 13) e(a B¢t




S5=-Primitives.

a=Définttion.

On appelle primitive sur 1’intervalle I £ R de la fonction
complexe ¢, définie sur I, toute fonction & telle que:

ViteI, 37(t) =e(t)

b=Propridétés.

Soit la fonction complexe ¢ définie sur l1l’intervalle I £ R par:
VielI, o(t) =g(t) + 1ih(t)

avec g(t) = Rep(t)) et n(t) = gnfo(t))
Si G et H sont des primitives a valeurs réelles de g et h sur I
alors : m G + iH est une primitive de ¢ sur I.

s L’ensemble des primitives de ¢ sur I est 1l’ensemble

des fonctions & définies par :

Veex,§(z)=e(t)+a+1{n(c)+ﬁ] avec s € R et 8 « R
ou
¥telI, 8(t) =G(t) + 1H(t) + A avec A = a + i3 et A e C

Dénmonstrations:

Ces démonstrations sont immédiates et découlent de 1la
définition de la primitive d’une fonction complexe d’une variable
réelle.

Nota: Pour rechercher les primitives de ¢ on écrira toujours g

i,

sous la forme g + ih, avec g(t) = Re[p(t)] et h(t) = gnfp(t)].




Exemples:

eF : ¢t — L% 4 yent

2
de f : ¢t — t + 1%

est une primitive sur 10 , 4wl

@F : t — Anclant — 1én ¥ 1 + t° est une primitive sur

1
de f-tl—)m

R

II~NOTIONS SUR LA FONCTION ECHELON UNITE.

1= Définition.

On appelle fonction échelon unité la fonction définie comme suit

% : R » [R .
{ 0 si te]l-w , Of
t ' ¥ ’

1 si te[0 , +oof

2=Remargques.,

# On notera U la fonction définie par :

¥telkR, ua(a) = U(t - a), c’est-a-dire :

ua : R

R
{ O si te]-w , af

1 si te[a , +o[

L 4

v

Nota: Dans toutes les applications

concernant la
physique le nombre a est positif.




g(t)
g(t)

g(t)

I

® Soit g : t —— E(t)(U(t - a) - Y(t - b))

0 si t € 1-w,al
f(t) si t « Ia,bt

0 sit elb,+wl

»N g(t)
.y = £(¢t)
/] ; .
; !
: —
0 a b













INTRODUCTION

1°) L’exposé gul va sulvre a été congu pour

m étre éventuellement partiellement utilisé dans
certaines classes de Terminale ( Bac. Pro, S.T.I., S..... ceed) en
considérant alors pour les équations du premier ordre dque les
fonctions a et b sont constantes et a valeurs réelles ou,
constantes et & valeurs complexes si on doit traiter les équations
différentielles du second ordre a coefficients constants.

m étre conforme aux programmes des B.T.S. (B.0. n° 21 du
25 Mai 1989).

m répondre aux problémes dqui peuvent se poser en
Physique ou Physique appliquée jusqu’en classe de T.S.

m utiliser des méthodes et des raisonnements dqui nous
ont semblé le mieux prendre en compte les connaissances des éléeves
ou étudiants qui sont concernés par les deux premiers objectifs
ci-dessus.

2°) Nous traiterons d'abord les édqguations différentielles
lindaires du premier ordre. Pour ce type d’équations les
coefficients ne sont pas nécessairement constants. Le cas ou les
coefficients sont constants apparait comme un cas particulier du
cas général. Pour les éguations différentielles du deuxiéme ordre,
seul le cas ou les coefficients sont constants est envisagé.

Dans le cas général ou les coefficients sont des fonctions
(constantes ou non) a valeurs complexes 1les solutions sont
évidemment & valeurs complexes. Lorsque les coefficients sont des
fonctions & valeurs réelles (constantes ou non) 1le sous-ensemble
des solutions & valeurs réelles est précisé.

Pour les cas ou les coefficients sont constants et ou le
second membre est de la forme eatP(t), P(t) étant un polynbme a
coefficients complexes et o« €« € (seul cas envisagé en Physique
jusqu’au niveau B.T.S.), on propose la méme méthode de résolution
pour les équations du premier et du deuxiéme ordre.

Dans chacune des parties, équations du premier ordre et
équations du deuxiéme ordre, on a inséré des exercices
d’applications dont certains sont résolus et des indications sur
l’utilisation des équations différentielles en physique.

A la fin de chaque partie on trouve une liste d’exercices.







EQUATIONS DIFFERENTIELLES

LINEAIRES

DU PREMIER ORDRE







I-EQUATION DIFFERENTIELLE LINEATRE DU 1°° ORDRE A SECOND MEMBRE NUL:

a(t)y'(t) + b(t)g(t) = 0 (1)

Afin d’alléger les notations 1l’équation (1> sera notée:
a(t)y” + b(t)y =0

Hypotheses:

Les fonctions a, b et y sont des fonctions complexes d’une
variable réelle.

Les fonctions a et b sont continues sur l’intervalle I € R et

¥Vt €I, a(t) = O.

AUUURANRTERIRRN

1-Définition

f est solution sur I =€ R de (1) & Viel, a(t)f’(t) + b(t)Ef(t) = 0

Remargue:

€ f est solution sur I € R de (1) alors f et £’ sont continues
sur I

ATTRTRNWN

En effet, f est dérivable sur I donc continue sur I, de plus,

est continue sur I et f/ = - g f, donc f’ est continue sur I.

|

2~ Détermination de 1’ensemble des solutions sur I € R de
1”équation (1).

Soit & une primitive sur I de ¢ = g
b(t)

a(ey Y = O

vViteI, a(t) y/ +b(t) y=0e¢e> vy’ +

=y’ +8'(t) y=20

>

r—

v’ +ar(e) y|et () = o
- [y ei’(”]' =0

=y eé(t) = A avec A € C

oB(t)

&= Y = A avec A  C




Théoréme 1

Si a et b sont continues sur l’intervalle I et si V¥t 1,
a(t) = o, 1l’ensemble des solutions de €1) sur I € R, appelé
solution générale de (12 sur I, est l’ensemble des fonctions y

définies sur I par :

-2(t)

y(t) = Ae avec A € € et & une primitive de g

Exemples:

® L’équation différentielle 2y’ + y = 0 a pour solution sur R
-—%t '
y =MAe avec A\ € C

® L’équation différentielle 1ity’ + y = 0 a pour solution sur

I =10,+l, y = Aeiant avec A € C.

1ént
e

A avec A = C

Il

En effet ¢(t) = - 1? donc &(t) = -1 Znt et vy

® L’équation différentielle t y’ ént - (2 + ént) y = 0 a pour

solution sur I = 11,4+0l, y = At(&nt)z avec A € C
1

En effet ¢(t)=-2 c:}.a- _-% , donc &(t) = -28n|int|-tnt = —Enlt(Lnt)?)

D’ou y = At(&nt)z avec A € C.

3~Ensemble des solutions réelles sur I de 1'équation (1) dans
le cas particulier o0 a et b sont des fonctions & valeurs

réelles.,
———

Il existe & fonction de R dans R primitive sur I de g

y solution de (1) est a valeurs réelles &= V t € I, v =Yy
e I, e B(t)_ g~ (1)

s

y solution de (1> est a valeurs réelles «» V ¢
y solution de €1) est & valeurs réelles & A = A
y solution de (1> est a valeurs réelles «» A € R

10




Théoréeme 2

Si a et b sont continues sur l’intervalle I et si ¥V t I,

a(t) # 0. Si de plus a et b sont des fonctions & valeurs réelles

générate réelle de (1) sur I, est l’ensemble des fonctions y

définies sur I par: y(t) = he--i(t)

olo

avec A € R et & une primitive sur I, & valeurs réelles, de

l1’ensemble des solutions réelles de €1> sur I £ [R, appelé sclution

4= Ensemble des solutions de l°équation Ay’ + By = 0
avec A s C* et B e C.

Ici A # 0 et les fonctions a et b sont les fonctions constantes:
a:t — A, b : t —— B, donc continues sur [R.

D’aprés le théoréme 1, l’ensemble des solutions de Ay’ + By = 0

sur tout I € R est 1l’ensemble des fonctions y définies sur I par:
' B

—Z¢

y = Ae A avec A € C

Remarqgue.

Si A e R* et B € R, d’aprés le théoréme 2 l’ensemble
des solutions réelles de Ay®" + By = 0, sur tout I £ R est

1’ensemble des fonctions y définies sur I par :
_E.t
y =M€ avec A € R

Nota.
Si on se limite aux programmes des classes de terminales, la

démonstration du (2=) peut se réduire a:
vAaAeR* et VBeR,

Vitel,
B B B B
at, B 2t a

0 & y’'e + Yy z € = Oe>yve =X, Ae€R &y =2re

g+ By

LLLIVELLAE LA SEALAL SRV
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5= Remargue concernant 1°’équation a(t)y’ + b(tl¥A= 0 C1>.

La seule solution de 1l’équation (1) qui s’annule pour un

to e I est la fonction constamment nulle sur I.

-2 (t,)
En effet Ae =0 & A =0.

II~-EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE DU 1°° ORDRE A SECOND MEMBRE

NON NUL : a(t)y’(t) + b(t)y(t) = h(t) C2)

Afin d’alléger les notations 1l’équation (2> sera notée:
a(t)y’ + b(t)y = h(t)

Hypotheses:

Les fonctions a, b, y et h sont des fonctions complexes d’une
variable réelle.

Les fonctions a, b et h sont continues sur 1l’intervalle I € R et
VitelI, a(t) = 0.

ARKRRRRARARTRRI

1=-Définition

f est solution sur ISR de () &« Vtel, a(t)f’(t) + b(t)Ef(t) = h(t)

Remargue:

Si f est solution sur I € R de (2> alors f et £’/ sont continues

AW

sur I
En effet, f est dérivable sur I donc continue sur I, de plus, g et h
sont continues sur I et £/ = - g f + % h, donc f’ est continue sur I.

12




2= Théoreme
L]

Théoréme 1

VYVaoeC, V3eCC,

{Z‘ est une solution sur I de a(t)y" + b(t)y
St ,
2

est une solution sur I de a(t)y" + b(t)y
alors ay, + By, est une solution sur I de

a(t)y'+ b(t)y = a h (t) + 3 h, (t)

h, (t)

h, (t)

Démonstration: immédiate

3- Ensemble des solutions sur I de l1’équation (2).

Si y est solution quelconque de a(t)y’ + b(t)y = h(t)

et si y, est une solution particuliéere de a(t)y’ + b(t)y =

alors d’aprés le théoréme 1: Yo =Y ~ Y, est solution de :
a(t) y" +b(t) y=0

Donc, y - ¥, = ae2(t) ot y=y, + re2(t)

Réc i proguement

Siy, est une solution particuliere de a(t)y’ + b(t)y
et si Yo est solution quelconque de a(t)y’ + b(t)y =0,

alors d’aprés le théoréme 1: y =y + Y=Y, + re 2(t)

est solution de: a(t)y’ + b(t)y = h(t).

13

h(t),

= h(t),




D’ou :

Théoréme 2

S1 a, b et h sont continues sur 1’intervalle I € R et si V¢t I
a(t) # 0, l’ensemble des solutions de (&) sur I, appelé sciution

générale de (2), est 1l’ensemble des fonctions y définie sur 1I

par:
y(t) =y, (¢) +re”2(t)

avec Y, solution particuliére de €2) sur I, A € C

et & une primitive sur I de g.

Remargue importante.

Ce théoréme 2 est souvent énoncé de la fagon suivante:

La solution générale sur l’intervalle I de 1’équation
différentielle:

a(t)y’ + b(t)y = h(t) 2>
est la somme d’une solution particuliere de 1’équation

différentielle (2) et de la solution générale de 1’équation
différentielle:

a(t)y’ + b(t)y =0 C1>.

4-Cas particuliers: les fonctions a et b sont & valeurs reéelles.

a- Théoréme

Théoréme 3

Si les fonctions a,b et h sont continues sur I
si¥telI, a(t) # 0 et si les fonctions
a et b sont a valeurs réelles

in
A

alors
y, est une solution sur I de a(t)y’ + b(t)y = h(t)

51 et seulement si

§1 est une solution sur I de a(t)y’ + b(t)y

It
=y
—~
o+
N

14




Démonstration:

I

yiest une solution de a(t)y’+ b(t)y h(t) a(t)y;’+ b(t)y1 = h(t)
a(t)y,’+ b(t)y, = h(z)
a(t)y,’+ b(t)y, = (D)

a(t)y, "+ b(t)y, = h(t)

y;est une solution de a(t)y’+ b(t)y h(t)

i

y;est une solution de a(t)y’+ b(t)y = h(t)

§f 111

yiest une solution de a(t)y’+ b(t)y h(t)

b= Théoréme

Théoreme 4

Si les fonctions a,b et h sont continues sur I € R ,
sivtelI, a(t) # 0 et si les fonctions
a et b sont a valeurs réelles

il en résulte que:

si Y, est une solution sur I de a(t)y’ + b(t)y = h(t)

y. + ?1 = 2Re(y,) est une solution sur I

) 4
alors

de a(t)y® + b(t)y = h(t) + h(t)

Démonstration: elle découle des théoréemes 2 et 3.

Nota: Ces théorémes sont particuliérement utiles 1lorsque a
et b sont des fonctions constantes a valeurs réelles..

c-Solutions réelles de l’'équation (2) st a, b et h sont

& valeurs réelles,

» Si a, b et h sont a valeurs réelles et si
a(t)y’ +b(t)y = h(t) €& admet une solution y, sur I = R alors
d’aprés les Théorémes 1 et 3:

% Y, est une solution de a(t)y® + b(t)y = % h(t)

15




1 —

et 5 B(D)

Nof =

§; est une solution de a(t)y’ + b(t)y =

N

d’ou : Y, = ﬁz(yi) est solution de (22

P D’aprés la démonstration ci dessus, si a, b et h sont a
valeurs réelles et si (2 admet une solution sur I alors €2 admet
sur I au moins une solution & valeurs réelles Y,

b Ensemble des solutions réelles:

-3(t)

y =y, +2xe est solution générale de (& sur I,

AN e C et & est & valeurs réelles (I-3) ainsi que Y,

D’oli: y = Yy & y, + Ae

Théoréeme 5

Si a, b, h sont a valeurs réelles, 1l’ensemble des solutions
réelles sur tout I € R ou a, b et h sont continues et tel que .
Vi eI, a(t) # 0, est 1’ensemble des fonctions y définies sur I

par : y(t) =y, (t) + Ae 2(t)

avec A € R,
Y, solution particuliére a valeurs réelles, sur I, de (2

% primitive sur I, a valeurs réelles, de g

5-Existence et unicité d’une solution vérifiant une condition

initiale donnée,

Théoréme 6

Sur tout intervalle I £ R ou'a, b et h sont continues et tel
que ¥Vt €I, a(t) # 0, il existe une solution et une seule de
l7équation différentielle a(t)y’ + b(t)y = h(t) prenant la
valeur Y, donnée pour to donné appartenant a I
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Démonstration :

~F(t)

Soit y(t) = yt(t) + e solution générale de

a(t)y’ + b(t)y = h(t).
On cherche la solution vérifiant pour ¢t eI, y(t ) = Y,
-&(t ) ' -3 (t )

= = o = - o
y(t) = Ya > Yo = yi(to) + Ae = A = (Yo yi(ao))e

Exemple:;

Résoudre sur I = 10;+wl 1l’équation différentielle ity’ + y = ¢

On vérifie que y, = 1 ; 1 : est une solution sur I de ity +y = ¢,

donc la solution générale sur I est la fonction y définie par :

y(t) = 1 ; it + >\e.‘l‘é’f‘!.l‘.

Cherchons la solution prenant la valeur 0 pour t = 1.

Y(1) = 0 &> 1 ; iy AN e A= - 1 ; i

Cette solution est donc la fonction y définie sur I par :

y(t) = 13 ;L[a _ eiem]

6= Une méthode de résolution dans le cas o h(t) = eatP(:)

avec a €« € et P(t) polynbéme a coefficients dans €, de 1’équation a
coefficients constants Ay’ + By = eatP(t) (3, AeC*, BeC
(seuls cas rencontrés en Physique Jjusqu’au niveau B.T.S.).

»Pour chercher une solution particuliéere de (3>, on pose :

ol ot

Yy = z(t)e“t, on a donc y; = 2’(t)e + az(t)e

1
y, solution de (3) &> Az’ (t) + (Aa + B)z(t) = P(t) (3*)
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® Si Aa + B =0 z7(t) = % P(t)

z est donc un polynéme de degré d°P + 1.

@ Si Ada + B# 0 : On montrera (Voir Eq.diff.2éme
ordre II.5) qu’on peut chercher par identification 2z(t) polyndme
de degré d°P.

PPour obtenir la solution générale de €3>, dans tous les
cas on rajoute Y, a la solution générale de 1l’équation sans
second membre.

7= Exerclces:

Résoudre les équations différentielles suivantes (pour
les exercices 1, 3 et 4 on ne donnera que les solutions a valeurs
réelles):

te b

1)y +y = tet 3) y/ +y

1t tetcmot

H

2) y’ + iy = e 4) y' + vy

Solution de l'exercice 4:

t

y’ +y = te coot (1)
it -1t

y' +y =t et & ; e % ¢ (I % e (1) h(t) + h(t)
Y yl + y = 0 & yO = }\e-t (2)

2
Pour chercher une solution particuliéere de (3),

(1+i)¢ (1+1)¢ (1+1)¢

posons y = z(t)e alors y’= z’(t)e + (1+Hi)z(t)e

18




y solution de (3) e e(lﬂ‘)t[ z(t) + (24) z(t) ] Tre(tH)e

-p 2'(t) + (2+1)z(t) = %t (4)

Pour obtenir une solution de (4) on pose z(t) = at + f3
d’ol1 z/(t)= o
En portant dans (4): a + (2 + i)(at + ) = 3t
=1
(2 +1 ) 5

On obtient par identification :
o+ (2+1) =0

‘o _1_ _
Soit: a = = 101 et £ = 55 + 251
donc z(t) = %t - 3% + 1(_Ti + 5%)
1 3 -1 2 1+1 )2
et Yz[('gf« - 55) +1(-1—0-+-2--5)]e( )
3 -t t
Y [(%t - 55) +1(-1—6+-2—§-)]e (coot + 1 oint)

2 Re(y) = (Bt - sD)etesot - (T3 ¢ + zp)eloint

Donc une solution particuliére de (1) est:

_ 2, .t 1, .t _ 3.t _ 4.t
Y, = gte coot + 5£e oint 55€ coot 55¢ oint

La solution générale de (1) dans R est donc :

y = gtel (2000t + oint) - sze’(3ceot + 4oint) + Ae”

t
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III-METHODE DITE DE LAGRANGE OU DE "VARIATION DE LA CONSTANTE":
1~ Rappels H

» Les fonctions a, b, y et h sont des fonctions complexes d’une

variable réelle.

» Les fonctions a, b et h sont continues sur l‘’intervalle I € R et
Yt el, a(t) # 0.

b £ solution sur T € R de €2 ¢» ¥t € I, a(t)f* (t)+ b(t)£(t) = h(t)
» 81 f est solution sur I € IR de (&) alors f et f* sont continues

sur X

2= Recherche de 1’ensemble des solutions sur I € R, de

a(t)g' + b(t)y = h(t) {2), dans le cas général, par la

méthode dite de Lagrange ou de "variation de la constante',

Pour chercher les solutions de (&) on va appliquer le Théoreme 2
du II.

a=- Recherche d'une solution particuliére de (2).

Soit z une fonction inconnue. On cherche une solution de la forme

Y(t) =Z(t) U.(t) avec u(t) =e_ §(t‘)

y’ = z'u + zu’
y solution de (2) & a(z’u + zu’) + b(zu) = h
< auz’ + (au’ + bu)z = h
or u est solution de €12 ¢«» au’ + bu = 0

d’oll zu solution de €(2) & auz’ = h & 2’ = gﬁ

z(t)
r . h(t) _h(t)e
20 PP oamun) T ace)

I1 suffit de trouver une primitive particuliére g de z’.

20




b= Concliusion: .

Théoréme

Si a, b et h sont continues sur I et si VYt « I, a(t) = 0,
l’ensemble des solutions de (2> sur I £ R, appelé solution
générale, est l’ensemble des fonctions y définies sur I

par : y(t) = re 2(t) - ®(¢)

+ g(t)e

avec A € C

et ¢ une primitive sur I de g

h(c)e§(t)
a(t)

et g une primitive sur I de: t¢: >

c- Remargue:

Si a, b, h sont & valeurs réelles, il existe & et g a valeurs
réelles. On démontre comme II-3 que : l’ensemble des solutions
réelles de (2> sur I est l’ensemble des fonctions y définies
sur I par:

E(t) - &(t)

y(t) = e + g(t) e s e R, & et g & valeurs réelles

AUUATTRRVATRVARURARAFIRRANR

3=-Exemples et exercices:

a=- Les fonctions a, b, h sont & valeurs réelles et on

cherche les solutions réelies :

....................

ty’ +y = coot (1), I, =10,+ol ou I = }-w,O0l

Soit ty’ + y =0 (2), ici e(t) = % , d’ou
» si t >0, &(t) =4ént.
P sit<o0, #(t)=<n(-t).

() _ A
t

I

Donc y = Ae est solution générale de (2) sur Iilet sur Iz
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Cherchons une solution particuliére de (1).

’ - ’
On pose: y = % , d’ou y! = E_E;__E =2 _ EE
t t i

'En remplagant y et y’ dans (1) on obtient:
y solution de (1) &> 2z’ = coot

donc y = —% oint est une solution particulieéere de (1).

Conclusion:

L’ensemble des solutions réelles de (1) est défini par :

Y='1—'(7\+¢¢nt), AelR

b Exercices:

Trouver l’ensemble des solutions réelles des équations

suivantes:
1) y’ + 2y = 2¢eot (a traiter de deux manieéres)

2) (t?

- 1)y’ -ty = 2t
3) y! - yoint = oin2t
4) ty’ ént - (2 + ént)y =t

5) (1 = 20int)y’ - yesot = (1 - 20int)cest

b= Les fonctions a, b et h ne sont pas nécessairement

réelles.

...........................

Soit 1l’équation (1) : (1 + 1i)ty’ + y =1 a résoudre sur I = 10,+wl

: _ 1 _ 1 -4t — _1
Ici e(t) = T+ it = N et &(t) = Hrclant 5

1én(l + t%)

dnctant (- % 1 en(1 + t2)
d’ou :y = Ae avec A € C

est la solution générale de : (L+1) t y’ +y=0
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Il est évident que: y 1 est une solution particulieéere de (1).
Donc la solution générale de (1) est:

Hgrectant (- % i 4n(1 + tz))
y=1+Xxe

avec A e C.

Soit l’équation (1): iy’ + 2ty ¢®

a résoudre sur R.
Ici p(t) = =21t et &(t) = -1t* d’on

2
y = keit avec A € € est la solution générale de: iy’ + 2ty = 0.

Cherchons une solution particuliére de (1).

itz 2

y =2 e y' = z/ eit + 21t zeit

2
d’ou y solution de (1) ¢=» i 2z’ eit

2

2
= t% e zr = -1 t? 71
2 2
On pose : u = % 2 ;ur =t et v/ =-211¢t et ;g =1t
- 2 2 2 2
_ 1,2 -1t _ -1t _ 11,2 -1t _ 1 -1t
z = -2 t” e ] It e dt = [2 4 ] [ 51 © ]
e e . e 1
z = |3 "3 donc la fonction définie par y = 5 (t

_i)
est

une solution particuliére de w.

On en déduit que la solution générale de (1) est

Yy = & eit + % (tz - 1) avec A e C

P Exercices:

Résoudre les équations différentielles suivantes:

1) y/ + (1 + 1)y = 4dceot
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2) 1 y' +y = 20int

3) (1 +1)y’ + (1 - 1)y = e(1 ti)e
2
S
4) y/ + (1 + 1t)y = e
5) (1 +1it)y’! -y =1t On pourra chercher une

solution particuliéere sous la forme y = at + 3.

2
t
iz

e
4 R e
6) Y/ + 1ty = —

IV-UTILISATION EN PHYSIQUE D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES POUR
ETUDIER LES SYSTEMES LINEAIRES.

Par abus de langage et par commodité on utilisera, comme
il est d’usage courant en Physigue, L’expression équation
différentielle pour les relations du type a y’ + by = h méme st h
n'est pas une fonctilon continue. La recherche des fonctions y se
raméne alors a résoudre une éguation différentielle sur chacun des

intervalles ot h est continue.

1- Principe général:

(L) Systéeme s(t) &(t) signal d’entrée (cause)
4 | BEEEE——
Physique s(t) signal de sortie (effet)

Pour une entrée donnée 8, on obtient un signal de sortie s.
Pour déterminer s, il faut a partir des 1lois de 1la
Physique :

o écrire 1l’équation différentielle liant ¥ et s,

o préciser la continuité de s et 1les conditions initiales

vérifiées par s.
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2-= Exemples:

& En relation avec l'éleciricité:

% et s sont des tensions.

L
-——{ F >
R i=c$
13 — ‘
C — 4
_ . _ ds
3—R1+S—RCa—t—+S

On pose T = RC et on écrit 1’équation différentielle liant s et ¥ :

ds
ai

T + s 8

On cherche ensuite les conditions initiales vérifiées par s.

Par exemple :si initialement le condensateur n’est pas chargé

s(0") = 0.
La tension ne peut pas varier brutalement aux bornes d’un
condensateur donc s est continue : s(O_) = s(0+) = 0.
on doit donc chercher la fonction s nulle en 0, continue sur
R et vérifiant sur chacun des intervalles ou ¥ est continue
1’équation différentielle :
ds _
T-d_.i-+s_8
Etude de la réponse & un créneaqu:
Cherchons une fonction s continue sur R, telle que s(0+) = 0
ds h(t) = 0 pour t < O
et que : T 3t + s = h(t) avec h(t) = 1 pour 0 £ ¢t < 1
h(t) = 0 pour ¢ = 1
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Appliquons le Théoréme 5 successivement sur les

-0 , Of, [O , 1l et sur [1 , + of.

Sur ]—m;o[ T %% + s =0
-t
s,(t) =ae’
sl(o-) = £im si(t) = 0 & a =0 & S1(t) = 0

>
t —o

sz(0)=0(==)1+7\=0¢=>7x=-1¢=>s2(t)=1—e

sur [l;+w[ T 22 + 8 =0

ss(t) = ue T

1
avec s (1) = &#m s (t) = s,(17)=1-e T
t—=1
>4
1 -1 1
d’ou ue T=1-e7 e u = et -1
1 "
donc sa(t) = (eT - 1)e T

26
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Conclusion:

n
~~

[ o
S

1

o

pour t < 0O
-t
s(t) =1 - e * pour 0 = t < 1
i - L
s(t) = (eT - 1) e T pour t = 1
S¥)

-

® En relation avec la mécanigue:

- Chute verticale d’un corps soumis a des frottements visqueux.
Le poids P du corps est la grandeur d’entrée. C’est 1lui qui
provoque la chute du corps.
La grandeur de sortie est la vitesse prise par le corps.

-5
e
? force de frottement visqueux
? = kv k = constante
. G
I Pour chercher 1°®équation
i? différentielle liant P et v,

on applique le principe fondamental de la dynamique : 2 fext = m3
3 vecteur accélération, m masse du corps et 2 ?em la somme des

forces extérieures appliquées au corps : t et?

2+ =nd
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Tous les vecteurs sont colinéaires, on peut transformer cette
relation en une relation algébrique en projetant sur 1’axe
vertical Ox.

dav v

Avec a = at on a : : ma=nmn I = =kv + P .

Q

On obtient 1’équation différentielle liant P et v :

dv _ . . m dv _ P

m ar + kv = P qui peut s’écrire % ar + v = X
_ M ; dv _ P

On pose T = X ! on obtient T I + v = x

Oon cherche ensuite les conditions initiales sur v.

Exemple : Si le corps est laché sans vitesse initiale v(0 ) = 0.

Il ne peut pas y avoir de variation brusque de 1la vitesse

(principe de l’inertie) donc la vitesse est continue :

v(0") = v(o') = o.

On doit donc chercher la fonction v nulle en 0, continue sur

R et vérifiant 1’équation différentielle :

® En relation avec la chaleur:

Chauffage d‘un local avec eam = constante.
La puissance P fournie par le radiateur est 1la grandeur
d’entrée.

28




ea(o ) = 99xt donc (0 ) = 0.

Il ne peut pas y avoir de variation brusque de la température
donc 6 est continue : 6(0 ) = 6(0+) = 0.

On doit donc chercher la fonction & nulle en 0, continue sur
R et vérifiant sur chacun des intervalles ol RP est continue
1’équation différentielle :

La puissance fournie par le chauffage peut étre une constante
pour t > 0 P(t) = Po U(t)

Cette puissance peut étre aussi variable si le chauffage est

associé a un systéme de régulation.

3= Remarques génerales sur 1*écriture de 1*"équation

différentielle du premier ordre a coefficients constants

en Physique.

Dans les trois exemples on a écrit 1’équation
différentielle sous la forme :

avec dans l’exemple 1 : % tension d’entrée

s tension de sortie
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La grandeur de sortie est la différence 8, = Eu notée @&

température réduite du local.

La puissance P fournie par Ile
5 radiateur sert a :
m chauffer le local (augmenter sa)

P _ m compenser les pertes avec
l’extérieur.

P=P

) + P
utile pertes

de

Si on note C la capacité calorifique totale du local: P e~ C 3?2

Si on note R la résistance thermique totale du 1local (liée a
8 -8

22 . . - o axt

l1’/isolation) : Ppe"as — R

. a a ext
4

On peut écrire l’équation différentielle sous la forme :
de

Q

RC I

+68 = PR + 8
a e:«:?f

R et C étant des constantes caractéristiques du 1local, on
pose T = R C constante de temps du local.

de daa
8 = ea - eem 3r - a car aem = constante
das
T-a—i-’i'e:RP

On cherche ensuite les conditions initiales sur & .
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avec dans l’exemple 2

8 = % grandeur d’entrée

a

homogéne a une vitesse.

s = v grandeur de sortie
vitesse du corps.
avec dans l’exemple 3 : 8% = R P grandeur d’entrée

homogéne & une température.
s = 6 grandeur de sortie

température réduite du local.

Cette forme d’écriture permet de faire apparaitre des
grandeurs d’entrée et de sortie de méme nature physique, méme si
dans l’exemple 2 la grandeur d’entrée réelle est 1le poids P et
dans l’exemple 3 la grandeur d’entrée réelle est 1la puissance
fournie par le chauffage.

Le but de cette écriture est de pouvoir par 1la suite faire
apparaitre une fonction de transfert pour laquelle l’entrée et 1la
sortie sont de méme nature.

4=-Exercicest
ds _
1T Et- + s = at
R
ot — 3 \

f@) — Se)

Peallh 4
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aV

3)Tg—s-+s=1—e

de

€

a ¥y

32

R
I— !
A 1
| Se)
&) —T1
c
_ t
T’ .
avec Tt # T/ puis T = 1/
1 +
[ QN S
R’ + R
S
- On
L
2/
RC z rC
Ql(‘./: RC




ds -

18y 1
R
£06) p——— P11
/\ C
1 \/
_t -t
ds i E
5) T S +s=1+ate the
R\[e y 4
2\

ol * . R
1
%)

Ee CTL] — | <

6)Tg_§+s=1—9ln_l_w_°f_om(w«‘-+ )
at SLrup P ©

méme montage.
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V=-EXERCICES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER ORDRE.

équations a coefficients réels on ne donnera que les

Résoudre les équations différentielles

N

valeurs réelles.

1)
3)

5)

7)
9)
11)
13)
15)

17)

19)
21)
23)

25)

27)
29)
31)
32)
33)

35)

y’ -y =x . 2)
y’ + 2y = x> - 3x + 5 4)
y! + 2y = % 6)
v/ + 2y = sin X 8)
y’ + 3y = 2x + e* 10)
y/! -y =x + ¢coo X 12)
y! + 2y = Xces2X 14)
2y’ + y = XcooX 16)
2y’ -~y =X eXcoox 18)
_ X
2y’ + y = xe z 20)
vy’ +y =xe = + coo X 22)
y' +y = xe X 24)
V! + Yy = xXoin X 26)
y/! - 3y = xeax + 3x%° 28)
v/ + ¥ = Xoinx 30)
2y’ + 4y = coo3x + 2 X
20y’ + (1 +1)y = x° + 3ix + 1
1y’ + 2y = e X 34)
(1 + 1)y’ + (1 -1)y = el T 1)

34

y’ + 2y
y’ + 3y
y’ + 2y
y’ + 2y
2y’ -y
2y’ +y
2y’ +y
y' + 3y
2y’ +y
y’ - 2y
2y’ +y
y’ - 2y

suivantes.

Pour les

solutions &

2xz - 3x + 5

- ¥ +2x + 3

-2X
e

24n2X
CEoX

2x% coolX

(5x2+ 4x%) 2%

X
e CooX

2 X

X e

X
cEHoX

ez
2¢e02X + 3oin2x

2X
e ToinX

V! - y = Xoin3X

2y’ + y =e

vy’ -y

X
2

ceo2X

Xoin3xX

y! + 21y = 2¢co02x%




Représenter graphiquement 1la fonction h et trouver la
fonction s nulle en 0, continue sur R et vérifiant sur chacun des
intervalles ol h est continue des équations différentielles de 1la
forme :

T s/ + s =h

avec U(t) =1 si t=20, U(t) = 0 si t < 0 (fonction échelon) et :

36) h(t) = tu%(t) - (t - 1)U(t - 1)

37) h(t) = (t - 1)Ut - 1) - (t - 2)U(t - 2) - U(t - 2)
38) h(t) = U(t)sint - U(t - %) coo(t = 3)

39) h(t) = (U(t) - U(t - %))wot et T =1

( h(t) = 0si t<oO
40) { h(t) = sint siteto,—’-‘z—l

. h(t) = 0si t > '%T
{ h(t) =0si t<1
s1) { net) = (£ -1) e (BT si e,
L h(t) = 0 si t = 2

[ h(t) = 0sit<o

42) { h(t) = e Toint siteto, 2t
L h(t) =0 sitz-"z—

Résoudre les équations différentielles suivantes :

43) xy’ - (dnx + 2) y = x2 inx 44) 2xy’ + y = énx
45) xy’ - 2y - tnx = 0

1

46) =r’ oin28 + reev28 = ———m
Yeorob

On pourra montrer que r = Yceo26 est une solution particulieére.
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47)

48)

49)

50)

52)
54)
56)

58)

59)

61)
62)
64)
66)
68)
70)
72)

74)

75)
77)
79)
81)

83)

Xy! + Yy = XcoodX

(1 + X)y’ + vy =1+ &n(l + X)

y + (1 + X))y’ = 2én(l + xX) - (4x + 1)
Xy’ + y = én|x| 51)
xy! - 2y = x4 cos X 53)
x(1 + xz)y' -y = X 55)
Xy’ + y = Xoinx 57)
y/oinX - yeeoX = oinX — XeeoX

Y’ + yeoox = %—etn.Zx 60)
y’ + (x - 2)y = =X - 2x + 9

Xy’ - Xy = énx 63)
(1 + xz)y’ + 2xy = 4x 65)
(x + 1)y’ —y=x>+1 67)
(1 - xz)y' + Xy = X 69)
y/ + 2xy =1 + 2x° 71)
Xy’ + Yy = Xoinx 73)

76)

78)

(1 + x)y’ - 2xy = (1 - 2x)(1 + x)
Xy! -y = x2eX
v/ + y coox = %oM.Zx

1
’ = e
2xy’ +y %

(1 + x*)y’ + 2xy = tanx

xzy'+y=1

80)
82)

84)

36

y’! + Xy = X

x|

xzy’ +y=xXe
xzy' + 2xy = 3

2 X
Xy’ -y =x"e

X

2xy’ +y =

y/sinx — yceox = danXx
(1 - xz)y’ + 2xy = 4x
Xy’ + y = xXcooX

(1 + xz)y' + xy =1

(1 - xz)y’ + 2xy =1

N

y + xy’ =

yi+ 2y = (1 + tanx)?

Xy’ +y = ej'X
y’—smzx - yéonx = {fanx
y! + yestanx = 59X

Xy’ +y = X2 oinx




85) (xz - 1)y’ - 2xy = X - X ' ' 86) xy’ -y = £nx

87) y'coox - yoinx = e ‘csox 88) X°y’ - (2x + 2)y = ¥*
89) xy’ +y = -fnx 90) y’ - yoinx = sin2x
91) xy’énx - y = X - xénx 92) y'oinx - y = da,n-)zf

93) (¥* + 1)%’ + 2x(x* + 1)%y = 2x°

94) y’aanx -y = -1 - cotanx 95) xy’ +y = ¥ coox

96) y'coox + 3yoinx = eXeoo®x 97) (1 + xz)y’ + Xy = 2%

98) yloinx =« 4yceox = eXoin’x

929) y'obn?x + %yoamZX = coo’x

100) ylcoox + yoinx = e Xcoo’x

101) Un systéme comprend un solide de masse m et un amortisseur
de coefficient d*amortissement C (m et C sont des constantes

positives et m# C).

KN
Fo o

?*/\

Le solide est écarté de sa position d’équilibre d’une
distance X et est abandonné sans vitesse initiale. En outre ce
solide de masse m est soumis :

1) a une force dépendant du temps de la forme : F(t) = F0 e

-t

L’équation différentielle du mouvement est alors :

m-—— +C—=F e (1)
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2) & une force périodique de la forme : F(t) = Fo coowt

L’équation différentielle du mouvement est alors :

d™x dx
m —— + C 5 = F _coeowt (2)
at? dt (o}
On pose VvV = ax , l’équation (1) devient : m v +Cv=F e_t (3)
dt dt @
et 1’équation (2) devient : m v Cv =F ceowt (4)
' dt

a)- Résoudre sur [0;+wl les équations (3) et (4) et
donner pour chacune d’elles la solution vérifiant 1la condition
initiale.

b)- En déduire les solutions des équations (1) et (2)
vérifiant les conditions initiales.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

LINEAIRES

DU SECOND ORDRE

A COEFFICIENTS CONSTANTS







I- EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS

ET A SECOND MEMBRE NUL: ay" + by’ + cy = 0 (3) avec a e C*,

beC,ceC.

1- Définition.

f est solution de (3) sur 1l1l’intervalle I € R

si et seulement si

Vtel, a f"(t) + b £’(t) + c £(t) =0

Remarque:

Si f est solution sur T € R de (3) alors f, f’ et £> sont

continues sur I

ANTRRRTRN

En effet, f et £’ sont dérivables sur I, donc continues sur I, de

plus f¥ = —-g £r- S ¢ d’ou f” est continue sur I.

2= Recherche de 1l’ensemble des solutions de (3) sur I € R.

a=- Existe-t-il r € €C tel gque: y = ert soit solution de (3D?

y = e’ solution de (3) &« (arz + br + c)era = 0

= arz + br +c =20

L’équation ar® + br + ¢ = 0 se nomme équation caractéristique de (3

Il existe au moins un nombre complexe r, solution de 1’équation
caractéristique, donc au moins une solution de (3> sur I de 1la

ANTIVARIRRRAN

forme y = ert.
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b= Cherchons toutes les fonciions deux foils continiment

dérivables sur I gui sont sclutions de 1l'égquation (3).

Toute solution y de 1l’équation €3> peut se mettre sous la forme:

rt
1 N . .
Yy = ze ol z est une fonction inconnue de t.
rit r;t r;t
y=2e 2>y =2'e tr ze
r;t r;t 2 r;t
> y"* =2" e +2rtz’e tr ze

rt
ze * solution de (3) & az" + (2ar1 + b))z’ + (arf + br1 + c)z=0 .

&> az” + (2ar1 + b))z’ =0

Donc pour trouver l’ensemble des solutions de (3) sur I, nous
serons amenés a résoudre sur I 1l’équation: az” + ( 2ar1 + b))z’ = 0.
Cette équation peut se ramener a une équation différentielle du
premier ordre a coefficients constants en posant, par exemple,

ua = 2z’.

Remargue:

si a, b, c sont réels, 2ar1 + b n’est pas nécessairement réel.

c=Détermination de l’ensemble des solutions de (3) dans

le cas ou r1e5£ racine double de l’'éguation

caractéristigue.

Nlb‘
)

C’est le cas oi b° - 4ac = 0, d’ou r, =-

o= Cas ou a # 0, b et ¢ sont des nombres complexes

quelconques:

rt : :
y=ze1 solution de (3 ) &> az” = 0 &> 2'= A &> z = At + B

rt
& y = (At + B) e .
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Donc:

si b? - aac = o,

1’ensemble des solutions de (3> sur tout I £ R, appelé solution
générale, est l’ensemble des fonctions y définies sur I par :

rt
1

y(t) = (At + B)e avec A C et Be C

3= Cas particulier ou a # 0, b et c sont des nombres

Oon va alors déterminer 1l’ensemble des solutions a valeurs réelles
(seul cas intéressant en Physique jusqu’au niveau BTS).

yréel Vtitel, y=YeVtelI, At +B=At + B

e VYteI, (A-2A) + (B-B)=0

A=A
> { &> A réel et B réel.
B=

i

Donc:

Si a, b et c sont réels et si b®> - 4ac = 0,

1’ensemble des solutions réelles de (3> sur tout I = R, appelé
solution générale réelle, est l’ensemble des fonctions y
définies sur I par :

rt
i

y(t) = (At + B)e avec A R et B R

d= Détermination de l'ensemble des sclutions de (3) dans

le cas ou L’éguation caractéristigue a deux racines

distinctes r1 et ré.

C’est le cas o A = b® - 4ac # 0
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o= Cas ou a # 0, b et ¢ sont des nombres complexes

quelconques:

Cherchons alors les solutions de az» + (2ar1 + b))z’ = 0.

b
(- 2!’1— a)t

az” + (2ax;+ b))z =0 & 2= Ae et A e C .
r -r )t ' (r.-r )t
__Db . _ ( 2 1 _ A 2 1
orr1+rz—— S#Z—he ﬁZ—-f-_—re + u
2 1
A rt rt
4 =
d’ou y 71 © + u e .
2 1
O se A = A et B =
n po = =7 = U .
2 1
Donc:

Si b? - dac = o0,

1’ensemble des solutions de (3) sur tout I = R, appelé solution

générale, est 1l’ensemble des fonctions y définies sur I par :

rt r,t
y(t) = Ae + Be avec A e C et Be C

3= Cas particulier ou a # 0, b et c sont des nombres

On va alors déterminer 1l1l’ensemble des solutions a valeurs réelles
(seul cas intéressant en Physique jusqu’au niveau BTS).

r eR, r eRetr #=r
1 2 1 2

_ rt rt _ rt _ It
yréel e« V¥Vt eI, y=Y &> Ae + B e = A e + B e

rit rt

—VteI, (A-2Ae' +(B-Be? =0
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Soit écrivant cette égalité avec t = 0, puis avec t = 1 le systéme:
(A-2) +(B-B) =0

r, _r,
+ (B-B)e ™ =0

(A - A)e
systéme dont le déterminant est : e © - e

Or r, # r, donc le déterminant du systéme est non nul.

La seule solution du systéme est A-A=0et B -B=0
A-A=0etB-B=0&AcRetBek

Donc :

Si a, b et c sont réels et si b? - 4ac > 0,

1’ensemble des solutions réelles de (3> sur tout I £ R, appelé
solution générale réelle, est 1l’ensemble des fonctions y

définies sur I par :

rt r_t ,
y(t) = Ae + Be avec A e R et Be R

reC, reCetr =r
1 2 i 2

*
r, =at ip,aeRetpekr
_ rt re _ rt _ rt
yréel =V itelI y=Y+ée>»Ae +Be =3 e +Be
_. rt __ It
«= Vt eI, (A—-B)e + (B -2A) e =0
(-)VtEI,(A—E)e(a+1ﬁ)t+(B_K)e(a_lﬁ)t=o
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yréel @Vt eI, (A-B) el + B-K) e Pt -0

Soit écrivant cette égalité avec t = 0, puis avec t = %ﬁ le systéme:

(A-B)+(B-24A) =0

(A - B) - (B -A3)

Il
(=]

D’ol 1l’ensemble des solutions réelles est défini par :

Posons A = A + iu et r =a + i3 , AN, 4, o, [? appartenant a R

r,t ot

Ael = (n+ i) €*° (coofst + i oingBt)

rt
2 .Re[A e’ ] = ®t (21 csoft - 2u oinfBt)

On posera 2A = k1 et -2u = k2 ~ d’ou :

Si a, b et ¢ sont réels et si b> - 4ac < O,

1’ensemble des solutions réelles de (3) sur tout I £ R,appelé
solution générale réelle, est l’ensemble des fonctions y
définies sur I par :

y(t) = eat(klcaaﬁt + kzotn f3t) k1 = R, k2 eR, aeR et 3R
ou y(t) = Ke®lcoo(ft + ) KeR et p € R

2 k1 : k
, ceop = —————— et odnp = -

2 2
kl + k2 k

2 + x

avec K = k1 5

+ k

- N
NN
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II-EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES A COEFFICIENTS CONSTANTS ET
A SECOND MEMBRE NON NUL: ay” + by’ + cy = h(t) €&

avec aeC*, beC , c eC.

Hypothese

La fonction h est une fonction complexe d’une variable réelle
continue sur 1’intervalle I = R.

ARTRRNIRNNN

1=-Définition.

f est solution de (4) sur 1l’intervalle I € R

21 et seulement si

V¢t eI, af*(t) + bE?(t) + cf(t) = h(t)

Remarqgue:

Si f est solution sur I € R de (4> alors f, f’ et £> sont

NN

continues sur I

En effet, f et £’ sont dérivables sur I, donc continues sur I, de

plus f» = —-g £r- g f + % h et h est continue sur I d’ou f» est

continue sur I.

2=Recherche de 1’ensemble des solutions de (4) sur I € [R.

a=- Théoréeme

Théoreme 1

Y, solution sur I de (a) : ay” + by’ + cy
Y, solution sur I de (f37) : ay” + by’ + cy

1

him}g,

h_(t)

VaeC,VBeC, ay, + 3y, est une solution sur I de
1 2

ay” + by’ + cy = « hi(t) + 3 hz(t)

Démonstration: immédiate.
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b= Théoréme

Théoréme 2

Si h est continue sur I £ R, 1l’ensemble des solutions sur I,
appelé solution générale, de 1’équation:
ay” + by’ +cy = h(t) (4
est la somme d’une solution particuliére sur I de
1’équation (4> et de la solution générale sur I de 1’équation:
ay” + by’ +cy = 0 €3

Démonstiration: identique a celle proposée pour les équations du

premier ordre (II-3)

¢= Théoréme

Théoréme 3 Si a, b, c sont réels

Y, solution sur I € R de (4) « ?1 solution sur I € R de

ay” + by’ + cy = h(t)

Démonstration: identique a celle proposée pour 1les équations du
premier ordre (II-4-a)

d= Théoréme‘

Théoreme 4 Si a, b, c sont réels,

Si Y, est solution sur I € R de 1’équation ay” + by’ + cy = h(t)
alors y, + ?1 =2 ﬂzyl est solution sur T € R de 1’équation

ay” + by’ + cy = h(t) + h(¢)

Démonstration: immédiate.
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e-Ensemble des solutions & valeurs réelles de L'éguation

C4) st a, & et ¢ sont des nombres réels et st h est &

valeurs réelles.

On démontre,comme pour les équations du premier ordre (II-4-c),
que 1l’équation (4> a au moins une solution a valeurs réelles Y,
sur I . En se référant, de plus, a (I-2) de ce chapitre, on en
déduit immédiatement que la solution générale, a valeurs réelles,
sur I de 1’équation (4) est :

rt rt
Sib -4ac >0, y=yYy + Ae * + Be Ae R, B € R
2

r t
Si b® - 4ac =0 , y =y, + (At + B)e ©

Si b -4ac <0,

Y=Y, + eat (Aceofit + Boinfit) AeR,BeR, aeeR, #R.

Résolution dans le cas o h(t) = eatP(t) avec o € C et
P(t) polyndme & coefficients dans C.

4
1

a= Préliminaires

Montrons par récurrence sur n, degré du polynéme P, que 1l’équation
différentielle (E) :

ay"+by’"+cy=P,ouc#0

admet sur R une solution y = Q ou Q est un polynéme de degré n.

Sin=0, P(t) = a (constante) alors y = = a est solution de (E)

Ql=

Soit P un polynéme de degré n, s’il existe y = Q(t) solution de
(E) alors Vt e R, ay” +by” +cy’ =P’(t) ou P’ dérivée de

P est un polyndome de degré n - 1.
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Réciproguement , il existe_Q1 polynéme de degré n - 1 vérifiant

VteR, aQ™(t) +bQ (t) +cQ(t) =P(t)

(hypothése de récurrence)

Soit Q une primitive de Ql.sur R, alors a Q” + b Q' + c Q est une

primitive sur R de a Ql“ + b Ql' + c Q1 et donc ¥ t € R,

a Q”(t) + bQ’(t) + c Q(t) = P(t) + k

On constate que y = Q - % est un polyndme de degré n solution de (E)

b=Pour chercher une solution particuliere de

ay” + by’ + cy = e®'p(t) (4)

ot ot
On pose Yy, = zeat, on a donc y; = z'e "+ oze

t t

o ot 2__ o
et y: = z2”e '+ 20z’e "+ o ze

y;solution de (4) & az» + (2aa + b)z’ + (ac®+ ba +c)z = P(t)

er
® 1 cas:
o n’est pas racine de 1l’équation caractéristique:

ac® + ba + c & 0

On cherche par identification un polyndéme zo(t) de degré
solution de (5).

Exemple: y» - 2y’ - 3y = (t + 1)et.

o Zéme cas:

o est racine simple de 1l’équation caractéristique:
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2ac. + b# 0 et ad® + ba + c =20

on cherche par identification un polynome zo(t) de degré 4d°P + 1
solution de (5).

Exemple: y» + 2y’ - 3y = (¢t + 1)et.
o 3™ cas:

o est racine double de 1’équation caractéristique:

2200 + b=0 et aa® +bo +c =0

alors z;(t) = -%—P(t), on en déduit zo(t)

Exemple: y» - 2y’ +y = et.
® Conclusion.

Pour trouver une solution particuliére de (4>, on cherche une
solution particuliére z de (5. Alors, y, défini par
yi(t) = zo(t)eat est une solution particuliéere de (4).

On obtient la solution générale de (4) en ajoutant a Y, la

solution générale de ay”+by’ +cy=0.

c= Exercices résolus:

m Résoudre sur R 1l’équation : y” - 2y’ + y = tecoot (1)
(On ne demande que les solutions & valeurs réelles)

it -1t
y"—zy'+y=ze——f2ie——=%ae +%te = h(t) + h(z) (1)

Soit 1’équation: y” - 2y’ +y =0 (2)

Son équation caractéristique est: ¥ -2r+1=0,
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donc Y, = (At + B) et est la solution générale de (2).

t et (3)

N =

Soit 1l’équation: y» - 2y’ +y =

Pour chercher une solution particﬁliére de (3), posons :

it
Y, = z(t)e

y; = z'(t)eit+ iz(t)eit
Ly Ziz’(t)eit - z(t)eit

Yy [Ty z»(t)ei

it

Y, solution de (3) «» yzn - 2 yé +y, = % t e

- [z“(t) + (21 - 2)z'(t) - 21z(a)]e“ = %te‘“

N =

e z"(t) + (21 - 2)z7(t) - 2iz(t) == ¢t (4)

Pour chercher une solution particuliére de (4), on pose :
z(t) = ot + 2 ; onadonc z’(t) =a et 2z"(t) =0

En remplagant dans (4) on obtient:

]
N =
s

-

2i0 - 2a - 2iat - 2173

et par identification

I

N

[

Q

]
N =

_ 1 1,1 _1 1, _1
soit a = vy 1 etp = zt17 i , donc z(t) = 2 it + i i v et
_ 1 1, _ 1, it _ 1 1, _1
Y, (Z it + Zi Z) e = (z it + Zi 4) (coot + 1oint)
P 1 1 1
Oon en déduit que: 2 meyé =-3t oint - > sint - 5 coot

Une solution particuliére de (1) est donc :

= -1 -1 -1
Y, = ft oint zomt 5 oot

et 1’ensemble des solutions réelles de (1) est 1’ensemble des
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fonctions définies par :

y = (At + B) et - % t oint - % sint - % coot avec A€ R et Be R

mm Résoudre sur R 1l’équation: y* + mzy = cgowt (1)
(On ne demande que les solutions a valeurs réelles)

v* + iy = %ei‘“ + %e’i‘*" = h(t) + R(Z) (1)

Soit 1’équation: y» + w?y =0 (2)

Son équation caractéristique ¥ + w> =0 a pour solutions :

r =iwetr = -1iw
1 2

donc Y, =P ceowt + q oinwt est solution générale de (2).

Soit 1’équation: y» + m?y = %eimt (3)

Pour chercher une solution particuliére de (3), posons :

y. = z(t) eio)t

wi wt

y! = z'(t) et + 1w z(t) et

wt wt iwt

y; = z*(t) ei + 2 1w 27(t) ei - z(t) w? e

. N 2 1 iwt
Y, solution de (3) & yz' tw y, =35e

&> [z”(t) + 2 1w z'(t)] eiwt = 1 tot

=
N

&= 2”(t) + 2 1w 27(t) = 5 (4)

Pour chercher une solution particuliére de (4) on pose z’(t)=a on
a donc 2»(t) = 0 et 2z(t) = at

i . =1 -1 _ -1
En remplagant dans (4) on obtient: 2 iw o > = o i ie i
_ -1 _ -1 1wt _ -1
donc z(t) = ZO_Jit et Yz = mit e = I it (coowt + 1 oin wt)
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On en déduit: 2 Re Yy, = 5% t oinwt

1

Une solution particuliére de (1) est donc: Y, = 35 ¢ odrut

et 1l’ensemble des solutions réelles de (1) est 1l’ensemble des
fonctions définies par :

Yy = P cgowt + q odnwt + ila i oinwt avec pe Ret qgqe R

RS

mmm Résoudre sur R 1l’équation: y” + 2y’ + y = te

=

(On ne demande que les solutions a valeurs réelles)

Soit 1’équation : y” + 2y’ + y =0 (2)

Son équation caractéristique ¥ +2r+1=0a pour racine double
r = -1 donc Y, = (At + B) e_a est solution générale de (2).

Pour chercher une solution particuliére de (1), posons:

y, = z(t)e™"

y! = z'(t)e t- z(t)e t

y: = z"(t)e™"t - 2z7(t)e”" + z(t)e”"

y, solution de (1) & y} + 2y] + y, = te

= z”(t)e_t =t et

& z(t) =t

drou: z’(t) =% 2 et z(t) = % :

Oon en déduit que y, = % t? e”! est solution particuliére de (1)

et que 1’ensemble des solutions réelles de 1’équation (1) est
1’ensemble des fonctions définies par

y = (At + B) et o+ avec AR et Be R

OV =
o+
0
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4= Existence et unicité d’une solution particuliére de

2¥”+b¥'+c¥ = h(t) (42, sur 1’intervalle I,vérifiant des
conditions initiales données.

a=- Cas génédral:

o~ Les nombres a, b et c sont complexes et h

continue sur L'intervaile I est & valeurs complexes.

on cherche la solution y vérifiant pour t, € I,

y(t)) =y,
(S) { 4] L]
y'(t)) =y,

n 1er cas: b2 - 4ac # 0
rit r}t
y=y txe + u e avecri#rz,rFC et recC
r to rézo
Ae + pe =y, -y, (t,))
(S) &
rit rt

1 20 _ _, _ r
rtke + r ue Yy yi(to)

Soit A le déterminant de ce systéme :

Le systéme (S) a une et une seule solution donc il existe une et
une seule solution de 1l’équation différentielle vérifiant les

conditions initiales.

53




m 2 ‘cas: b2 - 4ac =0 .

avec r e C

r to r to
A t, e + B e =y, - yi(to)
(S) &
r to r to
— r ’
A (1 + roto)e + B r.e Yo yl(to)
Soit A le déterminant de ce systéme :
Tolo Tolo
toe e
2r°to
A= rbto rato = - e = 0
(L +r tge re
e Lo ]

Le systéme (S) a une et une seule solution donc il existe une et
une seule solution de 1’équation différentielle vérifiant les

conditions initiales.

3= Les nombres a, b, c, Y, et yé sont réels et h
continue sur L’intervalle I est & valeurs réelles, de plus on ne

considere gue les scolutions & valeurs réelles.

m Sib® - sac =0

On démontre comme dans o- qu’il existe une et une seule solution a
valeurs réelles de 1’équation différentielle vérifiant 1les

conditions initiales.

mSib®-4ac<0

y =y, + e (A coopt + B sinfit)
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ot ot

Ae ocvoﬁto + Be °0¢ﬂrﬁto ‘ = Y,~ v, ()
(S)e= '
ato ot
A(aceofit = 3 oinfit )e ~+ B(aoinfit + fesofit e ° = Yo~ vy (t))

Soit A le déterminant de ce systéme :

2ot coofit oinf3t zat
A=e © © o = fle # 0

omeoﬁto - 3 oin ﬁto ao¢nﬁt° + f3coo Bto

Le systéme (S) a une et une seule solution donc il existe une et
une seule solution de 1’équation différentielle vérifiant les
conditions initiales.

Dans ce cas, pour trouver une solution vérifiant des conditions

initiales données, il est en général plus commode d’utiliser :

y, + e®* (A csofit + B oinfit) que y =y, + Ke®t con(ft + @)

y

Théoréme 5 Sur tout intervalle I £ R ou h est continue,

il existe une solution et une seule de 1l’équation différentielle
ay” + by’ + cy = h(t)

prenant la valeur Y, donnée et dont la dérivée prend la valeur

Yé donnée (conditions initiales) pour t, € I donné.

b= Cas particulier:

Ssi la fonction h est constamment nulle la solution de
ay” + by’ + cy = 0 vérifiant y(to) = y’(to) =0 est la fonction
constamment nulle.
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La démonstration est immédiate car on constate que dans ce cas les

équations des systémes (S) ont des seconds membres nuls.

c=Exemple:

Trouver la fonction s continue sur R, vérifiant sur chacun des

intervalles ol h est continue 1’équation différentielle :

2
298 4395 4 5=nee)

de? de
et vérifiant de plus les conditions (C):

s(1) =0; s*(17) =0; s'(1") =1

dans le cas ou h(t) = t «(t - 1)

2
Soit 298,395 . c_0 (1)

dat? dt

Son équation caractéristique est:

2r +3r+1=0er =-1 et r = - 1
1 2 2
-1,
donc «(t) = A e—t + B e 2 est la solution générale de (1) sur R.
mSi t < 1

d’ aprés b), la solution snka (1) sur ]-o,1[  est 1la fonction
constamment nulle .

2
2 ¢ =+ 3 a4 v s =t <1
dt dt
so(t) = t = 3 est une solution particuliére
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1
sz(t) = t-3 + Ae '+ Be % est la solution générale de (1> sur [1;+cl

N

’ =1 -2t -1
sz(t) 1 Ae 5 Be

D’aprés les conditions (C):

1
2+Ae*+Be? =0
1
1 -A e_1 - l B e 2 = 1
2
-1
-4 2
e e _8
A = _4 = - % e 2
e—1 lez
2
-1
2 e ? _1i
A= i = e 2
A - —
0 le?
2
-1 2
e
_ -1
AB = B = 2e
e 0

N|®

I
S

D’ou A = =2e et B e

La fonction cherchée est définie sur [1;+xl par:

1
- = (1-t)
s,(t) = -2 e(17t) 4 4 &2 +t -3
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Conclusion.

Si t € 1-w;1l s(t) =0

i
(1—t) _.(1_t)
Sit e [1;+wl s(t) = - 2e + 4 e + ¢t -3

5= Utilisation en physique d’¢quations différentielles

du deuxiéme ordre pour étudier des systémes linéaires.

a= Principe général :

A partir des lois de la Physique :

_ ’ < . . .

£(2) Systéme s(t) on donne l’équation différentielle

_ E—— liant s et 8 et les conditions
Physique initiales vérifiées par s et s’

- on précise la continuité de s et de s’

b= Exemples :

® En relation avec 1’électricité :

R L %
—
v 8 tension appliquée a l1l’entrée
13 —-—1|¢ s tension appliquée a la sortie
c
2
1=Cg—s- 8=Ri+Ld—1+s RCd—S+LCd—§+s donc :
d¢ di di v
2
Lcd-—f+ch—f-+s=>s
de '
z _ 1 2 _R c
Onposeoao =i et RC—;—#E~2 I
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W, pulsation propre du circuit et ¥ coefficient d’amortissement.

L’<<équation différentielle>> s’écrit :

ds

on cherche ensuite les conditions initiales vérifiées par s et ar-

Si initialement le condensateur n’est pas chargé s(0 ) = 0. La
tension ne peut pas varier brutalement aux bornes d‘un

condensateur donc s est continue : s(0 ) = s(0+) = 0.
Si le courant est initialement nul i(0 ) = 0

Le courant ne peut pas varier brutalement dans une inductance
(bobine L) donc i est continue : i(o7) = i(0+) = 0.

i=c& i(o+)=o=>g—f(o+)=o

on doit donc chercher 1la fonction s continue sur R, et de
dérivée dS continue sur R, vérifiant 1les conditions s(0) =0,

dt
g% (0) = 0 et sur chacun des intervalles ou ¥ est continue

1’équation différentielle :

¢ En relation avec la mécanique:

Exemple de 1’amortisseur de voiture (simplifié).
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4L .. 6 « Au repos le poids est compensé
LM -> .
- Foa par la réaction du ressort.
e > Oon ne s’intéresse raux
th A () ' . ™
N déplacements de la caisse de 1la
~ G_ .
voiture par rapport au point de

repos sous l’action d’une force

extérieure (choc ...) supposée de

\ & direction Ox.

Bilan des forces extérieures
(le poids étant compensé au repos par le ressort) :

¥ force qui entraine le déplacement de la caisse, ici vers le
bas. ‘

?R force due a 1la réaction du ressort qui s’oppose au
déplacement.

?A force due aux frottements visqueux dans 1l’amortisseur qui
s’oppose a la vitesse.

M masse en mouvement (a peu preés % de la masse de la voiture).

On applique le principe fondamental de la dynamique.

T < o w2
2 Fext =M a soit ? + FR + FA M a

Tous les vecteurs sont colinéaires, on peut transformer cette
relation en une relation algébrique en projetant sur 1’axe Ox.

2 2
Avec V = dx , a= dx on obtient : F-kx -2 dx _ m 4 X
dt 2 dt 2
dt dt
2
soit M d z + A %% + kx = F et en divisant par k :
dt '
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o
X%
Sl

+ x = ; . % est homogéne a un déplacement.

~ =
&
-

Y

-+
w1

1 A

Oon pose : M_
k w O

o
N
€

N

:1

=

L’<<équation différentielle>> peut s’écrire :

dx

1 a’x dx
dt

_dx 2
dtz Yo
o

+ x =

~i

De la méme forme que dans l’exemple 1 avec comme grandeur d’entrée
% homogéne a un déplacement et comme grandeur de sortie 1le
déplacement x de la caisse par rapport au point de repos.

on cherche ensuite les conditions initiales vérifiées par x et dx

dt

avec %% = v vitesse de déplacement vertical de la caisse.

Si initialement la voiture n’a subi aucune perturbation extérieure
x(0 ) =0 .

Pas de déformation discontinue du ressort donc x est continue

x(07) = x(0t) =0

Si initialement la vitesse de déplacement vertical est nulle

v(0) =0

Pas de variation brutale de la vitesse (principe de 1’inertie) donc
v est continue : v(0") = v(07) = 0

on doit donc chercher 1la fonction x continue sur R, et de

dérivée a continue sur R, vérifiant les conditions x(0) = O,
g% (0) = 0 et sur chacun des intervalles ou % est continue

1’équation différentielle :

2
1 d'x 2¢ dx F
—_— ==+ == I3 + x = =

W di o
o]
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c=- Remargue 1:

Dans les deux exemples précédents on est arrivé a une équation
différentielle du second ordre a coefficients constants du type :

2
dt “o
]
avec dans l’exemple 1: % tension appliquée a l’entrée
s tension obtenue a la sortie
avec dans l’exemple 2: 8 = ¥ homogéne a un déplacement

k
s = x déplacement da a F

Cette forme d’écriture permet de faire apparaitre des grandeurs
d’entrée et de sortie de méme nature physique, ceci dans le but
d’écrire la fonction de transfert (cf Transformation de Laplace
-C-) avec entrée et sortie de méme nature.

d=- Remargue &:

En Physique, pour les systémes du second ordre, on écrit
1’équation différentielle sous la forme :

2¥ ds

2
1 d's _
——+(.\T-a?+s_8

w 2 dt? o
o]
£ et v étant déterminés a partir des éléments caractéristiques du

montage.

La solution de 1’équation différentielle sans second membre
dépend, entre autres, de la valeur du discriminant de 1’équation
caractéristique :

En physique, on a toujours w, >0 .
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Le signe de A’ ne dépend que de ¢ .

Si ¥ >1 A’ > 0 et on obtient 2 racines réelles.
Si ¢ =1 A’ = 0 et on obtient 1 racine double.
Si0<¥¢ <1 A’ < 0 et on obtient 2 racines complexes
conjuguées.
e-Exercices:

1)Filtre passe bas du second ordre passif.

— e
Sty

- Ecrire 1’équation différentielle liant s et &.

- Montrer qu‘elle est de la forme :

z _ 1 _ R c
avec T, = 1 “o TLC t=34/ T

- On donne 8 = E U(t). Déterminer les conditions

initiales sur s et g% .

- Déterminer dans ces conditions s(t) pour :

-2

- On donne L = 10 H et C =10 nF . Calculer R

pour obtenir 1les valeurs précédentes de &.
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- On pourra vérifier expérimentalement 1’exactitude

des résultats.

2)Filtre passe bas du second ordre actif (Structure SALLEN-KEY).

\
Ed] c| S

|
-

|

0O

Ecrire 1’équation différentielle liant s et %.

- Montrer qu’elle est de la forme :

1 ds, , & ds o _¢p g
2 2 w dt
W di ()
(&)
R + R
1 _ 3 -K _ _
avec  ®, TR C ¢ =73 K== — To =K

- R = 10 ki C = 10 nF, calculer les valeurs de W, et

de Kpour que ¢ =2, § =1 , & =

"

- On pourra vérifier expérimentalement 1’exactitude des
résultats avec ¥(t) = E «(t) puis 2(t) = at U(t) .
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III-EXERCICES SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU SECOND ORDRE.

Résoudre les équations différentielles suivantes:

Lorsque ces éguations sont & coefficients réels et le second

nembre & valeurs réelles, on denonde les solutions réelles .

1) 10 y? + 2y’ + 5y = F(t) dans les trois cas suivants :

a) F(¢t) =0
b) F(t) = - 91 e'. solution particuliére y(0) = y’(0) = 0
c) F(t) = - 58 coo”
2) y* -4y =4c¢e X
_ ot
3) 4y*+4y’" +y=50e B wo—;—
4) 2y + 5y’ -3y =0 5) 2y” - 3y’ +y = &% (ch + 1)
6) 16y” + 8y’ +y =0 7) 2y" - 3y’ +y = e (¥ + 3x)
8) iy» - 3y’ - 2iy = 0 | 9) y» - 21y’ +y = x e ¥
10) 3y» + 4y’ = 2 ¥ +3x + 1
11) 2y™ + (2 + 1)y’ + (1 - 1)y = e(1HIX
12) -y» + 4iy’ + 4y =0
13) 2y + 3y’ - 5y = 2 X +x +1
14) 2y* -y’ - 3y = (x + 2) e
15) y» - 4y = 2x + 3 16) 2y - y’ - 3y = el — 1)X
17) 4y" + 4y’ + y = 2 x &F
18) y* + (1 - 1)y’ -1y =X e?ix
19) y* + 2y’ + by = X o X 20) y» - 4y’ +y = 2x X
21) y» + 2y’ + b5y = eX coo x
22) 2y" + 3y’ - 5y = (4 x + 3)e~
23) y* - 2y’ -y =x eix 24) y* + 2y’ - 3y = oin x
25) 4y” + 4y’ + 2y = x 26) y* - 4y’ + 5y = 0
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27)
29)
31)
33)
35)
37)
39)

41)

43)
45)

47)

49)

51)

53)
54)

56)

2y” + 8y = 3 2in 2x 28) 3y - 2y’ -y = 2 ceo 2%
y» + 4y = ¢cvo X 30) 3y + 4y’ - 7y = O
y* + iy’ = cso 3x 32) 4y” + 12y’ + 9y = 0
4y" + 12y’ + 11y = 0 34) y* + 4y = X oin 2x
2iy® + y’ + iy = 0 36) 4y” - 3y’ = xX° - 3% + 2
2y” + y' - 3y = 3 oin X - 38) 4y® - 3y’ +y = x> + 1
5y» - 2y’ - 3y = e* oo x 40) 3y» - 4y’ + y = 2% + 11x + 1
3y” - 4y’ +y = X X 42) 3y® - 4y’ + y = x° X
2X
9y>* - 12y’ + 4y = 3 e 3 44) 2y® + 3y’ - 5y = X ¢coo 2X
4y” + 4y’ + By = x ¥ 46) 3y” + 12y = coo 2X
4y” - 4y’ + Yy = X oin 2X 48) y* + 1y’ + 2y = elX
ax

3 . X
3y + 2y’ - 8y = e 50) 2y” - 3y’ +y=e
y* -y= e3x o X 52) 2iy” + 3y’ - 1y = el¥
2y” -y’ —m Yy =2 cwo X t+ 3 oin X + e
iy® - 3y’ - 2iy = 0 55) -y» + 4iy’ + 4y = 0
2iy» + y’ +1iy = 0 57) 2y - y’ - 3y = e(? T 1)X

Trouver la fonction Y continue sur R et de dérivée y’ continue sur

R vérifiant les conditions y(0) = y’(0) = 0 et

sur chacun des

intervalles ol h est continue l'éguation différentielle :

dans les deux cas suivants

58)

59)

60) Méme

y* + 3y’ + 2y = h(t)

h(t) = ¢t %(t) — (¢t - 1) 2(t - 1)

h(t) = oin t . U(t) + oin(t - n)
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61) Trouver la fonction S continue sur R et de dérivée s’ continue
sur R vérifiant les conditions s(0) = s’(0) = 0 et sur chacun des

intervalles ol h est continue l'éguation Jdifférentielle ;

2 s*(t) + 3 s’7(t) + s(t) = h(t) avec h(t) = U(t-1) - U(t-2)

IV- EXERCICES D® APPLICATION A LA PHYSIQUE.

A= OSCILLATIONS LIBRES AMORTIES.

1 - Mécanique.

[ Lt L dke el

Un systéme oscillant comprend :

b un solide de masse M (kg)

» un amortisseur de coefficient
d’amortissement A (N / m / s)

» un ressort de constante k (N / m)

M, k et A sont des constantes

positives et 1’amortisseur exerce sur

le solide une force telle que :

F=-AY

a

Par ailleurs le ressort et l1l’amortisseur sont reliés a un support
fixe. Le solide est écarté de sa position d’équilibre d’une
distance X et abandonné sans vitesse initiale.

1°) Etudier son mouvement et vérifier que 1’équation

du mouvement s’écrit :

2
M9—§+>\9§+kx=o (1)
de de
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2°) Résoudre 1’équation (1).

Oon distinguera 3 cas :
mr > -4kxM>o0
. .
A —4KkM=0

a2 -4kM<oO

. _A _Saxm -2
Dans ce dernier cas on posera a = 5% , © = > ,
P € ]—%,%l et tan p = % pour montrer que la solution particuliére

vérifiant les conditions initiales peut s’écrire :

X
X = —53 Yo+ e ot cwo (w t — @)

o + & -at
et sa dérivée x’'= - X —(g5— ¢ o Wi
2=Electricité.

Un condensateur de capacité C, L)
initialement globalement neutre /ﬁf.

a été chargé sous une différence

2

de potentiel U.A 1’instant

initial, la charge du Mt ra q@i R
condensateur est q0 = C Uﬁ et  — i)
1’intensité i0 du courant dans C

L

le circuit est nulle.

A un instant ¢t de la décharge,

appelons g(t) la charge de
1’armature M du condensateur,

i(t) 1’intensité du courant dans

le circuit, u(t) la tension entre
les bornes M et N. '

q, u, i sont des fonctions du temps.
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2
L’équation de la décharge s’écrit : L da . R dgq ,

de? dt
Posons A = EBE (constante d’amortissement) et
w, = 1 (pulsation propre du circuit).
L C

Nous obtenons 1’équation différentielle (1) :
2
994 2xM44%q =0 (1)
dt dt

q_

0Q

Les conditions initiales sont q(0) = q, et q’(0) = io =

0 (A)

0.

Résoudre 1l’équation différentielle (1) et donner la solution qui

vérifie les conditions initiales.

Oon distinguera les 3 cas :

R>YL/cC R=YL/C R<YL/C

B= OSCILLATIONS FORCEES AMORTIES

1 -Mécaniqgue:

Le systéme oscillant étudié est

analogue a celui du probléme I.

Le solide de masse M est sounmis

en outre a une force périodique :

F = FH coo {1t

Q) pulsation constante
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X = 4 et x’
[+ ]

forme :

u e—at coo (wt

1°) Etudier le mouvement du solide et vérifier que

1’équation du mouvement s’écrit :

2
M 9—§ A & kx-= Fy 00 Ot (2)
dt de

2°) Résoudre 1’équation (2) dans le cas ol

AN -4kM<oO.

3°) Ondonmme k =1, M=1,A=1,0=1, F_= 2.

a) Préciser la solution particuliére vérifiant

b) Mettre la solution générale de (2) sous la

x = pe *leso (0t - p) + Beso(Qt — )

- ¢) correspond aux oscillations libres.

correspond aux oscillations forcées.

2= Electricité.

Considérons une portion de circuit MN comportant une bobine de
résistance R et d’auto-inductance I et un condensateur de capacité

C montés en série.

" R L&
- ) A
yIV ::::::q
C
N —
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Appliquons une tension u = UH coo wi . aux bornes de MN.

Soit a 1’instant ¢, i(t) 1’intensité du courant dans la portion de

circuit MN, q(t) la charge du condensateur.

Cette derniére est fonction du temps et vérifie 1’équation :

a’ d
L—‘21+R£+%=Unwont (B)
de dt

Donner la solution particuliére de (B) vérifiant 1les conditions
initiales précisées au A-2-.
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V- EXEMPLE D’UTILISATION D/UNE CALCULATRICE

R L
I} SN e, 2
L 9—% + R 4 4 % q=E
b - |* dt at
<

En posant g(t) = C s(t) avec s(t) tension aux bornes de C

et pour simplifier les calculs _li =L C et %E =R C
w 0
0
1 dzs 2m  ds
—2——-—2—+2-°———+S=E
®q dt 0 dt

Sur CASIO 8500 G : Programme permettant de visualiser Iles

solutions s(t) en fonction des valeurs de R, L, C et E.

"CIRCUIT RLC" :

Rad : Range 0 , 4 EXP -2 , 1 EXP -2 , 0 , 5 , 1 :
ILbl 0 :

Cls :

WE=M 2 5 E : "R=M ? 3 R : "L=" ? » L : "C=" ? & C :
V[* (L C) Sl L, W:iRCWS 24 M:

M2 - 1->D: ff_ Abs D » F :

D=z 0= Goto 1 :

Graph y = E (1~ (e (-MWZX) ) (cos (WF X) + (M+ F) sin (WF X) ) ) A
Wp =" : 2 g+ WFA

Goto O :

Lbll :

D=0 = Goto 2 :

-MW-WPFa=>P :

- MW+WPF-> S

Graph y = E (1 - (P + (P-8)) e (SX) + (S+ (P-258)) e (PX)) A
Goto O :

Lbl2 :

Graph y = E (1 - (1 +MWX) e (-MWX)) A

Goto O :

2,5V, L=1H, C=1uF et :
1000 2 , R = 2000 ,R=50000 .....

tester avec E
R =500, R
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PREAMBULE

1-Un peu d’histoire : De Heaviside & Laurent Schwartz

On peut lire dans "Compléments de Mathénmatiques Générales®,
Tome 3, Chapitre 12, Introduction au Calcul symbolique :
Premiéres Notions sur 1la Transformation de Laplace, par R.
Deltheil (publié en 1955) :

ncr’est en 1893 que le physicien anglais Oliver Heaviside
(1850-1925) exposa pour la premiére fois les procédés de son
Calcul opérationnel, dans un article des Proceedings of the Royal
Society intitulé Operators in Mathematical Physics. Sous sa forme
initiale, ce calcul ne présentait en rien 1le caractére d'une
théorie mathématique rationnelle, Heaviside se laissant surtout
guider par son intuition et son sens physique des phénoméenes."

Ce calcul " a été justifié par les travaux de Carson a l’aide
des transformations de Fourier et de Laplace . Sous cette forme il
constitue 1la méthode générale des lignes et des réseaux

électriques ." ( Histoire génércle des Sciences .P.U.F ).

"Ia théorie des transformations de Fourier et de Laplace
exigeait aussi des généralisations des fonctions. En 1926, Dirac
introduisait en Physique Mathématique sa célébre « fonction > S4
nulle en dehors de 1l’origine et d‘’intégrale égale a 1, qui

représentait une impulsion unité & 1’instant ¢ = 0, donc deffet

(car une fonction nulle pour t # 0 est d’intégrale nulle), sa
justification mathématique correcte conduisait a une extension de
la notion de fonction; remarquons que, dans ce cas précis, la’
théorie de la mesure permettait déja de comnsidérer 60 comme une

mesure de masse 1 concentrée a l’origine, cfest a dire comme un
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étre mathématique bien défini. Cette extension a été présentée en
1945 sous sa forme actuelle (cf Théorie des distributions) par 1le
mathématicien frangais L. Schwartz." (Encyclopzdia Universalis).

2-L’exposé qui suit est congu :

- pour étre accessible a un lecteur possédant en
Mathématiques des connaissances qui ne dépassent guére celles
exigibles pour des bacheliers S.T.I.

- avec le souci de répondre aux besoins de 1la Physique
appliquée jusqu’au niveau des classes de T.S.

- pour satisfaire au référentiel des classes de T.S. paru au
B.O. n°21 du 25 Mai 1989 (page 1297). Toutefois 1les notions de
produit de convolution, de transformée de Laplace d’un produit de
convolution et de transformée en 2Z (cette derniére notion ne
figurant que dans les commentaires du programme) ne seront

traitées gue dans d’autres parties de ce cours (Tome & ou Tome 3.

3-Pour avoir une définition satisfaisante de 1’impulsion de Dirac,

des fonctions de transfert, de la notion de convolution ...etc...,
il y aura lieu de se reporter au document sur les distributions et

transformée de Laplace (Tome 2).

4-Dans les préliminaires (partie A), il nous a paru nécessaire de

rappeler ou préciser des notions qui peuvent intervenir dans ce
chapitre dans des définitions, des calculs ou des raisonnements.

Dans La partie B, nous avons eu le souci d’aborder des

notions et de rédiger des démonstrations accessibles a des
étudiants des classes de Techniciens Supérieurs.
I1 nous a paru nécessaire de combler le vide constaté, d‘une part
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dans tous les ouvrages que nous connaissons et destinés a ces
étudiants et d’autre part dans le formulaire et le référentiel des
B.T.S., concernant les transformées de fonctions non continues sur
[ 0, +o [. En effet ces étudiants utilisent en Physique des
fonctions (signaux) non continues et il leur est indispensable de
connaitre les régles qui les concernent (cf Avant-propos : En ce
qui concerne la Transformation de Laplace ....).

D’une maniére générale les références a la Physique sont
nombreuses et sont souvent utilisées a coté d’exercices

d’application immédiate pour illustrer les notions étudiées.

La partie C a pour but d’expliquer comment on pourrait justifier

correctement, pour les étudiants des classes de T.S., la
mathématisation des modéles physiques les plus courants pour eux.
L’interprétation de tels modéles & 1l’aide d’une seule équation
différentielle étant généralement trés insuffisante et source

d’erreurs de raisonnement.
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A - DRELIMINAIRES

I- DISCONTINUITE DE PREMIERE ESPECE :

1°) Définition :

Soit h continue sur ] Xg ~ & 4 Xg [ et sur ] Xg v Xgt a [

avec o > 0 . On dit que h admet une discontinuité de premiére

espéce en Xg si et seulement si lim h ( x ) et lim h ( x )

X-—Z-bx <
0 X — xg
existent et sont finies . Dans ce cas, on nomme saut de h en X
le nombre ¢. = 1limh ( x ) -— 1lim h ( x )
x
OX—>D'X X-—-—<—)X
0 (¢}

2°) Remarque :

Oon notera 1lim h ( x ) = h ( x+

o) et limh ( x ) =h ( x. )
> < 0
x——;xo x——+x0
et =h (xf)-h (x.)
”xo“ 0 0

3°) Exemples :

a) La fonction % présente en zéro une discontinuité de
premiére espéce et le saut de % en zéro est 1.

b> La fonction

h:t |— 2t U (L) —U (t - 2)

présente en 2 une discontinuité de
premiére espéce et le saut de h en 2 est
=h(2t)y-n(2)=3-4=-1

v
[

)
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‘ 1
c¢) Les fonctions t |—» % et t |— e  nradmettent pas

en zéro des discontinuités de premiére espéce.

IT- FONCTION LOCALEMENT CONTINUE PAR MORCEAUX - PRIMITIVE LARGE

1°) Définition 1 :

h est continue par morceaux sur [ a , b ] « 1la
restriction de h a [ a, b] n’admet qu‘’un nombre fini
( éventuellement zéro ) de discontinuités sur [ a , b ] toutes

de premiére espéce.

2°) Exemples :
a> h:t |— ©U(t) —2%(t-1)+3uU(t-3) est

continue par morceaux sur [a, b]

~h(t)

3 1
T '
g

o1 ) ! ’

2l 12 3 ¢

b> h de période T et telle que :

I [ h(t) = t, est continue par morceaux sur [a,b].

NI
-

¥t e ] - >

h(t)

o 7

v
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e h : t }— ?—%—5 © (¢t — 1) est continue par

morceaux sur [0,2] mais n’est pas continue par morceaux sur [0,4].

~h(t)

3°) Définition 2 :

Soit I un intervalle quelconque de R , h est
localement continue par morceaux sur I , si et seulement si ,
quelquesoit [ a , b] € I , hest continue par morceaux sur
[a, b].

Remargues @

Les fonctions des exemples a) et b) précédents sont donc
localement continues par morceaux sur R, la fonction de 1’exemple

c) est localement continue par morceaux sur ] -« , 2 ].

Si h est continue sur R elle est localement continue par morceaux

sur [R.
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4°) Définition 3 :

h(x)—-h(x

X-Xo

o)

Si 1 m
x x

Ve

0

dit que h est dérivable a droite en x, et on appelle nombre

0
dérivé a droite de h en Xq le nombre. :
h (x)-h(x,)

x,-xo

h& ( X0 )= 1 im
X

+V

*0

h(x)-h( X0 )

X = X

Si 1
0
x

A -

0

dit que h est dérivable a gauche en X0 et on appelle nombre

dérivé a gauche‘de h en x, le nombre :
h (x)=-h(>x;)

o

h’ (x, )= 1im —
0 < x X0
X + X
Remarque 1 :
Ne pas confondre :
+
h (x)-h( X ) h (x)—-h{( X )
1im — et l1im o
> X~ %o > 0
X > xg X ¥ xg
Ne pas confondre :
. h (x)-h(x5) ‘ h ( x ) =-h( xo‘)
1im P et l1im pra—
x 3 x 0 x 3 x 0
o 0
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Exemples @

adh:x |— ¥ | x| n‘a pas de nombre
dérivé, ni a droite, ni a gauche, en zéro.

b h : x b— | x - 1 | e a pour nombre
dérivé a droite en 1 le nombre e et pour nombre dérivé a gauche en

1 le nombre - e .

h(x) = x si x £ 1

c) Soit h définie par { 5
h(x) = (x - 1)" s1i x> 1

+h(x)
41
I >
0 1 x
1imB() -h@) _ g X1y -nr (1)
< x — 1 < x= g
x =+ 1 x > 1
h(x) - h(1) . (x-1)2 -1 -1
lim = 11im = 1im = - w
x - 1 x-1 x-1
> > >
x % 1 x > 1 x> 1

La fonction h n’est pas dérivable a droite en 1.
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d> On montrerait de la

h(x) = x si x <
fonction h définie par h(1) =‘%
= ( —1)2 si x >

h(x)

méme maniére que la

1

1

n’a pas de nombre dérivé ni a droite, ni a gauche en 1.

Remargue 2 @

Si h est dérivable a droite en x

0’
[ Xg 1 Xg + £ [ (£>0).
... b (x)=h(x5) .
Si lim X = %g =a , on sait
x+x0
que alors il existe une fonction ¢ définie sur

telle que

e( x ) =0

0 0

0 )

X

$V P
X =

d’ou 1im h(x)=h(x
xX xX

$V

] x

h est définie sur un intervalle

(programme de Premieére)

r Xo t 2 [

0 0

h( x ) = h( Xq ) +a ( x - xo) + ( x - X ) e(x) et

De méme si h est dérivable a gauche en Xgr ON montre que

l1im h(x)=hnh(x

x f x
0

0 ) -

Si h admet en X0

nombre dérivé a droite alors h est continue en Xq-

Conclusion :

un nombre dérivé a gauche et un
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5°) Exemple et définition 4 :

a) Exemple :

t
Soit £ = % et la fonction g:t |—— J U (x) dx
0

]
o

Sit=0 g(t)
Sit >0 g(t)

Vit#=0 g est dérivable et g’(t) = £(t)

En zéro : g}(0) = u(0") , g4(0) = 2(o™)

donc V ¢ € R, gi(t) =u(tT) . gg(t) =u(th)

b) Définition 4 2

F admettant en tout point d’un intervalle I, un nombre dérivé a
gauche et un nombre dérivé a droite.

Soit la fonction f telle que :
VteI, Fi(t) = £(t7) et F4(¢) = £t ™)

on dit que F est une primitive large de f sur I.

Remargues :

mIlvadesoiquesi I=[a,bl], Fé(a) et F&(b) ne
sont pas définis.

m On vient de rappeler que si une fonction est dérivable a
droite (respectivement a gauche) en tor alors cette fonction est
continue a droite (respectivement a gauche) en to -

Une primitive large d’une fonction f sur un intervalle I étant
dérivable a droite et a gauche en tout point ¢ e I est donc

0
continue en tout point tg € I.

F primitive large de f sur I = F est continue sur I
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Exemple :

La fonction F de période T définie par :

t2

2

T

F(t) 2

sit e[ -%

, % ] est une primitive large de f

définie dans 1l’exercice du ITI 2°) b).

nF(t)

Exercices :

1.F 2 ¢t |— ¢t %(t) — 2 (¢t - 1) Ut - 1) + 3 (t - 3) U(t - 3)

est elle une primitive large de la fonction définie au II 2°) a) ?

2. F :

est elle une primitive large de cette méme fonction

?

t b— t u(t) - 2 (¢t - 1) %t - 1) +4 (¢t - 3) Ut - 3)

2

3. H: t J—> t U(t) — (2t - 1) U(t - 1) + (3t — 5) U(t - 3)

est elle une primitive large de cette méme fonction

4. H définie par

est elle une primitive large

H(t)
H(¢)
H(1)
H(¢t)
H(3)
H(¢)

i

t <0
t [ 17

nn
e

o,

N O

-t +2site]l1,
-5

[ | T I T

- 7sit >3

N
o

de cette méme fonction
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6°) Théoreéme 1 Cadmis) :

Soit F une primitive large de f sur I
il existe k € €, tel que :

G primitive large de f sur I « { ViteI G(t) =F(t) +k

7°) Intégrale sur un intervalle [a,bl d’une fonction continue

par morceaux sur [a,bl. Primitive large d’une fonction

localement continue par morceaux.

Nous allons définir 1’intégrale sur [ a , b ] de £, f présentant
un saut en tg,, uniquement & 1’aide de la notion de primitive d’une
fonction continue sur un intervalle. Nous constaterons que la
notion d’intégrale ainsi étendue aux fonctions localement

a

continues par morceaux est "identique™ a celle de primitive large.

a) Intégrale sur un intervalle [ a , b 1 d'une fonction

continue par morceaux sur { a , & 1.

Examinons le cas ou f admet un saut en to «]l]a,b]

fl(t) = f(t) si t e [a,to[

Soit f1 la fonction définie par :
£,(tg) = £(ty )
f1 est continue sur [ a , t, ]-

t t
par définition J 0 £(x) ax = J 0 £, (x) ax
a a

De méme :
fz(t) = f(t) si t = ]to,b]

soit £, la fonction définie par :
_ +
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(o) 0
b to b
Définition : I f(x) dx = f f£(x) dx + J f(x) dx
a to

bd Primitive large d’une fonciion localement continue

£ar morceaux.

Soit la fonction F définie sur [a,b] par :

. t

F(t) =I f(x) dx sit S,to

( £ est ici la fonction considérée au ad)

I1 est immédiat de constater que V t, € [a,b], t, = ¢

1 o b
Fr(t;) = £(t,)
Montrons que F est dérivable a gauche et a droite en ty et que
- +
4 — ’ — -
Fg(to) f(to), Fd(to) f(to) :
m F étant une primitive de f1 sur [a , to],
Filtg) = £3(tg) = £(tg)
to t
@ Pour t > to F(t) = J f(x) dx + J fz(x) dx

o
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I1 s’ensuit que F est une primitive de f2 sur [t0 , bl, d’ou

’ _ _ +
Filtg) = £5(tg) = £(ty)

La fonction F est donc une primitive large de f sur [a , b]

(et est donc continue).

F est la primitive large de f sur [a , b] qui s’annule pour ¢t = a.

Remarqgue : On généralise sans difficulté au cas ou
f admet sur ] a , b [ un nombre fini de discontinuités de premiére

espece.
Exemple :
Soit £ : t |—— U(t - 1) - U(t - 3) I =R

La fonction f admet en 1 et en 3 une discontinuité de premiére

espece.

Soit F définie par :

t

F(¢) = [ £(x) dx - sit <1
0
1 t

F(t) = [ £(x) dx + [ £(x) dx si1=<t <3
0 1
1 3 . t

F(t) = f f(x) dx + f f(x) dx + f £(x) dx sit =3
0 1 3

donc :

F(t) =0 site] -0, 1]

F(t) = ¢t - 1 site[1, 3]

F(t) = 2 site]3,+wo]

F est continue sur R et ¥V t € R, Fé(t) = f(t_) et Fé(t) = f(t+)

F est la primitive large de f sur R qui s‘annule pour t = 0
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8°) Définition :

Soit f localement continue par morceaux sur l’intervalle I = R
[a, b]lcI, et

ar weee b les points de discontinuité de f sur J a , b [,

b .
On appelle intégrale de £ sur [ a , b ] notée f £(t) dt le
n a

t
nombre J 1+1 f(t) dt avec tg=a et t .. =Db
P

=0 1

9°) Théoreme 2 Cadmis) :

Soit f localement continue par morceaux sur l’intervalle I € R

' t
aeletF:I+C tellequeVt eI, F(t)= [ f(x) dx
a

F est la primitive large de f sur I qui s’annule pour ¢t = a

10°) Théoréme 3 :

Si f est localement cbntinue par morceaux sur [ a , b ] et
si F est une primitive large de £f sur [ a , b ] alors :

b
f f(t) dt = F(b) - F(a)
a

Ce théoréme est une conséquence immédiate du 7°). En effet,
supposons f continue sur [a , b] sauf en to € J]a , b[ ou elle
présente une discontinuité de premiére espéce

b to b _ +
J £(t)at = f £(t)dt + j £(t)dt = F(ty ) - F(a) + F(b) - F(t,)
a a t
0
= F(b) - F(a) . car F est continue sur [a , b]
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Cette démonstration se généralise au cas ou f présente sur ]Ja , b[

un nombre fini de discontinuités de premiére espéce.

11°) Remargues :

" a) Si deux fonctions f et g localement continues par
morceaux ont méme valeur en tout point, sauf aux points de
discontinuité, elles ont les mémes primitives larges. (En fait

lorsqu’une fonction présente un saut en to il n’est d’aucun
intérét de définir cette fonction en to, seules les limites a

gauche et a droite, de la fonction, en t0 sont utiles).

b> S8i f est continue sur I, il est évident que la notion
de primitive large de f sur I se réduit a celle de primitive.

12°) Théoréme 4 :

I est un intervalle de R
Si u ( respectivement v ) est une primitive large sur I de

u, ( respectivement v , u, et v. étant localement continues

1 )

1 1
par morceaux sur I alors : VaeI, Vbel,
b b b
Ju(t) v (t) dt = [u(t) v(t)] - j v(t) u (¢) at
a
a a

13°) Définition :

On dit qu’une fonction de R dans C est localement intégrable
sur un intervalle I € R si et seulement si elle est
intégrable sur tout intervalle [a,b] & I.

Nota :S1i f est localement continue par morceaux sur

I alors elle est localement intégrable sur I.

89




' +oo
III- INTEGRALE GENERALISEE DE LA FORME f h(t) dt .
a

1°) Définition :

Soit h localement continue par morceaux sur

+o0 x
[a,+o[ , J h(t) @& = 1im J h(t) a4t . on dit que
a X = oo a

1’intégrale est convergente si cette limite existe et est finie.

2°) Exemples :
+oo X

ad I elda = 1im I e dt = 1im [1 - e_x] =1
0 x 3 4+ O X =+ 4w

Cette intégrale est convergente.

+00
b | % dt = 1im(inx )=+
1 x » +w

Cette intégrale est divergente.

¢ h (t) =% (t) -« (¢t - 1)

h(t) H(t)

1 4

,_
L
™

H(¢) =0si ¢t <0; H(t) =t si0=t<1; H(t)=1sitz=1
ou H(t) est une primitive large de h(t).

+o0 1
J h(t)ydt= 1im H(x) =1-= J at
0 x - 4w 0

Cette intégrale est convergente.
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dd I e ™ 3 avecmecC

0
x x
| e m o, - [ % mt ] _ % _ % mx
0 0
m=a+3jf et e - gm(a 3 B)x _ o (cos fix — j sin px)
1lim e™ =1im e (cos px - j sin pBx)
x = 4w x =+ 4w
Sia>0 1im e cos fx =1 1im e ** sin Bx = 0 et
x -» +ow x + +o

. < 1
1’intégrale converge vers e

Sia=x0 e cos 3 n’a pas de limite quand x + + ® et

1’intégrale n’est pas convergente.

400
3°) Convergence de f e P! £(t) dt .
0

a) Hypothéses (#), nous ne traiterons que le cas ou :

. £ est localement continue par morceaux sur [ 0, + w [
. peR

. il existe un intervalle I, I = 1 Pg » + @wl oul =R tel

que pour tout p = I, 1im e pt f(t) = O
t » + o
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b> Exemples :

2t t

f(t) = e (I = 12,+w[) g(t) = u(t) e

c) Remargue : Dans les applications a 1la Physique 1la
variable t est généralement supposée positive, la fonction f est
supposée nulle pour ¢t < 0 .

+0
d) Convergence de f e Pt £(t) At
0
Théoréme 1 (admis)
+oo +o
si [ | £(t) | At est convergente alors J £(t) dt converge
a a
+w +wo
et‘j f(t)dt.ﬁ I | £(t) | at
a a

Théoréme 2 (admis)

+o
Sivtel[a, +ol[, 02 f(t) = g(t) et si f g(t) dt converge
a

4o +00 4o
alors [ f(t) dt converge et [ £(t) dt = [ g(t) dt
a a . a

Théoréme 3
Si f vérifie les hypothéses (%) alors :
+wo
Vpel I e Pt £(¢) dt converge.
0
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Démonstration

Y 4
Soit p’f €« I, si p > p’ alors 1 e Pt f(t) =0
t

-ty
donc il existe A > 0 tel que :t >As e P ¢ f(t) < 1.

—_

Sur [0,A] , la fonction f(t) e pt est 1localement continue par
morceaux donc sur [ 0 , A ] il existe au plus un nombre fini de
points de discontinuité : 0 £ a, <a_, < ..... < a = A.

1 2
Sur | a a. .. £(¢t) e P’t ost continue
i’ Tifl -

. _ -p’t
Soit Hi = Sup ’ e £(t) l pour t = ] a; , ;.4 [

Soit M = Sup Hi avec 1 £ i =n -1 alors

Y 4
Vie[ O, A] If(t)ept’EM
-ty
donc il existe c tel que V t = R+, ' e P t f(t) l = c = Sup(M,1)
- - -7 Y 4
leptf(t)’='e(pp)‘ep‘f(z)l

Ie'(P-p')t e Pt f(t)l <« o (PP")t le_p:g f(t)l < o (PPt

donc d’aprés les Théorémes 1 et 2 I e_ptf(t) dt converge.
0
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E - TRANSFORMATION 4t LAPLACE

I- DEFINITIONS ET THEOREME :

1°) Transformée de Laplace d’une fonction f nulle sur 1-wm, Ol

Soit une fonction f de R dans €, nulle sur ]-«,0[, localement
intégrable sur {0,+w[. S’il existe un intervalle I,
I = ]po,+w[ ou I =R tel que pour tout p e I,

4o
1’intégrale f e pt f(t) dt converge, alors l’application
0
o
F de I dans C définie par F(p) = [ e PL gty ae
0

est nommée transformée de Laplace de f.

= Rappelons que si f est localement continue
par morceaux sur un intervalle I < [R, elle est localement

intégrable sur I.

m Dans ce chapitre, 1les transformées de
Laplace définies ou cherchées sont exclusivement les transformées
de fonctions nulles sur ]-w,0[ et vérifiant les Hypothéses .
Souvent ces fonctions seront notées sous la forme:

f :t }— g(t) U(t) ou encore f =g.U
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® Remarquons que toute fonction g.% telle que
g vérifie les hypothéses % admet une transformée de Laplace.

2°) Notations :

On note £ : £f —— F ou F = £ (f)

On note aussi, par abus d’écriture £(f) = £ [ f(t) ]

f est nommé original de F

4°) Théoreme :

En reprenant la démonstration du Théoréme 3 du A - Préliminaires
III 3°) d), on a donc V p > p’, p’e I étant fixé

| I 4

|F(p)| = | fo e Pt g£() at I < ¢ fo (PPt g,
_ (o] '—(p..pl)t

P = - 525 [e ]0-

F = ’ d’od 1im F(p) =0

IF(P)| = 5= 1im

96




II- TRANSFORMEES DE QUELQUES FONCTIONS USUELLES - PROPRIETES :

1°) Fonction partout nulle sauf éventuellement en des points

isolés de R+, en nombre fini sur tout [ a , b ] < rY .

+o0
F(p) = fo £(t) dt = 0 , donc

pour tout p € R, |[F(p) = 0

Remargue @
Nous serons amenés a rencontrer de telles fonctions, par exemple :
soit g périodique, de période 2, définie par g(t) =1 si ¢t « [0,1]
et g(t) =-1site[ 1, 2[ et la fonction f telle que :

£(t) = g(t) u(t).

La fonction f est dérivable sur R — [N et sa dérivée f’ est partout
nulle sur R - N, donc ¥ p € R, £(£’)(p) = O.

2°) Fonction échelon unité 3 £ = U

Yp>0, 1im e Pl oy (t)=0etsip=0, eP yi)y=1
t > 4+

Yo o 1 _-pt 1™
sip>0 F(p)=J &P dt=[-—ep] -
0

donc £(U) est définie sur ]0,+w[ par :

£(U)(p) =

D=
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3°) Fonction Rampe : £ : ¢t —— ¢t U(t)

‘o0 40 +oo
_ -pt _ t _—pt ’ -pt
F = t e dt = | - = + dt
® = J [ 5 e ] J e |
Sip>0 F(p)= lim 15 [—pt e_pt—e_pt]

m 1—2- [—px e PX - oTP* 4 1] .
x ¥ 4o

o)

donc F est définie sur ]0,+w[ par :

F(p) = —

p

4°) Fonction f : t |—— et U(t), a e C
4+

+o
F (p) =] e Pt & g; = I e(27P)t 4,
0 0

Si a € R, 1’intégrale est convergente pour p > a et f est définie

sur Ja,dtwf.

Si a n’est pas réel, l’intégrale est convergente pour p > Re(a)
et £ est définie sur ] Re(a) , + @ [.

1
P —a

F (p) =

Démonstration : voir l’exemple A-III-2°)-d)
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5°) Linéarité :

a) Si f admet une transformée de Laplace pour p & I,

Sig admet une transformée de Laplace pour p e I,

alors Af + ug admet une transformée de Laplace pour p € Il N I2

V(r,u)eC e (rf+pug)=re(E)+ue(qg)

En effet

400

-pt —-pt ~pt
[ (A f + ug)(t) e at =x e f(t)dt+pj'ep
0 0 0

g(e) de

b) Applications @

Transformées de fonctions trigonométrigues

Soit fl :t f—— U (t) cos wt et f2

t p—— % (t) sin wt

cos wt = % eJot 4 % e Jut gt sin wt = 5% eJ0t _ 5% e ot
d'ouVpe ]0, +wl

R T R R s S
F,(p) = £ :sinwt: =§%[ﬁ]-%[pijm]=pzjwz

Les transformées des fonctions f1 et f2 sont les fonctions F1 et

F2 définies sur 1] 0 , + @ [ par :

2 2

F (p) = 5B — F(p) = 52—
P Tt p° + w
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c) Exercices :

Préciser I puis donner la Transformée de Laplace de :
t

1-f:t }— (3t+5+2e )U/(t)
2- f : t |— uU(t) ch wt

3- f : ¢t |— U(t) sh wt

4- £ 1 ¢t |— U(t) sin? 2¢

5- £ : ¢t |— U(t) cos> ¢

6" ) Autres propriétés :

Si £ et g, localement continues par morceaux sur [0,+w[,

ont méme valeur en tout point, sauf aux points de

discontinuité, elles ont méme transformée de Laplace.
(cf A- II- 11°) a))

Réciproquement (Théoréme admis) :

Si f et g sont localement continues par morceaux

sur [0,+w[ et si £(f) = £(g) alors f - g est une
fonction partout nulle sauf éventuellement en des points
isolés de k' en nombre fini sur tout [a,b] < rY .

Exemple :

La fonction F définie sur ]0,+w[ par F(p) = % a pour original 1la

fonction % mais aussi la fonction f définie par f(t) =0 si t = 0
et f(t) =1 si t > 0.

Remarque :

Si £(f) = £(g) et si £ et g sont continues sur 1’intervalle ouvert
I< [0,+0f alors ¥V t € I, g(t) = f(t)
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7°) Effet d’un changement d'échelle sur la variable :

a) Si &£ £(t) ](p) = F(p) est définie pour p € I et si

b

a > 0, alors : x'f(at)](p) = % F ( g ) est définie pour g eI
1

b) Démonstration @

+w

Soit x[f(t)](p) = F(p) = f e Pt ¢ (¢) dt, pel
0
F°  _pt
x[f(aa)](p) = &P g(ar) at
0
. P x
= % f e 2 f (x) dx avec x = at
(4]
_ 1 P P
=aF(3) a<lT

8°) Effet d”une translation sur la variable :

Ca) Sig [ £(t) u(t) ](p) = F(p)

est définie pour p € I et si a > 0 alors

glec-aue-a Je) = e F @

est définie pour p € I.
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b> Démonstration :

£(t) | g(t) /\/
W _ [ ;
i’ 0

0 a
g (t) =f (¢t —a) ¥ (t - a)

+0
x[g(t)](p) = _fo e P! £f (¢t —a) ¥ (¢t - a) di

a -0t +oo ¢

=] P f(t-a)u(te-a)dt +[ eP £ (¢t -a)u( -a)a
0 a
o

=J' epf(t—a)‘u(t—a)dt car pour 0 £ t £<a % (t —a) =0
a

+oo
En posant x =t - a, on a x[g(t)] (p) = _f e—p(x+a) f (x) dx d‘ou :

0
-l-w -— — —
£[a()]p) = P J e () ax = e £[ecae) = &P F(p)
¢ Exemples :
. -pa
_ e
£ [u a)](p)—p
-pa _ _-pb

P r'u(z—-a)—e»z(::—la)](p)=“’ =

- -pa
gl - ue-a e =2

- p

) -pa
e eO((t - a) U (t - a) ](p) = pe_ ~

- -pa
£ ] u (t - a) cos w(t —a)](p)=—§—e—-2-

i p° + w
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d) Exemple d’application & la Physigue :

'Signal causal échantillonné bloqué.

% signal continu sur [ 0 , + o [ et nul pour ¢ < O.

g(t) —— E > B > s(t) Signal échantillonné bloqué

E : échantillonneur
son réle est de faire l’acquisition de ¥(t) aux instants nTE avec

n = 0.

B : bloqueur d’ordre zéro

Son rdle est de maintenir 1’information S(nTE), acquise a
1’instant nTg, jusqu’a 1l’instant (n + 1) T, de 1l’acquisition
suivante.

.acquisition a nTE

.acquisition a (n+1)TE

.maintien entre nTE et(n+1)TE

du signal a la valeur z(nTE).

y i

1
0 nT (n )T

Allure du signal échantillonné bloqué :

(t)
(t)

L 4
o+
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Le signal échantillonné bloqué peut s’écrire :
s(t) = 8, [u(a) - u(t - TE)] +_31 {u(a - Tp) - Ut - ZTE)] + oenn.

+ 8n [u(a - nTE) - U(t - (n+1)TE)] + ....

La transformée de Laplace S de s est définie par :

-T_p -T_p -2T_p
_ T _ 1 E 1 EY _1 E
S(p) = & 0 [ D D e ] + 81 [ D e D e ] + ...
-nT_p -(n+1)T_p
+ % [le B _1le E]+....
n P p
= 11 "TgPq ThTgP
S(p) = }: Bn [ P - D e ] e
n=0
1 - e_TEp i —nTEp
S(P)'—'-——E———.Z’Bne
n=
e -nT_p
}: Sn e est la transformée de Laplace du signal
n=0

échantillonné aux instants nTE ( Echantillon 8n a l’instant nTE).

+
o
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- e
p
transfert opérationnelle associée au rdéle du bloqueur d’ordre

La fonction H définie par H(p) = 1 est la fonction de

zéro, c’est a dire maintien de la valeur ¥ entre 1l’instant nTg et
1’instant (n+1)TE.

e) Exercices

Trouver les transformées des fonctions f définies par :
f(t) = u(t) + U(t - 1)
f (t) = u(t) sin ¢t + U(t - =) sin (t - r)

£ (t) = ¢t U(t) - 2(t - 1)Ut - 1) + (t - 2)U(t - 2)

9°) Transformée de % f dans le cas ou f est une fonction

périodique, de période T, localement continue par

morceaux sur [R.

a) Si f est périodique et 1localement continue par
morceaux alors : V¢t € R, il existe m et M tel que m £ f(t) = M

donc :

mePt cftyePsm e P! etsip>0 1im f£(t) e Pt =9

t » +oo

Donc % f vérifie les hypothéses % pour p > 0, il en résulte
qu’elle admet une transformée de Laplace définie sur ]0,+w[.

b) Transformée de = t —— U (t) £ (¢)

Soit f0 définie par : Vt e[ 0, TI[ fo(t)

£ (t)

et Vte[O,T[ £,(t)=0
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Soit fn définie par : fn(t) = fo(t - nT) (¢t - nT)

fo(t) .fn(t)

E T » L | 0 nT (ATD)T

> ¢

£(t) u(e)

~ f(a)u(a)=Zf(a)
1
0 T2 37 a4t ! n
n=0
Soit : Fo la transformée de f0
F_ la transformée de f_ alors F_(p) = F.(p) e P°T
n . n n o'P
F la transformée de % £
+0 o T ot
F(p) = [ ut) £(t) eP at=] Z £(t) e Pt 1 at
0 0
n=
Oon démontre et nous admettrons que :
o [ &2 bt o e —bt
I E: £ (t) e P | ar = }: J £ (t) e Prat
0 n o "™
n=0 n=0
+o0 4+ +w
+oo -pt -pnT -pnT
Fp) =) [ fu(0) ePla =) mp) e P mrp) ) e
n=o ° n=0 n=0

+w
On rappelle que pour |q| <1 }: qk =1 1
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+0o
donc si | e—pT | <1 E: e-pnT =—1 __  drousi p>0

¢) Exemple :

Déterminer la transformée de % f sachant que f est périodique, de
période T et est définie sur [ 0 , T [ par :

f(t) = U(t) — U(t — ) avec v < T .

_Tp
1 - e 1

d’ou F(p) = . e
P P 1-e P

d) Exercices :

1- Déterminer la transformée de % . f sachant que f
est périodique, de période 1 et est définie sur [ 0 , 1 [ par :

£(t) = ¢.

2- Déterminer la transformée de f définie par :

f(t) = |sin wt| U(t).

On pourra utiliser la fonction g définie par :

g(t) = %(t) sin ot + Y(t - ) sin [w(t - g)]
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3~ Déterminer la transformée de % . f, sachant que
f est de période 2 et définie par :

£(t) =t sitef[O0,1]

f(¢) =2 -t site[1, 2]

10°) Exercice d’application a la Physique.

Signal sinusoidal échantillonné bloqué

avec TE = % période d’échantillonnage ou T est 1la période du

(bloqueur d‘’ordre zéro)

signal 8% sinusoidal.

max 2 1

Déterminer S(p) pour le signal échantillonné bloqué.
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IITI- TRANSFORMEE DE LA DERIVEE :

Nous allons traiter le cas qui permet d’obtenir 1le résultat qui
figure dans le formulaire officiel des B.T.S. et dans 1la plupart
des ouvrages destinés aux étudiants des classes de T.S. Nous
traiterons aussi les cas qui nous paraissent indispensables pour
le programme de Physique. En téte de paragraphe, pour éviter toute
confusion sont précisées les conditions d’application des
résultats que nous obtiendrons.

1°) Remargques et rappels :

a) En Physique il est courant d’étudier des signaux que
1’on modélise par des fonctions qui ne sont pas continues sur R ou

pas dérivables sur R.

b) Dans ce IIT :

m Toutes les fonctions considérées sont nulles sur
]_mlo[ .

m Toutes 1les fonctions notées f vérifient 1les
hypotheéses 2.

m On note F la fonction définie sur I = R ou
I = ]p0,+w[ et transformée de Laplace de la fonction notée f.

c) Si la fonction f est une primitive large sur [0,+w]
d’une fonction f1 localement continue par meorceaux sur [0,+w]
alors la fonction f est continue sur [0,+w[ et, en particulier sur
tout intervalle cuvert I sur lequel f est dérivable la restriction
a I de f1 est la dérivée de f sur I.
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Exemple :

Soit la fonction f définie sur R par :

o |
£(t) = 2: [(t—Zk]{u(t—Zk)JU(t—Zk-l)]—[t—2k—1]EU(t—ZK—l)—u(t—Zk—Z)]]
=0 :

ke N

£(t)

v
o

f est continue sur [ 0 , + w [ et primitive large sur [ 0 , + » [,
nulle en 0, de la fonction f1 localement continue par morcequx sur
[ 0O, + [, définie sur R par :

+m
£,(t) = E: [ u(t-2k) - 2 U(t-2k-1) + U(t-2k-2) ]
k=0
£(t)
1
0 1 P 3 ) 5 >t
_1 ——

¥ k €« N, la restriction de fl a ]k,k+1[ est la dérivée de f sur
1k, k+1[.

De méme, soit la fonction f2 définie sur R - N, constamment nulle
sur ] - o , 0 [ et sur chacun des intervalles ]k,k+1[, Yk « N 1la
restriction de f2 a ]k,k+1[ est la dérivée de la restriction de f1

a 1k,k+1[.
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2°) Une guestion de terminologie

Considérons des fonctions £, fl et f2 du méme type que celles de

1’exemple ci-dessus.

Pour nous conformer & l'usage (cf par exemple : ZEMANIAN -

Distribution Théory and Transform Analysis - Dover Publication -

Chapitre 2, page 50, Ex 2,3 et 4) et gpour des raisons de

.........................

Donc si, par exemple, la fonction f est primitive large sur
[ 0, + ® [ d’une fonction £’ localement continue par morceaux sur
[ 0O, +o[ on écrira que 1la fonction f’ est 1la fonction
« dérivée » de £f sur [ 0 , + oo [.

De méme, si f est une fonction localement continue par morceaux
sur [ 0 , + oo [ et si f1 est telle que sa restriction a chacun des
intervalles ouverts I sur lesquels f est dérivable est dérivée de
f sur I on écrira que f’ est la fonction « dérivée » de f sur
[0, +w[.

Si (par hasard) ces guillemets étaient omis dans la suite de cet
ouvrage le lecteur n’aura aucun mal a les rétablir.

3°) Transformée de la fonction f’ « dérivée » de f si f est

continue sur [ 0, + o [

m f’ est localement continue par morceaux sur [ O , + ® [

B f est une primitive large de £/ sur [ 0 , + w [
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+o0 x

J eP srtyde= 1im [ e P gr(e) ae
0 x <+ +te0 O
X xX
= lim [f(t) e'P‘] +p [ e P og(e) ae
x > +w 0 0
+
= - £(0) + p F(p)
+
veer x| ]® =prm@ -0
a) Remargue
Soit la fonction f définie sur R par £f(t) = - %(t) cos t, sa

transformée de Laplace est la fonction F définie sur ] 0 , + o [

par F(p) = ——-E—L—.
p +1

Soit £/ vérifiant les hypothéses

2

g e @ =pr@ - 0" = 5E— 41
P +

2
Posons Fl(p) = 'TE'_ et Fz(p) = 1
p +1

l1im Fl(p) = -1 et l1im Fz(p) = 1 donc ni Fy ni F, ne sont
p +» 4w p » 4o

transformées de Laplace de fonctions vérifiant les hypothéses .
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Mais la fonction G définie sur ] 0 , + o [ par

2
G(p) = ~;%—E——- +1 = -—5—1——- est la transformée de Laplace de
p-+1 p-+ 1

la fonction g, « dérivée » de f, définie par g(t) = %(t) sin t.

(Remarquons que ici f est dérivable sur [ 0 , + w [ donc que les
guillemets ne s’imposent pas)

b) Exemples @

a) £ :t — U(t) sin wt

£/ : t |— U(t) @ cos wt = % £r(t) = U(t) cos wt
F(p) = —_ d'oﬁ‘x[U(t) cos wa](p) =1 P L = p
(p o7 4 o2 @5 52 02 P2y 2

p) £:t }b— t2 u(t)

£7 1t |— 2t U(L)

2 [ ]@ = Z=prme - 10" -0 FE) aon Fp) = 5
| & p
y) £t b— t U(t) - 2 (t-1) YU(t-1) + (t-2) U(t=-2)
2

_@-ePF
F(p) =
pz

Soit £/ : t |— U(t) - 2 U(t-1) + U(t-2) <« dérivée » de f
£ [f' ](p) - p F(p) - £(07) = p F(p) = A-e )
| | | P

résultat que 1’on peut vérifier trés facilement par calcul direct.
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4°) Transformée de la fonction £»

Hypothéses :

m f» est localement continue par morceaux sur [ 0 , + o [
m f’ est une primitive large de £ sur [ 0 , + @ [
E £’ est la dérivée de £f sur [ 0 , + @ [

m £’ vérifie pour p € I £ R les hypothéses .

I:we'Pt £2(e) ae = [e7(e) e_pt]:w + e [o r@) - 20")]

VpelI £ [ £ ](p) = p2 F(p) - p £(0%) - £7(0")

a) Exemple =

Soit f définie par :

£(t) = % t2 [u(t)«u(t—1)] + (2t - % t? 1) [u(t—l)JU(t—Z)] + U(t-2)

£(t)

w
o+

Il est facile de vérifier que f est dérivable sur R et que sa
dérivée f’ est définie par :

£r(t) = t U(t) - 2 (t-1) U(t-1) + (t-2) U(t-2)
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Soit la fonction f» définie par :
£2(t) = U(t) - 2 U(t-1) + U(t-2)

f’ est une primitive large de f* sur [ 0 , +®o [ et f£f» est
 localement continue par morceaux sur [ 0 , + o [.

D’aprés 3°) b) )

2 2
(1-eP " _(1-ePB
L’ |(p) = ————~ et L1 (p) = ——m—
[#] = =] -

aron =) _p2 gp) car f£(o7) =¢£7(0") =0 donc

P
2

_ P
p

b) Exercice :
Soit g telle que : g(t) = 2 £2(t) + 3 £7(¢t) + £(¢)

£, £/, £» vérifiant les hypotheéses précisées ci-dessus et de plus
telles que £(07) = £7(0%) =0

Exprimer £ [ g ](p) en fonction de F(p) et de p.

5°) Transformée de la fonction £’/

@ £’/ est localement continue par morceaux sur [ 0 , + » [

107
f

@ £* est une primitive large de sur [ 0 , + w [

115




m £ est la dérivée de £/ sur [ 0 , + o [
m f’ est la dérivée de f sur [ 0 , + o [

m £/ et £» vérifient pour p €« I £ R les hypothéses .

Vpel x[ £ ](p) = p3F(p) - pzf(0+) - p£r(0") - £2(07)

On peut généraliser ces théorémes pour des dérivées d’ordre
quelconque.

6° )Transformée de la fonction f’ « dérivée » de f lorsque f

présente un saut sur 1 0, + ol

m £’ est localement continue par morceaux sur [ 0 , + w [
®m f est une primitive large de £’ sur ] 0 , X [ et sur
]xi,+w[

® le saut de £ en xi est Oy
i

a) Exemple de telles fonctions :

f:t!—————»t[%(t)-‘u(t—a)] a>ao

£/ : t |— YU(t) - Y(t-a) a>0o0

Le saut de f en xi = a est o4 = 1
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b) Transformée de f£7:

+m X o ‘ +w —
| e Pl grgeyar=fte PLogr(eyar + ] e P er(ey at
(4] (4] .
1

X, X . +oo +oo
= [e—pt f(t)] L+p J' 1a7Pt g(ry de + [e_pt f(t)] +p [ e Ple(e)at
0 0 X . X
i i
—PpPx. - -px. too
—e TE()-f£0) -e Treg)y+p [ P a
0

-. P

vper e[ ]|m=prm -0 -e Vo
1

c) Un exemple d’utilisation du résullial ci-dessus pour
le calcul de la transformée de f :

Soit g : t |— U(t) - Y(t - a) a>o0

g’ est nulle partout ol elle est définie d’ou :

- - o ap
°=PG(P)"‘1"(‘1)eap=>G(p)=lpe
Soitf:t}——-yt[‘u(t)—'u(t—a)] a>o
g est la « dérivée » de £

- - o ap
G(p) = p F(p) - £(0") - e P et ¢(p) = _1____pe____ d‘ou
_ oOP _ _ -ap  _-ap
1-¢ _prp -£0") -e? donc F(p) = +=F + &

P P P
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7°) Transformée de la fonctlion £/ « dérivée » de f lorsque f

présente n sauts sur 1 0, + w [

Hypotheéses :

m f’ est localement continue par morceaux sur [ 0 , + w [
# f est une primitive large de f’ sur ] O,Xl[, 1 xl,xz[,
ceceas ] xn—l'xn [, 1 xn o [

m le saut de £ en xi est oy
i

n
—x.p
Vperl f[f'](p)=pF(p)—f(o+)— e I o

i=1 1

Le raisonnement du 6°) b) se généralise aisément a ce cas.

8°) Exercices et exemples :

sit<o f(t) =0
a) £(t) si 0 <t < % f(t) = sin t
si't > % f£(t) = 1

f et £/ sont continues sur ] 0 , + «© [.

Donner la transformée de Laplace de f puis en déduire les
transformées des « dérivéees » f£’, fret £”.

On vérifiera par un calcul direct le résultat obtenu pour £ .
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b) £(t) = ¢t 2(t) = 2(t = 1) U(t = 1) + (¢t - 2) u(t - 2)

f est continue et £’ continue par morceaux sur [ 0 , + o [.

Donner la transformée de Laplace de f puis en déduire celle des
« dérivées » f’ et £>».

c) Un exemple de calcul de la transformée de f :

£(¢) £7(¢) £ (¢)

l-ﬂ 1'!"-" 1 +
e > t ‘ t ' t

(=
=
N
W
(=]
H_
N
W

~
o
H.—
N_
W

~

f est continue et f(0+) =0 donc £ [ i ](p) =

£ [ £ ](p) + £7(07) - eP - e72P 4 ¢73P

x[f'](p)= -

- aP _ _.2p -3p
x[f"](p) =0 et £7(07) = 1 donc .?[f](p) =1l-e e *teo

p

d) De lo méme fagon trouver la transformée de Laplace de

la fonction g définie par :

g(t) = t2 [u(t) - 'u(t—l)] + w(t-1) - U(t-2) + 3t [u(t—z) - u(t—z)]
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e) Calculer de deux maniéres différentes la transformée
de Laplace de la fonction f définie par : f(t) = g(t) u(t)

avec g périodique, de période T, définie sur [0,T[ par g(t) = = t

i

f) Application & la Physigue: Impédances Opérationnelles.

o) Condensateur

i . _ ., dv
—— i=Cgy (1)
v —C v tension aux bornes du condensateur
i intensité du courant dans le circuit

Dans un circuit, le condensateur s’oppose aux brusques variations
de tension : donc v est continue.

Si initialement le condensateur n’est pas chargé (systéme causal) :

v(0) =0 .

v étant continue : v(07) = v(07) = 0 .

Si on applique la transformation de Laplace a la relation (1) :

I(p) = C p V(p) car v(0+) =0 et v est continue sur 1 0 , + @ [ .

On définit 1’/impédance opérationnelle du condensateur :

- V(p) _ 1
Ze(P) = 1(p) “p ¢
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£2) Inductance :

..............................

i ' _ di
v L v tension aux bornes de 1/inductance

i intensité du courant dans le circuit

pans un circuit, 1’inductance s’oppose aux brusques variations de

Si initialement 1’intensité du courant est nulle (systéme causal) :

i(o0”) =0
i étant continue : i(0%) = i(07) =o0 .
Si on applique la transformation de Laplace a la relation (2) :

V(p) = L p I(p) car i(0+) = 0 et i est continue sur ]0,+ «f.

on définit 1’impédance opérationnelle de 1’inductance :

2.(p) = FEy =P L

¥) Résistance :

N v=Ri (3)
v v tension aux bornes de la résistance
i intensité du courant dans le circuit

On peut appliquer directement la transformation de Laplace :

vV(p) = R I(p)
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On définit 1/’impédance opérationnelle de la résistance :

(p

) _
p)y R

<

7 (p) =

£) Exemple d’application :

i R
—— }—rr
N i ¢ U
R L
% — ¢ S
Conditions initiales : systéme causal : s(0+) =0
i(0") = o
& = up, ty +s
1 1
E(p) =R I(p) + L p I(p) + pC I(p) et s(p) = pC I(p)
i
S(p) = E(p)

LCpl+RCp+1

9°) Transformée de fr tt b— s U(t) avec n € N

* _ n-1 _
a) vVnelN fﬁ(t) =nt U(t) = n fn_l(t)

d‘’ou &£ [ fﬁ ](p) =n & [ fn_1 ](p)

122




De plus, fn est continue sur [ 0 , + w [ et fn(0+) =0

doncVneNl £ | £ [(p) =p £ | £ ](P)
d'ouVneN é‘.’-f-(p)=-§$-f (p)
| “n | p | "n-1
£ [ £, ](p) = % (fonction échelon unité) et
- - ]
Vnz1: x[an 1 ‘u(t)](p) = _(_p__;_)_ donc 3[‘n u(")](P) = _27'5"
P P

I1 en résulte que :

n _ n !

YVnel f[t u(t)](p)_——;ﬁ-l— p>0

b) Application :

Soit f, une fonction qui admet pour tout ¢t wun développement

série entieéere :

4w
- n
f(t) = 2: a, ¢
n=
n k - a, - k!
Posons s _(t) = E: a, t donc S _(p) = E: %
k=0 k=0

en

S’il existe p, tel que pour p > p la série de terme général
(¢} 0
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i
ak k!

—%31~ converge absolument, on démontre et nous admettrons que % f
P

admet pour p > Py une transformée de Laplace F(p) et que :

exemple :

Soit f telle que £(t) = XML ¢/(r) et £(0) = 1

“+c0

n 2
£(t) = (-1)7 27
(2 n+ 1)!
n=0
(-n" (2n)!
S(p) est la série de terme général u, = (ZnF1)1 X pz ]
Etudions la convergence de cette série :
u u
3+1 =2n+1 X 55 Sip>1 1im ntll 1
n 2n+ 3 P n -+ +ow n
donc la série est absolument convergente.
+oo
. (-1)" 1 1
d’ou si p > 1 F(p) = E: X S5 H T - Arctan D
=0 (2n+1) P

c) Exercices

a) Calculer £ [ £ U(t) ](P)

3) Calculer x'[ g3 U(t - 1) ](P)
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IV- TRANSFORMEE DE LA FONCTION g DEFINIE SUR R PAR :

t
g(t) = u(t)J £(x) dx
"0

1°) Soit f localement continue par morceaux sur [ 0,4+ o [

telle que : YpeI, 1im e Pl £(t) =0 et F=2(f)
t » 4w

( I = ]p0,+ o[ ou I =1IR)

Montrons que pour tout p e I n RI l1im [e—pt J f(x) dx] = 0
t » +ow

Soit P, € I tel que p > p, >0

- p,t
silim e pt f(t) =0 il existe M > 0 tel que | f(t) | <M e 1
t » 4w
t t t
Py el _
d’ou l J f(x) dx [ <M I e dx = M D
) 0 1
ot t e-(p - Pyt Pt
il en résulte que | e J f(x) dx { <M
Py
0
~(p - p;)t , bt
1im e =0 et 1im e =0 car p > p, etp>o0
t » +w t » 4o
A
-pt _ . +
donc lim e f(x) dx = 0 si peInlR,
t » 4w

De plus g : ¢ }——+ U(t) J f(x) dx est continue sur [ 0 , + © [
0
f est localement continue par morceaux sur [ O , + ® [

g(o') =oet g’ = £ a’on 2[f]m)=px[gym
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t
alors £ [ t — I f(x) dx ](p) = E%El avec pe I n R:
0

2°) Exemple :

» [ j sin x 4. ](p) =_%_ Arctan % si p>1 ( voir II1I- 9° b) )

x
0
3°) Exercice :
t
Vérifier que &£ [ I cos x dx ](p) = —5—1—— sip>0
p +1

0

V- IMPULSION DE DIRAC :

1°) Approche de 1’impulsion de Dirac

a) Impulsion de Dirac de "poids” 1

Le modéle mathématique qui parait étre le plus proche de 1la
réalité physique utilise des fonctions indéfiniment dérivables
sur R.

Par exemple, la brusque variation, d’amplitude 1, d‘un signal
a 1l’instant 0, peut étre représentée par la fonction £, suivante :

£,(t)

"~

telle que fs(t) 0 pour t = 0

]

1T £_(t) 1 pour t > ¢

( £ > 0 et trés petit )

v
[ 3

0 = et fs croissante sur [R.
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On peut pour rendre compte de ce phénoméne considérer 1la
fonction g, plus simple mais non dérivable sur R définie par :

" 6
1 4 e g (t) = 0 pour t = 0
g (t) =1 pour t > &
1 .
0 = > ¢ g&(t) =—tsite]o,s]

ou méme, £ étant tres petit, la fonction h = U qui n’est pas
une fonction continue.

h(t)

"

1

@ Si on applique a l’entrée d’un systéme physique
nommé "dérivateur" le signal 8 = fa (fonction indéfiniment
dérivable sur R)

8 s
> Dérivateur

w

Oon constate que le signal de sortie s = e, est représenté par 1la
fonction f; dérivée de fs

P, (t)

i

Y
¥
[
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On remarque que

4o £ £
o j—w p (t) dt = fo p (t) dt = Io £/ (t) at = £ _(s) - £_(0) =1

o le maximum de @, est trés grand.

(¢ étant treés petit, la croissance de fs sur ]0,&¢[ est tres
rapide)

Done on peutl considérer que la fonction ps représente un
signal, déclenchéd & L’instant 0, de durde trés courte et
d'anplitude trés grande & laguelle on associe un "poids” égal

4+
& 1 car f p (t) dt =1
_w

a

B Si on modélise le signal a l’entrée du dérivateur
par la fonction s " la sortie est modélisée par une fonction 7,

telle que : YVt e R - { 0, = }, ys(t) = gé (t)
( gé dérivée de g, sur R - { 0, & } )

On peut donc choisir pour fonction Y, la fonction :

t > I [U(t) - U(t-e)]

L re(t)
1 +00
£ o f rg(t) dt = 1
-0
1 N
o = est trés grand
0 = » L
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= Le probléme est de modéliser la sortie ¢, si on
modélise l’entrée par h = %U.

En Physique ce signal ?, est clors modélisé par ce gque
1'on nomme Impulsion de Dirac en O (de "poids" 10 notéde & ou
éo et gue l'on représente par :
sortie
1 "poids” de L'impulsiond
0] y i
b) Impulsion de Dirac de “poids” A
Soit A € R, si on applique a 1l’entrée du "dérivateur" le

signal A fs on constate que le signal de sortie est alors le
signal A e, et ce dernier signal est modélisé par ce que 1’on

nomme impulsion de Dirac en zéro, de "poids" A, notée A 6.

A e (t)

M

" L

L 2

o+
-

w

o

f;m Aop (t) dt = A
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A g (t) v (2)

LY

-
o
L 4
[

+o0
j‘ Aoy (E) dt = A
—w

A (Tpoilds” de L'impulsiono

L 4
o
+

2") Etude des familles de fonctions £, ¢, £(f)) , £(e.)

quand £ tend vers 0.

Soit fs primitive large d’une fonction localement continue

par morceaux sur R et vérifiant les conditions ci-dessous :

Vite ls, 4o, £ (t) =1

¥te ] w,0], fs(t) =0 e >0
et la fonction ¢, telle qu’en tout point ou f_ est dérivable
pg(t) = fé(t) (fé dérivée de fs)

(c’est le cas des fonctions fs et e, 1 9, et Y, du 1°))
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a) Ve eR, ,

+00 £ . £
f_m p (t) dt = fo p (t) dt = fo £/ () at = £,(s) - £,(0) =1

b) Soit f la fonction définie sur R par :

m fs(t)

vVteR, f(t) =11
g — 0

i
o

Vte ]lw, 0], fs(t) =0donc f(t) = 1 im fa(t)
: e — 0

¥V t € ]0,+0[, pour tout t tel que t =z £ > 0, fs(t) = 1 donc

f(t) = 1im fs(t) = 1
g — 0

La fonction f est donc définie sur R par :

f(t) =0sit=<o et f(t) =1sit>0

“ -pt T -pt
c) £(£)(p) = IO £ (t) e dat + f e dt
&

+o
I e'-pt dt converge si p > 0, donc x(fs) est définie sur 10, +oof
&

4+
et [ e Pt e =1 e
P

1

P
o -pt 0 _pt

Vite[0,6], 05 f (t) S1ldoncox [ f(t)e Pat = [ e P at
0 &

& - - —Sp
d'od 0 = [ £_(t) e Pt ge <« 1 = ¢©
0 P
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Soit F la fonction définie sur ]0,+x[ par : F(p)=1 i m Fg(p)

>
e — 0

iim ——— = 1 im —-—- =20
e — 0 P P e — 0 P

donc ¥ p € 10,+»0[, F(p) 1

La fonction F est la fonctlion définie sur ]0,+w[ par F(p) =

MNotons gque F = £(f)

d) Soit ¢ la fonction définie par :

VteR, o(t) =1 imn. ps(t)
e — 0

vVte ]l-w, 0], ps(t) =0donc p(t) = 1 im ps(t) =0
e — 0

¥ t e ]O,+0[, pour tout t tel que t =2 &£ > 0, ps(t) = 0 donc

p(t) = 1 im @ (t) =0
&
e — 0

La fonction p est donc la fonction nulle sur R.

) £
e) £lp,)(p) = [ e (t) e at

—pt & £ “"'pt
[ e £_(t) ]0+ p jo e £_(t) at

i

£(p_) (p)

&
£lo)p) =" P+ a () avec T (@) =p[ e Pt £ _(t) at
or ¥Vt e [0,£], O = fg(t) <1

£
d'od VpeR, 0=<J.(p) =p J ePlat=1-¢ °P
0
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m £(¢.)(pP)

Soit A la fonction définie sur R par : A(p) =1 1
' g — 0

1im e “P=1 e 1im@(1-¢ “P)y=o0
g — 0 e — 0

donc Y pe R, A(p) =1
La fonction A est la fonction définie sur R par A(p) = 1

Notons gue A » £(p) car £(p) est la fonction nulle sur R.

3°) Remarques et conclusion

a) on peut constater que :

n g — 0 g — 0
fs y £ ?, > @
£ £ et £ £
£(f ) » £(£) £(e_) y £(p)

400 +w
mVeeRE ,j_m p (t) dat = 1 et j_w e(t) dt =0

+ oo
[ () at /// » [ e(t) at
-0

|
é
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B

b) On a montré que : .%?(qos)
Oon a donc la situation suivante :

M
© (1° Fs)

£

>

£(p,)

On est donc conduit a considérer que A est 1la transformée de

Laplace de &.

modéliséd par

ts
-
©
o
S

c)

] Nous admettrons l'existence d’'un "objet” mathdnmatigue &
nowmé impulsion de Dirac en zéro (de "poids”™ 1D dont la

transformée de Laplace est A,
VpeR, £(6)(p) =1

m & n‘est pas une fonction localement continue par morceaux sur R

vérifiant les hypothéses % car :

l1im A(p) =1 (cf I- 4°)
P — +m

® On démontre que & n’est pas une fonction.
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m On pourra se reporter a MATHEMATIQUES DU SIGNAL Tome 2 pour :
- une définition de § (Ch 3, III)
- une approche satisfaisante de & en utilisant 1les
mémes familles de fonctionspg.(Ch 3, IV)

4°) Impulsion de Dirac en a, a € R*

a) Approche de 1l’impulsion de Dirac en a

Si a 1l’entrée du "dérivateur"™, on retarde le signal de a e R%*, on
constate alors que le signal de sortie est retardé de a.
Les raisonnements du 1°) nous conduisent a considérer les

fonctions fa N et ha représentées ci-dessous
r

-2 pa,s ! ga,s
pour les différentes étapes de 1la modélisation des signaux
d’entrée et de sortie.

Entrées Sorties
» Ta,e(t) » Pa,z(t)
1+
02 artez » e 0 a arts > ¢
4o
j_m pa,s(t) at = 1
t t
- ga,s( ) ~ ya,s( )
1
£
1 duin
0 * ¢ 0 a a+ & > ¢
400
f rals(t) dt = 1
-—m
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Entrée

~ ha(t)

(=
7] [—

Sertie

~ Sortie (éa)

-
o+

0 a

Dans ce cas Lla sortie est modélisée
par ce gue Ll'on nomme impulsion de

Dirac en a (de "poids" 1.

b) Remarques et conclusion

m On peut faire ici, sans difficulté, le méme type de remarques

que celles du 3°).

m Il est immédiat que

alors V p € R, A_(p) = e 2P

s Par analogie avec 3°) b)

2, )(P) = e P £(p,)(p)

note Aa la fonction définie sur R par Aa(p) =

et que si on

B~

im 2(p, )(P)
— 0 !

modélisé par

Nous admettrons l1l’existence d’un "objet"™ mathématique éa
qui n’est pas une fonction, nommé impulsion de Dirac en a
(de "poids" 1) dont la transformée de Laplace est Aa

VpeR, £ (5)(p) = P
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c) Combinaisons linéaires de deux impulsions de Dirac

ae Ri , be R:_, AeR, uelkR

Soient les fonctions hs = A fa,s + u fb,s et v, = X ga,s + u gb,s

Comme dans les cas précédents, on montre que :

Lim 2w )(p) =2 e @ 4 ;, e PP ot on est conduit a considérer
g — 0

que la fonction ¥ définie sur R par ¥(p) = A e 2P 4+ 4 ePP ost 1a

transformée de Laplace de 1’"objet" mathématique noté A éa + u 6b.

VpeR, £(A6 +us)(p) =re Pty PP

Entrée Sortie
b NS T sa———
P A
0 a b% > ¢ 0 a b » ¢
At ou ;
L

5°) "Somme" d’une fonction et d’une impulsion

Considérons le systéme physique constitué par un "dérivateur"
et reportons nous a 1°) et 4°) a) pour les différentes étapes de
la modélisation des signaux d’entrée et de sortie.
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w

Dérivateur

w

a)

Entrées

&, (t)

%. indéfiniment dérivable et

1
croissante sur R.

Vite ]J-w,0] Sl(t) =0

1
Vtele,tw] Sl(t) = 3 t
£ > 0 et trés petit ;7 a > 0

L91(®)

_—

v

Si on rend compte de 1l’entrée L

continue sur R et définie par

138

Sorties

ﬂsl(t)
1
a |
5 = > i
s1 dérivée de 81
Ayl(t)
1
a
0 y ¢

en utilisant 1la fonction 9;

gl(t) = % t «%(t) alors on peut




rendre compte de la sortie s, par la fonction rq définie sur R
1
par : 7z, (t) = S u(t)

( En tout point ou g, est dérivable gi(t) = 7, (%) )

b) On constate en Physique et on démontre que si 1le
signal d’entrée est retardé de b alors le signal de sortie est
retardé de b.

Entrées Sorties
Zz(t) = - 81(t~b) sz(t) = - sl(t—b) b>0
. 22(%) . S2(t)
b bit= bta b bts
& 1 4 t n . g 1 4 t
‘5" A
g9,(t) = - g, (t-b) r,(t) = = 7,(t-b)
_ gz(t) " yz(t)
b b+a b
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c) On constate en Physique et on démontre gque si le
signal d’entrée est modélisé par la somme des deux fonctions
indéfiniment dérivables §, et ¥, alors le signal de sortie peut
étre modélisé par la somme des deux fonctions s, et s, qui leur

sont associées.

Entrées Sorties
33(t) = El(t) + Ez(t) s3(t) = sl(t) + sz(t)
~ 83(t) “ S3(t)
1
a

p|o

ng///: ¢ bte .

(1] £ b btz

L 4

on est dans ce cas conduit a rendre compte des signaux d’entrée et
de sortie en considérant les fonctions g, et Yq ci-dessous :

g, (t) = g, (£) + g,(t) r4(E) = 7, (£) + 7,(¢)

r4(t)

"~

Q|

plo

-
o
-~

o
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d)

Entrée

8,4(t)

b btz’

_b
a V/

L 4
oF

84 est indéfiniment dérivable

et décroissante sur R

¥ t € ]-w,b] §,(t) =0

-- b
¥V t e [bte’,to0] 84(t) = a2

£’ > 0 et treés petit

Reprenons ici la démarche du 1°) b) et du 4°)
rendre compte de 1l’entrée

conduit pour
considérer les fonctions 9, et 7,

Entrée
L 9u(E)
b btz’ .t
0 \ | f
_b
a -

141

Sortie
_ 5,(%)
b bt+zs’
6 - > ¢
= %’ déri
s4 84 dérivée de 84
(cf1%))
+0 btz
J sy(v)ydat =[] i(t) at
-0 b
4o
f s4(t) dat = 84(b+s') - 84(b)
00
40
_ b
J sy(t) at = -2
-0

a). On est
et de 1la sortie a

Sortie
. Ya(t)
b bt+e’ .
0 T » L
b
a&’ .................. ‘—




et finalement on modélise 1l’entrée par 1la fonction h4 définie

b

-3 2(t-b) et la sortie par 1‘impulsion de Dirac

sur R par h4(t) =

. b b
" | B [ p—
en b de "poids a notée a éb.

 Enirée Sortie
. h4(t) ~
b R b ,
5 y t ) n y ¢
-b Y
a

e) Si 1’on considére maintenant que 1l’entrée est 1la
fonction 85 = 83 + 84 la sortie est la fonction s5 = s3 + s4.
(cf c))

Entrée : Sortie
. E5(t) . Ss(t)
1
a
b=/
¢ = — y ¢
b bte
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Lorsqu’on modélise l’entrée par la fonction h5 somme des
fonctions g, et h4, il apparait naturel de dire comme en c) que le

modéle 85 de la sortie s_ est la "somme" des signaux o qui est

5
une fonction et de 1l’impulsion - g &y -

Entrée Sortie

=

b

w
[ d
-
o+

-b
a

b4

La Transformée de Laplace de E5 est la somme de la Transformée de

Laplace de o et de la Transformée de Laplace de - g éb .

2(£,)(P) = £(r;)(P) + £(- 2 6,.)(P)

or £(r,)(p) = +— (1 -eP) - (-2 ) PP
ap
et £(- 26,)(p) = - 2 &P
donc £(£5)(p) = 21— (1 - e°P)
a p
Re - 1 _ ~—bp .
narguons que x(hs)(p) = 5 (1 e ) donc que :
a p

2(£)(P) = P £(h)(P)-

Pour une généralisation de cette derniére propriété se reporter a
Tome 2, Ch 5, I- 4°)
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VI- QUELQUES PROPRIETES :

1°) Transformée de ¢t |— e at £f(t) , aelR

a) On notera F(p) = x[ f ](p) la transformée de f(:)

F définie sur I
+w 40

x[ e 2t £(1) ](p) = J e 2 £(r) e P ar = I £(e) e (P T AN 4,
0 0

x[ e 2t (1) ](p) = F(p + a)

V(p+ta)el x[ e 2t f(:)'](p) = F(p + a)

bd> Application :

2| wee) R eat (p) = n !
[ ] (p-a)t T 1
2| w(t) e cos wt {(p) = P—a
[ N ] : (p - a)? + o?

t

el o a . ] _
[ (t) e sin wt (p) - a)2 N wz

Une application de cette régle est fréquemment utilisée en
Physique dans le cas des systémes oscillatoires amortis.

I,
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c) Exercices @

Calculer la transformée de Laplace de :

a)a|-—»aetu(t-2)

ﬁ)t}-——oe—t[U(t)-U(t—g-)] [1+cost]
t

r) t — e sint et ¢ — J e sin x dx
]

i

§) t |— t et et t | I x e ax

0
2°) Transformée de : t |—— t f(t)
a) Théocréme admis @
Soit F(p) = x[ £ ](p) x[ t.£(t) ](p) = — F’(p)

b) Consédguence :

x[ ML £(2) ](p) = -1)" #(™ (p)

c) Exemple :

3[ t sin wt ](p) = '(——2—2;&—2)—2
P w
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d) Exercices : Calculer :

2]t e cos ¢ ](p)

&£ [ e ejwt ](p)

£ t™ cos nwt ](p)

t

£ [ J x cos x dx ](p)
0o

3°) Théoréme de la valeur initiale ¢ admis ) :

a) Si f vérifie les hypothéses (%) :

1im p F(p) = £(07)
p — +w

b) Exercices :

Vérifier ce théoréme sur les exemples suivants :

£(t)

t U(L)

£(t)

U(t) cos wt

£(t) =t (L) - (t - 1) ©U(t - 1) - (¢t - 1)
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4°) Théoréme de la valeur finale € admis J :

Si f vérifie les hypothéses (%) :

e P gty =0

Si 1im f(¢)=1eC alors Yp>0, 1i
t = w

+ B8

d’ou f admet une transformée de Laplace F définie pour tout p > o0,

donc, on peut chercher 1im p F(p) .
P 3 0

l1im pF(p) =11im f£f(¢)
>
p—0 t — 4o

5°) Exemple :

soit £(t) = =1 t a(t) et £(0) = 1

f est continue sur ] 0 , + ® [

donc si p > 0 f(t) e Pt _, 0 car |[£(t)] =1
Soit g(t) = t £(t) = U(t) sin t G(p) = ——— = - F’(p)
p +1
= 1 _ 1
donc F/(p) = - — et F(p) = Arctan = + k
p +1 p

p F(p) = p Arctan % + kp .

Posons X = Arctan % , P tend vers +w, donc X tend vers O,

. 1 . X
et l1im pArctan=- = 1l 1im = =1
p — 4w p X —» o AN X
donc 1im pF(p) =1+ 1im kp-= f(0+) =1 (d’aprés VI 3°)
p — Hwo p — 4w
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Ceci n’est vrai que lorsque k = 0 .

Donc F(p) = Arctan % ( déja trouvé au B III 9°) b)).

On a démontré ici que F était définie sur ]0,+w[ alors qu’en
B III 9°) b) on avait du se limiter a préciser que F était définie
pour p € ]1,+wf.

6°) Une utilisation des théorémes de la valeur initiale
et de la valeur finale en Physique :

Le systéme physique est caractérisé

E(p) Systéme S(p) . _
Physique par sa fonction de transfert opéra
Linéaire -tionnelle H(p) avec S(p) = E(p).H(p)
Exemple
w-z————mp+1
Pour E(p) donné, on a trouvé S(p) = 20
2
p p—2+w—‘—“p+1]
Wy o

a

On peut remonter a l’original s de S pour connaitre 1’allure du
signal de sortie.

On peut aussi se contenter d’évaluer 1l’allure de s(t) a partir de

quelques informations tirées de S(p).
Si on applique a S(p) le théoréme de la valeur initiale :

l1im pS(p) = s(0+) Oon trouve s(0+) =0
p-*+ o
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Si on applique a S(p) le théoreme de la valeur finale :

1im pS(p)=1 Ona 1lim s(t) =1
p-+»0 _ t » + o

Comme s(0+) =0, p S(p) =L[s’]1(p)

Si on applique a £[s’] le théoréme de la valeur initiale :

1im pe£is’l(p) =1im p2 S(p) = s'(0+) =2 muw

P+ + p+ + o 0

Si on applique a £[s’] le théoréme de la valeur finale :

im p &is’l(p) =1 m p2 S(p) =1im s’(t) =0
- 0 P 0 t » +

1 i
p > 00
On a donc un certain nombre d’indications qui permettent de
connaitre s(t) lorsque t tend vers ot et lorsque ¢t » + w .

C’est a dire a 1’instant initial et en régime permanent.

L’allure de la courbe représentant s(t) en régime transitoire
pourrait étre évaluée par la méthode des pdles (valeurs de p qui
annulent le dénominateur).

s(t)

~

1 ’///’-.\~\§-“~."‘“—"“ asymptote quand ¢t » + o

-
o+

Nota : Voir aussi C- V- .(Fonction de transfert isomorphe)
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7°) Exercices :

ad) Trouver les transformées de Laplace des fonctions

sultvantes @

f1 :t p—— Y(t) cos 3t

.
e
[w

|——¢ t U(t) cos 3t

h
.
o

3 f— U(t) eZt sin 4:

H
(1]
(9

—— u(¢ —%) cos 3t

(1]
(9 d

F— (3t + 1) U(t - 1)

]
L)
o

6 f— u(t) (e_Zt + 2 cos ¢t + 5)

h
o

F—— g(t) u()

g(t) =t sit [0,1[
avec et g de période 2.

g(t) =1site [1,2[-

h
LX)
o~

o — t e® u(t - 1)

- £q : t — ¢ et cos t u(t)
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b) Soit la fonction f0 définie por @

fo(t) =0sit<Oousit=z=2
fo(t) =t +1site[O0, 1]
fo(t) =2site[ 1, 2]
m Trouver la transformée de fo.
a Trouver la transformée de ¢ f——+ U(t) £(¢t) avec f de

période 3 et telle que : Vte[O0, 3] £(t) = fo(t)

m Trouver la transformée de t |— U(t) g(t) avec g définie

par :
g(t) =0 sit<o
g(t) = % a2 + ¢t +1site] s 10
1 g(t)y =21t sitef[1, 2]
g(t) =3 sit =z 2
On vérifiera que g’(t) = fo(t) pour t € R - { 0, 1, 2 } et on

utilisera Fo(p) pour calculer G(p) .

“

® g est-elle une primitive large de f0
m Sinon trouver la primitive large de f0 sur R qui prend 1la

valeur 0 en 0, puis trouver la transformée de cette primitive
large de f0 .

c) Trouver les originaux des forwitions suivantes (on

notera fn L'original de Fn

Pour trouver l’original d’une fonction rationnelle,

i

on la décomposera d’abord en éléments simples .
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Oon donnera
transformée

. 2p + 3

1 p2+4
4
F, : p k » 5
p (p~ + 4)
1
F, : p ) > 5
(2p + 3)
2p + 1
Fy, = P { > P

p2+4p+8

'Y e—p
2p + 1

ri
e

Fo : p —— 15 (L -eP) - % e 2P
p

aussi la représentation graphique de fe et la
de £/ sans calculer f¢. '

r
e

la transformée

Soit F : p | —

d’une fonction f continue sur [ 0 , + w [, sans calculer f,

préciser f(0+) et 1im £(t) .

t — 4w
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8°) Originaux des éléments simples de geme espeéce

a) On cherche les orignaux fn et 9, des fonctions

1
F (p) = —2—— et G (p) = ————=—
n (p2 + wz)n n (p2 + wz)n
On a vu que fl(t) = U(t) cos wt et gl(g) = u(t) sin wt

Nous allons montrer que la connaissance de £, et 9, suffit pour

calculer fn+ et donc pour calculer de proche en proche

1 % 91
les originaux cherchés .

b)Y Calculons Fﬁ(p) et Gﬁ(p)

F’(p) @2 +e®)H” -np (0% + o)™ 2p _ p2 + w? - 2 n p?
n (p? + w%)?" (p2 + ©2)"FL
Fr(p) = —(2n - 1) (p® + %) + 2 n o?
n (p2 + m2)n+1
1 2 1
F'(p) =-(2n - 1) ———=— + 2 n w
n (pZ + w2)n (pz N wz)n+1
= 2
Fr(p) = - (2n - 1) G (p) + 2ne” G, (p)
- 2Nnp
G (p) = ~ = —2nF_.(p)
! (p? + w?)"H n+l
1 2n-1
G 1 (P) = -2-—-——2 Fr(p) + P G,(pP)
d’ou les formules : n w n w
W
Fraa(®) = = 575 Ch(P)
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c) Or nous avons vu gue l’original de Fﬁ(p) est -t fn(t)

et celui de Gﬁ(p) est -t gn(t), on a donc les résultats suivants :

-1 2n -1

g (b)) = ———=5 t £ (t) + —5 g _(t)
ot 2 n w? n 2nw: N

£ . (t) =+ 5= ¢t g_(t)

n+l 2 n n

A titre d’exemples, calculons gz(t) et fz(t).

ot _ t sin wt
£,(t) = & g () = u(e) LEIR L
g,(t) = - =t £,(6) + =25 g, ()
2 w 2 w
g,(t) = - —i—i U(t) cos wt + 12 U(t) Eiﬂaﬂi
2w 2w
Ap+B

d) Seit H(p) = un élément simple

[(p - a)z + wz ]n

quelconque de zemeespéce. Pour trouver 1l1l’original h, on écrit
d’abord H(p) sous la forme suivante :

p — a + Ao+ B

(- a)? + w? n (- )2 + o2 n
[ I ]

H(p) = A

De plus on a vu que si F est la transformée de Laplace de f, alors

F(p + o) est la transformée de e—at f(t) donc :

ot

h(t) = e [ A fn(t) + (A a + B) gn(t) ]
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e) Exercices : Trouver les originaux des fonctions H

2
@) H(p) = ——2—
(p% + 1)2
#) H(p) = —EB
(p?‘ + 4)2
y) H(p) = 2p-1

(p2 + 2p + 10)2

VII- TRANSFORMATION DE LAPLACE ET <<EQUATIONS DIFFERENTIELLES>>

Dans les classes de Techniciens Supérieurs, en Physigue, il

est courant de modéliser un systene oar une dguation
différentielle lindaire et des conditions gui portent sur la
valeur en zéro et sur la continuiltéd du signal de sortie Cet de sa
<cdérivées> dans le cas d'éguations du deuxieme ordred. L’éguation
di fférentielle et ces condiiions sont calors précisdes par un

raitsonnenent physigue.

(cf Equations différentielles du premier ordre - IV- 1°) et
Equations différentielles du deuxiéme ordre - III- 5°)- a))

1°) Préliminaires

Dans cette partie VII :

a) Les équations différentielles sont linéaires a
coefficients constants du 1% ordre : a vy +by=f¢£f (1) ou du
zéme ordre : ay®” +by’ +cy=f (2) avecaeC*, beC, ceC.

b) On cherche des fonctions y qui vérifient sur chacun
des intervalles ouverts ou f est continue les équations
différentielles considérées.
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c¢) Les fonctions f du second membre, les solutions vy
cherchées ainsi que leurs <<dérivées>> y’ et y* sont :
- nulles sur ]-w,0[
- supposées vérifier les hypothéses # et admettre
des transformées de Laplace.

d) Les transformées de Laplace de y et de f sont notées
respectivement Y et F.

2°) Exemple

Reprenons l’exercice de : EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU
PREMIER ORDRE - IV~ 2°)- Etude de la réponse & un créneau.

(Nous noterons pour se conformer au choix fait dans cette partie y

au lieu de s la fonction cherchée.)
Le probléme est de trouver 1la fonction y nulle en zéro,

continue sur R, et vérifiant sur chacun des intervalles ou ¥ est

continue 1’équation différentielle :

dy -
'rdt+y 8

avec 8(t) = U(t) - U(t-1) et 1 « Ri

Le signal d’entrée n’étant pas continu, on a été amené a
résoudre trois équations différentielles, respectivement sur les
intervalles ]-w,0[, [0,1[ et [1,+0o[.

Nous avons obtenu la fonction y définie sur R par :

ut) - | 1 - e :c_;l ©(t-1)
) [ )

y(t)=[1-e

Al et

y dérivable sur R - {0,1} est une primitive large sur R de 1la
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fonction %% définie sur R - {0,1} par :
_t _ t-1
dy 1 T _1 T _
gt (t) =Z e u(t) - - e U(t-1)

I1 est facile de constater que les fonctions vy, g% et 8% sont

nulles sur ]-w,0[, vérifient les hypothéses # et admettent des

transformées de Laplace.

Sachant que £(7t %% +y) =1 £( g% ) + £(y), notons que dans le cas

étudié ici, d’aprés II- 6°)- Remarque, on a :

T £( %{- ) + &(y) = £(8) » ¥ teR - {0,1}, T g%(t) + y(t) = 8(t)

En prenant en compte l’hypothése y nulle sur ]-w,0] et 1l’hypotheéese
de continuité de y, appliquons aux deux membres de 1’équation

T %% + y =8 la transformation de Laplace, on obtient :

T p ¥(p) + ¥(p) =3 (1 -eP)
d’ou Y(p) = __]_;__-_.e_f_).i_ = [_]:. - _.___]_'__i._ ] (1 - e‘p)
p ( 7p ) p p+ 2

L’original de Y est la fonction y définie sur R par :
t t-1

y(t)=[1-—e "]u(t)—[l-e T ]‘u(t—l)

Nous constatons que 1l’on a obtenu ainsi directement la fonction y

cherchée sans distinguer trois cas.
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3°) Méthode admise

Nous admetirons dans Lla suite de ce VII gue, en
appliguant comme dans l'exercice ci-dessus aux deux membres de
i'éguation différentielle considérée la Traonsformation de Laplace
en prenant en comptite les hypothases concernant la continuitded et
la valeur en z2éro de y et de ses <<dérivées>>, on obtilent
une fonction Y gui est la transformde de Lapglace de la

fonction y cherchée.

AFARNRANAERURARAREUERUANERREDARRRANN

o Une démonstration de ceci est donnée dans C- FONCTION DE
TRANSFERT ISOMORPHE pour certains cas particuliers.

o Cette méthode peut s’appliquer aux cas d’équations

différentielles linéaires a coefficients constants et aux cas de
certains systémes différentiels.

4°) L*<<équation>> est du 1°Tordre et la fonction y est

continue sur [0,+ow[

a) Cas général
Appliquons a (1) la transformation de Laplace, il vient :

a [ p Y(p) - y(oh) ] + b ¥(p) = F(p) d’ol :

+
v(p) = E@)+ay(oh)

B F(p) + —— y(0")
a

+ |1+

p

b) Exercices

o Trouver la fonction y nulle sur ] - o , 0 [ continue sur R
et vérifiant sur chacun des intervalles ouverts ou le second
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membre est continu :
a) 2y’ +3y =1t uU(t)

U(L) e-t cos t

)

=
+

<
]

r) Yy’ +y =u(t-l) - U(t-2)

o Trouver la fonction y nulle sur ] - , 0 [ continue sur
[0,+0[ et vérifiant sur chacun des intervalles ouverts ou le
second membre est continu

a) 2y’ +3y=1t U(t) sachant que y(0) =1

%(t) et cos t sachant que y(0) = -1

2
<
+
L+

i

U(t-1) - U(t-2) sachant que y(0) = 2

2
=
~
+
=
]

5°) L°<<équation>> est du 1%Tordre et la fonction ¥y présente

des sauts sur [0,+oof

Si la fonction y présente un saut en a;, on choisira en général

arbitrairement y(ai) = y(ai+), la valeur y(ai) n’ayant aucune
importance. '

a) Exemple

Trouver la fonction y nulle sur ]-w,0] continue sur [0,+w[ sauf en
2 ou elle présente un saut de 1 et qui vérifie sur chacun des
intervalles ouverts ou % est continue l’équation y’ + y = ¥ avec
B(t) = u(t) - U(t-1).
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En utilisant la théorie des équations différentielles on doit
résoudre y’ + v = 1 sur 10,1[, y’ + y = 0 sur J1,2[ et y’ +y = 0
sur ]2,+w[ et tenir compte de 1’hypothése de continuité de y et du
saut de y en 2.

sur 10,1[ y =X et +1
-t

Sur ]1,2[ y = hz e

— -t
Sur ]2,+o[ y =A; €

+
1) = y(17) = y(17) 1 -1= "2 L —e-1
y(2H) =y(27) +1 = Ay e? =8 ’21 +1 3 A= e + e -1
e

d’ol y est définie sur R par :

y(t) = 0 si t € 1-0,0[

y(t) =1 - e T site[0,1]

y(t) = (e - 1) e site [1,2]

y(t) = (e2 + e - 1) e % site [2,+n]

Notons d’abord que ici que £(y’)(p) = p Y(p) - e_2p

Appliquons‘la transformation de Laplace aux deux membres de

1 -eP
P

N A S - 7P e -
o = (F-prr)(r-T)

g’ +y =28, il vient p ¥(p) - e °P + ¥(p) = 4’0l

L’original de Y est la fonction y définie sur R par :

y(t) = [ 1 -¢eF ] u(t) - [ 1 - e (t1) ] u(t-1) + e (¥72) g (t-2)
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d’ou :

y(t) = 0 si t € ]-w,0[

y(t) =1 - e % siteo,1]

y(t) = (e - 1) e ¢ si te [1,2]

y(t) = (e2 + e - 1) et site [2,+0]

Comme dans 2°) Exemple, nous constatons que la méthode admise en
3°) permet d’obtenir directement la solution y cherchée.

b) Exercices

o) Trouver la fonction y nulle sur ] - o , 0 ]
continue sur R sauf en 1 ol elle présente un saut de -1 et
vérifiant sur ]0,1[ et ]1,+w[ l’équation :

2y + 3y =1t U(L)

f3) Trouver la fonction y nulle sur ] - w , 0 [

prenant en 0 la valeur 1, continue sur [0,+w[ sauf en 2 ou elle

présente un saut de 1 et vérifiant sur ]0,2[ et ]2,+w[ 1l’équation :

y' -y = u(t)

6°) L°<<équation>> est du second ordre et la fonction y est

continiment dérivable sur [O0,+ow|

a) Cas général

Appliquons & (2) la transformation de Laplace, il vient :
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a [p2 ¥(p) - p y(o*) - y'<o+)] + b [p Y(p) - y<o+)] + ¢ ¥(p) = F(p)
[a p2 +bp+c ] v(p) = F(p) + (ap + b) y(oh) + ay’(0o™)

(ap + b) y(0©) + ay’(oh)
a p2 + bp+c

1
ap2+bp+c

Y(p) = F(p) +

b) Exemple

Trouver y :
- nulle sur ]-w,0]
- contindment dérivable sur [O,+oo[
- vérifiant sur [0,+w[ 1l’équation y»+ y = U
- telle que y’(0) =1

Tci £(y')(p) = p ¥(p) et £(y*)(p) = p> ¥(p) - 1

Appliquons la transformation de Laplace aux deux membres de

1’/équation, il vient :

p? Y(p) - 1 + ¥(p) = %
d’oﬁY(p)=-—-%—-——+__2_1._=l_zp —
p (p~ + 1) p- +1 o) p- +1 p- + 1

donc la fonction y est définie sur R par @

y(t) = [ 1 -cos t +sint ] U((t)

c) Exercices :

a) Trouver les fonctions y nulles sur ] - , O [,
contintment dérivables sur [0,+w[ telles que y» - 4y = ¥(t) cos 2t
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) Si en appliquant la transformation de Laplace a

l’équation : y* + 2 y’ + 10 y = £, y étant continlment dérivable

sur [0,+w[, on obtient : Y(p) = 1 F(p) , dquelles

p? + 2p + 10

hypothéses a-t-on faites sur y et y’ ?

Résoudre alors sur [0,+w[ cette équation dans le cas ol
f(t) = ¢t U(t).

¥) Soient les équations :

(1) L2444+ 55s=1(2)
dt dt
dzs ds
et (2) — +4 =+ 58 =2 f(t) + £/(¢t)
di dt

On veut trouver une fonction s vérifiant 1l’une de ces équations et

les conditions C : s est nulle sur ] - o , 0 [ et s(0) =s’(0) =0
o On suppose que s est continGment dérivable sur [ 0 , + @w [ et
que f est continue sur [ 0 , + @ [

m Appliquer la transformation de Laplace a (1)

m Trouver la fonction s vérifiant (1) et 1les conditions ¢

lorsque f(t) = t U(t)

o On suppose que :

- s est continGment dérivable sur [ 0 , + ® [
- f est continue sur [ 0 , + o [.
- £’ <<dérivée>> de f admet une transformée de Laplace

m Appliquer la transformation de Laplace a (2)
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m Trouver la fonction s vérifiant (2) et les conditions C si
F(t) =t U(t)

&) Résoﬁdre sur [0,+o] y* - 2 y/ +y = U(Lt) t cos t
puis vérifier les résultats obtenus au Chapitre "Equations

Différentielles" .

£) Trouver la fonction y :

- nulle sur J-w,O0f

- continldment dérivable sur [O0,+o[

- vérifiant sur chacun des intervalles ouverts ou le second
membre est continu 1’équation y» +y =2 f + £/ (£’ <<dérivée>>
de )

- telle que y(0) = y’(0) = 0 et que

f(t) = t [U(t) - U(t-r)] + = U(t-r)

7°) L*°<<{équation>> est du a"d ordre, la fonction y ainsi que

sa <<dérivéed>> y’ présentent éventuellement des sauts

sur ]0,+w[.

Si la fonction y présente un saut en a; (respectivement y’) on
choisira en général arbitrairement y(ai) = y(ai+),(respectivement
y'(ai) = y’(ai+)) la valeur y(ai) (respectivement y'(ai)) n’ayant

aucune importance.

a) Exemple 1

Trouver y :
- nulle sur ]-w,0f
- continue sur [0,+w[ sauf en 2 ol elle présente un saut de -2
- continGment dérivable sur [0,2[ et sur ]2,+w[
- vérifiant sur 10,2[ et 12,+w[ l’équation y» + y’/ - 2y =2 ¥U

- telle que y(0+) = y'(0+) =0 et y'(27) = Y'(2+)
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Ici, £(y’)(p) = p ¥(p) + 2 e 2P

£(y) (p) 2p

2 -
p” Y(p) + 2 pe

En appliquant aux deux membres de l’équation, la transformation de
Laplace, on obtient :

(p°2 + p-2) ¥(p) + 2 (p + 1) e 2P = %
d’ou Y(p) = = 2 - zz(p + 1) e3P
p (p” +p - 2) p +p -2
= -1 2_1 .1 1 _[4_1 2 _1 -2p
Y(p) p T3p-1t3p+F2 [3p—1+3p+2]e

donc la fonction y est définie sur R par :

yt) = [1+ 33 Juey - (5774 5] we-2

b) Exemple 2

Trouver y :

- nulle sur ]-w,0[

- continue sur [0,+ow[

- continGment dérivable sur [O0,+w[ sauf en 1 ol la
<<dérivée>> présente un saut de 1

- vérifiant sur ]0,1[ et ]1,+w[ l’équation y» + y’/ - 2y = 2 U

- telle que y(0+) =1 et y’(0+) =0

Tei £(y’)(p) = p Y(P) - 1 et £(y*)(p) = p> ¥(p) - p - e P

Appliquons la Transformation de Laplace aux deux membres de
1’équation, on obtient :

(p2 +p-2) ¥(p) —p-eP -1

el

165




-p
d’ou Y(p) = 5 2 + L t1te
p (p” +p - 2) p” +p -2
= -1 ;4 1 2_1 1 1 __1 -p
Yp)=-¢5 *3p-1*3p+273 [ pP-1 P+ 2 ] e

donc la fonction y est définie sur R par :

y(t) = ( -1 + % et + % e 2t ] uU(t) +

Wik
—
[

T
'._i
(]
[}
N
—_
r-’-
|
[.A
g
—?
Q2
~~
rf
}
|_I
L

c) Exercice

D’apres un sujet de B.T.S. CIRA :

Trouver la fonction s :
- nulle sur ]-w,0[
- continue sur [0,+w[

) - continliment dérivable sur [0,+w[ sauf en 1 et en 3 ou la
<<dérivée>> présente respectivement un saut de 1 et un saut de -1

- vérifiant sur 1les intervalles ]0,1[, 11,3[ et 13, +00[
1’équation :

avec 8(t) = U(t - 1) - U(Lt - 3)

- telle que s(0) = 35 (0) = 0

8°) <<Systéme différentiel>> linéaire du premier ordre :

a) Exemple

Trouver les tronctions x et y, nulles sur ]-®,0[, continues sur
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[0,+0[ vVvérifiant sur ]0,1[, 11,2[ et 12, +o0[ le systeme
différentiel :

=X -y + U(t - 1)

&%
|

X +y + Ut - 2)

22
i

y(o¥) = o

sachant de plus que x(0+)

Appliquons la transformation de Laplace & chacune des équations,

il vient :

P X(P) = X(p) - ¥(p) + S5~
. o—2P
P ¥Y(p) = X(p) + Y(p) - 5
(P + 1) X(p) + ¥(p) = 5~
d’ou .-2p
- X(p) + (p - 1) ¥(P) = - 45
On obtient X(p) = [ 15 - ig ] e P 4 13 e_2p et
p p p
_ 1 1 -2p 1 -p
Y(p) = -[ = + = ] e + =— e
p°  p° p>

donc les fonctions x et y sont définies sur R par :
x(8) = [£ -1 -3 (£ - D21 Ut -1) +3 (t-2)% ut - 2)

y(t) = - [t -2+ 2 (£ - 2% ut-2) +3 (t-1)7 2t - 1)

b) Exercice 1 :

En appliquant aux deux équations, la transformation de
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Laplace, résoudre sur [0,+w[ le systéme :

dx _ .

(—i—{—2x+3y

ﬂ:-—

a: X +y
dans le cas ol x(0) = 1 et y(0) = -2.

c) Exercice 2 :

Dans l1’étude de la propagation du courant 1le 1long d’une
ligne, on est amené a étudier les fonctions : x |— u(x) et

x p— i(x), continues sur [ 0 , + @ [, telles que u(0) = u, et

i(0) = iO et vérifiant le systéme suivant :
qu _ _ . .
Ix JLwa1l
x 2 0
i _ .
o F vl JCwu

En utilisant 1la transformation de Laplace, résoudre sur
[ 0, +o [, le systéme ci-dessus dans le cas ou u(0) = u, et

i(o0) = io.

d) Exercice 3 : B.T.S. Electronigue 1986

Résoudre le systéme différentiel suivant :

X! =2 xXx -3y
y/ = -4 x+ty
z’ =x + 2

dans lequel x, y, z sont trois fonctions de 1la variable réelle
strictement positive t et x’, y’, 2z’ leurs dérivées respectives.
On suppose x(0) = 7, y(0) = 0 et 2(0) = 1.
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e) Exercice 4 : B.T.S. Electronigue {992.

En utilisant 1la transformation de Laplace déterminer 1la

. e s + N
solution, définie sur R , du systéeme :

~~
o

N’
I

x(t) - 2 y(t) { X(0) =1
avec
y(0)

—~
o
~
Il
I
o

x(t) = y(t) -1

f) Un exemple de systeme différentiel en relation

avec la Physigue :

Démarrage d’un moteur a courant continu a excitation constante .ou

a aimant permanent aux bornes duquel est appliqué un échelon de

tension a4 t = 0.

La grandeur d’entrée est la tension ¢ appliquée aux bornes du

moteur v = V %U(t).

La grandeur de sortie est la vitesse angulaire de rotation Q(t¢) du

moteur.
On note i(¢) 1l’intensité du courant absorbé par le moteur.

On peut écrire une équation liant les grandeurs électriques :

_ . di
U—Rl+LaT+e
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R résistance de l’enroulement induit du moteur.
I. inductance de l‘’enroulement induit du moteur.

e force contre électromotrice du moteur.

e dépend de la vitesse angulaire de rotation du moteur, des

caractéristiques de construction et de 1l’excitation :
e=k D avec k = constante

Oon peut donc écrire :
— s di
U—R1+La{+kn
Pour ¢t > 0, cette équation s’écrit :

_ . di
V——R1+Ld—t+kﬁ

avec comme conditions initiales :

Q0 ) = Q(0+) =0 Le moteur est initialement a 1l’arrét et 1la
vitesse ne peut pas varier brutalement (principe de l’inertie).

i(o7) = i(07) = 0 L’intensité du courant est initialement nulle

et 1l’inductance s’oppose aux brusques variations de i.

On peut aussi écrire une équation liant les grandeurs mécaniques.

D’aprés le principe fondamental de la Dynamique des systémes en

rotation.
aQ _
J a - FM + FR

FM couple moteur lié au passage du courant dans 1/induit.

I couple résistant dd aux frottements.

R
On suppose que ' est proportionnel a 1la vitesse angulaire de
rotation.

FR = - A 0 avec A = constante
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N

On suppose que I est proportionnel & l’/intensité du courant i :

M

FM = k i avec k = constante (méme valeur que pour e = Kk Q) avec
comme précédemment i(0 ) = i(0+) =0 et Q(0) = Q(0+) = 0.
On obtient donc le systéme différentiel

Ri + L %% + Kk} = v avec i(O_) = i(0+) = 0

a(o”) = oty = o
dn .

J gz t AQ-ki=0 v =V U(L)

que l’on pourra résoudre sur [ O , + o [ en utlisant 1la

transformation de Laplace.

VIII- EXERCICES :

A- Trouver les transformées de Laplace des fonciions f

définies par :

1°) £(t) = (2t2 + t - %) u(t)

2°) £(t) = (cos 5t + 3 sin 2t) U(t)
3°) £(t) = (2 ch 3t - 4 sh 2t) %(t)
4°) £(t) = (2 + 1) %(t)

5°) £(t) = (sin at cos bt) %(t)

6°) £(x) = (4 e* - 5x + cos x) U(x)
7°) £(t) = sin>t %(t)

8°) £(t) = sin’t cos t %(t)

9°) f(t) = (t + 1) U(t - 1)

t-2

10°) f(t) e Ut - 1)

11°) £(t) = % w(t) + (t - 1) U(t - 1) - (t - %) w(t - 2)
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12°) f(t)

%(t) cos(2t - %)

13°) f(t)

Ut - %) cos 3t
14°) £(t) = U(t - %) cos(2t - %)

15°) £(x) =(x - 2)° U(x - 2)

16°) £(x) = (2x + 3 + e2¥) y(x - 2)

17°) £(x) = x> U(x - 2)

1

18°) f(x) =(x - 1)% ™ o (x - 1)

19°) £(t) = tfu(t) - Ut - 1)] + Eu(t - 1) - u(t - z)]
20°) £(x) = (cos X - sin x) e U(x)

21°) £(t) = (et sin 3t) wu(t)

22°) £(t) = (e 2% cos t) u(t - §)

23°) £(t) = u(t) t" &t

24°) £(t) = (3 + 1) e 2t u(t)

-5t

25°) f(t) = (e cos 2t) ¥U(t)

26°) £(x) = (x sin x) ¥%U(x)

2

27°) £(x) e ¥) u(x)

I

(3 cos 2x + X

2% g1 (x)

28°) £(x) = (x° + 2x - 3) e
29°) £(x) = (x e¥) U(x - 1)
30°) f(x) = (x sh 3x) U(x)

31°) £(t) = t cos 3t u(t - )

32°) £(t) = (2t sin 4t) Y(t)

33°) £(t) = (2t e® sin 4t) «*(t)
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34°) f(x) = X eX cos X U(x)

2 - o
35°) f(t) = e sin 3(t - 3 ) Ut - 3 )

36°) £(t) = e 2% sin 3t u(t - S

37°) £(x) = [(x + 1) e* sin 3x ]'u(x)

38°) £(x) = (2 cos x + sin 2x) U(x - )

39°) f(x) = -(2x + 3)2 + cos 4x - sin x] U(x)
f(x) = -(2x + 3)2 + cos 4x - sin x] e ¥ U(x)
f(x) = -4(2x + 3) - 4 sin 4x - cos X ] U(x)
-t 5 ‘
ft) = [(2x + 3)° + cos 4x - sin x] U(x) dx
o0
f(x) = .4(2x + 3) - 4 sin 4x - cos X ] U(x - %)
- t
40°) f(t) = (2x + 1) sin 3x U(x) dx
0
-t 3
41°) f(t) = e>¥* sin x YU(x) dx
o0
-t %
42°) f(t) = x e U(x) dx
)
vt -2x
43°) f(t) = (x* +2x - 3) e U(x) dx
Y0
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44°)

45°)

46°)

47°%)

48°)

49°)

50°)

51°)

f(t) = g(t) U(t) avec g périodique de période 1 définie sur
[0,1[ par g(t) = t°

f(t) = g(t) U(t) avec g périodique, de période EGE définie

sur [0,T[ par g(t) sin wt si t & [0,%[

et g(t) 1 site [%,T[

f(t) = g(t) U(t) avec g périodique, de période T définie sur

définie sur [0,T[ par g(t) = t si t e [0,%[

et g(t)

-t +Tsite [%,T[

f(t) = |cos wt| U(t)

f(t) = g(t) U(t) avec g périodique, de période 2 définie sur
[0,2] par g(t) = t si t € [0,1]

et g(t) =1si te [1,2]
f(t) = g(t) U(t) avec g périodique, de période % définie sur

sin wt si t € [0 —E—[

[0, par g(t) 5

2

W

et g(t) = 0 si t e [EEG ,

f(t) = g(t) U(t) avec g périodique, de période g définie sur

[O,g[ par g(t) = cos wt

f(t) = U(t) g(t), g périodique de période 3, telle que :

vte[0,3] g(t) = fo(t) avec

fo(t) = (t+1)Eu(t) - U(t-l)] + 2 EU(t—l) - u(t—z)]
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Soit la fonction h définie sur R par :

2 1

h(t) =[§ +t 4+ E]EU(t) - u(t—l)] + 2t fu(t-l) - u(t-z)] + 4 U(t-2)

On vérifiera que h est continue sur R et on comparera la

<<dérivée>> de h a fo. Que peut-on dire de h ?

Dans les exercices qui suivent, on pourra utiliser les

<<dérivées>> successives.

52°) £(t) = t [u(t) - u(t - 1)] + 1t [u(t - 1) - u(t - 2) ]
53°) £(x) = (1 + X) [u(x) - u(x - 2)] + (%% - 2) Ux - 2)
54°) £(t) = tEu(t)—u(t—1)]+t2[u(t-1)—u(t—2)]+%t3u(t—2)

55°) £(x) = (-X° + 2x) [u(x) - u(x —z)]

56°) f(x) = x2 [u(X)—u(x—l)] - (x2-4x+2) Fu(x~l)—u(x-3)] +

(x-4)2 [u(x-3)—u(x—4)]

57°) 1les fonctions sont caractérisées par leur
représentation graphique :

a)

f£(t)

+
t
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b)

c)

d)

£(t)
2
0,5
1 2,5 ?
£(t)
E
o) p= y t
£(t)
2 ‘. gy
1
0 ] 5 ’
£(t)

r’.
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)

+
t+

B- Trouver l'original des fonctions F deéfiniles par

1) F(p) = 5 + 5= 2°) F(p) = —5——
p 3 p” - 48
3°) F(p) = 1 5 4°) F(p) = ﬂ’_'%
1+40p 1+4p
° e-3p ° 2
5) F(p) = —5— 6 ) F(p) = ———5—2—*
p 4 p~ + 9
-prt/3
7°) F(p) =-——%—£— 8°) F(p) = S—é“"
9 p~ + 4 p-+1
9°) F(p) = —-—-1—————3 10°) F(p) = _1_5
(2 p-3) (p - 1)
Y -pr
11°) F(p) = == 12°) F(p) = —S
p+1 4 pz +1
° e-3p ° 1
13°) F(p) = E—————z 147) F(p) = —
p° + 9 p” + 2p + 5
15°) F(p) = > 16°) F(p) = —2
p- + 2p + 5 p- -9
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17°%)

19°)

21°)

23°%)

25°)

27°%)

29°)

317)

33°)

35°%)

37°%)

39°)

41°)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

e‘P
2p - 1
(1 - P2
2
p
1
p2 + 4p - 5
1
2

3p + 2
p- + 6p + 18

- P
p2+p+l

p+1 -2p
5 e
p- + 4p + 8

-1
p (p2 - 4)

p+1
p (p° + 1)

2p + 1

(p - 3) (p° + 4)

178

18°)

20°)

22°%)

24°)

26°)

28°%)

30°)

32°)

34°)

36°)

38°)

40°)

42°)

F(p) =

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

p + 2

p? + 2p + 10

-

2p +

'—l

2p +

+
o

p? + 4p

=

2p +

p2 - 4p + 20

p

3p2 - 4p + 1

1

p (1 + 4p?)

4

p (p° + 4)

3 e P

p (2p + 3)

5

p (p + 2p + 5)




43°)

45°)

47°%)

49°)

51°)

53°%)

55°)

57°)

59°)

61°)

63°)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

i

F(p) =

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

Soit

I

p

(p+1) (4p>+4p+2)

1

(p-1) (p

2 +ap+5)

p+1

p2 (p2 +

1

4)

2
p2 (p™ +

pt+1

2p + 10)

(p + 2)°

(p - 3)

1 [e P-
p+l p

1- e P _

—2p
e T e]

e P(1+ e7P)

2
P

p

—P

(1 + 4p?)

p
(p2 - 16)

2

2

2p% + 3

Tt p —
3p

3+5p2+8p

44°)

46°)

48°)

50°)

52°)

54°)

56°)

58°)

60°)

62°)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

F(p)

(p - 1)2(p + 2)

p +1
2 2
p- (p~ + 4p + 5)

1_:_925 -

1 _-2p
— e
2
p p

1 -¢eP

2
(p” + 5p + 6) p

p+2 1 - e PR
pz + 1 p2

2p
(p2 + 1)2

I S
(2p + 3)2

b+ 2
(p% + 4)2

la transformée de Laplace d‘’une

fonction f, sans calculer f préciser f(0+) et 1l im £(t)
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C- Exercices divers

En utilisant la transformation de Laplace

1°) calculer les intégrales suivantes :

+ ®
a) I, = J e 3t cos t at
0
+
A) 12=I t3 &7t sin t at
0
T et sin t
y)13=j . at
0
*ooo Pl S o PX
) I4 = J % dx
0
T
£) 15=J et t sin t at
0
L
p
&) 16 = J e 3t cos t dt
0
i
2
n) I7=J t e 3% cos t dat
0
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2°) Trouver les fonctions s, nulles sur ]-w,0[, vérifiant
l/équation a s’ + bs =a 8’ + 3 ¢ (aeR*, beR, aeR, # €R)
sur chacun des intervalles ouverts contenus dans [0,+w[ ol s et 1la

fonction du second membre sont continues, sachant que :

a) a=1,b=2,a=0,8=1
8(t) = U(t) cos t + wU(t-1)

s est continue sur [0,+®[ et s(0+) = %
f)a=2,b=-1,a=1, =1

g(t) = t U(t)

8’ est la << dérivée >> de ¥

s est continue sur [0,+w[ et s(0+) =0

¥)a=1,b=1,a=1,3=1
g(t) = t [u(t) - ‘u(t—l)]
8’ est la << dérivée >> de ¥
s est continue sur [0,+w[ sauf en 1 ou elle

1 et s(0+) = 0

présente un saut o == 3

3°) Exercice d’application & la Physique

— _ F

R
Soit le circuit RC : s(t) C — v(t)

Le signal d’entrée dans ce circuit est défini par sa
représentation graphique ci-dessous :
~ 8(t)

(-'-
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o) Exprimer 8(t) a 1l’aide de E, t

T, u(t-t)l
T 0

0’

Ut - t0 - 5) U(t - t0 - T) et donnez la transformée de Laplace de 8.

#) Un raisonnement physique permet de dire que le signal
de sortie s est continu sur R, nul sur ]-w,0] et qu’il vérifie sur

T
C ot 3L 1t

vl

, ty + T,

chacun des intervalles ]0 , to[, ]t0

]tO + T, 4+w[ l’équation différentielle RC g% + s =%

En appliquant aux deux membres de cette équation la Transformation
de Laplace, en déduire le signal de sortie s.

¥) Donner l’allure des courbes représentant s et %% dans
7 4

F, T=410 s, t_=0et £E=51V

le cas ol R = 1000 2, C = 10 0

(On exprimera au préalable s(t) et %%(t) sur chacun des
intervalles précisés en b))

4°) Trouver les fonctions s, nulles sur ]-w,0[, vérifiant
l’équation a s + bs’ + cs=a 8’ + 38 (aeR*, beR, ce R,

o € R, # € R) sur chacun des intervalles ouverts contenus dans
[0,+w][ ou s, s’ et la fonction du second membre sont continues,

sachant que :
a)a=1, b=-2,c¢c=2, a=0, =1
E(t) = (1 - t) U(t) + 2 (t - 1) U(t - 1)

s et s’ sont continues sur [0,+4o[

s(0+) =0 et s'(0+) =

(N1

f)a=1, b==2,c=1, a=0, =1

g(t) =t EU(t) - U((t - l)]
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s est continue sur [0,+ow[

s’ est continue sur [0,+o[ sauf en 1 ou elle

présente un saut o, = - %

s(0+) = 0 et s’(0+)

Il
N

¥)a=1,b=0,c=-1, a=1, #=1
g(t) = t [u(t) - Ut - 1)]
8’ est la << dérivée >> de ¥
s est continue sur [0,+w|

s’ est continue sur [0,+w][ sauf en 1 ou elle

présente un saut o, == 2

s(07) = 0 et s7(0™)

]
N

5°) Exercice d’application a la Physique

Soit le systéme physique constitué par un filtre correcteur du
deuxiéme ordre :

8(t) | | — #(t)
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Le signal d’entrée 8 est défini sur R par $&(t) = «U(t) - U(t - to)

Un raisonnement physique conduit a préciser que :
- le signal de sortie s est nul sur ]-w,0]
- s est continlment dérivable sur ]0,+w[ sauf en t0 ou la

<<dérivée>> %% présente un saut égal &4 - 2 m ®q
ds, .+, _ 2 E _
aE(O ) = RC 2 m wo

- s vérifie sur les intervalles ]O,to[ et ]t0,+w{ 1’/équation

différentielle
2
12 d 3 s 2mds o _2nd8 avec 2 <<dérivée>> de ¥
wq dt Wy dt wq dt dt

En appliquant aux  deux membres  de cette équation, la
transformation de Laplace, en déduire le signal de sortie s.

6°) Résoudre les équations différentielles suivantes sur R .

a) ty*+ (£ -1)y" -y=0

Il
)]
()
3
o
.
=
=
—~
t
S
|
o

avec y continGment dérivable sur R+, y(0)

B) (t-1) y» + (5 -4t) y' - 4y=0

I
w

avec y continGment dérivable sur R+, y(0) et y’(0) = 12

7°) Résoudre les systémes différentiels suivants sur R

X! - x -3y =1t U(t)
o) { avec y(0) = x(0) =0
y’' -x+y=20
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I

y! - 2!’ =t U(t) y(0) 3
) { avec { z(0) =0

y" -z = e T u(t) y’(0) = -2

8°) Equations aux dérivées partielles :

o) Exemple :

d u 82u
Résoudre 1’équation — = =3
ax at

sachant que : 0O<x<1, t>0, u(0,t) = u(1,t) =0

[

du

It (x,0) = 0 et u(x,0) = = sin nx

e}

Soit u(x,t) <, U(x,p)

2 2
on admet que 2—% (x,t) £ > 4 g (x,p)
ax ax
du £
et _a—t (xlt) _— p U(le) - u(xlo)
82u £ 2 au
et - (x,t) ——— p~ U(x,p) - P sin nx - &2 (x,0)
alt2 : 8 at
= p2 U(x,p) - % sin nx

donc l’égquation différentielle devient :

2
2°0 2 .
— (x,p) = p° U(x,p) - g Sin nx

ax

o]

185




Posons pour tout p donné Y(x) = U(x,p)
On résout 1l’équation différentielle ou la variable est x :

2

Y" - p® ¥ = - & sin nx

o]

L’équation caractéristique est r2 - p2 = 0 gqui admet comme
racines r = *+ p donc la solution générale de l’équation homogéne

est ¥ = & eP¥ + y o7P¥,

Une solution particuliére de 1l’équation compléte peut étre

obtenue sous la forme Y1 = a sin =nx Y"l = - a nz sin nx

d’ou : a(-n" -p°)=-

ol e
0
o)
-
ct
o
I

donc Y = A eP¥ 4+ 7, e PX % _E'E——i sin nx = U(x,p)
n° + p

puisque V¥V t u(o,t) =u(1,t) =0 alors U(o,p) = U(l,p) =0

soit &= A=u=0

cos nt sin nx

[
ol
Nf’
N

(0]
|-l-
o]
A
X

et u(x,t) =

oo

donc U(x,p) =
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3) Exercice :

au 82u

Résoudre l’équation ¢ = —5

at 2

ax

sachant que : 0 < x <1 , t>0 , u(0,t) =u(1,t) =0

et u(x,0) = 5 sin 2nx
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C - FONCTION DE TRANSFERT ISOMORPHE

I- UNE SITUATION RENCONTREE EN PHYSIQUE : SYSTEME LINEAIRE .

1°) Fonction de transfert d’un systéme linéaire

(L) systéme F(t)
” physique

4 ce systéme on associe une <<équation différentielle>> a

coefficients constants du type :

a?(t) + a#r(t) +..+ a 2™ () = bs(e) + bgr(e) +..+ b 3™ (1)

(Nous avons donné des exemples dans 1le chapitre Equations
Différentielles).

Ce systéme peut étre caractérisé par sa fonction de transfert H

2 m
by, + b, P+ b, p°+ ... +b p

0

définie par : H(p) = (m = n)

2 n
ag+a; p+a,p°+ ... +a p

0
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Soit S = £(#) et E = £(8) on démontre et on admettra que :

S(p) = H(p) x E(p)

2°) Exemples :
AU TR TR

ay Filire passe bas du 1%% ordre

— 1

8(t) c —/—— F(t)

b) Filtre passe haut du 1° ordre :

il posons T
H F(Lt) + 7
B(t) C R F(t)
H(p) = 7
c) Filtre correcteur du 1er ordre
“__{:::::3 n posons T, = Rlc
Ry
R,
F(t) + rzf'(t)
&(t) F(t)
c_...__.
B 1 +
H(p) =
1 +

190

H(P) = 55

Posons 7 = R C
F(Lt) +t FI(t)=8(L)

1
p

= RC
Fr(t) =T 81(t)

TP

TF P

et T,= (R1+R2)C
= 8(t) + 7,87 (¢)

Tlp

sz




d) Filtre correcteur du aéme

ordre :
R - "~
c ——
E(t) : ] ‘ F(t)
e R
C ——
F(t) + 2m Fr(t) + -l—.?”(t) = 8§(t) + 2m 87 (t)
w 2 w
0 w 0
0
= 1 . 2m_ =
avec w, = g @ ; oy =2RZC et m=1
1 + 2m p
“o
H(p) = 5
1+2____mp+p__
mo © 2
0
Note : Nous allons montrer que c’est la relation

S(p) = H(p) x E(p)

et non l’équation différentielle qui traduit la totalité

du systéme physique.

AUERARR R

II- FONCTIONS ETUDIEES DANS CE CHAPITRE :

1°) On se limitera & étudier deux cas usuels du programme

de Physique des classes de T.S.

+ +
H(p)=‘2—fﬁ—% et H(p) = $prFl r pelR ,a®0
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2°) % sera toujours de la forme :

=
1=1
Yie[ 0, nl, $i est une somme d’exponentielles polynbmes

Exemple

g(t) =t e [u(a) -yt - 1)] + e b cos 551 [u(z - 1) - u(t - z)]

= t etu(t) + [é e—(t—l)sin EL%:ll - e(t—l)e(t—1)+ e e(t—l)]u(t - 1)

+ [-ii e (t72) o EL%:El ] U(t - 2)

IIT- QUELQUES PROPRIETES UTILES :

1°) Généralités :

-1
-bp £ - -
a3 -——-e—————ﬁ _(—ﬁ-—%_T)_!(t _b)nlea(t b)u(t - b)
(p - a) T
avec a € € et b € RT ( voir B II- 8°); B III 9°) et B VI 1°) )

b> F rationnelle et 1 i m F(p) = 0 & F(p) se décompose
p » t+w

A

en éléments simples de la forme =
(p - a)

avec a € C
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¢) il résulte de a) et b) que si £(¥% f) = F

F rationnelle f somme d’exponentielles polyndmes et

et 1im F(p) =0 & g1
P+ F(p) e PP T (¢t - b) £(t - b)
z

2°) Etude de f définie sur R par :

n
F(t) = U(L) fo(t) + 2:'U(a - ai) fi(t - ai)
1=1
etViel[ O0O,n], fi est une somme d’exponentielles polyndmes

a) Continuiié de £f sur [ O , + @ [

La fonction : t |—» %(t - ai) fi(t - ai) est nulle sur ] -w , a;[

et continue sur [ a; , o [ donc f est continue sur chacun des

+ w [

intervalles [ 0 , a, [, [ a, , a, | | a _q r 8, [, [ a

1
et présente éventuellement une discontinuité de 1°F€ espéce en les

ut o .
ak avec un saut ak

by Calcul du saut éventuel en ak :

u(t) £.(t) + U(t-a,) £ (t-a,)
£(t) 0 1 1 1

u(t-a,) f£,(t-a;)
f(az) S

+
fl(o NI 3 U(tL) fo(t)
f(a-]-_) = fo(al)

0 a i
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- +. _ + R _ +
f(a]) = £4(a;) et £(a}) = fo(ay) + £,(0") dron o, = £,(0")

Plus généralement f(ak) = fo(ak) + fl(ak—al) + ... + fk_l(ak— ak_l)

= - +
f(ak) = fo(ak) + ... + fk__l(ak ak—l) + fk(O )

. _ +, -y = +
d’oln oak = f(ak) f(ak) fk(o )

&) Transformée de £ :

Soit £(f) = F et ¥V i e [0,n] L(U fi) =F;, d’aprés 1) c) :

n n

£(t) = u(a)fo(:)+Zu(a—ai)fi(e-—ai)“ ]'F(p) = Fy(p) +§:Fi(p) e
=1

et =1 L et

¥ i e [0,n], £; somme JV ie[0,n], F, est une

d’exponentielles polyndmes J

fonction rationnelle telle

que 1 im Fi(p) =0
p +» tw

Remarguons que :

w f = x_l(F) ne peul présenter dveniuellement des discontinuités
de premiére espéce gue si apparaissent dans F(p) des termes
_a‘p

Fi(p) e 1 et ces discontinuités ne peuvent exister qu'en les

valeurs ai.

VENURVENANUEAVAREUAARRTRVARIRRI
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m d’aprés le théoréme de la valeur initiale :

o, =£(07)= 1im p F(p)
k p » +w
- ~ap+tp - b
IV- ETUDE DU CAS OU H(p) = §B7£ ,a>0,p>-2.

1°) On rappelle que % vérifie les conditions énoncées au II 2°)

On pose 8(t) = U(t) EO(L) + E: Ut - ai) si(t - ai)
1=1

Oon note Aa le saut éventuel de & en ai
i

2°) # est 1”original de S défini par : S(p)

E est définie sur I et S est définie sur J = I n ]— g , + [

a) Etude de la continuitéd de F

n
—-a.p
ici E(p) = Eo(p) + EE:Ei(p) e 1 avec ¥ i e [0,n], Ei fonction
=1
n
: Taip
rationnelle et 1 i m Ei(p) = 0 donc S(p) = So(p) + }: Si(p) e
p » +w bty
s Vi - Rl £
avec : ¥YVie[ O, n], Si(p) ap Fb El(p)
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lim Si(p) = g 1 im Ei(p) =0 et S, fonction rationnelle.
p~» t+ o p » oo
n
I1 en résulte que F(i) =.?0(t) wU(L) + E: Ut - ai) fi(t - ai)
1=1

avec ¥V i € [0,n] .Pi somme de fonctions exponentielles polynOmes

¥ est continue sur [ 0 , + @ [ sauf éventuellement en
I 4
d’on chacun des a; oll elle présente un saut oy
i
b)Y Calcul du saut dventuel en a; :
— + . 4 -
l1im pE,(p)=2%.(0)=An d’ou
i i a.
p~» + 1
1inm psyp = 1in [2R2Bpr(p) ]| =8x, =r "
p =+ +w p -+ +teo L 7 i
o =2
a. a a.
i i
c) Valeur initiale de & ¢
#(0) = 1im ps = 1imn 2RELpE (p) =2 80"
ap-+hb 0 a
p + +oo p + +w

196




d) Relation Liant *, P!, 8, %'

On a ici d’aprés a) b) c) :

n

—-a.p
- _%goty -V ¢ i
£)(®) = p s(p) - F80") - ) 2, e ot
1=1 1
+ : -a;p
£(8’)(p) = p E(p) - ¥(0") - r,. © donc
1
1=1

s(p) =3B L E() e ap s +bS(E) =apED +8EP (1)

o + - ol -aip
(1) & a [s(f'np) + 2800 + ) Ea_e ] + b £(#)(p) =
1=1 1
o, n -a,p
a | £087)(p) + 8(0") + Zha, e +p £(8) (D)
| 1
1=1

1l

2Pt B Ep) epa £(F') +b L£(F) = o £(8') + 5 £(8)

VpeJd, S(P) = 357D

It

¥V ped, S(p) —Z——%——i—-—gE(p)Mx(af'+bf) = £(a 8" + [ 8)
or d’aprées III- 2°) c), 8, #’ et 8’ sont continues sur [0,+®w][ sauf

éventuellement en 0 ou en chacun des a; donc d’aprés B- I- 6°),

{ Vi e ]O,al[ U ]al,az[ U..U ]an,+ o[
Z(aX’+ br) = L(o8’'+ 8) &>
a f’(t) + b A(t) =a 8'(t) + 3 8(¢)

(les résultats établis en a), b), c) étant vérifiés)
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Conclusion :

..............................

# continue sur [ 0 , + ® [ sauf

éventuellement en chacun des a. ou

i
 elle présente un saut e =2
a; a "a,
_op + f3 et
veeTiS(R) = 5p b BB <1 L 0%y = 2 (0™
a
et

¥V &t e ]O,al[ U ]al,az[ U...U ]an,+m[

a #'(t) + b P(t) =a 87(t) + 3 8(t)

e

Remarquons que si a = 0 - ¥ est toujours continue sur [ 0 , + o [.

3°) Exercices :

a) B(t) = ¥U(t) - YU(t - 1) et S(p) = :-‘—g-{—]'g E(p)

-1

=2 s) et 8 =gt

(E)
Pour chacun des 3 exemples du I- 2°) a) b) et c) :

o) Sans déterminer ¥ :

o Etudier la continuité de # sur [ 0 , + @ [
® Préciser éventuellement la valeur des sauts de ¥

| Préciser.?(0+) et 1 im #(t)
t » +owo

W Déterminer la relation liant », »#’/, 8§, &’/

f3) Trouver ¥ et vérifier les résultats ci-dessus.
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b) Mémes questions que pour l’exercice a) si ¥ est 1la

fonction représentée ci-dessous :

g(t)
2A
M
Ld t
o to 2t0 3£0 4t0
c) Mémes questions pour :
8(¢) =t u(z) - (¢t -1) ut-1) et s(p) =522 E(p)
d) Mémes guestions pour :
_ - _ pt 2
(L) = U(L) + 2 U(L 1) et S(p) = ‘m E(p)
e) Mémes questions pour :
— — “‘_‘-—-——-——-—1
B(t) = w(t) + 2%t -1) et S(p) = 354 E(P)
f3 Mémes questions pour :
8(t) =u(t - 1) - u(t -2) et 5(p) = ;2T E(p)
V- ETUDE DU CAS OU H(p) = ap+p , a>0 etp>p,

a Pz + b p + C

Si b2 -4ac=z0

p est la plus grande des deux racines réelles de ap2 +bp+c=
o
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2

Si b - 4 ac < 0.

Py est la partie réelle des racines complexes

1) Exemples :

a) Filtre passe-buas :

— i
R L b
B(L) C — F(t)
1 1
H(p) = 2 = m T2
LCp +RCp+ 1 1+ 2 = P + =5 P
0 w
0
bY Filtre passe-bande :
| Lo
I
E(t) Cc L R F(t)
20— P
RCp _ 0
H(p) = 2 = m 1 2
LCp" +RCp+1 1+2—p+—Pp
wo w 2

) Veoir I- 2°) 4)
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2°) Les conditions sont les mémes qu'au IV- 1°) ,

Ici S(p) = za Pt 6 E(p). On ne donnera pas le détail des
ap +bp+c

démonstrations 1lorsqu’elles sont identiques a celles des
paragraphes III et IV, E définie sur I et s définie sur

J=1In ]p0,+m[.

ad) Etude de la continuité de F.

= ap+p 1ot
5;(p) = E;(p) dfou

S:(p) =0
ap2+bp+c .

l1im
p » 4o

Il en résulte que ¥ est continue sur [0,+w[ sauf éventuellement

en chacun des a; ou elle présente un saut Oy .
i

Calcul du saut éventuel en ai :

oy = l1im p Si(p) = 1lim 2“ P+0 P Ei(P) = 0
i p > +m p + 4w ap +bp+c
donc ¥ est continue sur [ 0 , + o [
bY) Valeur initiale de X @
s(oty = 1im pS(p) = 1im SPrE  pE(p) | =0
p » tw p » +o ap” +bp+c
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¢) Etude de la continuité de P’ :

# est continue sur [0,+w[ et J"(0+) = 0 donc
n ~a;p n —a.p
2[r] oy P SB) = B S + Y P Sy(B) & L= s (m) + ) 50
1=1 1=1
= ap+tp
avec s (p) = 5 P E,;(p)

ap +bp+c

s. (p) = 0 , il en résulte que

#? est continue sur [ 0 , + o [ sauf éventuellement en

chacun des ay ol elle présente un saut ea
i

dd) Calecul du saut dventuel de F' en ai :

l1im ps,h(p)=lim pzsi(p)=glim pEi(p)=%7\a
p-+ + w p » +ow p » +to i
_a
%3, = 3 Ma,
i i
e) Valeur inttiale de F' @
l1im p.&?[f’]( )y = l1im pzs(p)=g- l1im pE(p)=%8(0+)
p » +w - P p + +oo p » to
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) Relation liant », »', »», &, 8’

On a ici d’aprés a) b) c) d) e) :& [?’](p) = p S(p) et

n

—a.p
» = 2 - 2 + - g 1
.:e[ ](p) p® S(p) - 3 (07 Z 2 ;\ai e
=1
n _a;p
or x[s'](p) = p E(p) - 8(07) - Z n,oe b
=1 *
donc S(p) = aptB E(p) (1)

a p2 +bp+c

(1) > a p> S(p) + b p S(p) + ¢ S(p) = a p E(p) + f# E(p)

d’ou (1) est équivalente a :
n

—a.p
a [x[ "](p) + % 8(0") + Z % haie 1 ] + b x[f'](p)+ c x{f](p) =
1=1 _
n
, + Taip
“ H Joor #3000 + 3, ] .
l=

S(p) = %—j{—g E(p) ¢« a .'e[f"] + b x[f'] + c .&?[J"] = a x[s'] + x[s]
es E(a P +b P +cF) =E(@E +38)

or d’apreées III- 2°) c), 8, 8’ et #» sont continues sur [0,+®[ sauf

éventuellement en 0 ou en chacun des a; donc d’aprés B- I- 6°),
L(ar* +b P +cF) =EL(ad +728) e (2)

(2) o { Vite ]O,al[ U ]al,az[ U..U ]an,+ o[

a FP?(t) + b P’ (t) +c FP(t) =a 87(t) + 3 &(L)
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Conclusion :

..............................

. # continue sur [ 0 , + o [ et
#’ continue sur [ 0 , + ©® [ sauf, si
a # 0, en chaque ay ol elle présente

YVped ol

un saut & = = X
a; a ay
+
s(p) =22 X8 pp) ] ¢ | P
ap +bpt+c , F(0 ) = 0 et Fr(o') = 3 (0 )
et

¥V it e ]O,al[ U ]al,az[ U...U ]an,+ o [

arX”*(t)+ b’ (t)+ cr(t) = a8/ (L) + (E(L)

-

LT T,

On donne

Remargue : les raisonnements précédents s’appliquent sans

changement au cas général :

oy pn + ... + o, P+ oo,
H(p) = = avec m = n
a, p + ... +a p+a,

(voir Tome 2)

3°) Exercices :

%p"}“l
a) Application dans le cas ot H(p) = T g 55
—5 p  +ts—p+1
w
mo 0

N
=

|

et —_— = 2

0 moz

e

1
mn=t[uu)-wa-n] et S(p) = H(p) E(p)
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o) Sans calculer ¥ = £ s,

® Etudier la continuité de # sur [ 0 , + @ [ .

m Préciser la valeur initiale de ¥ et 1 im J5(t).
t » + o

m Etudier la continuité de ¥’ et préciser la valeur

des sauts éventuels.
m Préciser la valeur initiale de »~’.

m Donner une relation liant », »#’, ¥", &, §’.

f2) Déterminer ¥ et vérifier les résultats ci-dessus.

b) ¢D'aprés Maths B.T.S. C.I.R.A. 1990 et Physigue
B.T.S. Electronigue 1987).

On associe a un systéme donné un régulateur a "action

proportionnelle intégral"™ :

(t) , 1+ 1 , F(t)

p (p + 3)

TIR

La fonction de transfert de l’ensemble "sytéme régulateur"™ est 1la

fonction H définie par H(p) =[ 1+ % ] [ p (p1+ 3) ] K>0

Oon déduit du systéme ci-dessus 1le systéme en "boucle fermée"

suivant :

2(t) 1+

8(t) 1 _2(2)

P (p + 3)

TR
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Ce systéme admet la fonction de transfert G définie par :

H(p) p + K
G(p) = =
1 + H(p) p3 + 3 p2 + p + K

On donne &(t) = U(t) - U(t - 1)

sans calculer # = £ 1 [S] ,

m Etudier la continuité de &~ sur [0,+o[.
® Préciser la valeur initiale de ¥

® Etudier la continuité de #’sur [0,+o[.
m Préciser la valeur initiale de »#’.

m Etudier la continuité de #» sur [0,+ o[ et
préciser les sauts éventuels .

w Préciser la valeur initiale de »r».
m Donner la relation liant »#, #7, »», £ ,b6 8§, &',
a) Si S(p) = H(p) E(p)

On pourra de plus déterminer ¥ et vérifier
résultats obtenus.

f3) Si S(p) = G(p) E(p)

On précisera aussi 1 im »(t) .
t »+ +
¢) Mémes questions gu'au a)
avec S(p) = 5 P et 8(it) = U(t) + U(t - 1)

p + 3p + 2

d> Mémes guestions gu'au a)

avec S(p) = 22 P+ 1 et §(Lt) = ¢t U(L)

p + 2p + 5

puis 8(t) = U(t) + 2 U(t - 1)
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