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AVANT-PROPOS

Cet ouvrage est notamment destiné aux enseignants de
Mathématiques et de Sciences Physiques des classes de Techniciens
Supérieurs ( en particulier Electronique ). Nous espérons qu'il
pourra étre utile également aux étudiants de ces sections, ainsi

qu'aux étudiants de certains I.U.T et Ecoles d'Ingénieurs

C'est & partir d'interrogations nées lors de discussions
entre professeurs de Physique et de Mathématiques, notamment sur
la transformation de Laplace en classe de Techniciens Supérieurs,
que nous avions rédigé le Tome I. Il voulait répondre & un Dbesoin
urgent : clarifier certaines notions que nous devons enseigner et
unifier 1le langage des professeurs de Mathématiques et de
Physique.

Le tome I se refére au programme de Mathématiques des classes
de Techniciens Supérieurs et propose, en outre, un apergu de
notions indispensables pour traiter le programme de Physique de

ces classes (Chapitre C : Fonctions de Transfert).

Restaient cependant en suspens, entre autres, une définition
satisfaisante de I'impulsion de Dirac et les moyens de maitriser
de maniere plus générale la mathématisation des problémes
physiques étudiés. C'est & ces questions que tente de répondre le
tome II. Nous avons essayé, en ayant le souci constant d'étre
guidés par les problémes concrets posés sur " le terrain ", de
— préciser la modélisation des systémes physiques
— éliminer les confusions entre fonctions et distributions,

dérivées des fonctions et dérivées au sens des distributions,

équations différentielles et équations de convolution,...



Le chapitre 1 ( Introduction & 1'Analyse du Signal ) pose les

problémes. Le chapitre 2 donne quelques notions sur les
distributions ( dont les signaux discrets ). Sont abordées,
ensuite, la dérivation des distributions ( chapitre 3 ), la

convolution et la réponse impulsionnelle d'un systéme (chapitre 4)
Le chapitre 5 étudie les systemes physiques causaux. On y aborde
la transformation de Laplace des distributions et 1la notion de
" signal propre "

Certaines des propriétés de la transformation de Laplace sont
introduites en s'appuyant sur des propriétés des systémes
physiques. Le dernier chapitre se termine par 1'étude des systemes
dont 1la fonction de +transfert isomorphe est une fonction
rationnelle et précise comment on peut modéliser le systeme

suivant la nature du signal d'entrée

Dans tout cet ouvrage, ce qui a guidé 1le choix des notions
mathématiques introduites est 1'utilité de_ ces notions dans la
mathématisation des problémes physiques. C'est pourquoi, beaucoup
de définitions et de +théorémes apparaissent & partir des
propriétés des systémes physiques. De méme, nous avons omis
certaines démonstrations lorsqu'elles nous ont paru trop
abstraites ou non indispensables pour une bonne compréhension du
texte. En général, une référence bibliographique signale dans ce

cas un ouvrage ou la démonstration absente peut étre trouvée.

Nous nous sommes efforcés de proposer des exercices variés,
les uns axés plus particulieérement vers l'utilisation en physique
des notions mathématiques abordées, les autres plus

" mathématiques ".



TABLE DES MATIERES

CHAPITRE I

Introduction a l’analyse du signal

I- Utilisation en Physique d’une équation différen-

tielle

ITI- Le signal d’entrée ou le signal de sortie
sont pas des applications de R dans €

ITTI- Approche d’un autre modéle

IV- A quel type de systéme physique correspond
modéle que nous allons construire ?

CHAPITRE II

Notions sur les distributions

I- L’ensemble & des fonctions test

II- Distributions

Exercices

ne

le

13

21

28



I1I-

Iv-

I1-

ITT~-

CHAPITRE I11

Dérivation des distributions

Exemples de distributions non réguliéres

Introduction

Distribution dérivée

Dérivation des distributions réguliéres associées
a une fonction localement continue par morceaux
sur R

Notion de signal discret

Dérivées successives des distributions réguliéres
et des signaux discrets

Limite d’une famille de distributions

Exercices

CHAPITRE 1V

Systémes physiques et convolution

Introduction

Signaux et systémes

Convolution de deux fonctions, de deux distribu-

tions réguliéres

33

34

37

41

46

49

56

69

73

83



IV- Quelques cas de convolution de deux distributions 94
V- Quelques propriétés de 1l’opération convolution 96
VI- Convolution des signaux discrets 99
VII- Réponse impulsionnelle 102

Exercices 104

CHAPITRE V
Fonction de transfert isomorphe

I- Fonction de transfert isomorphe. Transformée de

Laplace d’une distribution. 115
II- Linéarité de la transformation de Laplace 126
IIT- Le théoréme de convolution 129
IV- Application a la recherche de 1la transformée de

Laplace d’une distribution de oy 133
V- Quelques propriétés de la transformée de Laplace

des distributions 139
VI- Applications a la Physique 144

Exercices 156

Exercices de Physique 174

Bibliographie 183




Chapitre 1

INTRODUCTION A L’ANALYSE DU SIGNAL

m Un systéme physique ¥ ( machine, événement, ... ) tel
qu’un signal donné , dit signal d’entrée, que nous noterons en
général &, u ou v (ou &(t), u(t) ou v(t) s’il est commode de
préciser la variable ) est transformé en signal de sortie que

nous noterons s ou s(t) .

I.- Utilisation en Physique d’une équation différentielle .

m En Physique, au niveau Terminale et en début de classe de
T.S., on suppose généralement que les signaux d’entrée et de
sortie sont des fonctions de R dans C, et on associe au systéme
physique une équation différentielle linéaire liant 1l’entrée et

la sortie.

La sortie est 1la soiution de cette équation différentielle
vérifiant des conditions déduites de 1’étude physique du
systéme. Mais nous verrons que les signaux d’entrée et de sortie

ne sont pas nécessairement des fonctions de R dans C .

1) Etude d’un exemple de systéme physique

(Pour tout cet exemple on se reportera au Tome 1 : Equations

différentielles et Transformation de Laplace ) .

Soit ¥, 1le " systéme R C " ci-dessous :

1 L. ..

RC




On lui associe 1l’équation différentielle suivante :
ds ( y,1

't"'a'{:—'}'s:g g———-)S)

On suppose qu’initialement le condensateur n’est pas chargé,
donc s(0+) = 0.

a) Si & est une fonction continue sur [0, +of
On sait qu‘’il existe wune solution de cette équation
différentielle et une seule s sur [0,+w[ vérifiant s(0+) = 0. On
peut résoudre directement cette équation différentielle, on sait

que la solution s ainsi obtenue est continue sur [0,+o][ , et

d’ailleurs continGment dérivable sur [0,+e[ .

Le fait que s est continue est conforme & 1l’analyse physique
du systéme : dans ce cas, la tension aux bornes du condensateur
ne peut pas varier brutalement et la sortie est continue .

Résolvons cette équation différentielle sur [ 0,+ @« [ , en
supposant que le signal d’entrée est nul pour tout t < 0 et que

1’on connait s(0+) .

Supposons que &(t) = U(t) .( U fonction échelon unité ). Une
méthode habituelle de résolution de cette équation
différentielle est 1’utilisation de 1la transformation de

Laplace.
. £
si s — S alors,
ds £ + : .
g8 —— P S(p) - s(0') ,car s est continue sur R+,
£ N 1 '
&§=U — E, ol E(p) = 3 pour tout p > O.
On obtient T ( p S(p) - s(0+) ) + S(p) = ——%f_' soit
0+
p +— p +—=
_t _t
T T
(1) s(t) = U(t) (1 - e + s(0+) e )



-t
Ici, s(0+) = 0, donc s(t) = U(t) (1 - e T )

Remarquons que si t tend vers 0 a droite dans le second membre

de (1) on trouve bien lim s(t) = s(0+).
t —0+

b) Si & présente , par exemple, un saut en t = a

Prenons , par exemple, &(t) = U(t) - U(t-a) .

NEE)

On doit alors résoudre :

(a) T —%%—+ s =1 sur [0, a], s(0+) = 0O
ds
(B) T gt s = 0 sur [a, +eo[ .

L’hypothése physique ( ici indispensable ) de la continuité de s
se traduit par la condition sur la deuxidme équation

s(a-) = s(a+).

Résolvons directement ces deux équations :

la solution générale de <t —%%—+ s = 0 est sur‘lR+
-t
s(t) =ae ©.

-
donc la solution générale de (A) est : s(t) = A e Ty
et la condition s(0+) = 0 donne A = -1 , |

-t
soit , pour t € [0,a], s(t) = (1 - e T )



a
T

Puis pour (B), la condition s(a+) =1 - e conduit, en
-t
sachant que sur [a,+o[ , s(t) = A’ e T , a :
a )
A’ =e ' -1 . D’ol le résultat :
-t
pour t € [0,a], s(t) =1 - e T
a -t
pour t € [a,+w][ , s(t) = ( e T - ) e T

I1 est clair que si le nombre de sauts est grand, cette
méthode est relativement longue .

Habituellement, on utilise la Transformée de Laplace :

s ——ge s ,

ds + .

g —— P S(p) - s(O0 ) ,car s est continue sur R+;
L 1 -e
& > , >0
D p
-pa 1 1
s(p) = (1 - e P (5 - )
P+
soit
t t-a

T

S(t) = U(t) (1L -e © )= Ut-a)( 1 - e )

T,

2) A propos de la valeur initiale et de la continuité

Supposons que s soit une fonction.
La valeur s(0+) et la continuité de s ne peuvent évidemment pas
étre choisies par l’expérimentateur , elles sont déterminées par

le systéme et 1l’entrée .



Un modéle mathématique cohérent doit donc permettre , sans
hypothése supplémentaire , de déterminer totalement s, alors que
dans les exemples précédents on a été obligé de déterminer s(0+)
et de prévoir la continuité de s par une analyse physique du

systéme .

II.- Le signal d’entrée ou le signal de sortie ne sont pas des

applications de R dans C

1) La sortie n’est pas une application de R dans C

Exemple : Le dérivateur

En Physique, il peut étre matérialisé par le systéme ci-dessous :

R
Rz
|| F1 -
& —t + dae
RC 3¢ + s
——— = = ——— =
R
_ 2 dae  _ dag
avec s = 5 RC gt - % at
On peut choisir Rl’ Rz, R et C de telle sorte que a =1 .

On sait que si l’entrée & est une fonction dérivable sur R

D dag
alors : E — ae

On constate en physique que si &(t) = U(t) alors s = 60

U(t) ——| D —> 8 ( cf. Tome 1)

or 60, 1’impulsion de Dirac, n’est pas une fonction de R dans C .



3) L’entrée est 1’impulsion de Dirac:

Reprenons le cas du systéme R C .
91 est le systéme de l’exemple 1 du I et appliquons a 1l’entrée

€ = 60.

0

60 R ?1 — s

La relation t-%§-+ s = 3, a-t-elle une signification ?
Ce n’est évidemment pas une équation différentielle , & n’étant
pas une fonction de R dans C .

Si on tente d’utiliser de nouveau 1la transformation de
Laplace pour déterminer s , on obtient

S(p) = 1 + z s(0+)

ce qui donne

a|m

p +
-t
T

(4 +s(0+) ) UEL) e (2)

s(t)

Or si t tend vers 0 a droite dans le second membre de (2),
on obtient s(0+) = -%—+ s(0+) , ce qui est contradictoire !

Y

Nous sommes donc amenés a constater dans ce cas que le modéle
équation différentielle, condition initiale et continuité de la

sortie ne convient pas .

I1I.- Approche d’un autre modéle

m Reprenons le systéme (1): 60  — fl —— h

Nous noterons dorénavant h la sortie d‘’un systéne

correspondant a l’entrée ~60 .

h sortie correspondant a 1’entrée 60 s’appelle réponse
impulsionnelle d’un systéme .



On constate expérimentalement que la sortie h est donnée par
t

h(t)=—%-U(t) e T .

m Et si pour yl on reprend pour entrée & = U , nous allons,
sur cet exemple , constater que s, & et h sont liées par 1la

relation suivante :

+o0
s(t) = I h(x) &(t-x) dx .

On dit que s est la convolée de h et &€ , et on note s = h % &.

Faisons le calcul dans notre exemple :

+oo -x t -X
s(t) = f Ut-x) .2 ux) e Tax =-HE) J e T ax .(3)
— 0
-t
On obtient s(t) = U(t) (1 - e T ) qui est la sortie de
1l’exemple 1 correspondant a s(0+) = 0 et peut étre vérifiée

expérimentalement .
( Pour la justification du calcul précédent, voir Chap.4. )

En résumé, le modéle mathématique d’un tel systéme ¥ est 1le
suivant :

1° On détermine la réponse impulsionnelle h

8§, —mm> ? ——> h

2° La sortie est obtenue par 1l’opération convolution

& — ? —— > h % &




En conclusion :

Les problémes & résoudre pour avoir un modeéle mathématique

cohérent sont donc :

a) _ Quel est l’ensemble des signaux admissibles ?

(signaux d’entrée) ;quelle est la nature de la réponse
impulsionnelle ?

Ce ne sont pas des fonctions , comme le montre 1l’exemple
de &
0

Quelle est la définition de l’opération convolution dans
cet ensemble ?

b) Quel est le lien entre cette opération convolution et
par exemple ce qu’on appelle transformée de Laplace ?
Qu’ appelle-t-on fonction de transfert? Pourquoi peut-on

1l’utiliser ?

IV.- A quel type de systéme physique correspond le modéle gque nous

allons construire ?

Tous les systémes que nous considérerons auront les propriétés

suivantes :

1) Linéarité

Si 81—————+ ¥ —s, et 62—————+ ¥ ————esz

o)
[
0O
]
n

14

VaeC€C, YVbeC, a 81 + b 82 _— ¥ | —— a Sl+ b S,

i,

Une conséquence immédiate de cette propriété obtenue en prenant

(0]

a=b=0 est que §€=0 ——| ¢ | ——> s =0 .

0 désignant ici provisoirement la fonction constamment nulle .



2) Invariance dans le temps ( ou permanence)

Si E(t) ——| ¢ | —— s(t)

alors 8(t—t0)—————9 y | — s(t—to)

et cela pour tout to.

Autrement dit :

un retard de t0 sur 1’ entrée produit un retard de t0 sur la

sortie sans autre modification .

Vi

3) Continuité

Si on a une famille 8T de signaux d’entrée donnant des
sorties Sp, et si, lorsque par exemple T tend vers 0, la famille
€T converge dans un sens gque nous préciserons plus tard vers un
certain signal &, alors la famille des sorties Sp converge vers

un signal s tel que :




Exemple

Ep(t) =-%— si O0=t=T

{ , T > 0.
é’T(t)-'O si te]l=-0 ,0 [ U]T, +o]

Nous verrons ( Chapitre 3 ) que 8T—-——+ 60 ( mais pas au

sens de la convergence simple des fonctions ! ).

Si # est un systéme continu , plus T est voisin de 0, plus 1la
sortie S se rapproche de la réponse impulsionnelle de ¢ . On

peut procéder ainsi expérimentalement pour "approcher" 8y et h .

8T — ¥ _— sT
T — O l l T — 0
60 —_— ¥ —_— h

4) Conséquence de ces trois propriétés :la convolution

Considérons un systéme ¥ linéaire, invariant dans le temps et
continu .

E—r-or| & — s

Plagons-nous dans le cas ou l’entrée €& est une fonction
localement continue par morceaux sur R.

,\é?gt)

10



Approchons & par le signal échantillonné bloqué en défini par :
n=+ow
en(t) = z €(nT) ( U( £t - nT ) - U( t - (n+1)T ) ] ,
n=-ow
ou T > 0 est la période d’échantillonnage.

Appelons on(t) la sortie obtenue lorsque 1l’entrée est :

U t - nT ) - U( t - (n+1)T )

s

et ST la sortie correspondant a l’entrée eqn -

En appliquant la propriété de linéarité de ¥ et en admettant

que cette propriété est encore vraie pour une somme infinie, on

obtient :
n=-+o
Sp(t) = z &(nT) o_(t)

n=-ow

Appelons, comme dans l’exemple précédent, Sq la sortie

correspondant a l’entrée &,(t) = 2 U(t) - U £t - T)
T T

En utilisant de nouveau la linéarité de ¢, oy = T Sqp -

Donc, dgrédce a l’invariance dans le temps de ¢,
Gn(t) =T sT( t - nT) et :
n=+ow
sp(t) =T z €(nT) sp(t- nT)

n=-c
Utilisons maintenant la continuité de ¥ :
Nous avons déja signalé, dans l’exemple ci-dessus que

Ep(t) = = [ U(L) - U( t - T) ]

converge vers 8 lorque T tend vers 0.

Donc sq converge vers h, réponse impulsionnelle de ¢ (sortie

correspondant a l’entrée §) ; et (invariance dans le temps)

sT(t- nT) converge vers h(t - nT) .

11



Une approche raisonnable , lorsque T tend vers 0, de ST parait
n=-ow

donc étre:ST(t) =T 2 &(nT) h(t- nT).

n=-ow

On reconnait une somme de Riemann approchant lorsque T tend

vers O
+00

J €(x) h(t-x) ax

-0

Ceci laisse penser que pour un systéme linéaire, invariant
dans le temps et continu, la sortie s correspondant & l’entrée &
est définie

+o0
par s(t) = J &(x) h(t-x) dx,
o0

ou h est la réponse impulsionnelle du systéme .
cf R. GAY Introduction Heuristique

5) Remarque : Causalité

De plus les systémes physiquement réalisables vérifient 1la

propriété suivante :

Si & est un signal d’entrée tel que pour tout t < t0 ,
&€(t) = 0 alors le signal de sortie s est tel que
vV t < to, s(t) = 0.

Un systéme possédant cette propriété pour tout t0 est causal .

Nous caractériserons les systémes causaux par une propriété de

la réponse impulsionnelle .

Nous démontrerons que : Si ¥ est un systéme invariant dans le
temps et si # est tel que, pour tout signal d’entrée & nul pour
t < 0 le signal de sortie s est nul pour t < 0 alors ¥ est

causal

12



Chapitre 2

S ———————
e —— e R——

NOTIONS SUR LES DISTRIBUTIONS

I .L” ensemble D des fonctions test

1) Etude d’une fonction indéfiniment dérivable

1
e X pour x > O
Soit g(x) =
0 pour x = 0
a) Etude de g
-1
lime ¥ =90 = g(0), donc g est continue sur R.
x>5 0
-1
Pour x > 0, g est dérivable et g’ (x) = 12 e % .
X
Tableau des variations
X 0 “+00
g’(x) +
1
g 0 //I
-1
Pour x > O, _ﬂéil. = -%—e X tend vers 0 quand x tend vers O
4 droite. ( Rappelons que 1lim u% Y= 0 ).
u —>+tow

Donc g est dérivable en 0 et g’(0) = 0 .

13



Tracé de la courbe, voir figure 1

‘“qa)

figure 1 -

]

L

®
\'¢

b) g est indéfiniment dérivable sur R

g est indéfiniment dérivable sur ] - w r 0L V1 0, +w [.

Montrons que g est indéfiniment dérivable en 0.

Pour cela considérons 1’hypothése de récurrence suivante :

pour x > 0

' '

1
P(k) e g¥(x) = sz(—}—J;—) e * on P, (t) est un polynéme de
degré 2k
P(0) est vraie . (en posant g”(x) = g(x))

Montrons l’implication P(k) > P(k+1)
Dérivons 1l’expression de g (x), on obtient :

. - 1

(n+1) _ - 1 e ¢ 1 1 1 X
9" (x) = [ PO LB ()] e

et 1l’expression entre les crochets est bien un polynéme en -%?
de degré 2n+ 2.

14



Il s’ensuit, P(n) étant établie pour tout n €e N ,que :

von, lin o™ (x) =0 et 1im -%{— g{M(x) = 0 = g{™1)(g)
X —0+ X —0+

Remarque: U étant la fonction échelon-unité ( fonction de
Heaviside) la fonction g étudiée ci-dessus est définie par :
1

X

VXeR* , g(x) = U(x) e et g(0) = 0 .

2° Exemples et définition des fonctions tests

Soit la fonction 9, telle que : Vx e R , ga(x) = g(x - a) .
9, est indéfiniment dérivable .

(figure 2).

4 4.,

15



Appelons h la fonction définie par : ¥V x e R , h(x) = g( -x )2
h est indéfiniment dérivable .

( figure 3 ) .

/[fxbc)

(

Appelons hb la fonction définie par :
VXxeR, hb(x) = h(x - b) :; hb est indéfiniment dérivable .

( figure 4 ) .

/ ’ltﬁc"q

[all

16



_ 1 1

80, p(X) = 9,(%) b (x) = U(x-a) e *72 y(b-x) e PX

est
nulle hors de l’intervalle J]a,b[ , indéfiniment dérivable,

et ¢a,b(a) = ¢a,b(b) =0 .

( figure 5 ).
T‘fﬁz,sw

k/ i | \

Définition. On appelle D l’ensemble des fonctions tests .

$:R—> C est indéfiniment dérivable sur R
6D & et il existe (a,b) € R*, a = b, tel que :
Vx¢ [a,b], ¢(x) = 0.
¢ étant continue en a et b, on a évidemment ¢(a) = ¢(b) =0 .

Remarquons que :

si ¢ € D alors il en est de méme pour ¢(k),v kel

Les primitives d’une fonction test ne sont pas en général des
fonctions tests.

17



En effet, si ¢ € D[a b] et si Y est définie par :
4
t
VteR , y(t) = f ¢(x) dx , alors pour tout t = b,
-0
+o0
Y(t) = I p(x) dx est en général non nul .
-0
+00
Si I p(x) dx = 0, alors une des primitives de ¢ est une
-0
fonction test .

® On montre immédiatement que

VAeC, VuetCVoeD, VYeD, A d+upuyed

En effet, soit ¢ € D nulle hors de [a,b] et ¥ € D nulle hors
de [c,d] , il existe [e,f] ¢ R tel que [a,b] v [c,d] < [e,f] et
A9 + Ly est nulle hors de [e,f] . De plus a¢ + uy est
indéfiniment dérivable .

3° Exercice

Exemple d’une fonction de D nulle pour x = a ou x = d,
et égale a 1 pour b=x=c¢c ,a<b<c<d.

On se propose de définir une fonction ¢ indéfiniment dérivable

sur R telle que :
¢(x) =0 si x=aousix=z=d

X =< cC a<b<c<d donnés .

1A

o(x) = 1 sib

Soit ¢.nulle pour x ¢ [a,b] et ¢, € D (cf par ex. 2° )
1 1

18



+ o b
Posons : a,; = I ¢1(t) dat = Ja ¢1(t) dt

-00

b
et posons : wl(x) = —%—¢l(x) . On a J wl(t) dt = 1.
1 a

On construit de méme wze D , nulle hors de [c,d] et telle que :

a
j v (t) dt = 1 .
C

Soit alors 7 la fonction de D définie comme suit :

0 six=aousix=z=2d ousib=x-=c
7(x) = wl(x) si a=x=>
- wz(x) si c=x=4d

¥(x) = ¥, (%) - ¥,(x) .
X
Posons @¢(x) = f y(t) dt .

7 indéfiniment dérivable sur R > ¢ indéfiniment dérivable sur R
et ¢'(x) = ¥(x).

X
Six=a, ¢(x) = [ 7(t) dt = 0 car ¥ est nulle sur ]-w,a]
- ,

X X
Sia=x=b, ¢(x) = I y(t) dt f ¥ (t)at et ¢(b) =1 .
a a

b b4
Sib=x=c, ¢(x) = f y(t) dt + I ¥(t) dt = 1 car y est nulle
a b

sur [b,c].

X
Sic=x=d, ¢(x) =1 - j Y (£) dt et ¢(d) =1 -1=0 .
C

X
Enfin, si d < x, ¢(x) = ¢(d) + f ¥(t) dt = 0 , car
a

¥ est nulle sur [d, + o [ .
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fig 6

72X = P (X) = Y,(x)
a=-5,b=-1,4d

5

N ‘Gtw)

4

fig 7

X

$(x) = f 7(t) dt

-0

N

Mpey

A
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ITI.- Distributions

1) Fonction localement sommable

Définition 1

On dit qu’‘une fonction f de R dans € est localement
sommable sur un intervalle I € R si et seulement si 1la
fonction |f| est intégrable sur tout intervalle [a,b] €I

On démontre , et nous admettrons, que si f est localement

+o0
sommable sur R, alors V ¢ @j £(t) ¢(t) dt existe .
-00

cf RIESZ n° 21
Remarquons que ¢ étant nulle hors d’un intervalle [a,b], on a

+00 b
en fait I £(t) ¢(t) dat = I £(t) ¢(t) dt e C .

Dorénavant, toutes les fonctions f de R dans C considérées sont

",

localement sommables sur R.

Exemples : £(t) = e®sint ; f£(t) = 512t u(t) ; £(t) = e(1F1)t

sont localement sommables sur R .

Remargge .

si f est localement continue par morceaux sur R alors f
est localement sommable sur R .

cf ARNAUDIES
aprés la définition VII-3-1
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2) Distribution réqulieéere

a) Définition

f étant donnée, on fait correspondre a toute fonction ¢

+00
appartenant 4 P le nombre complexe f f(t) ¢(t) at .
-00

On définit ainsi une application de D dans C.

Définition 2 : Soit f : R — € localement sommable sur R

L’application de D dans C définie par

+o00
¢ —s f £(t) ¢(t) dt est appelée distribution
=00

réguliére associée a f et notée [f].

Il convient de ne pas confondre f: R — C et [f] : D — C.

i

b) Théoréme

Théoréme 1 :Si £ et g localement sommables différent en au
plus un nombre fini de points sur tout intervalle [a,b]

de R, alors [f] = [gj .

En effet on peut montrer que pour tout ¢ € D ,

“+00 +00
f £(t) ¢(t) at = j g(t) é(t) at
-0 -0 .
cf ARNAUDIES
Corollaire du Théoréme VII-4-3
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c)

£)(t) =

Exemple

{1Si
-1 si

fig 8

t € ]0,1]

te ]1,2]

et f, de période 2

A fl(t)

23
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1 site]2p, 2p + 1]

f2(t) = -1 site] 2p +1, 2p + 2[ p eZ
P pour t =p

fig 9
£,(t)

On a Efl] = [f2] , car V ¢ € D , il existe [a,b] tel que ¢
soit nulle hors de [a,b] d’ou :

+00 b b +o0
| smemar = [£ 0rece) at = [£,0960) at = [ £ (0rect)a
-0 a a -0

d) Notations

On note:

-+00
- f £(t) ¢(t) at = < [£] , ¢ >
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m Soit I = [a,b] . On note :

@I l’ensemble des fonctions tests nulles hors de I

ﬂI cD .

Remarquons que :

m Q€ DI > ¢(n) € ﬂI , pour tout n € N

m VYVAeC,VuetC,V ¢ e DI , YV U e DI y A QP+ U Y e DI

e) Propriétés

m Linéarité :
On constate immédiatement que :

VAeC,VuetC, VopeD, VYyedD

<[f] , 2 +wy > =A< [f] , ¢ >+ pu<I[£f] , ¥y >

m Soit I = [a,b] fixé , ¢ € wI quelconque

b b
|<[£],0> =|J £(t) o(t) at| = I I£(t)] 16(t)] dt et
a a
b b
flf(t)l l¢(t)| dt = sSuplé(x)| | I£(t)] dt .
Ya xXel a

b
Posons CI= I |[£(t)}] dt. Il existe donc une constante CI, ne
a

dépendant pas de ¢ ,mais de seulement de f et de [a,b] telle que

Vo e DI, | < [£]1 , ¢ > | = CI SupRI ¢(x) | .
X €
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3) Définition des distributions

Définition 3 : T est une distribution si et seulement si T

vérifie les trois propriétés suivantes :

(i) T est une application de D dans C
(on note T(¢) = <T,¢>)

(ii) T est une forme linéaire sur D . ( c’est a dire que,
VAeC, VueC, V¢ €D,VYy €D, <T,r¢+uy> = A<T,¢>+u<T,¥>)

(iii) Pour tout I = [a,b] fixé quelconque, il existe une
constante réelle positive Cy (dépendant éventuellement
de I) et un entier naturel my (dépendant éventuellement
de I) tels que V ¢ € ﬂI :

I<T,¢>1 = C; Sup I¢(k)(X) [
Xx e I

OSksmI

On note D’ 1’°’ensemble des distributions .

4) Deux théorémes ( admis )

a)

Théoréme 2 Soient S et T deux distributions , A et p deux
nombres complexes, l’application de D dans C définie par
¢ —> A <S8, ¢>+u<T, ¢ > est une distribution
notée A S+ uT.

La démonstration est immédiate.

V¢ D, < AS + uT, ¢ > =22 < S,¢> + p < T,¢>
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Remarque 1: Les propriétés des intégrales et la
Définition 2 montrent que, pour les distributions réguliéres ,

pour tous A,u complexes, f et g localement sommables :

[Af+pugl= AaI[f] +u[9]

Remarque 2 : La distribution qui a tout ¢ € D fait
correspondre le nombre complexe O est appelée distribution

nulle.On peut par exemple la définir comme la distribution
réguliére associée a 1la fonction de R dans C constamment nulle.

La distribution nulle est 1’élément neutre de 1l’addition dans
D’ . Nous la noterons : [0]

Remarque 3 ¢ VuedD’, 0u-=I|[0]

b)

Théoréme 3 Soit h une fonction de R dans € indéfiniment
dérivable sur R. L’ application de D dans € définie par :

¢ — < T, he¢ >, oua T est une distribution,
définit une distribution notée hT, appelée produit
de T par la fonction indéfiniment dérivable h .

La démonstration est sans difficulté.
Remarquons que ¢ € EI > he e ﬂI .

On a donc :

< hT ,¢ >=<T , ho >
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CHAPITRE 2 : EXERCICES

w indique une difficulté plus importante.

Exercice 1 :

m D’autres fonctions test

1°) Montrer que l’application £ définie par :
0 pour |t| = 1

g(t) = appartient a D

exp —§~1—— pour |t| <1
t" -1

[-1,1]

(Indication : on pourra démontrer que £(t) = h(2t-2) g(2t+2)

ol g et h sont les fonctions définies dans le I de ce
chapitre) :

1
g(x) = U(x) e X V X € R*
g(0) =0
h(x) = g(-x)

2°) Soit a > 0 et ¥, la fonction définie par :
£(3)
+00
t
J g(z) dat

0

¥, (t) =

+00
Montrer que ¥y € D[_a +o]” que V t, 7a(t) =z 0 et J va(t) dt = 1
14

-0

3°) Soit ¢ € D. On rappelle que ¢ continue en 0 est
équivalent a V £ > 0, il existe 7 > 0 tqg |t] <7 = le(t)-p(0)| < €

+o0
Montrer que a < 3 = ‘ p(0) - J p(x) 7a(x) dx < e

+00
donc que Vo e D, 1 im I P(x) 7a(x) dx = ¢(0).
' a >0

-0
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4°) En déduire que, V ¢ € D

[+00
a) 1im p(x) 7,(x) dx = = p’(0).
a0 J_
o0
b) 1 im p(x) 75(x) dx = " (0).
a->0

-0

Exercice 2 :

Application de la définition d’une distribution

Parmi les expressions suivantes, lesquelles définissent une
distribution ?

N
1)y <u, ¢ >=Z«>‘“)(0)

n=0

+o
2°Ym<u, g > = }: o(™ (0)

n=0
Indication : Considérer la fonction ¢ € D définie par

p(t) = y(t) et ol ¥ € D, ¥ nulle hors de [-2,2] et constamment
égale a 1 sur [-1,+1].

+w
3°)y <u, p>= }: o™ (n)

n=0

+c0

4°) m <u, ¢ > = e(t ) ot 1 i m t, =0
n=0 ©on o 4w

Indication : Utiliser y (cf 2°)

5°) <u, ¢ >=| p(0) |2

6°) <u, ¢ >=Sup | p(t) |

29



+00
[ p(t) ] dt

-0

r

7°) <u, ¢ >

‘1
8y <u,o>=| oM (tyar, ken
J

0

Exercice 3

m Pour tout ¢ € D, on pose

- “+oo
p>= 1inm [ I 2{t) e + J L) gt J

8—>——>0 -c0 +e

A
g
<

o

+00
1°) Montrer que V ¢, <Pv% , P> = - J p’(t) Injt| a4t

=

2°) Montrer que Pv% est une distribution.

Indication : On pourra considérer 1’intégrale obtenue en 1°)

comme la somme d’une intégrale de -1 & +1 et d’une intégrale

pour |t| = 1.

Exercice 4 :

Démontrer le théoréme du Chapitre II
ueD’, Yy indéfiniment dérivable > Yy u € D’

Exercice 5 :

Soit u € D’

1°) on appelle U 1’application de D dans C définie

par < 4 , o(t) > =< u , p(-t) >.

Montrer que U est une distribution.
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2°) a) Montrer que l’application de D dans €
définie par v : ¢ — < u , T%T p(g) > ol a € R* est donné,

est une distribution.

3°) Lorsque u est une distribution réguliere
associée a une fonction f, montrer que v est aussi une
distribution réguliére associée & une fonction g que 1l’on

précisera.

Exercice 6 :

Soit ¢ € D. On pose Pr = Re ¢ et Py = Im ¢

1°) Montrer que 1les deux relations suivantes
définissent, pour toute u € D’, des distributions.

<u, , ¢>=Re<u, P > + iRe<u, Py >

<u, , 9> Im < u, pp > + iIm<u, Py >

2°) Montrer que V ¢ € D,

<u,e>=<uy, 9 >+ i< u, , ¢ >

3°) Montrer que l’application U de D dans C définie

par <u , ¢ > =<u , ¢ > est une distribution.

4°) Montrer que V ¢ € D,

<u, p>=«< Up, ¢ > = i< u., 9>

31



Exercice 7 :

1°) Montrer que ¢ € D, 1’application : t f— [ e(x) dx

-00
n’appartient pas, en général, a D .

+o0
2°) Soit ¢o € D, telle que J Po(t) dt

i
[

+o00
Soit p € D et k = J p(t) dt
-0

On définit la fonction y par : x(t) = p(t) - k ¢o(t) pour tout t

o Montrer que y e D.
t

o Montrer que ¢y définie par yY(t) = j x(x) dx

00

appartient a D.

3°) Soit alors u € D/,
o Montrer que V ¢ € D, <u,p> =Kk <u,¢0> = <D(u),y>

o En déduire que si D(u) est la distribution nulle,
u est une distribution réguliére associée a une fonction
constante.

4°) Déduire du 3°) que si D(u) = w et D(v) = w alors
u-v=la]

5°) Montrer gque D(8) n’est pas une distribution
réguliere.
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Chapitre 3
—

DERIVATION DES DISTRIBUTIONS

EXEMPLES DE DISTRIBUTIONS NON REGULIERES

I.-Introduction :

Nous allons définir & partir d’une distribution donnée
quelconque T une nouvelle distribution appelée dérivée de T et,
contrairement a ce qui se passe pour les fonctions, nous
verrons qu’une distribution est toujours dérivable.

En particulier 1la distribution réguliére associée a une
fonction non dérivable mais localement sommable est toujours
dérivable .Nous verrons que 1l’opération dérivation est
particuliérement simple dans le cas d’une distribution associée
a une fonction 1localement continue par morceaux sur R et
dérivable sur tout [ a,b ] ¢ R sauf éventuellement en un nombre
fini de points de cet intervalle. Ces fonctions sont
suffisantes pour traiter tous 1les problémes de Physique
jusqu’au niveau BTS inclus .

Nous verrons que si une fonction F de R dans C est une
primitive large d‘une fonction f localement continue par
morceaux sur R ,( F est donc continue sur R ), alors 1la
distribution dérivée est la distribution régulieére associée a
la fonction f .
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II.- Distribution dérivée

1) Distribution dérivée de [f] lorsque f est une primitive

large d’une fonction f’ localement continue par morceaux sur R.

s Exemple :

+E(t)

:

0 t
A2E7(t)
0 >t

m Soit une fonction f de R dans € primitive large sur R
d’une fonction f’ localement continue par morceaux sur R.
Soient [f] et [f’] les distributions réguliéres associées
respectivement aux fonctions f et f’.
3 - 4 -
Soit ¢ € D[a,b] ¢ calculons < [f’] , ¢ > :

“+00 b
<[£’],¢> = f £7(t) ¢(t) dt = j £7(t) ¢(t) dt =
-00 a

HORI ]:— f:f(t) 67 (t) at - ff:f(t) ¢’ (t) at

car ¢(a) = ¢(b) = 0. D’ou :

Ve 2)l < [fl]I > =-x< [f] I ¢’ >
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2) Théoréme

k)

Théoréme 1 : Soit T e D/, l’application de D dans C
définie pour tout ¢‘e D par ¢ ——> <T, ¢’ > est
une distribution .

Rappelons que ¢ € D[a,b] > @' e ﬂ[a,b] .

Donc l’application de D dans € définie par , T € D’

VoeeD, p —> =-<T, ¢’/ > est une distribution .

Démonstration immédiate en appliquant 1la définition 3 du

Chapitre II

3) Définition

La distribution définie par Y¢ ¢e D, ¢ —> = < T, ¢’ >
est appelée distribution dérivée de la distribution T et

. notée D(T) .

Remarquons que (cf. 1) cette définition a pour conséquence
que dans le cas particulier ou f est une primitive large sur R
d’une fonction f’ localement continue par morceaux sur R, alors

[£7] = D([£]).

4) Propriété

VAeC, YVuetC, VT e D',V S e D’
D( AT + usS ) = A D(T) + u D(S)

Démonstration :

Soit ¢ € D,
<D(AT+uS ) , ¢ >==< AT + us , ¢’ >
==-A<T, ¢'">-p<s8, ¢'">

A D(T) + 1 D(S)
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5) Dérivées successives d’une distribution

Théoréme 2 :
VTe€ D/, T est indéfiniment dérivable

m On définit par récurrence la dérivée n éme comme é&tant
la dérivée de la dérivée d’ordre n-1 et on notera la dérivée
n éme de la distribution T : D(n)(T) :

vTeo, 2 (r) = p(my ), ... , D™ (1) = p( D™ V(1) )

Y ogedD, <D(T), ¢ >==-<T, ¢’ >

donc < D(z)(T) 9> == < D(T), ¢/ > =< T, ¢" >
et par récurrence ,

<™, ¢p>= (<7, ¢M™ >

On notera quelquefois D(O)(T) =T

6) Dérivée du produit d’une distribution par une fonction

indéfiniment dérivable

Nous allons également montrer le résultat suivant :

Soit £ indéfiniment dérivable et S ¢ D’
D(fS) = £ D(S) + £’ s

En effet, pour tout ¢ € D ,
<D(fS) , ¢ >==-<fS, ¢! >==-<358 £ @7 >

<EfD(S) +£f’S ,¢>= <ED(S), ¢>+< f’ s , @ >

I
A

D(S) , £f¢>+<8, £’ ¢ >

<S8, (f£¢) >+<8, £’ ¢ >
<S8 ,f"¢+f ¢’ >+<8, £’ ¢ >
==<85, f’ ¢>~-<s5 , £ ¢’'> + <8, f'¢>
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III.- Dérivation des distributions réguliéres associées a une
fonction localement continue par morceaux sur R

1) Distribution de Dirac

Rappelons que 1l’on note Ua la fonction t —— U(t-a), ou U
est la fonction échelon unité .

On se propose d’étudier D(U .Soit ¢ € D,

a)

+o0 +co
<DUIUD) S 6> == < (U], ¢> = - [ ¢7(t) at = - [e(t)] = o(a)
a

a

< D([UD), ¢ > = ¢(a)

a) Définition

La distribution D([ua]): ¢ —— ¢(a) est notée aa et nommée

distribution ( ou impulsion ) de Dirac en a .

D([U,1) = & <8, ., ¢ >=¢a)

Nous noterons dans la suite 60 simplement § .

b) Remarques :
m On démontre et nous admettrons qu’il n’existe aucune
fonction f localement sommable vérifiant ( a étant donné) :

oo
veeD, [ £(t) ¢(t) dt = p(a)

6a n’est pas une distribution régulieére

cf ZEMANIAN Section 1-3
et Th. de la convergence dominée de Lebesgue (par ex. RUDIN 1-3-4)
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m Soit h une fonction de R dans C indéfiniment dérivable sur R,

examinons u = h 8a.

<u, p >=<h aa ;P> =< aa » h ¢ > = h(a) ¢(a)

donc , Vo €e D, < h aa , ¢ > = h(a) < aa, ® > = < h(a) aa, o >

h Ba = h(a) Sa

Par exemple : (cos t) 6" = - 6" .

2) Dérivée d’une distribution réqulidre associée a une

fonction localement continue par morceaux sur R et n’admettant

qu’un nombre fini de discontinuités .

Théoréme : Soit f continue sur ]-w,a[ v J]a,+w[,
primitive large sur ]-»,a[ et sur Ja,+w[ de f’ localement
continue par morceaux sur R ,
si f admet en a le saut o(a) alors

D([£]) = [£f’] + o(a) S,

Démonstration : V ¢ € D,

<D( [£] ) ’ ¢ >=-< [f] ’ ¢' >

a 400
= - I f(t) ¢’(t) at - f £(t) ¢’(t) at
-00 a

+o0

- [rer 0]+ [Terce) oce) ae - ey seer] v J:E.(t) #(t) at

+00
- £(a-) ¢(a) + £(a+) ¢(a) + [ £7(t) ¢(t) dt
o(a) ¢(a) + < [£7] , ¢ >=0(a) <8_,¢ >+ < [£'], ¢>

< o(a) 6a+ [£7]1 , ¢ >.
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On constate que :

si f est non-continue sur R, D([f]) # [f’]

AT

m Exemple 1: f(t) = U(-t) + 2 U(t)

+£(t)

W

D([f] = [f’] + 8 =8 .

u Exemple 2 :
£(t) = U(-t) + (t+1) [U(t)-U(t-1)] + (-t + 4) [U(t-1)-U(t-4)]

£/(t) = U(t) - U(t - 1) - [U(t - 1) - YUt - 4)]

AE(t) A7 (E)

A4
rf
o
d:/

D(L£1)= [£/] + &,

Corollaire :Soit f primitive large sur R - {al,az,...,an}
de £’ localement continue par morceaux et telle que f

admet en a., le saut o., alors
1 1 i=n

D([£]) = [£'] + ) o; &,

i=1 1
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f est donc continue sur chaque intervalle ] - o , a, [,

1 a;,a;,,[, pour tout i , 1 =i =n -1, et sur ] a, » t o[ et

est sur chacun de ces intervalles une primitive large de la
fonction f£’.

Exemple 1 :

AE(E)
o) iy >t
D([f]) = [£’]+ES -E8, = E& - E 3,
Exemple 2 :
AE () A£7(t)
0 Tt 0 t
E
...E 2?
D([f]) = [f’] + E & - E 8y
avec £1(t) = - 2%—[ U(t) - Ut - T)]
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IV.—- Notion de signal discret

1) Combinaison linéaire finie de distributions de Dirac

I1 est évident ( cf: chapitre II ) que toute combinaison

linéaire finie de distributions de Dirac Z aj 8.0 I fini,
jed J
est encore une distribution .

Nous allons voir dans ce paragraphe qu’une "somme" Z aj )
jez

2

définit également une distribution et qu’une telle "somme"
s’obtient en dérivant la distribution associée a une fonction

en escalier.

2) Dérivée de la distribution associée & une fonction en escalie

Soit f une fonction présentant n sauts, oj étant le saut en tj

1 = 3j=n et f constante sur chaque intervalle ouvert ol elle es
continue .0On dit que f est une fonction en escalier .

Alors pour tout t € R ,t différent de tous les tj' f es
dérivable en t et £/(t) = 0 .

n
Donc D( [f] ) = Z aj ]
J=1

t. car [f’] = [0] .
J

I1 en résulte que V ¢ € D,

n n n
<D([£]),¢> = < z o5 atj,¢ > = Z oy < atj , ¢ > = z o5 ¢(tj)
j=1 j= j=1
n
donc < D([f]) , ¢ > = .z o5 B(ts)
‘J:
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3) Dérivée de la distribution associée a [(‘ua - ub) E]

On note E la fonction partie entiére définie ainsi :
VteR, il existe n € Z unique tel que n=t <n + 1 ,

par définition E(t) = n .

E est une fonction en escalier .

¢E(t)
4 —-—.'
1 —
-2 -1 ; .
~O a2 3 4b5 t

Soit alors la fonction fa,b= (ua- Ub) E , a<b.
Appelons le saut en a : o(a) , celui en b : o(b) .
Pour tout n € Z , tel que a < n < b , fa b présente en n un saut
14

égal & 1, donc D([f, ,1) = o(a) &_+ Z st o(b) 8.
4
a<n<b

4) Dérivée de la distribution [E]

Remarquons d’abord que si f est localement sommable et si

$ € D est nulle hors de [a,b], c’est a dire ¢ e i&a,b] , alors

<[], ¢ >= < [(U, - U)E], ¢ >

Soit donc ¢ € D quelconque, ¢ ¢ D[a p] Pour un certain
4

intervalle [a,b], il s’ensuit que ¢’ € D[a b] également .
4
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Nous voulons définir D([E]) .
<D([ED),¢> = = <[E] , ¢'> = = < [(Uy~W))E],$’ > = - < [£_ ,],6'>
= <D(If, y1), ¢ > =0(a)g(a) + ) &(n) + o(b) ¢(b) = Y ¢(n)

a<n<b a<n<b

car ¢(a) = ¢(b) =0 .

De plus , V n entier, n ¢ Ja,b[ , ¢(n) =0 .

On peut donc écrire z ¢(n)= Z ¢(n) .
a<n<b neZ
VeeD, <D(E]) , ¢> = Y ¢(n)
neZ

Insistons sur le fait que cette derniére somme ne comporte

qu’un nombre fini de termes non nuls.

5) Peigne de Dirac

V ¢ € D, Z¢(n) = Z< 8, + ¢ > définit bien une
neZz neZ
distribution appelée peigne de Dirac et notée L = z 8, -
neZ
Soit < Z 8., 6> = Z <8 ., 6> .
nezZ neZ
= Ll =
D([E]) Y 8,
neZ
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6) Signal discret

m Un raisonnement analogue & ce qui précéde montre que 1la
définition suivante a un sens :

Définition : Soit (tj),j € Z , une suite de nombres réels
telle qu’il n’y a sur tout intervalle [a,b] ¢ R qu’un

nombre fini de tj et soit (aj)jez une suite de nombres

complexes , la distribution S = Z aj at
jez J

est appelée signal discret .

m Le peigne de Dirac est le signal discret tel que tous les
aj sont égaux & 1 et pour tout j, tj =jeZ.

m Insistons sur le fait que ¢ € D, < 8, ¢ > = Z aj ¢(tj)
jez
est une somme finie puisque ¢ est nulle hors d’un certain
intervalle [a,b] qui ne contient par hypothése qu’un nombre
fini de tj.

® Remarque: En physique, on utilise 1les signaux discrets

définis par Z a, BjT’ oi T est un nombre réel strictement
jez

positif.

Par exemple échantillonner 1le signal [Uf] avec une période
d’échantillonnage Te > 0, c’est associer & la distribution [Uf]
+o0
le signal discret Z (uf)(nTe) anT = z f(nTe) anT .
e e
neZ n=0

44




Exemples :

a) f(t) =t et Te = 2

AU(E)E(L)

A\ 4

t
“+00
Le signal associé a [Uf] est Z 2n 82n
n=0
b) f(t) = sint et T_ = -
- e 3
AU(E)E(L)
| % 4n 51
3 3 R
0O m 21 i i i ’
3 3
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Si n =20, f(-%ﬂ;) = sin -%E-

donc le signal discret associé a [f(t) (U(t) - U(t-2m)] est :

{3 {3 3 i3
2 St 2 62n +0 an 2 64n 2 851: . 62n

3 3 3

08 +

wla

On en déduit le signal discret associé a [Uf] :

400

{3 ]
—_— ] & + 8 -8 -8 ;s KkelN.
Z 2 -E—+ k2n —EE- +k2n 4g + k2m -§g—+ k2m

k=0 3 3

V_Dérivées successives des distributions régquliéres et des signaux

discrets

éne

1) Dérivée n de l’impulsion de Dirac

Si nous appliquons la formule encadrée de la fin de II.5) ,

<™, 6> =(-1)P <1, o™ >
on définit la dérivée n éme de 1l’impulsion de Dirac en a .

On obtient V ¢ € D ,

<™y, 6> = (0" M)
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2) Dérivée néme de la distribution associée & une fonction

continue par morceaux sur R

Soit £
- continue sur R, sauf en a .

- admettant des dérivées continues sur R -{a} jusqu’a
1’ordre n-1 et telles que V k,0= k =n-1, f(k) adnmet
en a le saut ak

- admettant sur R - {a} une dérivée d’ordre n
localement continue par morceaux sur R,

n-1

alors p(M(re1) = | £(My 4 z Tn-1-k D(k)(aa)

En effet , D([£]) = [£'] + 0,8,

aron p'?)([£]) = D([£7]) + o,D(8,) = [E"] + 0,8+ o D(3,)

o3 (r£1) = p(rem1) + on(s,) + oy D3 (s )

+ o D(z)(aa) ]

= ree
[£ ] + 02 6a + o, D(Sa) 0

Par récurrence, on démontre la relation au rang n .

3) Dérivée néme d’un signal discret

On démontre et nous admettrons 1la formule suivante,

donnant la dérivée d’un signal discret :

S = Z aj at , alors D(n)(S) = z aj D(n)(at_)

Si
J jEZ J

jez

Démonstration ( c¢f dans ce chapitre VI- 4°) )
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Exercices :Calculer la dérivée d’ordre n des distributions

réguliéres associées aux fonctions f suivantes :

a) £ : t —> t [ U(t) - Ut - 1) ] + Ut - 1) - Ut - 2)

AE(t) 2£7(t)
() 1 2 t (o] 4 &

D(I£])= [£'] - &,
p(?)(re1)= D(1£1) - D(s,)
D([£/])=8 - &,
p(®)(ren=5 - 5, - D(5,)

pour n > 2, D(n)( [£f] ) = D(n-'z) (8 - 61) - D(n-l) (32)

b) £(t) = U(t) ( €3 + 1 ).
péfinir £7,e",£777,8(4), et D([£]),...
On trouve pour n = 4, D(n)([f]) = 6 D(n_4)(6) + D(n-l)(a)
£(t) = et -1 <t
c) { (t) = e pour 0 =

f(t) = 0 pour t < O
d) £ = Ug, et g périodique, de période 2, définie par :

{ g(t) = t sit e [0,1]
g(t)

I

]

2 -t sitel1,2]
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e) f£(t) = U(t) sin wt

VI Limite d’une famille de distributions

1°) Définition :

Définition : Soit (ux), X € R, une famille de distributions, on
dit que la famille (ux) converge vers u € D’ lorsque x tend vers

o, si et seulement si Vo €e D, 1 im < u
X — a

er>=<ul‘P>

¥ 4
Oon notera ux ——§l~———+ u e D’

X — o
En particulier, si x = n € N, on dit :
I 4

u — ue D! &«VeopedD, 1im < u s, p>=<u, >
n — +ow n — +o

2°) Une approche de l’impulsion de Dirac

m Soit [fe}, la famille de distributions réguliéres

définies par :
ve>0, fe est localement continue par morceaux sur R et

fe(t) z 0 site[ 0, €]
fe(t) =0 site[ 0, €]
+00 (>4
J fe(t) dt = J fe(t) dt = 1 (1)
-0 4]
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@ Nous allons démontrer que la famille de distributions
réguliéres ainsi définie converge vers 8§ dans D’ lorsque &£ tend

vers O.
Nous devons donc démontrer que :

VopeDd, 1 < [fe] r P >=<8 , ¢ > = ¢9(0)
€

inmnm

>0
e

J £.(t) o(t) dt - ¢(0).

0

Posons I(g)

€
Or ¢(0) = J fe(t) p(0) dat d’apres (1).
0

€
Donc I(g) = J fe(t) [@(t) - w(o)) dt
0

Soit F, la primitive large de f. nulle pour t = 0.

t _

Fe(t) = J fe(t) dt pour tout t € R donc Fe(t) = 0 pour t = 0,
0

Fe(t) =1 pour t 2z e et Vte [0,e] O = Fe(t) <1

Intégrons I(e) par parties, on obtient :

1(e) = [ F(0) [o(t) - o(0) ]: - J F_(t) ¢’ (t) dt
0

€
Donc [I(e)| = |p(e) - @(0)] + J F.(t) | o’(t) | at
0

Soit M, = Sup le’(t)|, alors |I(e)| = |p(e) - ¢(0)]| + & M,
teR

ce qui démontre que 1 i m I(e) = O.
e — 0
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= Exemples :

= 1 . _ .
o fe(t) =g S1 te[ 0, €] et fe(t) = 0 sinon

f£.(t)
1
€
€ ’t
£(t) =2 tsit 0o, %
o £ = ;5 s1 € [ '3 1
4 . € .
fe(t) =-u;§ (t-€) si t e [ 5 1 € 1 et fs(t) = 0 sinon
£.(t)
2
€ :
(¢ g € t
2

Remarquons que dans cet exemple Vt e R, 1 i m fe(t) =0
e —> 0
Cela est évident si t = 0. Si £t >0, Ve < ¢t, fe(t) = 0.

Lorsque € tend vers 0, la famille [fe] ne converge pas dans D’ ver
la distribution nulle.

3°) Limite de D(u,)

Théoréme :

. D’ D’
Si u, —> ue D’, alors D(ux)—————————e D(u)
X — « X —> o

Démonstration

VepedD < D(ux) , @ > =
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4°) Application aux signaux discrets

N +00
ﬂl
Remarquons que E: ay, anT > E: a, anT T >0
n=0 N — 4

En effet, soit ¢ € D, ¢ est nulle hors de [a,b], et donc pour

tout N > E(b) + 1 (E(b) partie entiére de b)

N +o00
< }: a, Spr®>=x< }: a, 8 .qp >

D’aprés le Théoréme précédent

N +o
D }: a_ & D’ > D }: a_ s
n nT N +® n nT

n=0 n=

N N
Or D [ 2: a_ o ] = }: a, D(anT) et on démontre comme ci-dessus

n nT
n=0 n=0
N ' +o
ﬂ) I 4
que }: a_ D(s_,) — 2: a_ D(d_.)
n nT n nT
n=o0 N > e 1o

Ce qui démontre le V 3°).

5°) Série de distributions

® Soit (uj), n € Z, une suite de distributions, on dit

+00

que la série }: uj converge dans D’ si et seulement si la suite

-0

uj) converge dans D’ lorsque n tend vers + o et si la suite

Lo
oo™

(2: uj) converge dans D’ lorsque m tend vers + w.
-m
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Avec le méme raisonnement qu’au 4°), on constate donc que si
400 +00

Zj converge vers u alors D(u) = Z D(uj). On peut donc

-0 - 00
dériver terme a terme une série convergente de distributions et
on obtient ainsi la distribution dérivée.

Rappelons que ce n’est pas vrai pour une série de fonctions.

m Exemple : une formule sommatoire de POISSON.

Soit la fonction £, paire, de période 1, définie par :

f(t) =-t%+ t pour 0 < t < 1

*
Les coefficients de Fourier de f sont pour n € Z

T 1
o, = & J £(t) 21Nt gt = J (-t?+t)y e MM = - 1
0 0 2T n
1
1 1 ezinnt
On sait que Vv £t € R, f(t) = AR E: 3
2 m * n
neZ

1 ezinnt
Montrons que la série de distributions [é] - 5 }: [ 5 ]

2 £ N

neZ
converge dans D’ vers [f].
e2in1tt M
On sait que, puisque | ——s— p(t) | = 5 , Ou M = Suple(t)l
n n teR
et que ¢ est nulle hors de [a,b]: .
b i o2inmt LI o2inmt
() S5 emrac] =) | S5 oty at
n n
a a
n= n=
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Il suffit donc de remarquer que

+o .
e21nnt
Ve, 2: < — , ® > — > 0 (1)
n N — +ow
n=N

En effet, si ce résultat est établi, on a, pour tout p € D, tou
P <0 et tout k > 0 ( p et k entiers )

n=k
2innt
1 1 e
<[f]‘[‘6"—2——22 S 1.e> =
T n
n=p
n=p G2inmt tw G2inmt
}: <S—5—, 9> + }: <E—— , 9>
n n
- n=k

et (1) montre que le deuxiéme membre de cette égalité tend vers 0
lorsque p tend vers - » et k tend vers +o .

Montrons donc (1) :
Rappelons que ¢ est nulle hors de [a,b] donc :

b

2innt 2inmt
<§“—z""¢’>|=” S—— e(t) at | < M2
n n n
a
2innt
Donc < —5— + ¢ > est le terme général d’une série numérique
n
Fo g2inmt
absolument convergente ce qui montre 2: < —a— P> — 0
n —> 4o
n=
2inmt
On a donc [f(t)] = ) . s (2)
6 2 2
2 * n
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440)

VA
RN AR R

f est une primitive large de 1la fonction £’ localement continue
par morceaux

Donc en dérivant terme a terme dans 1’égalité (2) ,

. 2innt
D([£]) = [£7] = - L Z [————e — ]
nezZ*
et D([£’]) = [-2] + 2 Z 8, = 2 z [e?‘in"t] .
nezZ* neZ*
d’ot LLl = Z [eZinnt]
neZ
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CHAPITRE 3 :

EXERCICES

m indique une difficulté plus importante.

Exercice Résolu :

DI

sin bt
nt b— + o

On suppose connu le résultat suivant : % J 55%—5 dt = 1
-0
cf par exemple " Mathématiques 3 - Analyse "

Azoulay et Avignant
Graw - Hill 1986

pages 25,

+X
sin bt

£ dt

1
En effet = J
-X

X

v

(Changement de variable y = bt)

26, 27. Exercice 4

o Lemme 1 : Va>o, lim Sl:;tbtdt—o
b — +w
[t] =z «
r"HX
En effet I ﬂ-};—ﬁ?i at = Sl::tbt at
[t] = « -
~+ba
- sin y
ny dy
Y -ba
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o Lemme 2 : Vo €D, lim J Ei%EEE p(t) dt = 0
— b — +w
t] = a

¢ étant nulle hors d’un intervalle fermé borné,

ou bien ¢ est nulle pour tout t tel que |t| =z a et

sin bt
J —E — p(t) at =0
t] = a
. sin bt . sin bt
ou bien J’ N (P(t) dat = ‘[ —mE q)(t) dat
[t] =z « I

ol I est soit un intervalle fermé borné, soit la réunion de
deux intervalles fermés bornés I1 et 12 tels que Il n I2 = @
et 0 ¢ Il U Iz.

d

Considérons donc une intégrale du type J §l%EQE p(t) dt,

c
ouc<detOe¢[c, d].

Alors soit f définie sur [ ¢ , d ] par f(t) = wét) , intégrons

par partie cette intégrale :

d d d
sin bt - _ _e(t) f’(t) cos bt
J Tt p(t) dat [ ot~ COS bt ] + J 5 dt
c c c
2 MO

—%%%l cos bc - —%%gl cos bd

le(c)| le(d) | ]

ol M0 = Sup ’
m|c| m|d|
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quant a la fonction f, sa dérivée f’ est continue sur [c,d]

Soit donc M, = Sup | £/(t) cos bt [
t € [c,d]
d
f’(t) cos bt (d-c)
J b ac | s —p— M,
c
d 2 M. + (d-c) M
donc JMq)(t) at | = 0 1 5 0
nt
c b b — + w

ce qui démontre le lemme 2.

o Démonstration du résultat :

Soit alors € > 0 donné, pour tout a > 0
+00 +oo0

[ s i
3, = | SBEE o) at - (o) =J gah bt [ p(t) - p(0) ] at
[ sin bt +O‘Sin bt
= e ((o(t) - (p(O)] dt + —E [w(t) - w(O)) at
el > « -

Examinons d’abord la seconde intégrale de la somme précédente

¢’ (0)

]l

La fonction g : t > ¢(t)n‘t¢(0) pour t # 0, g(0) =

est continue sur R.

g est donc bornée par exemple sur [ -1 , +1 1

l p(t) - o(0)
mwt

Soit Mz = Sup
te [-1,+1]
+a

Pour tout a = 1, on a donc J Eiﬁng [w(t)—w(O)] dt| = 2 « M2
-
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Choisissons alors a tel que a < Inf [ 1, 68M ]
2
donc en particulier 2 aM, < % .

Pour un tel «, appliquons le Lemme 1 a J Ei%EEE dt
[t] > «

Il existe Bl(a) tel que b > Bl(a) > J §i%EQE at| = —&
lt' > o 3|¢(0)|

sin bt 4. _ ¢ et 1a majoration

ntt
[t] > «

( si ¢(0) = 0, alors ¢(0) J

de ce terme est sans objet ).
sin bt o(t) dt

Appliquons maintenant le Lemme 2 a j —
[t] > «

w|m

s1ntbt o(t) dat <

Il existe Bz(a) tel que b > Bz(a) = [ -
[t] > «

on peut choisir «,

0 étant donné,
0) tel que :

Il s’ensuit que £ >

puis B = Sup (B.L ,Bz) (ou B

= B, si ¢(0)

b>Bo | < [SBEE], pie) > - o(0)
+o )
M[w(t)—«pw)]dt

sin bt
=== @(0) dt| + J E

= J STE e(t) at| + I wE
[t] > « [t] > « -0
f > £ £ _
<;_1‘t‘§- + —3— + —3- = £
donc[Slntbt] D .5 ,b>o0
n b — + »
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Exercice 1 :

Soit pour tout t e [k,k + 1[, f(t) =t - k, k € Z.
1°) Représenter graphiquement y = f(t).
2°) Définir D[[f]]. (utiliser le peigne de Dirac).

Exercice 2 :

Calculer les dérivées des distributions réguliéres associées

aux fonctions suivantes :

1°) x ol X, =1 si t e A et X, =0 si teaA

[2]
2 Xay
3°) sgn t = l%l pour t e R”
4°) t sgn t
5°) U(t) cos mt
6°) U(t) sin t
7°) U(t) sgn t

Exercice 3 :

Calculer les distributions suivantes :

2

1°) 1 [ p{(2) | w(t) sin wt ] + w2 [ U(t) sinwt ] ]

m-1
2 D™ ([ ue) oy 1

3°) p(™) ( [1t]] ]
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4°) D [ [ ut) et 71 +a [ we) et ] AecC

Exercice 4 :

T est un réel strictement positif.
Soit la fonction f de période T définie par
11_.2_['1‘2

2 T
5 y t ] pour - 3 t <

A

Nl

f(t) =

=

1°) Représenter y = f(t).

2°) calculer D[[f]] et D(z)[[f]]
3°) Ecrire le développement en série de Fourier de [f].

4°) en dérivant terme & terme la série de distributions

obtenues dans la question précédente, établir la formule

P E; 8y _ }: -1)" [ oinuwt ]
= + nT

heZ 2 neZ

suivante :

Exercice 5 :

Soit f la fonction définie par :
f de période 2mn et Vt € 1 0 , 2n [, f£f(t) =mm - t

1°) Ecrire le développement de f en série de Fourier.

2°) En déduire la formule :

E: s _ zln E: [ e:mt 1
2nm neZ

neZ
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Exercice 6 :

d n’est pas une distribution réguliere [f], avec | £]
intégrable et bornée sur tout [«,B] c R.

Soit ¢(t) = 5(:;'—) ou £ est la fonction définie dans

l’exercice 1 du Chapitre 2.

1°) Montrer que s’il existe f : R —— C localement
sommable et bornée sur tout [«,B], telle que 8 = [f] alors :

+a 2
va>0 L= f£(t) exp —2 _ at
e tz 2
- a
-a
2°) Montrer gque lorsque a tend vers 0, il y a une
contradiction.

Exercice 7 :

Montrer que [sin nt] ———-gi———e [0]

n — + o

Exercice 8 :

. 1
£(t) =0 si [t]| = 5
Soit fn définie par
n . 1
fn(t) = 3 S1 |t| = n
DI
Montrer qur [fn] —
n — + o
Exercice 9 :
_ . 1
£ (t) =0 si [t] = &
Soit £_ définie par
n 2 : 1
fn(t) =n si |t]| < 5

Montrer que la suite [fn] ne converge pas dans D/

lorsque n — + ®
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Exercice 10 :

’
m Montrer que V a € R, [na sin nt] —~—$Q——~—+ [0]

n — 4+ o

On distinguera les cas a < 0, 0 sa<1, ... k=a<k+1, ...

k entier naturel.

Exercice 11 :

-— 2 2 ’
n 1°) Montrer que [ n_ ot ] DT s
n — + o
T

t2

40 - 5

Indication : On rappelle que V t > 0, ——— J e 2% at=1
oV 2n 00

On montrera que tend vers 0

n —nzt2
< [——— e ¢ P > = ¢(0)

zh

lorsque n —— + » et ¢ € D, en utilisant le changement de

variable t = % et une majoration de | w(%) - ¢(0)].

-— ’
2°) Montrer que [ % e 1|t } P s

n — + o«

I 4
3°) Montrer que n2 5 D > 8
m(1+n"t") n — + o
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Exercice 12 :

Montrer les égalités suivantes :

1°) (sin at) D(8) = - a & YV a € R
2°%) D(z)[EU(t) sin t]] = aé§ - az[U(t) sin at], VaeR

3°) Va e R, V aeR,

n
at . (n) _ oa k ,__n=-k (k)
e D (aa) = e }: Cn (-a) D (aa)
=0
Exercice 13 :
Calculer f D(k) (Sa] , f indéfiniment dérivable.

Exercice 14 :

On rappelle que V u € D/, U définie par V ¢ € D,

< U , o(t) > = < u , p(-t) > est une distribution.

\
Montrer que D(u) = - D (ﬁ)
Exercice 15 :
*
a € R , on rappelle que V u € D/,

<v, e(t) >=<u, T%T ¢(§) > définit une distribution.

Montrer que V ¢ € D, <D(Vv),p> = - < u , T%T ¢'(§) >
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Exercice 16 :

Montrer que, m et n étant des entiers naturels

0 sim<n
e p(M(sy =1 (-1)™ nt s sim=n
)" 52t ™™ () sim>n

Exercice 17 :

m Soit Y une fonction test nulle hors de [-2,+2] et

constamment égale a 1 sur [-1,+1]. ¢ € D.
t

1°) Montrer que ®q1 définie par wl(t) = yY(t) J p(x) dx
0
est une fonction test nulle en 0 et primitive de ¢ sur
[-1,+17].
t
On définit ainsi pz(t) = yY(t) J ¢1(x) dx , ......
0

P (t) = ¥(t) J Ppe—q (X) ax
0
2°) Montrer en utilisant la premiére question, que

n n
si Ez o D(k)(a) = E: Bk D(k)(a) alors V k, 0 = k = n, o = Bk

k=0 k=0

On utilisera des primitives successives de Y construites
grédce au 1°) et on montrera aussi, de proche en proche,
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Exercice 18 :

Montrer que si f est une fonction de R dans C, deux fois
dérivable sur R, telle que f" soit localement continue par
morceaux sur R, et solution de 1’équation différentielle :

ty"+y’"+ty=0

alors t D(z)([u f]] +D ([u £ ]] +t [Uf] =0

Exercice 19 :

Calculer D(u), D(z)(u), D(3)(u), D(4)(u) dans les cas
suivants :
1°) u=1[ |sin t| ]

2°) u

[ |t] sin t ]

Exercice 20 :

On se propose de calculer les dérivées D(u), D(z)(u),

D(3)(u), D(4)(u) de la distribution réguliére u = [It sin tl].

1°) Calculer D(k)[ [ t sin t ] ), pour 1 = k =< 4

2°) Montrer que :

n=-1
[t sin t| = ( t sin t ) E: (-1)n+1 [ U(t-nm) - U(t-(n+1)m) ]

n=-o

n=+ow
+ (tsin t ) }: (-1)" [ U(t-nm) - U(t-(n+l)m) ]
n=0

3°) Calculer alors D(u) et D(z)(u).
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Exercice 21 :

Montrer que :

:Dl

1°)-1-(6 -8) ——— D(8)
x —-—
X — 0
oy 1 D’
2°y - (68_,,-28__ +8) —— [0]
X 2x X % 0
o 1 D’ 2
3°) —5 (8_,, - 238_, +8) D', pl )(a)
X X — 0

Exercice 22 :

® Soit x > 0 et Iy la fonction définie par :

gx(t) = — si te ]-x%,0]
X

1 .
g,(t) = - — si t e 10,%[

X
gX(t) = 0 si te ]-o,-x[ U [x,+n]

ﬂl
Montrer que [gx] —— D(9)
x 250

Indication sur l’exercice 22

On montrera que |<[gx] , >+ 9 (0)] = e’ (x) - @’(0)]| + 2x M,
ol M, = Sup |e"(t)| et ¢ € D.

teR
On pourra pour cela intégrer par parties en utilisant G,
primitive large de 9, nulle pour t = - x et Hx primitive de G,

nulle pour t = - x.
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Exercice 23 :

m Trouver (sans utiliser la Transformation de Laplace)

une distribution u € D ,

u=1[1UTf ], £ fonction de R dans €, deux fois contintment

dérivable solution de :

(E) L0 () + 2B py) v u=as + g D(S)
2 (A)
(A) 0
0
cas particulier : m=1
a:%_m
0
B=_1_i
w
0
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Chapitre 4

S————
C——————

SYSTEMES PHYSIQUES ET CONVOLUTION

I.- Introduction

m Nous allons définir un systéme physique comme étant une
application d’un certain sous-ensemble de lﬁensemble des
distributions D’ dans D’ et nous restreindre a‘lfn‘tl"éi:ude des
applications qui possédent un certain nombre 'dé 'pfopriétés

particuliéres (linéarité, permanence) que nous préciserons.
%

Les systémes utiles en physique élémentaire possédent en
outre des propriétés de continuité que nous n’aborderons pas .
cf ZEMANIAN 5-8
Ce qui est particuliérement remarquable est dque tout systéme
physique linéaire, permanent et dans un certain sens "continu"
est un opérateur de convolution .

La convolution est une opération, gque nous préciserons,

Ed
A

définie pour certaines distributions.

h étant une distribution donnée, on appelle opérateur de

S

convolution 1’application qui a ‘toute distribution u

appartenant & un certain sous-ensemble de D’ qu’il conviendra
de préciser, fait correspondre la distribution notée u * h .

Aprés avoir,dans le paragraphe II défini 1les propriétés
utiles des systémes, nous définirons donc dans certains cas
1’opération appelée convolution.

69






] On’rappelle que nous symboliserons le systéme par le schéma

suivant

Nous allons nous appuyer , dans ce chapitre, a titre
d’exemple sur le systéme suivant, appelé circuit " RC"

Nous nous placerons de plus, pour simplifier, dans le cas

particulier ou RC = 1 .
e On trouve un tel systéme :

a) En électricité ( cf. Tome 1 page 21 )
R résistance d’un condensateur ( en ohms)

C capacité d’un condensateur ( en farads).
& et s en volts, et T =R C .
b) En "chauffage”, modéle simplifié (cf. Tome 1 page 24 )
&E=RP , s = ea - eext
P puissance fournie par le radiateur ( en W)
R résistance thermique du local ( en K / W)
C capacité calorifique totale du local ( en J / K)
s = ea - eext température réduite du local ( en K )
T =R C
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c) En mécanique

— —_
N r V
—————
F G N X,
O] N m 7?9 i
4 P >

: poids du mobile de masse m

: réaction normale du sol opposée au poids .

"ol

: force de frottement tangentielle de sens contraire au
déplacement du mobile et d’intensité supposée proportionnelle

a la vitesse .

— k

Donc f = - BT

¥’ avec vitesse de déplacement du mobile

et k coefficient de frottement .

T~ : force qui provoque le déplacement du mobile .

Appliquons le principe fondamental de la dynamique :

- _ —>
2 Foxt = M 3g
ou 'Eg est l’accélération du centre de gravité .
Z g . =1 + P+ F 4+ F , et T + P =10,
ext
d’oid m 'EZ = F + T .
En projetant sur l’axe Ox avec O position de G a t = 0,
. _ _ dv
on obtient F + £ =m 8 = m 3¢ -
- dv m dv I
Donc F-kKkv= m at ! ou encore - —g& + v ot
. _ F _ - 1 - =
Ici, & = * 7 s=v ,R= * ! CcC=m, t=RC.
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m Tous ces problémes, lorsque l’entrée & est une fonction
continue sur R,/ peuvent se résoudre a l’aide de 1’équation
différentielle

ds

'C—aE—'*" s =&

en précisant s(0+) par un raisonnement physique .

On rappelle que pour simplifier les calculs nous nous
placerons dans le cas out =1 .

On sait par exemple que si & = U et s(0+) = 0 , on obtient

s(t) = (1 -e % ut) . (cf . chapitre 1 ) .
Si maintenant on applique & l’entrée d’un tel systéme & = 3 :

- en électricité : tension de durée trés bréve et
d’amplitude trés grande

- en chauffage : un radiateur fournissant une tres

grande puissance pendant une durée tres faible

- en mécanique : un choc bref et trés violent

alors on obtient s(t) = et u(t) .

m Comme cela est employé dans tous les ouvrages , s’il est

commode de préciser la variable , nous noterons :

<u, > = <u, e(t) >
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II.-Signaux et systémes

1) Définition d’un systéme

¥ est une application d’une partie
¥ est un systéme < 4 de D’ dans D’

On précisera éventuellement £ pour chaque systéme.

Un élément de £ est appelé signal admissible pour le systéme.

On notera & e 4 —2 > s = 9(€) , ot & est appelé signal

d’entrée et s signal de sortie correspondant.

& et s sont donc des distributions .

2) Systéme linéaire

a) Exemple

Reprenons l’exemple du systéme "RC" avec T =1 .

mOnavuique €§=8 —Y 5 = [ e wt) ] .

On constate expérimentalement que :

g, =28 —L 26

twe) 1= 2 s

= On a vu que &, = [ U(t) ] 2 1 a-eh ugEI] = s,

On constate expérimentalement que :

&+ 8, =8 + [U(L)] L [w(t)] = s + s, .
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b) Définition

Le systéme ¢ est dit linéaire si Vv 816 4 , V 8ze 4 , Va,ueC

PO AB, +uE, ) = A L6 )+ u I Ey)

Remarquons que si l’entrée & = [0], alors la sortie s = [0].

3) Systéme continu

Soit ¥ un sytéme, 4 l’ensemble de ses signaux admissibles.
Oon dit que le systéme est continu si :

1°) 8 e 4 . On pose alors h = #(38).

2°) S8i de plus, chagque fois qu’une suite d’entrées
admissibles (Sn) converge dans un sens qu’‘il faudrait préciser

et qui dépend de h vers une distribution & e 4 ,alors la suite
des sorties (sn) correspondantes converge vers s = (&) .

i
8n > sn
+ 9 N
& —> s

cf ZEMANIAN Th 5-6-1

4) Systéme invariant dans le temps ( ou permanent) .

a) Distribution "retardée" ou translatée

m Définition

Soit 1l’application y: t —— ¢(t + a)
si ¢ €« D , alors ¥y € D, et nous noterons:

<u, ¥y >=<u, ¢$(t+a) >

o) e )

ey,




Définition 1 : Soit u € D’ et a ¢ R . Par définition,

la distribution T U est la distribution définie par
V¢ eD, < T u ,0(E)> = < u, ¢(t +a) > .

On dit que T u est le signal u retardé de a .

La démonstration de u € D’ > T U € D’ est sans difficulté .

m Cas d’une distribution régqulieéere

Soit [f] une distribution réguliere .
+00

V<D, <t [£],6(t)> = <[f],¢(t+a)> = j £(t) d(t+a) dt .
=00

Posons x = t + a et faisons le changement de variable dans

1’intégrale, on obtient :

+o0
< ta[f] , ¢ > = f f(x-a) ¢(x) dx = < [f(t-a)] , ¢ > .

T [E(t)] = [£(t-a)]

m Cas d’une impulsion de Dirac

Oon a également

ab a+b

En effet :

VeeD <t 8 , ¢(t) >=<38, ¢p(t+a) > = ¢(atb) = < 8_,,.,¢ >

a
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b) Exemple et Définition d’un systéme invariant dans le

temps

m Reprenons l’exemple du systéme "RC" . On peut
constater expérimentalement :

[ U(t) ] —2— [ (1-e 5 ut) 1=1 £(t) ]

[ Ut-a) 1 —F— 5 (1 -e )y y(t-a) 1 = [ f£(t-a) ]

rfw) pEe-a)

s —F 5 1e™t w)

5, ¥ e (5T gre-a)]

m Définition

Définition 2 Un systéme ¥ (défini sur «£) est dit invariant
dans le temps si et seulement si VYV ued ,b VaeR,
Tu e€d et ¥(t_u) =tT_ ¥(u)
a a a

?
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c) Autres exemples :

¥
m Soit u ———i—e t2 u . 4 = D' ( cf Chapitre I.)

¥ est linéaire ( immédiat ) .

91 n’est pas invariant dans le temps . En effet, V ¢ € D

< 9 (T _u),8(t)> <titu, ¢(t) > = <z, tlt) >

= <u, (t + a)2 ¢(t+a) > .

I

< T g (u),8(t)> = < g (u) , #(t+a) > = < tiu, ¢(t+a) >

= <u, t2 ¢(t+a) >

Donc ?1(rau) = T, 91(g)

14

4
m Le retard de b . u —2 T 4

I
()

92 est linéaire (immédiat).

92 est invariant dans le temps . En effet, V ¢ € D

< g(Tu) 4 #(t) > =<1 T U, ¢(t) >

< T u o(t+b) > = < u , ¢(t+b+ta) >

< tayz(u) , o(t) > < Yz(u) , ¢(t+a) > = < u, ¢(t+atb) >

Donc 92(tau) = T, ?z(u)
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¥
m Le "Dérivateur" u 3 D(u). 4 = D’

(cf. Chap. II.)
$3 est linéaire (Ch.II)

Y3 est invariant dans le temps .En effet, V ¢ € D

<¥ 3(tau) , o(t) > = - < rau , ¢'(t) > = - < u,¢’'(t+a) >

I

< tay3(u) , o(t) > < D(u), ¢(t+a) > = - < u, ¢’(t+a) >

Donc 93(tau) = T Y3(u)

5) Systémes causaux

a) Introduction aux systémes causaux

Soit un systéme ¢ linéaire, continu et invariant dans le

temps. 4 l’ensemble des signaux admissibles par ¥.
S e d . Soit h = ¥(8).

m Si par exemple h = [-fﬂéggéi], (filtre passe-bas idéal), on

constate que la sortie h correspondant & l’entrée 3§ n’est pas
nulle pour t < 0. La sortie "précéde l’entrée”. Un tel systeme

n’est pas réalisable en Physique.

m De méme, si le signal d’entrée appliqué & un systeme
physique ¢ est par exemple une distribution réguliere [f] telle
que, V t < to, f(t) = 0 , alors on constate que si la sortie est

également une distribution réguliére [g], V t < t, , g(t) = 0.
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m Examinons ce que signifie pour la distribution réguliére [f]
le fait que f est nulle sur I = ] - o , to[

Soit [a , Bl cI et ¢ e @[a , B

+00 B
< [f], ¢ > = f £(t) o(t) dt = J £(t) o(t) dt = 0 .

car f est nulle sur [a , B] ¢ I .

Donc si ¢ € D et si [«a,B] ¢ I, alors < [f] , ¢ > = 0.

[a,B]

b) Distribution nulle sur un intervalle ouvert de R .

Définition 3 Soient u € D’ et I un intervalle ouvert

de R . On dit que u est nulle sur I si et seulement si

pour tout [«a,B] ¢ I et pour tout ¢ € D
[a,B]

<u,¢> =0

On appelle D] 1l’ensemble des distributions nulles sur ]-o , 0 [

c) Exemples de distributions nulles sur un intervalle

ouvert :

m D’une maniére générale, montrons que
si f est nulle sur I alors [f] est nulle sur I .

[¢ , Bl c I et ¢ e @[a ., Bl

+o0 B
< [£f1,9 > = f £(t) o(t) dt = ff(t) o(t) dt =0 .
-00 [0 4
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= Saest nulle sur ]-« ,a [ et nulle sur Ja, +o [.

soit [« , Bl < ]-w ,a [ et ¢ e D g

< aa,¢ > = ¢p(a) = 0 car a ¢ [a,B].

Oon démontre de méme que 6a est nulle sur Ja, +o [.

] D(n)(aa) est nulle sur ]-o,a[ et nulle sur Ja,+ o [

soit [«,B] ¢ ]-w,a[ ou [«,B] < Ja, +» [, alors a ¢ [«a,B].
Soit ¢ € ﬂ[a Bl ! on a vu que w(n) € ﬂ[a . 8]
donc < D(n)(aa) , 0> = (- 1)n w(n) (a) = 0 .

d) Propriétés

m uedD’ et veld,

VAeC,VpuecC, si uet v sont nulles sur un intervalle

ouvert I , alors A u + p v est nulle sur I .

<Au+puv, e>= A<u,e>+u<v,e>=0
dés que <u,e>=<v, p>=0.

Soit u une distribution nulle sur 1l’intervalle
ouvert I, alors quelle que soit la fonction 6
de R dans €, indéfiniment dérivable dur R,

6 u est nulle sur I .

En effet , ¢ € D > B8 ¢ e

[a,B] [a,B] '
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donc si [a,B] < I et ¢ € fD[OL,B]

alors <6 u, ¢>=<u, 6 ¢>=0.

Si u est nulle sur I, alors D(n)(u) est nulle sur I
pour tout n e W*

En effet, si ¢ est nulle hors de [«a,B], alors, VY n e m* ’
w(n) est nulle hors de [«,B] et si [«a,B] ¢ I ,alors

< D(n)(u) , P> = (—1)n <u, w(n) > =0 .

e) Définition d’un systéme causal

On a constaté, avec l’exemple du systéme "RC", que si l’entrée
est nulle sur ] - o, a[ , la sortie est nulle sur ] - », a[ .

Par exemple, en chauffage, dans le cas du modéle simplifié
(cf I), si 1la puissance fournie par le radiateur avant
l’instant t = a est nulle, la température ambiante est égale a
la température extérieure H c’est a dire que
s(t) = ea(t) - Gext(t) = 0 pour t < a .

Définition 4 ¥ défini sur 4 est dit systéme causal
si et seulement si pour tout a € R, et tout u e « :

u nulle sur ]-eo,al = ¢(u) nulle sur ]-w,af

Ceci correspond au phénoméne physique suivant :si le signal
d’entrée est nul avant l1l’instant a, alors le signal de sortie
est nul avant 1l’instant a.

Notons que le systéme "RC" est un systéme causal .
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£)

Théoréme Soit ¥ un systéme défini sur 4 tel que :
pour tout u € 4, si u est nulle sur ]-«,0[
alors ¢(u) est nulle sur ]-«,0[ .

Si de plus ¥ est invariant dans le temps , alors

¥ est causal

Démonstration :
m Montrons d’abord que:

u nulle sur ]-o,al T g U nulle sur ]-«,0[

Remarquons en effet qu’a toute fonction ¢ € ﬂ[a,B]'
[« ,B]lc]-o, a][ correspond une fonction Y € ﬂ[a’,B’]’
[ ¢ , B’ ] <] -o , 0 [ et réciproquement, avec a’ = a - a,
B’ =B -aetVteR, p(t) =yY(t - a).

VteR, ¢o(t) =y(t - a) & YyeR, p(y + a) = y(y)

Nous pouvons donc écrire les équivalences suivantes :

u nulle sur ] - o« , a [ (1)
=V [a, Bl cl-«o, a[ et V p € D[a g1’ <u, >=0

=V [a,B'] ¢ ]- o, O] et Vy e fD[(xl,Bl]l <ur¢’(t_a)> =0

or <u, Y(t-a) > = < T g 7 U >

Donc (i) est équivalent a

V [/ ,B’] ¢ ]1- v , O[ et V Y € D[a',ﬁ’] , < t_au , Y >=0 .

ce qui montre que :
u nulle sur ] - o , a[ e T_gu nulle sur ] - o , O [
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m Soit donc u nulle sur ]-«,a[, alors T g4 est nulle sur
]- o , O[, donc f(t_au) est nulle sur ]-«,0[ par hypothése .
Or ¢ invariant dans le temps implique dque 9(t_au) = t_aY(u)

et t_af(u) nulle sur ]- « , O[ = ¥#(u) nulle sur ]- « , af.

IITI - Convolution de deux fonctions, de deux distributions

réguliéres .

Dorénavant, lorsque nous écrirons [a,b], nous supposerons

a < b.

1) Préliminaires

A) Reprenons l’exemple du systéme "R C" dans le cas ou

t = 1.

Nous rappelons que :

si € =3, s —F s h= [ et uce) 1

si E=1u, [U] —F 5 s=10(1-¢eF ur) .

Nous avons remarqué dans le chapitre 1 que :

+o
VteR, s(t) = f h(x) U(t - x) dx .

Ce calcul sera explicité ci-dessous en B exemple

+c0
B) Etude de J £(x) g(t - x) dx
=00

Dans tout ce qui suit, f et g sont supposées localement
sommables sur R, ce qui est le cas si elles sont localement

continues par morceaux sur R.
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Oon démontre et nous admettrons que, pour tout t € R tel que
+oo
J f(x) g(t - x) dx est absolument convergente alors

—-00

+o0
j £(t - x) g(x) dx est définie et
-0

-+ +oo
I £(x) g(t - x) dx =I £(t - x) g(x) dx.

-0

cf R. GAY 2-1-1 et 2-1-2
et RUDIN Th 8-26

b) Cas ou f est nulle sur ] - o , a [ et g est nulle sur
1o /b [
E(x) _9(x)
0 a > X 0 b > X

La fonction g,: X — g(t - x) est nulle pour tout x tel
que t - x <b , c’est & dire pour tout x>t - b .

g(t-x)

»
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Soit alors la fonction x —— £(X) g(t - x) et 1l’intégrale

+oo
j £(x) g(t - x) dx

Si t<bta ,alors t-b<a,

et donc si x <a, f(x) =0 ;sixza>t-b,g(t-x)=0
donc VxeR , £(x) g(t - x) =0 .

f(x) g(t-x) il en résulte que :

+c0
I f(x) g(t - x) dx =0

v

Si t=b+a ,alors t-b=a,

donc V x e R - {a}, £f(x) g(t - x) =0
et f(a) g(t - a) = f(a) g(b)

f(x) g(t-x) il en résulte que :

f(a)g(b) |-—mmrma +o
[ 00 gt - x) ax =0 .

A4

Si t>b+ a , alors

Vxe]l]-o ,alvilt-Db , + o f(x) g(t - x) =0
f(x) g(t-x) : il en résulte que
+o0 t-b
o I £(%)g(t-x)dx =J £(x)g(t-x) dx
] L N -00 a
| a t-b %
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En conclusion :

f nulle pour tout t < a , g nulle pour tout t < b

alors : +oo
B vteRr, f £(x) g(t - x) dx est définie
-0

B v teR,

+00 t-b
f £(x) g(t-x) dx = U(t - (a + b)) I £(x)g(t-x)dx
. a

Exemple :

Nous pouvons donc calculer maintenant 1’intégrale définie en

A) de ce paragraphe , avec ici a = b =0

+o0 _ t _
f e ¥ U(x) U(t - x) dx = U(t) f e™¥ ax
- 0

00
puisque sur [0 , t], t > O, U(X) U(t - X) =1.

On obtient :

+00 -x -t
V t eR, f e X u(x) Wt -x)dx = (1-e ") Ut).
-0
Remarque : YU % U f avec f 1localement continue par

morceaux sur R est la primitive large sur R, nulle en O, de U f.

t
En effet : VteR , (U* U £)(t) = U(L) J £(x) dx .
0
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c) Cas ou l’une des fonctions est nulle hors de [«a,B]
Si 1l’une des fonctions, f par exemple, est nulle hors de

[¢,B] ¢ R, alors quelle que soit g localement sommable sur R ,

+00 B
VteR, f £(x) g(t - x) dx = j £(x) g(t - x) dx
-00 o

ce qui montre que 1l’intégrale est définie pour tout t réel .

En conclusion :

Si f est nulle hors de [«,B]

+00
m V teR, f f(x) g(t - x) dx est définie
-0

+o0 B
B YV t e R, f f(x) g(t - x) dx = f f(x) g(t - x) dx
—00 o

Exemple 1 : £(x) = X ( U(x) - U(x - 1) ) et g(x) = x .

o Ememmlel )
f £(x) g(t - x) dx = I X (t -x)dx = (e - 1)t - 1 .
-—00 0

Exemple 2 : £(x) = e * U(x) et g(x) = U(x) - U(x-1)

+c0 1
s(t) = I £(x) g(t - x) dx = I e~ (%) g(e-x) ax
-00 0
si £t <O
YV x € [0, 1] U(t - x) = 0 d’olr s(t) =0

si 0=t<1
Vxe ]t , 1] Uit - x) =0
VxXxe [0, t] Ut - x) =1

t
e (27X gy =1 - 7t

d’ou s(t) = JO
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si t=1
Vxe [0, 1] Ut - x) =1
1
d’ol s(t) = f o (t7%) 4y = (e - 1) .
0

soit Vv t e R, s(t) = (1 - e &) u(t) + (1 - =) e~ (t71) g (e-1)

d) Ccas ou f est nulle hors de [a,c] et g nulle hors de [b,d]

Af(x) Af(x) Af(x)

> X ol t-4 t-b

0] a c > X §) b d

t-b<aes t<a+b
ou > ¥YxeR, f(x)g(t-x)=0

t-d>ces t>c+d

En conclusion :

Si f est nulle hors de [a,c] et g nulle hors de [b,d],

+o
alors I f(x) g(t - x) dx est nulle pour t ¢ [a+b,ctd]
fOO

Exemple : £(x) = e® (U(x) - U(x-1)) et g(x) = U(x) - U(x-1)

+o0
alors s(t) = I f(x) g(t-x) dx = 0 si £t < 0O ou t > 2
-0

88



s(t) = e -1 si te [0,1]

s(t) e - et_1 si te[1,2] .

]

+o0
e) L’intégrale J f(x) g(t - %) dx dans le cas général
-00

Il nous arrivera pour f et g localement sommables quelconques de
+o0

considérer 1l’intégrale I f(x) g(t - x) dx, il conviendra alors
-0

d’étudier pour chaque t donné la convergence absolue éventuelle

de cette intégrale .

Exemple 1: f(x) = e X U(x) et g(x) = x

+o0 +o0 _
VteR, s(t) = f £(x) g(t - x) dx =.[ X (t-x) dx = t - 1
-0 0

Exemple 2 : f(x) = ® U(x) et g(x) = x

~+o0 +o0
f f(x) g(t - x) dx = j & (t-x) dx diverge pour tout t € R.
-00 0

Exemple 3 : f(x) = e Ixl ot g(x) = x

o0
VteR, s(t) = f £(x) g(t - x) dx

0 % +0o0 -
= I e” (t-x) dx + I e (t-x) dx = 2 t .
-—00 0
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2) Convolution de deux fonctions, de deux distributions

régulieéres

A) Définition

Définition 1 Soient f et g deux fonctions de R dans C
localement sommables sur R telles que l’intégrale

+o
f f(x) g(t-x) dx converge absolument pour tout t € R,
-0

on appelle convolée de £ et g l’application de R dans C

notée f * g définie par :

+00
vt eR (£ * g)(t) = f f(x) g(t-x) dx

m Remarquons que dans 1’exemple du systéme "R C",
(cf 1)A)), on a donc obtenu avec 1’entrée & choisie s = h x §&.

B) Propriétés de la convolution

m On démontre et nous admettrons que :
si f et g sont nulles pour tout t < a ou si 1’une est nulle hors
d’un intervalle [a , b] et si 1’une est bornée sur tout
intervalle [a,B] < R (localement bornée) alors f x g est

continue sur R .
cf R. GAY 2-1

On déduit de 1la définition 1 , des préliminaires et des

propriétés classiques des intégrales définies :

Si fl’ f2 et f3 sont telles que les convolutions
suivantes sont définies (cf Définition 1), alors

VaeC,VueC, (Afl+ ufz) * f3 = A(f1 * f3) + u(f2 * f3)
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Si f est nulle pour tout t < a , et si g est nulle
pour tout t < b, alors
f » g est nulle pour tout t < a + b

Si f est nulle hors de [a,c] et si g est nulle
hors de [b,d] , alors
f * g est nulle hors de [a + b , ¢ + d]

Si £ (ou g) est nulle sur R, £ * g est nulle sur R .

® On note taf l’application t —— f(t - «), alors

on démontre et nous admettrons que

(Tf) 9 = 7 (£ *g)

cf SCHWARTZ 4-4

- |
T, L * 9 ta+B(f * g) 1

Remarquons en effet que si T, f:t — f(t - )

alors tB (Ta £) : £t —— f(t - a -B),

donc tB (Ta f) = Ty + 8 f
Nous pouvons donc écrire

Ty £ ox tB g =1, (£ = tB g) (propriété précédente )

T, £ * tB g =T, (tB g * f) (Commutativité de la convolution)

Ta T*Tg a3 =Ty (Tg (g *£) ) =7, , glg*x£f) = 7, g(f *x0)

C) Exemples de calcul de f * g

mf=Uetg:t — e UtL)

f*gest nullesur ] - o , 0O [ et pour tout t e [ 0 , + o [,
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t t
(f » g) (t) = f et T X ax = et I e~ ¥ ax = et -1
0 0
donc VY teR (f*g)(t)= (e -1 )uct)
t-2
] fl: t — U(t - 1) , g,: t —— e Ut - 2)

f et g étant les fonctions de 1l’exemple précédent, on constate

que f1 =T, f et g9, =T, 9, donc f1 * g, =T, (f *» g) , soit :

t-3

VteR, (£, * g)(t) = (e - 1) U(t - 3).

mmm Soit £ : t —— U(t - 1) - U(t - 3) .
Alors f x f est nulle hors de l’intervalle [ 2 , 6 ], et

(f * £) (t) = [ U(t - 2) - U(t - 6) ] jif(t - %) dx

car f(x) =1 sur [ 1 , 3 ].

+£(y)
oy si 1 =1t-1=3 e 2=t =4
{ oy | ) . alors ¥V y € [1,t-1], £(y) =1
t-3 |0 1 t-1 3 % t-1
(f » £)(t) = I dy =t - 2
1l
AL(Y)
S— si 1 = t-3 = 3 & 4 =t =6
: . , . alors V y € [t-3,3], f(y) =1
0 1 t-3 3 t-1 % 3
(f * £)(t) = dy =6 - t
t-3
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En conclusion, V t € R

(£ = £)(t) = (t-2) (U(t-2) - U(t-4)) - (t-6)(U(t-4) - U(t-6))

A x £)(t)

3) Convolution de deux distributions régulieéres

A) Définition

Définition 2 Soient f et g deux fonctions de R dans C
telles que f * g est définie sur R (cf Définition 1) et
localement sommables sur R

la convolée [f] * [g] des deux distributions régulieres
[f] et [g] est la distribution [£ = g].

B) Propriétés :

Ces propriétés se déduisent immédiatement des
correspondantes de la convolution des fonctions :

propriétés

m [£f] * [g] = [g] * [£f]

m Pour tout A.e C, pour tout u e €
(A [£31 + 1 [£,1) * [£5] = & ([£,] % [£51) + 1 ([£,] » [£5])

m [f] x [0] = [0] * [£f] = [O]
m On a évidemmment [rb f] = Ty [£]

Ty [E] x T [9] = 7o 4 g ([£] * [9]) =7 | o [f * g]
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IV- Quelques cas de convolution de deux distributions

1) Généralités

cf ZEMANIAN chap 5
D’une maniére générale, on peut définir la convolution de deux
distributions dans les cas suivants :
= Si u et v sont toutes deux nulles sur ]- o , al
- Si 1l’une des deux est nulle sur ]- »,a[ v ]b,+ «[, a = b

Dans ces deux cas,on démontre que les propriétés précédentes
de la convolution de deux distributions régulieres restent

vraies pour deux distributions convolables :

m Pour tout A € C, pour tout u € C

3

(A u1+ u uz) * U = A ( u, * u3) + u (u2 * u3)

m | us=* [0] =[0] *u-= [0]

= *
] Ty U % tB v Ty + B(u v)

® En outre

Si u est nulle sur ]- «,a[ et si v est nulle sur ]-«,b]
alors u * v est nulle sur ] -o , atb][

Si u est nulle hors de [a,c] et v nulle hors de [b,d]
alors u * v est nulle hors de [ atb , c+d ]

En particulier si u et v sont nulles sur ] - « , 0 [ (signaux
causaux) alors u * v est nulle sur ] - « , 0 [.

*2

* * -—
o Nous noterons u * u = u et u no. u (n-1)

* U pour n = 2,
o Dans ce qui suit, nous allons définir la convolution de deux

distributions uniquement dans quelques cas particuliers , les
seuls utiles en physique au niveau élémentaire .
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2) L’opérateur retard

Nous avons constaté avec 1l’exemple du systéme "R C" dont,
rappelons~le la réponse impulsionnelle ( c’est a dire la sortie
obtenue lorsque l’entrée est 8§ ) est, dans le cas ou T = 1,
h=[etb
alors tah :

U(t) 1, que si on choisit §a pour entrée, la sortie est

Nous donnerons donc la définition suivante :

Définition 1 uedD’, aeR, _ % u=-71.u

m Donc si un systéme ¢ admet Sa comme réponse
impulsionnelle, a > 0, & toute entrée u e D/, correspond la
sortie s = aa * u = T_ u. Un tel systéme est appelé opérateur

a
retard.

En particulier :
- si u est une distribution réguliére [f] :

8, * [£E(t)] = [£f(t-a)]
- s8iu-= ab
%2 * %p = dhup
Remarquons que puisque Tou=1u:
60 = 8 est 1’élément neutre de 1’opération convolution
Vued’, d »u = u

3) L’opérateur Dérivation

On peut observer expérimentalement que si 1’on choisit comme
signal a l’entrée du systéme "R C" , de réponse impulsionnelle

h=[e T uct) ], & = D(5), la sortie s obtenue est & - [ e u(t) ]
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D(§) ——| ¢ |—ss= 6 - et wt) ]

On constate que s = D(h) . D’ou la définition suivante :

Définition 2 VueD’, D(8) *au = D(u)

Donc D(8) = [f] = D([f]), dérivée au sens des distributions .
Rappelons qu’il ne faut pas confondre D([f]) et [f’] (chap. 2).

m Donc si un systéme ¢ admet D(8) comme réponse
impulsionnelle , & toute entrée u e D’, correspond la sortie
s = D(8) » u = D(u).

Un tel systéme est appelé opérateur dérivation ou dérivateur.

V- Quelques Erogriétés de 1l’opération convolution

1) Associativité

m Exercice

t

Soient les fonctions fl : t —— U(t), f2 tt —— e U(t)

et f3 st — t U(t) .
Démontrer en utilisant la définition de la convolution de deux
fonctions et la définition de 1la convolution de deux
distributions réguliéres que :
([fll * [f2]) * [f3] = [f1] * ([f2] * [f3])

m On démontre et nous admettrons que :

Si u,v et w sont des distributions nulles sur ]-w,a[

ou si u est nulle hors de [a,b], a = b et si v est
nulle hors de [c,d], c = d

alors u* (v*w) et (u=*v ) * w sont définis et

ux*x (vs*w) = (Uus*V ) %W

cf ZEMANIAN Th 5-4-3
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Remarques :

m Donnons un exemple ou la convolution n’est pas
associative :
u=7J[1], v=D(8) , w= [U]
ux*x (vs*w)=1[1] *x 8 = [1]
(uxv)*w=[0] » [U] = [0] .

mm La convolution est associative dans @i

mmm Si u e D! admet un inverse de convolution v dans DL,
c’est & dire tel que u * v =8 , alors v est unique .

En effet , si u*v=uxw=28, alors
Vs (UW*xvV) =V *38 =1V
Vv (u*sw )= (V*u) *w=238*WwW=w,

puisque la convolution est commutative et associative dans D] .
Donc v = w .

2) La Dérivation d’ordre n

D(8) = (D(8) » u) = D(8) * D(u) = D(z)(u)

= (D(3) *»D(8) ) »u = D2(s) «u
et par récurrence, on démontre, pour tout n € N

Théoréme 1 D(n)(a) ¥ u = D(n)(u)

3) Dérivée de la convolution de deux distributions

a) Expliquer pourquoi si f = U , f’ désignant la
fonction dérivée de f définie sur R* et g une fonction
convolable avec f au sens de la définition de la convolution des
fonctions ( Définition 1 de II ) , alors, si [g] = [0],

D([f] * [g]) # [£7] * [9] .
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b) Vérifier par un calcul direct en utilisant 1la
définition de la convolution des fonctions et des distributions
réguliéres que si f et g sont définies respectivement par :

£(t) = t U(t) et g(t) = eF U(t), alors D([f] * [g]) = [£’] * [g],

. . s . 2 e *
mais que, g’ désignant la fonction dérivée, définie sur R, de g

D( [£f] * [g] ) # [£f] * [g']

m Si u et v vérifient les conditions du III.1)

Théoréme 2 D( uxv ) =D(u) *» v. = u * D(v)

cf ZEMANIAN 5-5

D(3) étant nulle hors de (0}, on peut utiliser 1le 1)
(associativité) :

D(u * v) = D(8) * (u * v) = (D(8) * u) * v = D(u) * v

la deuxiéme relation étant une conséquence de la commutativité
de la convolution .

En particulier :
si f est une fonction continue primitive large d’une fonction
localement continue par morceaux f£f’, D([f]) = [f’]

alors D([f] * [g]) = D([£f]) = [g] = [£’] * [g] = [£'% g]

( ce qui explique les résultats obtenus dans 1l’exercice b
précédent ou D([f]) = [£’] , mais D([g]) = [g’] .)

Remarque : D( [ U 1 Vv ) =D( [ U] )*V=238%*V=yV,

donc [U] * v est une distribution admettant v pour distribution
dérivée.
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VI- Convolution des signaux discrets

1) Distributivité :

Nous avons admis en III. 1 , le résultat suivant :
pour tout A € C, pour tout u € C

(A u1+ u uz) * u, = A ( u, * u3) + M (u2 * u3)

les distributions u et u_, étant évidemment telles que les

u
1’ 27 3
convolutions ci-dessus sont définies .

2) Convolution d’une distribution par une somme finie

d’impulsions

K
Soit u, = 2 a, & oh. TeR ,T>0.
k=

Remarquons que u est nulle hors de [0,kT]. Alors (cf.l)
. K
u, * v.= Z a, (akT * v), pour tout v ¢ Df
k=0

3) Convolution d’une distribution et d’un signal discret .

m Rappelons, (cf. chap. 2 ) que

+o0
u = z ay akT, avec T > 0 est une distribution, nulle sur

k=0
=0 , O [, gue nous avons appelée signal discret .

+o0
En effet V ¢ € D, < u,p > = z a ¢ (KT)
k=0

et cette derniére somme est une somme d’un nombre fini de termes
puisque ¢ est nulle hors d’un certain intervalle [a,B] , il

existe k0 tel que k = k0 > kT > B .
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+o0
®E Soit u nulle sur ]-o,x[ et le signal discret Z ay Sy
k=0
nul sur ]- o , O0[. Alors on démontre et nous admettrons que :
+0o0 +oa ‘ +00

( Yagdpp)xu= Yya (§p*xu)= )a Tqu
k=0 k=0 k=0

Exemple : Si u = [f(t)] et £ est nulle sur ]-o,ax[ alors
oo +o0

( Ya dp) xu= Y a [£(t-kT)].
k=0 k=0

En particulier si f est nulle hors de [0,T], alors

+o +o0
( Z Spp ) * U= z [f(t - kKT)] est la distribution réguliére

k=0 k=0
associée a la fonction ¥ g, ou g est la fonction de période T
égale a £ sur [0,T] .
cf ZEMANIAN 5-6

4) Convolution de deux sommes finies d’impulsions

= Exemple

2 3
[ Z %k akT ] * [ bm S ) -
k=0 m=0
( a, s + a, BT + a, 82T ) * ( b0 s + b1 ST + b2 82T + b3 63T ) =
a, b0 s + (a0 b1 + a; bo) BT + (a0 b2 + a; bl+ a, bo) 52T +
( a, b3 + a; b2 + a, b1 ) 63T + ( a; b3 + a, b2 ) 84T + a, b3 85T
n=>5
= Z Ch anT , Ou ¢ = z ay bm , pour tout n, 0 = n =5
n=0 k+m=n
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m D’une maniére générale, en remarquant que

2 Okt * Py Spr = @ by 8 ximyr

on obtient le coefficient de BnT en ajoutant tous les produits
akbm pour tous les indices k et m de somme k + m = n, donc le

coefficient cn de anT est cn= Z akbm'
k+m=n
K M
Si1i donc uK = z ak akT et vM = z bm amT
(K+M)T
uK * VM = Z cn 8nT ou cn = Z ak bm
n=0 kK+m=n

5) Convolution de deux signaux discrets

m En g¢généralisant les calculs des sous-paragraphes
précédents, nous énoncerons donc la définition suivante :

Définition

+o0

+o0 +o0
[ Z 3 %kt ]*[Z P Smr ] - Z °n Spr O S, = 2 3 bp
k=0 m=0 n=0

Remarquons que z ap bm est une somme finie de n+l1 termes
k+m=n
car Kk =z 0 et m=0 .

ms S1 pour tout n € Z, la série c, = z a, bm converge,

k+m=n
alors, de méme :

+o0

+00 +o00
[ Z % 6kT ]*[Z bm amT ] - Z °n Opp OV °n T Z K bm
k=-w n=-w n=-w k+m=n
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6) Exemples

+o0 +oo
= U= S V=) ay g u*v=2ak3(k+m)qz
=0 k=0
retard de mT .
+o +o0
_ _ m _ . m
mEu= Z SkT et v = Z o amT alors ak— 1 et bm— o
k=0 m=0
o # 1
n 1 - n+1
cn= Z ak bm= l1+a+ ... +a = -
k+m=n

VII.- Réponse impulsionnelle

m On appelle Di l’ensemble des distributions nulles sur ]-=,0[.

m Dorénavant nous ne considérerons que les systémes ¢ de
. fetos b4
convolution définis par : u e 4 € D/ ———> s = u * h

heﬂ)_{_

h étant toujours : .
- soit une distribution réguliére [f] telle que f est nulle

sur ] — o , 0 [ et vérifie la propriété Pl

( soit f dérivable sur tout intervalle [a,b] ¢ R, sauf au plus
en un nombre fini de points de [a,b] et de fonction dérivée f’
localement continue par morceaux sur R . Si f est telle que pour
tout n € N la dérivée néme f(n) admet la propriété ci-dessus ,

nous dirons que f vérifie la propriété Pl.)
- soit un signal discret de Di .

- =soit 1la dérivée (au sens des distributions) d’une

distribution de 1’un des deux types ci-dessus

- soit 1la convolution des signaux ci-dessus, soit une
combinaison linéaire finie des signaux ainsi obtenus .
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m Rappelons que l‘’on nomme signal admissible pour le systéme ¥
toute distribution u € 4 , c’est a dire telle que u * h soit

définie .

m Si l’entrée d’un tel systeme de convolution est u = §, alors
la sortie est s =8 * h = h car 8§ est 1/élément neutre de la

W

convolution.

h définit donc le systéme ¥ . On dit que h est la réponse

impulsionnelle de ¢

m Remarques :

» Nous ne considérerons dque des systémes dont la réponse
impulsionnelle est causale, c’est a dire nulle sur ]-« , O[,
mais nous ne nous limiterons pas a des entrées causales . Les
signaux d’entrée pourront étre des distributions non nulles sur

]=w, O[ .

» On représentera par le schéma ci-dessous un systéme ¥ de

réponse impulsionnelle h :

u — h _———s s =u=xh

?

» Nous noterons Ja le sous-ensemble de C
tel que ¢ p € Ja & Rep > Re a

m Avec les‘hypothéses faites sur h , on peut constater
que ¥ est un systéme linéaire, invariant dans le temps et causal

» ¥ est linéaire

» ¥ est invariant dans le temps @
(tau) * h = ta(u * h)

» ¥ est ‘causal

103



CHAPITRE 4 : EXERCICES

Exercice 1 :

Déterminer si elle existe la distribution h * € dans les

cas suivants :
o A) h=1[ Ut) sin t ]

ey &=t Ut) ]
cm B = tUt-T) ]
* 3 €=[t]
N 8=[e_t U(t) ]
‘s €= et
‘o =1 et ur-t) ]
e &= et ug - t) 1
B B) h=[u(t) et ]
*n & =[ U(-t) ]
-5 &= [ UML) - Ut - 1) ]
B C) h=/[ Ut) cos t ]
ey & =1 &2t urt+1)
-2 &= U(-t) sin t ]
-t .
oD) h=1[e U(t) sin t ]
cw 8= Ut +g) - UL -g) ]
t
2

e E=[e ° ]

Exercice 2 :
Soit la fonction & de R dans R définie par :

E(t) = tan ¢ U(t) (t -3) ,oupe] O, g [

1°) Représenter graphiquement & ainsi

fonction &’, fonction dérivée de &, définie sur R”.
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2°) calculer D([€]), D{%)([e7).

Calculer pour tout entier n = 1, D(n)([g]).

3°) Soit h la fonction de R dans R définie par :
h(t) = U(t - 1) - U(t - 4)

o a) Montrer que vV t < 1, s(t) = 0.

o b) Calculer s(t) lorsque 1 = t = 4.

o c) Calculer s(t) lorsque 4 = t.

o d) Représenter graphiquement y = s(t).

4°) On rappelle que D([h x &]) = D([8]) * [h] et
que, pour tout Ue D/, § * U = U,
o a) A l’aide du résultat de la question 3,
calculer D([=]).
o b) Déduire alors de 1) 1l’expression de
o = [&’ »x h] en fonction de t.

Exercice 3 :

Soit g = [t%] et £ = [u(-z—E5 + 1) - u(EE5 +1)] a>o
Calculer £ *x g et £ * D(g).
Exercice 4 :
Soient £ = [e¥] et h = [(3 2% - 1) w(t)]

Calculer £ * h.

Exercice 5 :

Calculer [h * g] dans les cas suivants :

1) h=9g = [Ut + a) - U(t - a)]
2) h = g = [U(t) sin t]
3) h = [U(t) e 2% et g = [u(t) e PYy
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Exercice 6 :

Soit la fonction f : t ——

+00 2
Calculer [f * f] sachant que f e au=vn

-—00

Exercice 7 :

On suppose dque 1les intégrales rencontrées dans cet

exercice sont absolument convergentes.

+00 +o0
On pose A, = f £(t) dt ; m. = j t £(t) dt
-0

-0

5]
]
{>‘| H,E

b

Montrer que Af h = Af . Ah et Bf + h Bf + Bh'

*

Exercice 8 :

Montrer que :

+o00

1) (£, * £,)(t) = J £1(5+ %) . £5(5 - x) ax

00

2) si £,(t) =0 et £,(t) = 0 pour |[t| > T alors

o - 1EL
2
(£, * £,)(t) = fl(g +x) . fz(g - x) dx

Exercice 9 :

1°) Etudier la parité de f x g suivant la parité des
fonctions f et g.

2°) calculer [£1*% et [f * g]

-t

pour f£(t) = e et g(t) = sin t
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Exercice 10 :

Montrer que si f = [ [U(t + T) - U(t - T)] cos %% ], T>0

alors [fxf] = T[[u(t+2T) - u(t—ZT))(%]sin g%l + (1 - %E%) cos g%]]

Exercice 11 :

Calculer :

Exercice 12

Soit h un signal discret E: ay 8. tel que
pour tout f = }: bk 6kT ona f «h-= E: Cn anT

avec V n, Cc_ = b ( a, € C, bk € C, Cn e C)

o Trouver h.
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Exercice 13 :

des constantes complexes

. *
Soit me N et a a

0r *** r qp - 1

D(m_l)(a) + ... +a; D(3) +a, s

Soit u = D(m)(a) + a 0

m-1

On considére 1l’équation différentielle linéaire, homogéne, &

coefficients constants, d’ordre m,

(m) (m-1) ,

(E) y ta, Y ..o tag vy’ + ag y = 6]

On sait qu’il existe une solution y et une seule, de (E)

vérifiant y(0) = y’(0) = ... = y(™2)(0) et y(®1) _ 1,

1°) Montrer que la distribution [U y] est 1’inverse

de convolution, dans D,’, de u.

2°) Application : Trouver 1l’inverse de convolution
dans ®+' de D(z)(a) + 5 D(8) + 4 §.
(Indications : quelquesoit k tel que 0 =k =m - 1

DV sy » fuyr = uy™ et D™ () « [uyr =5 + [ uy™ry)

Exercice 14 :

Trouver l’inverse de convolution dans ®+’ de [U] + D(z)(a)

(Indication : Soit v cet inverse, on cherchera d’abord a
déterminer V = [U] * v & 1’aide de l’exercice précédent)

Exercice 15 :

On rappelle que U * U £ ol f est une application de R
dans C, localement continue par morceaux est la primitive large

sur R, nulle en zéro, de U £f.

1°) calculer [ U ]*n
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2°) En remarquant que si
VxeR, £(x) = U(x +1) - U(x - 1) alors [£] = T, [uy - T, [u]

. *
donner une expression de [f] n_

3°) Retrouver ce résultat en calculant d’abord

[D([f])]*“ :

Exercice 16 :

+
1°) calculer [ }Z
n =

2°) Soit E la fonction partie entiére, calculer

[ U(x) [ E(x) + 1 ] ] "2

0

Sn]*[‘ll]
0

Exercice 17 :

Montrer que :

B 1°) [t u(t)] * [et u(t)] = [[et -t - 1) u(t)]

w}

2°) [U(t) sin t] * [U(t) cos t] = [% U(t) t sin t]

3°) £ étant localement sommable sur R,

[u(t)] . [ ~%ﬁ%%;! J : (¢ - %yl £(x) dx |

n}

[f(t) u(t)]

%*

olt [U(t)] "t [U(t)] * [U(t)] * ee. % EU(t)] , n "facteurs"

0 o

+
* 2
D(n)(an) ] = E; (k + 1) D(k)(ak)
0 k=0

+
ob4°) [HZ

109



Exercice 18 :
m étant un entier supérieur ou égal a 1 et k € N
1°) Montrer que :

oa)sik<m t*dpK(s) =0

k! (k—m)(a)

m
1) x=my1

o b) si k=m, t® pK)(s)

o *
2') a € R, montrer que, pour tout ¢ € D

oa) sik<m

n=k
< M D(k)(aa) Lo > = (—1)k }: CE Tﬁg%TT gD ¢(k—n)(a)
n=0 ’

ob) sikzm

n=m
<t" o™ s ), 9> = -1k E: Cy (m?i pa () (g
n=0

3°) Montrer que s’il existe u e D’/ telle que

VyedD’ u *x y = £ D(k)(y) alors u = t" D(k)(a)

4°) Soit alors y, = [U(t) - U(t - 1)]
Montrer dque ™ D(k)(S) *y, # £ D(k)(yl)
o a) dans le cas ol Kk < m

o b) dans le cas ou k =z m
(on pourra considérer ¢ € D égale a 1 sur [-1,2])

Il s’ensuit qu’il n’existe aucune distribution u € D’ vérifiant

VyeD usxy=t" D(k)(Y)
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Exercice 19 :

* * .
me N, a € R. Par un raisonnement analogue montrer

qu’il n’existe aucune distribution u € D vérifiant

VyeD’ u %y = ™ T, Y

Exercice 20 :

En Physique, on utilise les fonctions de Bessel de

premiére espéce d’ordre 0 et d’ordre 1 respectivement notée JO

et Jl‘

Ces fonctions sont indéfiniment dérivables sur R, J0 est

paire, J, est impaire, JO(O) = 1 et vérifient les identités :

1
[U Jg] * [UJ,] = [U sin]

3, (£)

VteR J,/(t) = Jy(t) - —¢

e

%:

1°) Montrer que :
oa) [U Jo] - [U Jl] * [U JO] = [U cos]

ob) [UJ;]* [UJI]=2[UJT ]~ [Usin]

3, (t)
obc) On pose V £t € R, h(t) = — alors

[U h] = [U JO] = [U Jl]

2°) En déduire que, V t € R,

t
o a) Jo(t) - J Jl(x) Jo(t - X) dx = cos t
0
t
o b) Jl(x) Jl(t - X) dx = 2 Jl(t) - sin t
Y0
t
a c) [~ 2100 Tt = ) ax = J(t)
X
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Exercice 21 :

Soit le systéme S : € > S > %

On appelle 4 l’ensemble des signaux admissibles du systéme S,
4 € D’

A) € € 4 n @l étant donnée, alors ¥ = S(€) est définie par :

2 p{2)(9) + 16 D(¥) + 50 ¢ = &

I- 1°) Quelle est la fonction de transfert isomorphe

du systéme S.
2°) En déduire la réponse impulsionnelle h de S.

3°) cCalculer de deux maniéres 1la sortie ?1

correspondant & l’entrée &, = [ et U(t) ]

4°) o a) Calculer de deux maniéres la sortie Yz

correspondant a l’entrée 82 = D(98)
o b) Calculer de deux maniéres la sortie y3
correspondant a l’entrée 83 = D(3)(5)

o c¢) Calculer la sortie ¢, correspondant a

1’entrée 84 = [ U(-t) sin t ]

4

II- 1°) Expliquer pourquoi la distribution réqulieére
&y = [ et ] appartient a 4.

2°) Quelle est 1la sortie ¢_ correspondant a

5
l7entrée €5.

3°) Reprendre les deux questions ci-dessus avec
= -t o=
86 = [ e U(-t) ].

4°) La distribution réguliere &, = [ oot ]
appartient-elle a # ?
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B) On suppose dans cette partie que € € 4 n Di étant donnée
¥ = S(€) est définie par :

p{2)(9) - D) - 29=D(E) + 3 &

1°) Quelle est la fonction de transfert isomorphe
de S.

2°) En déduire la réponse impulsionnelle de S.

3°) Quelle est 1la sortie fl correspondant &

17entrée &, = [ et ey ]

4°) La distribution &g = [eﬁt] appartient-elle a « ?
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Chapitre 5
e

FONCTION DE TRANSFERT ISOMORPHE

I.- FONCTION DE TRANSFERT ISOMORPHE. TRANSFORMEE DE LAPLACE D’UNE
DISTRIBUTION

1) " FPonctions propres " du systéme b4 de réponse

impulsionnelle h

On appelle "fonctions propres" du systéme 1les signaux
d’entrée qui sont des distributions u telles que :

u ¥ >SS =h*u = Au

A étant une constante complexe.

2) Cas ou la réponse impulsionnelle h est une distribution

régulieére

A) Fonctions propres du systéme de réponse

impulsionnelle h

® Soit h = [U f] une distribution réguliére telle
+oo
que 1l’intégrale f f(x) e PX gx converge pour p € J, avec J = C
0o

OU.J=Ja.

Soit u = [gp], gp étant la fonction définie sur R par

9,(t) = eP%, pey.

Nous allons montrer que [gp] est une "fonction propre" du
systéme : s = h x u = [U f] = [gp] = [(U £) « gp] = [gp * (U £)].
+oo t- £ +oo -
(9, * (U £))(t) = f U(x) £(x) eP(t™X) 4y - &P f £(x) e PX gy
- 00 0

+o0
Posons H(p)= I £f(x) e P* ax  donc 9 * (U £) = H(p) 9y
0
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Il en résulte que :

s = [gp * (U £)] = [ H(p) 9p 1 = H(p) [qp] = H(p) u .

On a bien ici s = A u avec A = H(p) constante indépendante
de t;
Tout signal d’entrée u = [ept] est bien pour tout p e J

une "fonction propre" du systéme .

B) Transformée de Laplace d’une distribution réguliere

associée a une fonction nulle sur ]-o ,0]

Définition : Soit f une fonction de R dans C , hulle sur ]-o,0]

localement sommable sur [0,+w[, s’il existe J = Ja oud =2C
t

tel que V p € J, la fonction t —— f(t) e Pt est intégrable

sur R alors l’application F de J dans C définie par

+o0
F(p) = I f(t) e-pt dt est nommée transformée de Laplace de la
0

distribution [f] .

On démontre comme dans le tome 1 :

C, £([0])(p) =0

m

v p
1

Vped,, £([U])(p) = )

vped,, et ue)ne - Lo

YneN,Vped, , ([t ut)])(p) = —B—
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Remarques

a) Si f vérifie 1’hypothése P. (Chap.4 VII), alors f est

1
localement sommable sur [0, +» [. Si, de plus,
vped, 1lim | £(t) e Pt | =0
t—— 4o

alors f(t) e"pt est absolument intégrable sur R, donc [f] a une

transformée de Laplace définie sur J .

B) Soit b € C tel que lim | £(t) e_btl = 0, alors il

t ——tow

est immédiat de constater que pour tout p € C tel que

Re p =z Re b, lim | £(t) ehptl = 0. Donc, si f est
t —tw

localement sommable sur R, elle admet une transformée de

Laplace, définie sur Jpe

¥) La définition de la transformée de Laplace d’une
fonction f donnée dans le tome 1 est celle de la restriction
a J n R de la transformée de Laplace de 1la distribution
réguliére [f] . Dans ce qui suit, par définition, 1la
transformée de Laplace de la fonction f, lorsqu’elle existe,
est égale & la transformée de Laplace de la distribution

MWW

réguliére [f] .

8) Dans ce chapitre, certains résultats utilisent 1la
dérivée ou les primitives de F, ol F est une application de
J<cC dans C. Le lecteur qui ne désire pas utiliser les
propriétés des fonctions de la variable complexe pourra, dans
ces cas, ne considérer comme transformée de Laplace que la
restriction F. de F &4 J n R. EL est alors une application de

1
I =J3JnRS<R dans C.

€) D’une maniére générale on définit la transformée de
Laplace d’une distribution régulieére [£] sans utiliser
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+00 -pt
1’intégrale f £(t) e Pt gt.
0

Une distribution réguliére [f] peut avoir une transformée de
Laplace sans que la fonction f en admette une. (cf. Exemple
V.2.d dans la suite de ce chapitre) .

cf ZEMANIAN Chap. 8

C) Fonction de transfert isomorphe du systéme

Définition : H transformée de Laplace de [Uf]

s’appelle fonction de transfert isomorphe du systéme

de réponse impulsionnelle h = [Uf]

m Exemple : Reprenons le systéme "R C"

On sait ( cf. chapitre 1) que sa réponse impulsionnelle est :

t
[ f%‘ e ° uct) ] avec T = R C
Soit & = [ept], alors
+oo_x
T

s =& x h = [—%— J e U(x) ep(t—x) dx ]

=00

+o0 X +o0 1
- - -(p+t—=)x
% J e °© U(x) ep(t X) dx = —%— ept J e T dx
0

=00

Cette intégrale converge pour tout p € J 1 e
T
_ - (pt 2 )x
S1 ped 1 ¢ alors J e dx = —F ,
T 0

d’ot s =& * h = |
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[ept] est donc, pour p € J 4 ¢ un signal admissible pour ¢

T
et une " fonction propre " du systéme ¢.

La fonction de transfert isomorphe de ¥ est la fonction H

1

définie sur J par H(p) = T+ tp

-1
T

Quelques cas particuliers :

Sip=0, & =1[1] et s =[1] .

t
. 1 T2t
Slp=—-—ﬁ—,8=[e ]ets=28’
. . it 1
Sl p=1, &§=[]e "] et s = T F 3t &
. s _ -it _ 1
sip=-1, & = [e ] et s = T =31t &
Application :
si & = [cost] =—%—[ elt 4 it ] , alors
_ 1 it _ 1 _
S—[Re [ T F it e ]]— ———_2'— [ cos (t (p)]
1+
1 . T
avec cosp = —— et sinp =
1+ 72 1+ T2

3) Cas ou la réponse impulsionnelle h = aa ,az0 .

m Montrons que quel que soit p € €, toute distribution
u = [ept] est une "fonction propre" du systéme .

S =u=xh = [ept 1 %8, = [ep(t_a)] = ¢ P4 [e-pt] = e P2 y

On obtient bien s = A u avec A = e P? constante indépendante de
t.
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Par définition, la fonction H définie sur C par

H(p) = e 2P est la transformée de Laplace de 8§, € D}

En particulier la transformée de Laplace de 8 est la fonction

H définie sur C par H(p) =1 .

La fonction H définie sur C par H(p) = e 3P s’appelle
fonction de transfert isomorphe du systéme de réponse

impulsionnelle aa .

-~

Exemple en Physique : " ligne a retard idéale "

&

v
v

retard a

s

On sait en Physique que par ce systéme le signal d’entrée est
retardé de a , donc s = tag.( cf; Chapitre 4.II.3)

Si l’entrée est l1l’impulsion 8§, alors s = T, § = Sa, donc 1la
réponse impulsionnelle de ce systéme est h = Sa .

On en déduit que la fonction H définie sur € par H(p) = e~ 2P

est la fonction de transfert isomorphe de ce systéme .

4) Cas ou la réponse impulsionnelle h = D(“)(a) , =20

m Montrons que quel que soit p, toute distribution [ept] est
une "fonction propre" du systéme .

ne pt est pnept, donc

e 2 e
La dérivée n de e

s =hxu=0M(s) [Pt = DM ([PF) = p [Py
On a bien s =A u , avec A = pn constante indépendante de t.
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Par définition, la fonction H définie sur C par H(p) = pn

est la transformée de Laplace de la distribution D(n)(S).

La fonction H définie sur C par H(p) = pn s’appelle
fonction de transfert isomorphe du systéme de
réponse impulsionnelle D(n)(a)

Exemple en Physique : Le dérivateur

R
|| Ry -
& cC +
! Sl + s
———— ——— ———— == =
On sait en Physique que
R2 R2
S, == RC D(€) et s=- 2 g = —=— R C D(€&) .
1 R 1
1 1
R2
Si & R C =1 seconde, alors s = D(§) .
1

La réponse impulsionnelle du systéme est donc h = D(8) et ce

systéme a pour fonction de transfert isomorphe la fonction H
définie sur C par H(p) = p .

Par exemple, pour tout «a e R:, si & = [e-at], s = [-a e—at]
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+o0

5) Cas ou la réponse impulsionnelle h = Z o anT ’ T >0
n=0
N
L _ pt
® Calculons Z o 1<) * u dans le cas ou u = [e" ]
n nT
n=0
N N
pt. _ pt
[ Z %n 6nT] * [en7] = Z ( %n anT * [e77])
N N
pt - p(t—-nT)
Z an ( 6nT * [e77]) Z dn [ e ]
n=0 n=0
N N
-nTp pt _ -nTp pt
Z ( o, e [ e 7] ] = [ Z o, e [ e 7]
n=0 n=0

N
d’oll s = A [ept ], avec A = Z o e 0Tp

m Nous admettrons que ces égalités restent valables, dans
+o0

certaines conditions, lorsque h = o, snT .
' n=0
cf ZEMANIAN Th 8-3-3
et SCHWARZ MMP VI-2-4

Plus précisément,rappelons que nous notons J l’ensemble Ja cC
défini en 2°A ou J =C .

Alors, pour p € dJ,

+c0 +oo
s = Z [ o e TP | ept] ] = [ 2 o e-nTp] [ ept]

n=0 n=0
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S’il existe J € € tel que pour tout p € J , la série

+o0

Z a_ e PTP ,
n converge, alors, par définition, on dit

n=0

+o0

que la distribution h = z o, anT a pour transformée
n=0

de Laplace la fonction H définie sur J par :

o0

-nT

H(p) = z o, e nip
n=0

2 i

Remarquons que ——%%—— est une période de H .

La fonction H définie ci-dessus est la fonction de transfert

+o0
isomorphe du systéme de réponse impulsionnelle h = o, anT
=0
= Exemple :
+00
. e -nTp
Si, pour tout n, o, = 1, alors la série z o, e converge
n=0

pour tout p € J la transformée de Laplace de la distribution

0;
+o0
z 8T est la fonction H définie sur J, par :
n=0

+co

_ -nTp _ 1
H(p) = ) e T
n=0
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m Exemple en Physique : Filtre numérique

v

s, = ae, + (1 - a) Sh-1 : >

b4

ol a est un réel tel que 0<a<1.

et échantillon dont 1le systéme fait 1l’acquisition a

1’instant nT
Sh¢ échantillon de sortie calculé par 1l’unité de calcul (dont
on négligera le temps de calcul) et qui sort a 1l7instant nT.

&

Sh-1° échantillon calculé & l’instant (n - 1)T et mémorisé
jusqu’a nT (donc retardé de T) pour étre utilisé pour le

calcul de sn.

+00
Soit & = Z e, anT . Si ey = l et pour n = 1, e, = o,
n=0
+o0
l’entrée est alors l1l’impulsion § et s = Z Sh 8nT est la
n=0

réponse impulsionnelle du filtre numérique .

s,est calculé par 1’unité de calcul a l’aide de l’algorithme

Sy = 2 et pour n =z 1 par s, = a e, + (1 - a) Sh-1
5= 2
s, =ae; + (1 - a) S, = a (1 - a)
—_— -— ] - 2
S,= a e2+ (1 a) s,= a (1 a)
s =ae+ (1 -a) s =a (1 - a)n
n n n-1
+00
donc la réponse impulsionnelle est h = z a (1 - a)n S
=0
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Considérons la série

+o0

+o0
Z a (1 -a)?e™TP _ 4 Z { (1 - a) e TP ]n
n=0 n=0

si AL%E;L < 1 cette série est absolument convergente .
e
Or -1—%33; <l o pe J,
e P = 1n|l - a]
T
La fonction H définie sur J par
1
- 1n|l - a]
T
+o
H(p) = a z (1 - a)? &™TP _ a —_ est la
o 1-(1-a)e P

fonction de transfert isomorphe du systéme .

6) Cas Général: Original de U.

On démontre et nous admettrons que :

a) Si U fonction indéfiniment dérivable (holomorphe) sur
K (K = Jé ou K = C) est telle qu’il existe k > 0 et n € N tel
que pour tout p € K, |U(p)l =k Ipln alors U est la transformée
de Laplace définie sur J, K € J, d’une distribution de @;.

cf SCHWARZ MMP Proposition 5 du Ch. VI

Exemple : Soit U : p —— % U est holomorphe sur Jl et pour
tout p € Iy IU(p)!l = 1.
U est la transformée de Laplace définie sur Jogr Iy € 4 de

1 0’

[U] e @i.
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b) cf SCHWARZ MMP. Ch VI-4-2 et ZEMANIAN Th. 8-3-1

U étant donnée, vérifiant les conditions du a), il
existe une et une seule distribution u e Dy admettant U pour

transformée de Laplace.

IT.- LINEARTITE DE LA TRANSFORMATION DE LAPLACE

1) Cas o la réponse impulsionnelle est une combinaison

linéaire des réponses impulsionnelles étudiées en

11.2),3),4),5).

m Soit u un signal admissible pour les systémes fl et

b4 s, = fl(u) et s, = ?z(u). Ceci peut se traduire par les

2 1 2
schémas :

u— h1  —— s1 = h1 *uet v — h2 e s2 = h2 * U

Si h1 admet une transformée de Laplace Hy définie sur J ¢ C,

et pour tout pe J, si u = | ept ] alors s, = Hl(p) u

Si h2 admet une transformée de Laplace H2 définie sur J’c C

et pour tout p e J/, si u = [ ept ] alors s, = Hz(p) u.

m Rappelons (cf. Chapitre 4 ) que, quels que soient les

nombres complexes o et B , si u e D] et si v e @i, alors

+ ‘.
o u B VvV € @+

Ici, h, € D’ et h2 € @i , donc «o h1 + B h2 € @i.

1 +
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Considérons le systéme ¥ de réponse impulsionnelle
S =« h1 + B h2 .

Par exemple, en électronique, un tel systéme peut étre décrit
par le schéma ci-dessous :

(och1+{3h2)*u
—_—i— P -

¥
On peut symboliser ce systéme par le schéma habituel :

u —| o hl + B h2 —> s = (a h1 + B h2 ) * u

?

or s = (« h1 + B h2 ) *u = « (h1 * u) + B (h2 * u) .

(si le signal est admissible pour y,et !, il est admissible
pour ¢).

On en déduit que s = « s, + B S, 4 donc pour tout p € J n J/,
. t

siu=/| eP 1, 8 =a« Hl(p) u+ B Hz(p) u,

d’ou s = ( « Hl(p) + B Hz(p) ) u=2au,

avec A = q« Hl(p) + B Hz(p) constante indépendante de t .

Pour tout p e 3 n J7, | ept ] est donc une fonction propre du
systéme ¥ .

Par définition, on dit que la fonction H = « H, + 8 H,
est la transformée de Laplace de la distribution

h =aq« h1 + B h2 et que la fonction H est la fonction
de transfert isomorphe du systéme de réponse
impulsionnelle « h1 + B h2 .
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2) Théoreme admis

D’une maniére générale, on démontre et nous admettrons que :

Siue Dy admet une transformée de Laplace U définie sur J

et si v e D] admet une transformée de Laplace V définie
sur J’, alors w = o u + 8 v admet une transformée de

Laplace W définie sur J n J’ par W=a U + B V .

cf ZEMANIAN 8-3

Conséquence :

Il s’ensuit que si U et V sont données et vérifient
les conditions du I 6) a), U est la transformée de Laplace
de u e Di, V est la transformée de Laplace de v @;, et

U=V e u=v.

Nota :La transformée de Laplace d’une distribution u est aussi
notée £(u), d’out la relation £( au+ BV ) = «a Z(u) + B £(v).

Remarque : Ce théoréme peut étre démontré facilement dans le
cas suivant: u = [f] et v = [g] sont des distributions

réguliéres, u admet une transformée de Laplace F définie sur J

00
par I f(t) e_pt dt, v admet une transformée de Laplace G

00
définie sur J’ par I g(t) € Pt at. alors il est immédiat
0

d’aprés les propriétés des intégrales et des distributions que

V(a , B ) e EZ, o [f] + B [g] = [ a f + B g ] admet pour

transformée de Laplace o F + B8 G définie sur J n J’.
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ITI.- LE THEOREME DE CONVOLUTION

1) Introduction

L’intérét des fonctions de transfert vient, comme nous allons
le voir, du fait qu’elles constituent un moyen de remplacer
l’opération de convolution, relativement compliquée, par la
simple multiplication de deux fonctions; et donc permettent,
connaissant la réponse impulsionnelle d’un systéme et 1l’entrée,
de trouver plus facilement la sortie correspondante.

Plus précisément, si u est 1’entrée d’un systéme de réponse

impulsionnelle h, et s la sortie correspondante, alors on a les

deux relations suivantes :
et
£2(s) = £2(h).2(u)

ou H = £(h) est la fonction de transfert isomorphe du systéme

2) Un exemple de transformée de Laplace de u * v dans le cas

ol u et v sont des distributions réguliéres admettant des

transformées de Laplace.

Soit u = [sint U(t)] et v = [e T u(t)].
U = £(u) est définie sur J par U(p) = L
: 0 2
p° + 1
V = £2(v) est définie sur J par V(p) = 1
-1
pt+1
t - (t-x)
w=u=xv=1[ Ut) f sin x e dx ]
0
-t t X
= [ Ut) e I sin x e® dx ]
(¢
[ (-5 cos t + < sin t + 3 ety ut)
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On constate que :

w admet une transformée de Laplace W définie sur Jo N J_, par

= -1 ___ b 1 1 1 1
W(p) = -3 2 t 3 5 t 3
p° + 1 p° + 1 p+1
1

(p% + 1) (p + 1)

et que V p € J0 n J_l , W(p) = U(p) V(p) .

3) Théoréme admis

On démontre et nous admettrons :

Théoréeme :
Siue D} admet une transformée de Laplace U définie sur J,

siv e Di admet une transformée de Laplace V définie sur J’

alors :
1) u * v admet une transformée de Laplace définie sur J n J’

2) W =U V est la transformée de Laplace de w = u * V .

cf ZEMANIAN Th. 8-5-1

Z(u) £(v).

La relation W = U V se note aussi £(u * v)

4) Systémes en cascade

A) Hypotheéses

m Soit ¥, de réponse impulsionnelle h,, si h, admet
une transformée de Laplace Hy définie sur J € C,alors V p € J,

¥
t 1
u=[eP" ] —= s, = Hj(p) u
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® Soit yz de réponse impulsionnelle h2, si h2 admet

une transformée de Laplace H2 définie sur J’ < C, alors V p € J’

¥
u = [ ept 1 —————g——e s, = Hz(p) u

® Rappelons que pour tout u et v appartenant & @; ,

u=x vedD; (cf Chapitre 4 ).

Ici h1 et h2 appartiennent a Dy , donc hl * h2 € Df .

m Mise en cascade du systéme 91 suivi du systéme yz.
Si s, = h1 * § est un signal admissible pour 92, soit s = 92(31)

alors s = h2 * ( hl * 8 ) = ( h2 * h1 ) % 8

§ —— h1 > h1 h2 —_— 8 = h2 * sl = h2 * hl

#1 Y2

Le systeme en cascade a pour réponse impulsionnelle h2 * h1

B) Fonctions propres du systéme obtenu par la mise en

cascade du systémes ¥ suivi du systéme ¢

1 2°

Pour tout pe€e I n J/, si u = [ept], alors

S, = h1 * U = Hl(p) u et s, = h2 * U = Hz(p) u .
De plus :
s =hy xs; =hy * (H(p) u) = H(p) (h, » u) = H (p) H,(p) u

donc s = A u, avec A = Hl(p) Hz(p), constante indépendante de t.

Pour tout p € J n J7, [ept] est donc une fonction propre du

systéme constitué par la mise en cascade des systémes 91et ?2.
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m Remarque : Soit ¥ le systéme obtenu par la mise

en cascade des systémes Yl et yz de réponses impulsionnelles
respectives hl et h2. On peut dire que le systéme ¥ est le méme
que le systéme ¥’/ de réponse impulsionnelle hl * h2 si et

seulement si :

1. l’ensemble 4 des signaux admissibles pour ¥ est égal a
1’ensemble des signaux admissibles pour ¥’.

et

2. Pour tout € e 4«4, h2 * ( h1 * &) = ( h2 * h1 ) *» & .

€ 9 > h, x (h x &)

AN S

4 N
& b4 (hz*hl)*g

m Exemple : h, = D(8) et h, = [U] donc h; * h, =3

Soit & = [1]. Remarquons que & est alors un signal admissible

pour ¢’ , pour ?l et pour ¥, mais n’est pas admissible pour ?2.

[1] y [0]

o %

N S
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1] — | o > [1]

on constate que h, * ( h; = [1] ) # ( h, » h; )  [1].

Dans ce cas les systémes ¥ et ¥’/ sont différents.

Ce phénoméne provient du fait que d’une maniére générale 1la
convolution de trois distributions n’est pas toujours définie
et, méme lorsqu’elle est définie ,cette opération n’est pas

toujours associative.

Cependant si u, v et w appartiennent a @i , leur convolution

est définie et ona : usx* (v*w)=(u=xvv) * w.

Il en résulte dque pour des sytémes dont 1la réponse
impulsionnelle appartient a 17_;_ , et si 1l’on se limite a des
entrées appartenant a @i, alors 1les systémes ¥ et &’/ sont

équivalents.

IV.— APPLICATION A LA RECHERCHE DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE D’UNE

DISTRIBUTION DE @i .

1) Conséquences des résultats des I ,II. etIll

En particulier, on a le corollaire suivant :

Théoréme:Si u € @i admet une transformée de Laplace
£(u) définie sur J = Ja oud =C, alors,

YVneN, D(n)(u) admet une transformée de Laplace

définie sur J par £(D™) (u))(p) = p £(u)(p)
et

VaeR, , Ty U admet une transformée de Laplace

définie sur J par £(t u)(p) = e %P ¢(u)(p)
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En effet :
a DM (u) = p(M(5) x u et gd(™(5)) = p"
2™ (u)) = ¢d™ () « u) = £(0™ (s5)) 2(u),

asou £(d0(™ (u))(p) = p™ £(u)(p) .

T, u =8, xuet £(35,)(p) = e &P

£(tau) = $(8a * u) = £(6a) £(u)

d’ou £(t u)(p) = e™*P £(u)(p) .

2) Remarques

a) La formule donnant la transformée de Laplace de 1la
dérivée n°™ d’une distribution est particuliérement simple et

le résultat est général .

b) Cas d’une distribution réquliére

Soit la distribution réguliére [Uf] admettant une transformée
de Laplace F définie sur J = Ja ouJd = C, alors D([Uf]), dérivée
au sens des distributions de [Uf] admet pour transformée de
Laplace la fonction £(D([Uf])) définie sur J par :

L(D([UE]))(p) = p F(p)

Remarquons que les sauts éventuels de Uf, y compris en O,

n’apparaissent pas explicitement dans cette formule.

La fonction p —— pF(p) n‘est pas en général égale a la
transformée de Laplace de [Uf’] puisque, sauf cas particuliers,

D([Uf]) = [U £']
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Exemple : Soit (U f)(t) (t + 1) (U(t) - u(t - 1))

_ 1 1 2 1 -p
F(p) = — + —5 - ( — + =) e * .
p p2 p pz
£(D([U £1))(p) = 1 +-%- - ( 2+ .%_) eP .
(U £7)(t) = U(t) - U(t - 1) et £([U £/])(p) = _%_ - .%; e P

c) Transformée de Laplace de [U f£’] dans le cas ou f’
est localement continue par morceaux sur [ O , + « [ et ou f
est une primitive large de f/ sur ] 0 , a [ et sur ] o , + o [

qui présente en o un saut égal a L

m Nous savons, chapitre 3, III.- 2°, que :
14 = - -
[U £7] D([U £1) £(0+) o, aa
alors d’aprés III., si [U £f] admet une transformée de Laplace F

définie sur J,

21U £71) = £(D([U £]1) - £(0+) £(8) - o, £(3,)

Vped, £([UE'])(P) = p F(p) - £(0+) - o, e P¥

Ce résultat confirme la remarque faite en b).

m Ce raisonnement se généralise aisément au cas ou

f’ est localement continue par morceaux sur ] 0 , + o [ et f
présente sur ] 0 , + « [ n discontinuités de premiére espéce en

By, 8y, +eey A

Vped, £UE'])(p) = p £([UE])(P) - £(0+) -

o~ B
9
o
o

Ne pas confondre les transformées de Laplace de D([Uf]) et de

[uge’]
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d) A propos de la transformée de Laplace de la fonction Uf’

m Nous avons vu dans le tome 1 que s’il existe

I =] Py + o [ cRoulI=R tel que pour tout p € I,

lim |£(t) e—pt|= 0, alors la transformée de Laplace de U f
t —tw

+00
est définie sur I et J £fr(t) e"pt dt converge pour tout p € I
0

donc que U f’ admet une transformée de Laplace définie sur I.

m L’existence de £([Uf’]) n’implique pas la

+o0
convergence de 1’ intégrale f £7(t) e_pt dt .
0

Le théoréme précédent affirme 1l’existence de la transformée
de Laplace définie sur J de la distribution dérivée D(u) d’une
distribution u e Di dés que u admet une transformée de Laplace

définie sur J ¢ €, J = o .

Dans le cas oll u est une distribution réguliére associée &
une fonction Uf, cela n’entraine pas nécessairement que la
fonction Uf’ admet une transformée de Laplace, c’est a dire

t

+o0
qu’il existe p € € tel que j £7(t) e P* at converge.
0

Considérons en effet la fonction g définie sur R par

g(t) = sin[et2 ) .

Pour tout p € C tel que Re(p) > 0, 1lim e—pt g(t) = 0, donc
t— +o

+o0
I g(t) e pt dt est absolument convergente, donc convergente .
0

Soit G la transformée de Laplace de [U g] définie sur Jg -

£2 2
Posons f(t) = g’(t) = 2 t e cos(e ].
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j: £(t) e Pt gt = [ e Pt g(t) ]: + p j: g(t) e Pt gt

X —ot +o0 _
donc 1lim I f(t) e Pt gt = - g(o) + p f g(t) e P
X—> 40 Y0 0

t 4t

= - g(0) + p G(p) = F(p)
F est la transformée de Laplace de [U f]

En remarquant que f(0) = 0, que f est continue sur [ 0 , + « [,
que £([U £f]) = £(U £f) = F et que D([U f]) = [U £/], on déduit
que la distribution réguliére [U f’] admet une transformée de

Laplace définie sur J, par

0
£([U £']1)(p)= p F(p) = p2 G(p) - p 9(0).

X X X

or f £r(t) e Pt gt = [ e Pt £ty ] +p j £(t) e Pt gt
0 (O 0

2 2

X
= e PX, 5 x X cos[ X ] +p I £(t) e Pt gt
0

X
Lorsque X —> +o, p f £(t) e Pt gt tend vers p2 G(p) - p 9(0)
0

2

2
mais e pX. 2 X eX cos[ ex

] n’a pas de limite .

+o0
Donc j fr(t) e'pt dt diverge pour tout p € JO, ce qui signifie
0

que la fonction U £’ n’admet pas de transformée de Laplace .

La transformée de Laplace de la distribution [U f’] existe mais

t

o0
n’est pas définie a 1’aide de 1l’intégrale J £7(t) e P* at .
0
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3) Transformée de Laplace de v € @i connaissant £(D(v))

B On montre (cf. par exemple Zemanian Chap 2. Th 2.6 1)
que w € Dj étant donnée, il existe une distribution v e D} et
une seule telle que D(V) = w

Vv=238%vVv =D([U]) » v = [U] *» D(V) = [U] * W

® Supposons que w admette une transformée de Laplace W

définie sur J alors la fonction :

1
V: p ————> 53 W(p)

définie sur J n Jo est la transformée de Laplace de v.

Remarque : Soit # le systéme de réponse impulsionnelle h = [U]

&E —m— h —_> S

b4

La sortie s est telle que D(s) = & (cf. Chap.4 .IV. 3.Rem.).
Dans le cas particulier ol €& est une distribution réguliere

associée a une fonction U £, localement continue par morceaux
sur R, alors

t
([U] » & )(t) = ( [U] » [U £] )(t) = U(t) fof(x) ax .

Donc la réponse s est la distribution associée a la primitive
large de la fonction U f nulle en 0.

Un tel systéme se nomme intégrateur .

La fonction de transfert isomorphe H de 1l’intégrateur est

définie sur J0 par H(p) = -%;.
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V. OUELQUES PROPRIETES DE IA TRANSFORMEE DE LAPIACE DES
DISTRIBUTIONS

1) Transformée de Laplace de e_EJIt u, aetC

Rappelons que si 6 est une fonction de R dans C

indéfiniment dérivable et si u e Dy, alors 6 u e DJ.

Théoréme 1 : Si v € ﬂi admet une transformée de Laplace

V définie sur J € € , alors la distribution e 2% v

admet pour transformée de Laplace l’application
P —> V( p + a) définie pour tout p tel que p + a € J

cf ZEMANIAN 8-3 Formule 10

» exemple d’application :

(p + 2)2 = p2 + 4 p+ 4 , donc

D2(8) + 4 D(8) + 4 8 = e 2% p?(s)

» Remarquons que : si J = €, #(v) est définie sur C;
-at

si £2(v) est définie sur Jo’ £(e v) est définie sur Jo + Re a

» Démontrons ce théoréme dans certains cas particuliers :

m Siv=[UTF],

t

+00
V(p) = I £(t) e P* at qui converge pour p € J.
0

t

Posons w = [ U(t) f(t) e 2© 7.

139



t

=00
W(p) = J £(t) e @t &Pt 4t = v(p + a)
0

et converge pour p + a € J

mSiv=s, a=0
-at -ao
alors e aa = e aa. En effet,
at _ -at _ _—aa
Vo e D, <e aa, p(t) >=< 38 , e p(t) > = e p(a)
ot o—aa aa £ -ax —ap o~ @ (p + a)

m siv=p0™(s .

a

Veed , <e 2 pMisy , oty > = < M5y ,e 2 pt) >

Posons y(t) = e at p(t) .

<M (s) ,e™ ety > = < d™(s) Lut) > = (-1)® (M (o)

n
p Mty = § cf (ma)k e (07D (4
k=0

n .
v(Mo) = § & (-a)k o) (o) .
k=0

n
1" yMo) = § a1 p(07K) (o)
k=0
et (_l)n+k - (_1)n-k (-1)2k — (_1)n-k
n
done  (-1)™ y(M (o) = Y ek af-1)"* p(™ K)oy |

k=0

(-1)"K oM T oy = pM K5y, 55,
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n
on obtient donc e 2t D(n)(S) = Z Cﬁ k D(n_k)(é) .
k=0
Rappelons que p(MK)(gy £, phk
n
e_at D(n)(a) —4£—~+, z Cﬁ ak pn“k = (p + a)n .
k=0

+o0
mSi v = z o anT , T > 0 .
n=0

+o0
. -at _ -anT
On démontre alors que e v = z o, € snT
n=0
+o0
\' ———g——e Z o, e—nTp qui converge pour tout p € J .
n=0 |
+o0 +oo
-at £ -anT _-nTp _ -nT(p + a)
e vV — z an e e = z an e , pta € J.
n=0 n=0

2) Transformée de Laplace de tNy , V € D;

Théoréme 2 : Si v € @4 admet une transformée de Laplace

F définie sur J € C, alors t"v  admet pour transformée

de Laplace la fonction (—1)n F(n) définie sur J .

cf ZEMANIAN 8-3. Formule 7

» Exemple d’application :

D(aa)—4£+ p e—ap, donc t D(sa) ——ge (o p - 1) e P

4 = -
d’ou t D(Ba) o D(aa) Sa
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P Nous admettrons ce théoréeme dans le cas ou v est une

distribution réguliére .

» Démontrons ce théoréme dans certains cas particuliers

o’ VopeDet VnehN,

n

<ths,, e(t) >=<3, , thpt) > =a" p(a) ,

donc tfs =aos , donc
o o

n

2(t" 5,)(p) = 2(a" 8,)(p) = o £(5,) = o« F(p)

o)

F(p) = e *P, donc F(™(p) = (-1)" o™ ™ = (-1)" " F(p) ,

et o F(p) = (-1)" F(n)(p)

Oon a bien £(tn8a)(p) = (-1)" F(n)(P)

m Si v = D(k)(é) , YnelN ,6 VKkeNetVeyped
Posons y(t) = " e(t)

<" p(5) , pre) > = < pHF(s) , £ prr) > = (-1)F T (o)

m=k
k k-
p ey = F o (™ pEM (g
m=0
Le seul terme non nul pour t = 0 dans cette somme est obtenu

lorsque m = n .

Donc si k < n, alors pour tout m dans cette somme, m < n, et

£ D(k)(a) = [0]. Or F(p) = pk et on a bien F(n)(p) = 0.

Si k =z n , alors w(k)(o) = CE n! ¢(k-n)(0)

| -
st ot el ™ (o)
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v o) = k (k-1) ... (k-n+1) (X ™ (0y .
<t X sy, w(t) > = (-1)%¥ k (k-1) ... (x-n+1) oK™ (0)
dgonc t" D) (s) = (-1)¥ x (k-1) ... (k-n+1) (-1)K™ p(X¥ M) (5,
Remarquons que (-1)2F™" = (-1)" .
pron t? DK)(s) = (-1)™ k (k-1) ... (k-n+1) DKM (s)

k-n

2t DXV (8))(p) = (-1)™ k (k-1) ... (k-n+1) P T .

= -1 (™ (p) .

B On démontre ce résultat sans difficulté lorsque
+o0
v = Z o 6nT ’ T >0
n=0

» Remarquons que ce théoréme utilise une propriété de la
transformation de Laplace d’une distribution de Di que nous

n‘avons pas encore signalée :
si F est la transformée de Laplace de u € D3 définie sur J
alors F est indéfiniment dérivable sur J (F est holomorphe sur

J)
cf ZEMANIAN Th 8-3-2

+o0

3) Transformée de Laplace de z ( anT * U )
n=0

r 4
u € ®+ et T >0 .

s On démontre et nous admettrons que :

+o00

+ao
Y, (dyp*xu) = [ ). dnr ] *u
=0 n=0
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+o +o

£ -nTp _ 1
Z anT —_— e = ~Tp pour p e Jd

o -
n=0 n=0 1-e

Donc si u admet une transformée de Laplace U définie sur J,
alors :

o définie sur J0 ndJd.

+o
£ N U(p)
}: ( 8, p *u) 5 _

cf ZEMANIAN Th 5-6-1

® Remarquons que dans le cas ol u est une distribution
réguliére associée a une fonction f0 nulle hors de [ 0 , T ],
on retrouve ainsi la formule donnant la transformée de Laplace
du produit de U par la fonction f de période T et définie sur
[ 0, T ] par f(t) = fo(t) .

+o0 +oo
En effet Z (8, qp* [UES]) = Z [ U(t - nT) £,(t - nT)]

VI. APPLICATION A LA PHYSIQUE

1) Insuffisance du modéle " équation différentielle"

Examinons le probléme dans le cas du systéme ¢ suivant

R

1

T, =R C et T, = ( R1 + R, ) C
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La fonction de transfert isomorphe de ce systéme est la

1+ T, P

fonction H définie sur J 1 par H(p) = ——% T, b

T

( c¢f dernier chapitre du Tome 1 )

H est la transformée de Laplace de la distribution de @i
t

T T
h = ffa-[ 8+ (24— - -%—-) [ e L. ut) ] ]
1 2 1l
h est la réponse impulsionnelle de ¢

Représentons ce systéme par le schéma suivant :

h « & = #(8)

A d
7]
Il

E —— h

Supposons que & € @1 admette une transformée de Laplace E

définie sur J’.

Alors s € D; a pour transformée de Laplace la fonction S

définie sur J = J 1 0 J’ par :
T
1+7T,p
S(p) = H(p) E(p) = —jffrq?—i;-E(P)
1
En fait,

1+ tz P

s =hx*x & & 8S(p) = 17 T, D E(p), YVped

= (T;p+1) 8 =(Tp+t1) EMP), VpPped

& (T, D) +38)*xs = (T,D8) +8) 8
e T D(s) + s = T, D(€) + €&
1+ T, P
s =h=x*x &6V ped, S(p)= T+ 7%, p E(p)
e T D(s) + s = T, D(&) + &
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L’"équation" rendant compte du systéme ¥ est une équation de
convolution dans @;,faisant intervenir les distributions
dérivées des signaux d’entrée et de sortie, ces signaux étant

eux-mémes des distributions .

Remarques :
® Plagons nous dans le cas trés courant en Physique ou &

est la distribution réguliére associée a la fonction f définie

n
sur R par : f£(t) = U(t) £ (t) + Z‘U(t-—ai) f£,(t-a;), ou pour
i=1
tout i , 0 =i =n, fiest une somme d’exponentielles polyndmes
( a; >0 ).

On notera Ai le saut éventuel de f en ai .

En reprenant le principe des démonstrations utilisées dans le
tome 1 chapitre C (Fonctions de Transfert), on établit que s
est une distribution réguliére associée a une fonction g du
méme type que f et que :

)

V t e [O;al[u[al;az[u...u[an:+w[

v, 2ty + g(t) = v, ey + £t
et

g continue sur [ 0 ; + » [ sauf

vped éventuellement en chacun des
1 +T,p N .
S(p) = 2 E(p) & - a, ou elle présente un saut
1+t p .
i T, i
et
T
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Ceci montre que contrairement & 1’équation de convolution

T, D([g]) + [9] = T, D([£f]) + [f]

1’équation —gg—+ g=rT ot + f ne rend pas totalement

1 at 2 at

compte du systéme. Ces deux équations ne sont pas équivalentes.

I1 ne faut pas les confondre .

m Dans le chapitre 1 (Introduction), nous avons vu que
si 1l’entrée ou la sortie ne sont plus des fonctions aucune
équation différentielle ne peut évidemment servir de modéle au

phénoméne physique.

Avec le systéme précédent, si par exemple & = 3§, alors on a
vu que la sortie s =h est :

.t
k2

h = %2——[6+(%——-—L—)[e

: - .u(t)]].
dag ds

Il est bien clair que 3t et JE n’ont aucune signification

puisque ni & ni s ne sont des fonctions de t !

En résumé, la réponse impulsionnelle h du systeéeme ¥ étant une
distibution de DL admettant pour transformée de Laplace la

1+7,p

T+ T p ' alors le systéme est modélisé
1

fonction p -

par l’équation dans Di: 7T, D(s) + s =T, D(&) + & sans autre

condition .

Nous allons généraliser le résultat obtenu sur cet exemple .
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2) Systémes dont la fonction de transfert isomorphe est une

fonction rationnelle

a) Réponse impulsionnelle d’un tel systéme

m La fonction de transfert isomorphe H d‘un tel
systéme est définie par :
m ,
bm p + ... + bl p + b0

H(p) =

n
a, P+ ... +a; p+a

pour p appartenant a un certain Ja’ o étant celle des racines

de a pn + ... + a, p+ a, = 0 qui a la plus grande partie

n 1 (6]

réelle.

m H(p) se décompose en la somme d’un polynéme de
degré m - n lorsque m =z n et d’une somme d’éléments simples de

la forme —————é———E—, B étant un pdle complexe de H(p).

(p-8)
L’original d’un polyndme c. pr + ... tc, p+ 5 est :

(r) ’
C. D (8) + ... + ¢, D(s8) + Sy 3 € ®+ ’

et chaque terme A - admet pour original

(p-8B)

A

[ =T 51 &Pt ey 1 e D7 .

+

Un tel systéme admet pour réponse impulsionnelle

h = £ (H) « DI,

h est donc la somme de distributions de la forme Cx D(k)(S)

et de distributions de la forme [ —%T £k oFt U(t) ]

ou ke Net A ecC, Cp € C, BeC.
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b) Equation de convolution

m Soit w € @i admettant une transformée de Laplace
W, si U = % est la transformée de Laplace d’une distribution u,
u € Di, alors : V p € Ja' U(p) W(p) = 1 donc u * w = &8
(III.3, Théoréme). w admet un inverse de convolution u et cet

inverse u est unique dans D

m Soit w admettant pour transformée de Laplace

La distribution u € D/, u = a D(n)(a) + eeens + a, D(8) + a, &
+ 1 0

est donc un inverse de convolution de w.

m Posons alors v = bm D(m)(a) + ... + b1 D(8) + b0 3

Soit h la distribution de @i admettant

m
bm p + ... + b1 p + b0

H : p comme transformée de

v

anpn+...+a p + a

1 0
Laplace, on a donc h = w % v, il en résulte 1l’équivalence :

s=h* &= s =(wx*xVvV ) *x &

Si €& e @i alors (w=#* Vv ) * € =w=x (v & ), la convolution

étant associative dans Di .

dOnCVS’E@_;_,S=h*8(=)S=W*(V*€)
&S u* s =u % [ wx*x (v &) }

s uxs=(ux*xw)x*x (V=x©8&)
S (Vv &)

& u * 8
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Il en résulte que : V € € D; , UW*x 8 =V *x § & 8 =h x &.

Donc V € € Di,

s =h % &

- {anu(n)(a)+..+aln(s)+aoa] x5 = [bmo(m)(a)+..+blo(a)+boa] x &

D(s) +a. s = me(m)(S) +..+ b, D(E) + by &

PN anD(n)(s) +..+ a 0

1

c) Conclusion

Soit ¥ un systéme de convolution

& ——>—— h ———— h x &

b4
ou h € D, admet pour Transformée de Laplace la fonction H
m
bm p + ... + b1 p + b0

définie sur J € C par H(p) = = -
a, P+ ... +a; p+ag

et 4 1’ ensemble des signaux admissibles pour ¢.
P VE € 4, s = h % &

)V & e dn D,

=h x € e anD(n)(s)+..+a1D(s) +a.s = me(m)(€)+..+ b,D(8) + b &

0

» V E € 4 n @l, & admettant en outre une transformée de

Laplace E définie sur J’ < C alors s admet une transformée de
Laplace S définie sur J n J’ et
S =h* & «&s Vpedn I, S(p) = H(p) E(p)
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d) Remarques :

» On peut démontrer directement que si w € Di admet

un inverse de convolution u € @i, alors cet inverse est unique.

En effet, soit u, € D; tel que w » u = w * u, = d alors
u * (w * u) = u * (w * ul), la convolution étant associative
dans @i, on obtient (u * w) * u = (u * w) =* u, soit

S * U =268 % ul donc u = ul.

» Mais, une distribution peut avoir plusieurs

inverses de convolution :

par exemple, D(8) admet pour inverse toute distribution
[U] + [k] ou [k] est la distribution réguliére associée a la

fonction constante de R dans €C : t — k.

En effet D(8) =* [[U] + [k]] = D([U]) + D([k]) = & car D([k]) =0

» De méme il existe des distributions n’admettant

aucun inverse de convolution.

on démontre en effet (Cf SCHWARZ, Théorie des Distributions
Ch 4, Th 11) que si ¢ € D, V u € D', u * [¢] est une
distribution réguliére associée a une fonction ¥ de R dans C

indéfiniment dérivable.

I1 s’en suit qu’il n’existe aucune distribution u € D’ telle

que u * [¢] = 8.

Remarquons que si ¢ est nulle sur ] - o , 0 [, alors la
distribution réguliére [¢] associée a la fonction ¢ appartient
a di. Il existe donc des distributions de Dj qui n’admettent

pas d’inverse de convolution.
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3) Exemples

Soit le systéme ¥ représenté par :

D(s) +s =0D2)(6) + & & (D(5) +58) »s = (D2 (s) +5) x &

2
Sa fonction de transfert isomorphe est H(p) = i%;%}%}—
définie sur J_q -
H(p) = p - 1 + -5—%—1—, donc la réponse impulsionnelle est :
= -t
h=D(8) -8 +2 [ e ©uet) ]

Donnons quelques exemples de s connaissant & :

A) Cas ou & est une "fonction propre"

-t -t -t
2 2

a)8’=[e 2].s=H(——%—)[e :l=—g’—-[e
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b) € = [ sin wt ] = = [el¥t - TiWty,

21
s = ——%— H(iw) [elwt] +—%— H(-iw) [e—lwt]
. 2 . . 2 .
__1 1-w iwt 1 1 -w -iwt
=" T+ ie [° 1+ 7—-34 [¢ ]
l—wz
= 5 [ - w cos wt + sin wt]
1 +w
2
=__1'_—w_[sin(wt—¢)]
1+ wz
1 . W
avec cos ¢ = et sin ¢ =
1+ w? 1+ w?
B) Cas ou & € @i
a) Si & = [sin t U(t)], E(p) = 21 définie sur J0
pt+ 1
= 1 = -t
S(P) = S5 s =[ e ut) I.
b) Si & = [cos t U(t)], E(p) = zp définie sur J0
p+ 1
S(p) P+ 1 1 b F 1 s 8 [ e "Uu(t) 1.
. 1 -p
c) 818’=[U(t)-ﬂ(t-l)],E(p)=—l-o—(l-e )
2
s(p) = R+ 1 1-¢eP
(p) 5 (pF 1) ¢ e ™)
- 1 _ 2 - P
—(1+-f)— p+1)(1 e )

s=8+ [(1-2e 5 utyp - 5, - [(1-2 e (E-1)y q(t-1)7]

C) Cas ou € n’appartient pas a D:

Alors il est nécessaire de revenir a4 s = h * & .
Examinons le cas particulier & = [ V0 u(-t) 1, V0 > 0
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m Remarquons au préalable que si h1 est la réponse
impulsionnelle d‘un systéme 91 telle que hl est une
distribution réguliére associée a une fonction f U et admet une
transformée de Laplace Hl définie sur J, J contenant 0, alors
la sortie s correspondant & l’entrée [V0 U(-t) ] s’obtient tres

simplement pour t < 0.

En effet, dans ce cas, & =* h1 = [g] , ou g est définie par

_ +co +00
g(t) = v, J_mf(x) U(x) U(x-t) dx = V, jo £(x) U(x-t) dx .

oS8Sit=0, x20 5 x-t=0, donc

+o0
g(t) v, jo £(x) dx = V, H (0) .

oSit>0,x-tz2z0 o x=zt,

+o0
g(t) Vo j f(x) dx qui converge puisque 0 € J .
t

+o0 +o0 t
g(t) = v, ft £(x) ax = V, IO £(x) dx -V, JO £(x) dx

t
=V, H (0) - ¥, [0 £(x) dx

Reprenons le systéme de l’exemple 1, et soit & = VO [u(-t) 1.

€xh==86x (D(8)-8+2h, )otonaposéh, =[ e ° Ut) ]

Appelons H., la transformée de Laplace de hl‘

1
Alors s = D(&) - &€ + 2 & * hl'
& = V0 [U(-t)] donc D(&) = - V0 § et 2 & x h1 = [gl]
ol 9, est définie par
sit<0, g(t)=2V,H(0) =2V,

o

+o0 - -t
sit>0, gl(t) = 2 VO ft e "dx = 2 V0 e .
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En conclusion s = - V., § - Vo [u(-t)1 + [gl(t)]

0
_ ) _ _ -t
si t > o0, V0 Uu(-t) + gl(t) = 2 V0 e
s1 t <0, - VO u(-t) + gl(t) = V0
d'ol s = - Vg & +V, [U-t)] + 2 V, [e T U(t)]

Autre méthode dans ce cas particulier :

8 = [ Vg u(-t) 1=1[Vyl - [ Vyu(t) ]

0]

et [Vo]‘est un signal propre [ V0 ept ] pour p = 0

donc [V,] —Z—s H(0) [Vo] = [V,]

A"
[ Vo ¥ ] __;ﬁ__* 52 donc la sortie correspondante a [ Vo
A" 2 A 2
-1 0 p° + 1 _ _ el 0 p°+ 1
ol [E— p+1] et s =Vl -2 (p p+1]
Yo i1 g g4 Lo__2_
P p +1 0 P p +1
-1 1 2 _ _ -t
£ [l+5—p_+:[]_c5+‘u(t) 2 e ~U(t)
_ _ _ -t
donc s = [VO] V0 5 V0 [u(t)] + 2 V0 [e U(t) ]
Il vient s = - VO & + V0 [¢(-t)] + 2 VO [e“t U(t) ]
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CHAPITRE 5 : EXERCICES

Exercice 1 :

Soit le systéme ¥ : & —>—— 4 > s

On appelle 4 l’ensemble des signaux admissibles du systéme ¢,
4 < D!
A) € e dn @i étant donnée, alors s = #(€) est définie par :

2 (%) (s) + 16 D(s) + 50 s = &

I- 1°) Quelle est la fonction de transfert isomorphe
du systéme ¥.

2°) En déduire la réponse impulsionnelle h de ¥.

3°) cCalculer de deux maniéres la sortie =

correspondant & l’entrée &, = [ et U(t) ]

) o a) Calculer de deux maniéres la sortie s,

40
correspondant a l’entrée 82 = D(8)

o b) Calculer de deux maniéres la sortie S5

correspondant a l’entrée 83 = D(3)(6)

o c¢) Calculer la sortie s, correspondant a

1l’entrée €4 = [ U(-t) sin t ]

4

II- 1°) Expliquer pourquoi la distribution réguliere

&y = [ ot ] appartient a .

2°) Quelle est 1la sortie 35 correspondant a

1’entrée 85.

3°) Reprendre les deux questions ci-dessus avec

&g = [ et y(-t) ]
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4°) La distribution réguliére &, = [ ot ]
appartient-elle a « ?

B) On suppose dans cette partie que & € 4 n Di étant donnée

s = $(€) est définie par :

p{2)(s) - D(s) - 2s =D(E) + 3 €

1°) Quelle est la fonction de transfert isomorphe
de ¥.

2°) En déduire la réponse impulsionnelle de ¥.

3°) Quelle est 1la sortie s, correspondant &

1’entrée &, = [ et u(t) ]

4°) La distribution 85 = [e_t] appartient-elle a « *

Exercice 2 :

&€ est 1l’entrée d’un systéme ¥ et s la sortie
correspondante. Toutes les distributions considérées
appartiennent a @i et admettent des transformées de Laplace.

On demande :
a) La fonction de transfert isomorphe du systéme.

b) La réponse impulsionnelle.
c), d), e) La sortie s.

a) p{?)(s) -3 D(s) +25s=2¢8

4 [ et w(t) ]

Il

c) &

d) & = [ et sin t U(t) ]

e) & D(38)
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B) 20%)(s) +8s=2¢

c) & = [ Uit - a) ] ’ a>0~o
d) & = S,

e)€=D(2)(8a)+46a+[‘U]

cy p(3(s) -s =¢

c) & = et U(t) ]

| e |

d)8=[‘U(t-—1)—‘U(t-2)]

e) &€ = D(8) - &

Exercice 3 :

Dans tout 1l’exercice, les distributions considérées

appartiennent a Zu_ et admettent une transformée de Laplace

pour p e J,

A) Résoudre 1les ¢équations suivantes, ou u est une

distribution inconnue :

1°) u = [D(S) - a 5] =8

2°) u * [D(3)(6) - 20 (s) + D(s) - 2 a] =3

B) Trouver les distributions u et v vérifiant :

{ u*u-vsxv=_[Ut) . t. coé t ]

2u*v=_[ UWUt) . t . sin t ]
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c) soit u_ = (5 - % D(8)) * (5 - % D(8)) * ... (8 - % D(8))

( n facteurs )
1°) Calculer u, en fonction de §, D(8),..., D(n)(a)

2°) calculer £(u_) = F_. Déterminer F(p) =1 im F_(p)
n n N+l

i
> ®

3°) F est-elle 1la transformée de Laplace d’une

distribution ? Laquelle ?

D) 1°) Vérifier que 2% p(?)(s) = p(?)(s5) - 2 a D(s) + a s

2°) Déterminer f, fonction de R dans C telle que :

@t p(2)(s) «» [ur] =5 et &2 D2V (5) x [U £] = [U(t) sin t]

E) Trouver u telle que :

(3 (u)y - 2 02 (u) + D(u) - 2 u = 2 D(5)

F) Soit u = [U(t) |sin t]]. Calculer D(z)(u) + u.
En déduire £(u).

G) Résoudre l’équation u * v = 8§ dans les cas suivants :

1°) u = D(8) + [U]

2°)Y u=28 + [2 w U(t) cos wt]

3°) u =28 +a D(s) + a2 p{?)(s) + a3 pl3)(s)

4°) u = E: 1" s,

n=0

5°) u = [U(t) E(t+1)] ou E désigne la fonction partie
entieére.

6°) u = [U(t) E(t+1)]"€2 . Retrouver le résultat du

Chapitre 4 exercice 16 2°).
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Exercice 4 :

On se propose de résoudre 1l’équation (E) suivante ou f est
une fonction inconnue et g une fonction donnée de R dans C.

t
(E) vt eR, £f(t) + [ f(x) e

0

Xt ax = g(t)

1°) On considére 1l’équation de convolution dans ﬂ; :

(E;) u+ u [e“t U(t)] = v

En supposant que les distributions u et v admettent les
transformations de Laplace respectives U et V, trouver U(p) en

fonction de V(p) .
2°) Résoudre (E,) dans le cas ou v = 3§ .

3°) Résoudre (E,) dans le cas ol v = [U] .

4°) Résoudre (E,) dans le cas ou v [U(t) cos t] .

5°) u est une distribution réguligdre [U f]. Vérifier que
f est solution de (E) dans le cas ou g(t) = cos t

Exercice 5 :

On se propose de résoudre l’équation (E) suivante ou f est
une fonction inconnue et g une fonction donnée de R dans C.

t
(E) vteR, £(t) + J f(x) cos (t - x) dx = g(t)

0
1°) On considére 1’équation de convolution dans @i :
(El) u+u=x* [U(t) cos t] =V

En supposant que les distributions u et v admettent les
transformations de Laplace respectives U et V, trouver U(p) en
fonction de V(p) .

2°) Résoudre (E;) dans le cas o v =3 .

3°) Résoudre (E,) dans le cas ou v = [U] .

4°) Résoudre (El) dans le cas ou Vv [u(t) sin t] .

5°) u est une distribution réguliere [U f]. Vérifier que
f est solution de (E) dans le cas ol g(t) = sin t
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Exercice 6 :

En utilisant la méme méthode que pour les exercices 3 et 4,

résoudre les équations :
t

(El) : VteR, f(t) = U(t) { 5 cos t + J (t - x) £(x) dx }
0
(E2) : VteR,
.t
f(t) = U(t)[3t -4 - 2 sin t + J [(t - x)2 - 3(t - x) + 2] f(x) dx]
0
t
(E,) : VteR, [ et = %) £(x) ax = sin t
0
t
(E,) : VteR, £(t)+ J e ® f(t - x) dx = cos t
0

Exercice 7 :

Les distributions suivantes admettent-elles une Transformée
de Laplace U pour p € J € C. Si oui, préciser J et U.

+o0

1°) u = }: [(t - n) ut - n)]
n=0
+o0

2°) u = E: 8.
n=0
+o0

3°) u = E: p(™ (s )

n=0

4°) u = [U(t) sin (at + @)]

0 si t<oO
5°) u = [f] f(t) ={ sinat si 0<t<T
0 si T<t
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6°) u = | 2t [‘U(t) - ‘U(t—l)] + (2-t) [‘u(t—l) - U(t—Z)} ]

e [t ue ]
oy w =[5 ue |
N
e 5o [ o
10°) u = Z [ (6 = mm e - o ]

Exercice 8 :

+o0
Montrer que, a>o s + 2 }: (-1)n 52an‘_%—9 th ap
n=1

peJ0

Exercice 9 :

Soit f fonction de R dans C définie par :

vteR, f£f(t)=e*t, aecc

1°) Soit u = [ eAt U(t) ]. calculer D(u) puis D(u) - a u

En déduire la transformée de Laplace de u.

2°) Déduire du 1°) 1la transformée de Laplace de
[ U(t) sin t 1.

3°) Montrer que [U(t) eit] * [U(t) e-it] = [ U(t) sin t ]
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Exercice 10 :

Soit f fonction de R dans C, périodique, de période 2m,
définie par :
vte[ 0, nm], £(t) =sin t et Vtel[mn, 2n ], £(t) =0

1°) calculer D(z)[ [ U f ] ]

2°) En déduire qu’il existe a € C tel que pour p € Ja’

[ 4 £ ] admet une transformée de Laplace F et calculer F(p).

Exercice 11 :

Trouver les transformées de Laplace des distributions

suivantes :
1°) & = [ (t + T) YU(t) tan ¢ ], T e R,
2°) & = [ sin t [ U(t) - Ut - 1) } ], T € R,

On pourra d’abord calculer & + D(z)(g).

Exercice 12 :

Soit la fonction & de R dans R définie par :

NIF

€(t) = tan ¢ U(t) (t - 3) , ol pe]O0,
1°) Représenter graphiquement & ainsi que la

] . » ] » » . . *
fonction &’, fonction dérivée de &, définie sur R .
7 14

' 2°) calculer D([€]), D(?)(1€1).

Calculer pour tout entier n = 1, D(n)([8]).

3°) Soit h la fonction de R dans R définie par :
h(t) = U(t - 1) - U(t - 4)

Calculer s = [h] * [€&] et o = [h] = [87]
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Exercice 13 :

Soit f la fonction définie par

£(t) =0 sit<o0

£(0) =1 .

t £7(t) + 2 f f(x) sin (t - x) dx =sint si t > 0
0

1°) Montrer que F, transformée de Laplace de [f] vérifie

l1’équation différentielle suivante :

(1 - p?) F(p) - p (p° + 1) F/(p) = 1

2°) Trouver alors F. (On pourra utiliser le Théoréme de

la valeur initiale).

Exercice 14 :

1°) f est une fonction de R dans C et [U f] admet une
transformée de Laplace F définie sur J. Déterminer la
transformée de Laplace de [ U(at - b) f(at - b) 1].

2°) Soit u e @i admettant pour transformée de Laplace F

définie sur J. Déterminer la distribution v e Di admettant pour

p . 1 "aP_p
tout p tel que a € J pour transformée de Laplace 3 © F(g)

dans les cas suivants . :

B U= aa , &0 >0

m u = D(™)(s)
+00

Illu=Zdn5nT , T >0
n=0
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Exercice 15 :

Soit [Uf] la distribution réguliére définie par la fonction f

telle que :

Vteln, ntl[, ne zZ, £(t) = 2" -1

1°) Soit F la transformée de Laplace de [Uf], trouver
F(p) et montrer que F est définie sur J1n 9

+o0

2°) Trouver v e D solution de v x [Uf] = E: 2t s
n=1

n

Exercice 16 :

Trouver l’original dans D) des fonctions F :

1) FR) = 5prT

3 p2 + 4 p + 2
p3 + 2 p2 + 1

2") F(p) =

3 2
o = p - 3 p + 2
o 3 p2 + 2 _p
4°) F(p) = —5 5 ©
p +2p
. p> + 1 -3p
5°) F(p) =
p + 9

6°) F(p) = p - e P - p? 2P

7°) F(p) = 2+ P (7P - ¢72P
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4 p> +p> +8p2+e6

8°) F(p) =
(1 + 4 pz)2
5 3
o°) F(p) =R -4 P TOP
(p” - 2)
5 3 2
o + 3 + +2p+1
10°) F(p) = & B F £
p (p” + 1)
+o0
11°) F(p) = E: p"t e NTP T >0

Exercice 17 :

Dans cet exercice, on pourra se placer dans le cas ou l’on
considére que F est une application de I € R dans R (cf Tome 1
et Chapitre 5 I-2)-B) Remarques).

2
In(1 + 355)
p

S

° *
1) Montrer que F telle que V p € R+, F(p) =

est 1l’original de u = [ U(t) EiEEQE ]

2°) Montrer que F telle que V p € [ o] , + o [

F(p) = % 1n g — g est 1l’original de u = [ u(t) shtat ]
o _ _U(t)
3°) a) Calculer (g * g)(t) sachant que g(t) =
vV t
1

b) Soit F définie par V p € R:, F(p) =
v P

déduire de a) l’original de F.
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Exercice 18 :

Voo

Soit la fonction F : p —— e . Pour simplifier 1le
*
probléme, on pourra considérer que F est une fonction de R,

dans R
a) Montrer que F vérifie l1l’équation différentielle

4 p F'(p) + 2 F/'(p) - F(p) =0

b) On suppose qu’il existe une fonction f continue sur R
et nulle sur ] - o , 0 ] telle que ¥([f]) = F.

m Montrer que f vérifie l’équation différentielle

a t? y’(t) + (6 t - 1) y(t) = 0 et que la solution générale,
sur ] 0 , + o [, de cette équation est définie par

- A
y(£) = —2— ¢ *°
tv t
c) En admettant que
+ o _ 1 + o —4—1€
limJ A e4te_ptdt=h[ & at
P>0+J o ¢Vt o tvt
T
montrer que A { £ at=1
o tv t

Exercice 19 :

Trouver l’original dans Di de la fonction F définie sur Iy

*
par : T € R+
1°) F(p) = —B— o« =0
eTP _ 3
° 1 1 1
2) F(p) = — o = 1ln 5
5 - o TP T 2
° 1 1 1
3') F(p) = o = 1ln =
2 eTp -1 T 2
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o 1 1
4°) F(p) = —B o =Lin1
s - o TP T 2
5°) F(p) = —sm o« =0
2 -T
(p° + 1)(1 - e °P)
2
6°) F(p) = E’T+1 o = 2
(2 -e Py p(p-2)
Exercice 20 :
e—t e-2t
Trouver la Transformée de Laplace de u = [ U(t) ]
t

Exercice 21 :

2
r'-

Calculer (f « £)(t) quand f(t) =

En déduire l’original de H(p) =

+ %

1F )

Exercice 22 :

u admettant une transformée de Laplace, résoudre dans @i

p(2) () - u = p(?)(s)

Exercice 23 :

Les distributions considérées admettant des transformées de
Laplace, résoudre dans Di les systémes suivants :

D(u) + u - v = [ U(t) et ]
1°)
D(u) + u - D(v) = [0]
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[ U(t) et ] * u - D(v) —v = D(8)

2°)
D(u) - u + [ U(t) 2% 1+ v = [ w(t) 3% 3
D(z)(a) * u + D(8) » v =8
3°%)
D(8) * u + D(z)(a) * v = [0]
(D(u) =2u-3Vv + 838
4°) 4

| D(v) = - Zu+ v+ 338

r D(W) = w =12 v - 3 u = [U(t)]

5°) { D(v) + 3 Vv +u=[t Ut)]

\ D(u) +w-3vVv-2u=3,§

[u(t) et

i

w + D(v) + D(u)

6°) D(w) + D(v) + u 3

p(2)(w) + v + D(u) = D(38) - [uU(t) %]

Exercice 24 :

Les fonctions x et y sont nulles sur ]-«» , O[. [x] et [y]
admettent des transformées de Laplace.
Résoudre dans @i les systémes suivants :
[x*1 + [y'] = [t U(E)]
1°)

[(x"] - [y] = [e"F U(t)]

avec : X contintment dérivable sur R+

y continue sur R_

x(ot) =3, x/(0") =1, y(0") =0
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[x'] + 2 [y"] = [e™F u(t)]
2°)
[x'] + 2 [x] = [y] = [t U(t)]
avec : y continlment dérivable sur R,

X continue sur R+

x(07) =0, y(0©) =0, y’(0") =0

[x'] - [yl = [W(t)]

3%)

I

[x] + [y"] = [- U(E)]

avec : X continue sur R+ sauf en 1 ol x admet un saut égal a 1

y continue sur R,

y continiiment dérivable sur R, sauf en 1 ou y’ admet un

saut égal a -1.

x(07) =1, y'(07) = -1, y(0") =0

[x] - [x] = 3 [y] = [t U(t)]

o

4)
[y’1 - [x] + [y] = [0]

avec : x continue sur R+ sauf en 1 ou x admet un saut de 1 et

en 2 ol x admet un saut de -2.
y continue sur R, sauf en 1 ou y admet un saut de 3

x(0%) =0, y(of) = o

Exercice 25 :

1°) La fonction y de R dans C est supposée deux fois
continGment dérivable sur [0,+x[ et nulle sur ]-«,0[, y(0)= O.

Trouver y telle que :
[t y" = (t +2) y" +3yl=1(t=-1)Ult) ]
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2°) La fonction y de R dans C est supposée deux fois
continliment dérivable sur [0,+x[ et nulle sur ]-»,0[, y(0)= O,

y’(0) = 2, y"(0) = 4.
Trouver y telle que :

[ v/’ + 2y’ +y’" + 2y] =] =10 U(t) cos t ]

Exercice 26 :

A) 1°) Résoudre dans Di 1’équation :

i D(u) +u=[2 U(t) sin t] (avec i2 = -=1)

2°) Soit y fonction de R dans C, nulle sur ]-o,0[
Trouver y vérifiant les conditions ci-dessous :

a) y est continue sur R,

y(0") = o
i [y’] + [yl =[2 U(t) sin t]

b) y est continue sur R,

y(o) =1
i [y’]l + [yl = [2 U(t) sin t]

c) y est continue sur R, sauf en 2 ou y
présente un saut y(27) - y(27) = -3 i

y(0+) = i
i [y*'] + [yl = [2 U(t) sin t]

B) 1°) Résoudre dans D} 1’équation :

p{2)(u) + 2 D(u) + 10 u = 5,

2°) Soit y fonction de R dans C, nulle sur ]-,0[
Trouver y vérifiant les conditions ci-dessous :
a) y est continGment dérivable sur R

[y"l + 2 [y’] + 10 [y] = &,
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b) y est continue sur R, sauf en 1 ou vy
présente un saut de 1
y est continliment dérivable sur [0 , 1[ et
11 , + o[ sauf en 2 ou y’ présente un saut de -1.

y(0") =1 et y’(0") = 0

[y" + 2y’ + 10 y] = &)

Exercice 27 :

1°) Trouver la distribution réguliére [y] e @i sachant
que :
m v est une fonction nulle sur ]-«,0[
m y est continue sur R+ sauf en 1 ou elle admet un
saut de 1.
m y est continGment dérivable sur [0,1[ et ]11,+o[
et le saut de y’ en 1 est égal a 0.

m [y"] + 3 [y'] - 4 [y] =38
2°) Trouver la fonction y de R dans C sachant que :

m Yy est nulle sur ]-w,0]

m vy est continue sur R+ sauf en ol elle présente

M

un saut égal a 1.
m y est continGment dérivable sur [0,%[ et ]%,+m[

sauf en % ol y’ admet un saut de -1.

m Le saut de y’ en % est égal a 0

y(0) = y’(0) =0
m [y"] - 4 [y] [ U(t) cos 2t ]

Exercice 28

1°) Trouver u = [Uf] sachant que :
m f est une fonction de R dans C deux fois
dérivable sur R,
m f(0) = 0 et £7(0) =1

s [£7] + [£7] - 2 [£] = [ 2% w(t)]
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2°) Trouver u = [Uf] sachant que :
m f est une fonction de R dans C dérivable sur R+
m f’ est dérivable sur R+ sauf en 2 ou elle

présente un saut égal a 1
ma £(0) = £7/(0) = 0O

m [£"] + [£7] - 2 [£] = [e 2% w(t)]

Exercice 29 :
1°) Déterminer f fonction de R dans C telle que :

[U(t) £(t)] = [ U(t) sin t ] * [ U(t) sh 2t ]

2°) Montrer que f &est solution d’une équation
différentielle 1linéaire & coefficients constants et second

membre nul.

3°) Trouver la solution de 1l’équation différentielle :
g8 Z 3y,

vérifiant les conditions y(0) = 1,

vy o) =y 0) =y 0y = 0
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EXERCICES DE PHYSIQUE :(ne se limitent pas a l’utilisation de
la Transformation de Laplace)

Exercice 1

Soit le circuit R C de réponse impulsionnelle

_t
h = [ % e T uct) ]

R Calculer S pour :

m &= E U(t) ]

& C—T— S m &= E U(-t) ]
"€ =[E Ut)+E, U-t) ]
Exercice 2
Soit le circuit de réponse impulsionnelle
-t
T T, - T T
h= —L35+ [ 2 1e 2 gy ]
t2 - 2
2
avec T, = R2 C et T, = (Rl + R2) C
Ry
L] T Calculer S pour :
R -
e 2 S m €= E Ut) ]
m &§ =[] E U(-t) ]
C—— = &= E Ut) + E, U(-t) I
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Exercice 3

Soit le circuit de réponse impulsionnelle

-
T, - T T
1°2
R Ry
avec T, = R, C et T, = C
' 1 1 2 R. + R
1 2
C
[
|
—————4 % Calculer S pour :
Ry R " €= E U(t) ]
€ 2 s
m &E=] E U(-t) ]
" &=[ E Ut)+E, U(-t) ]
Exercice 4
Soit le circuit de réponse impulsionnelle
h=|¢e?sint U(t):|
R R -
y — 1] + ,\
R
| 1 s
c —— c R
2

Calculer S pour &€ = [ E U(-t + 3) ]

175



Exercice 5

On se propose d’étudier une chaine de régulation de

température.
On note ﬁc la température de consigne, ﬁa la température
ambiante supposée constante en tous points du local, ﬁext la

température extérieure, R la résistance thermique totale du
local, C 1la capacité calorifique totale du 1local et P la

puissance fournie par le chauffage.

On donne le schéma équivalent au local chauffé :

La réponse impulsionnelle du systéme ¥ est :
t

[h(t)] = [% e T ‘U(t)] avec T = RC.

On donne le schéma équivalent a la chaine de régulation :

+ ﬁext
G P : %a
—>— K Hy ——ilocal chauffé | >
K
Vg est la tension de consigne image de CH Ve = K 8,
V. est la tension de retour image de LA v, = K ﬁa

On limite 1’étude au cas d’une commande proportionnelle de la

puissance du chauffage : P = H0 (vc - vr)
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I- Montrer que [ﬁa] = [ﬂc] * [hl] + [ﬁext] * [h2] avec :

RKH, ;¢ 1 y e
P (8) = TeRrE; T U(B) et () = gm0 WD)
avec T/ = ——e
1 + RKHO
II- A t = 0, on passe du régime Nuit (ecn) au régime
Jour (ecj) :
v, () = 8cn U(-t) + ecj U(t)

On suppose que la température extérieure est constante :
ﬂext(t) = eext

e = 15°¢C, ecj = 19°C, Ooxt = 9°c, RKH, = 19, T = 3600 s

xt

On supposera que le systéme est linéaire et que la puissance de
chauffe n’est pas limitée.

Donner l’expression de ﬂa(t).
Représenter graphiquement ﬁa et ﬂc.

ITI- At = 0, la température extérieure varie brutalement de

eextl a eext2'

u(-t) + o u(t)

ﬂext(t) = eextl ext2

On suppose que la température de consigne est constante :

° 19, T = 3600 s

D
I
=
O
0
@

O
|
O
Q
@
|
L
9]
~
-]
]
o
I

On supposera que le systéme est linéaire et que la puissance de
chauffe n’est pas limitée.

Donner l’expression de 0a(t).

Représenter graphiquement ﬂa et 00.
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Exercice 6

Asservissement de la position de la caisse d’une voiture a une

consigne.

Un capteur fournit a chaque instant une information sur
la position de la caisse x(t) qui est comparée & la consigne de
position c(t).

L’electrovanne ajuste alors la masse d’air m dans le
cylindre associé a la suspension, de fagon & ce que, méme en
présence de perturbation, x(t) différe le moins possible de
c(t).

[c] [e] [d] [m] [x]
—_— | & > ¥ > ¥ >

[x]

#. systéme de fonction de transfert : p —— Kk

?. systéme de fonction de transfert : p —

Ll

T

On note d(t) le débit massique de 1l’electrovanne et e(t) le

?. systéme de fonction de transfert

signal d’erreur c(t) - x(t)

2

I- Systéme asservi & commande proportionnelle

Soit D 1la Transformée de Laplace de [d] et E la
Transformée de Laplace de [e] alors :

si d(t) = k e(t) on a D(p) = k E(p)
La masse d’air introduite ou sortie du cylindre est

lide au débit par [ d(t) ] = [%—% (t) ]

Soit T1 la fonction de transfert associée au systéme
dont la grandeur d’entrée est la masse d’air m(t) et 1la

grandeur de sortie la position de la caisse x(t) définie par :
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Tl(p) = e T, € R
p + 3

1°) Calculer la transmittance en boucle ouverte

T2B0(p) = %%g% avec k T0 = 9

2°) Calculer la transmittance en boucle fermée

- X(p)
Toer(P) = &(p)

3" ) Mettre TZBF(p) = sous la forme T2BF(p) = 5
1+28 40P
p
wo © 2
0
Calculer & et W
4°) La consigne est un échelon [c] = [CO U] » Cy € R.
Soit C la transformée de Laplace de [c], donner C(p), en
déduire X(p) et x(t). Représenter c et x.
II- Systéme asservi & commande proportionnelle intégrale
La commande du débit d’air est maintenant
proportionnelle intégrale
[e] [4]
N ’ N
> ¥’ 1 >
Soit le systéme f’l de fonction de transfert H, définie par :
Hy
- [d] [m] [x]
fpl 7 yz 7 y3 - 7
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On rappelle que Tl(p) = —_— TO € R
p + 3

1°) Calculer la transmittance en boucle ouverte

= X(p) =
T3B0(p) = E(p) avec Ho T0 =1
Hi Ti = K
2°) Calculer la transmittance en boucle fermée
- X(p)
T3er(P) = T(p)
= = K+p
Mettre T3BF(p) = sous la forme TBBF(p) = 5 3
K+p+3p +p
3°) Pour K = 3, montrer que la fonction de transfert du

systéme en boucle fermée est définie par :
1

Tygp(P) = —5—
3BF o2 + 1

Si [c] = [CO ], trouver l’original [x] de X.

Si [c] 8, trouver l’original [x] de X.

1
2 7'
e fermée peut s’écrire :

4°) Pour K = montrer que la fonction de transfert du

systéme en boucl

Montrer que les pdles de T(p) sont des réels négatifs.

Décomposer T (p) en éléments simples.

3BF

Si [c] = [CO U] trouver l’original x de X.

D’aprés Sujet B.T.S. Electronique 1987 (Physique) et B.T.S.
CIRA 1990 (Maths).
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Exercice 7

Soit le systéme ¥ de fonction de transfert isomorphe

1+ tl P
H(p) = H0 —_— avec 0 < H0 <1 et Tt. > T

1 2
1 + tz P

[€] [S]

v
<
Y

Le signal d’entrée & n’est pas nul pour t < 0

Ze)
EZ _

“t

0 t0

En décomposant ce signal en une fonction propre du systéme et
un signal nul pour t < O, calculer 1la sortie S(t) sur

]_mlo[l[olto[r[tol+°°[-

Exercice 8

Soit le systéeme
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[€] [Sl\] [S]

Fonction de transfert de fl

Fonction de transfert de 92 : f—1_f;_b avec T, = R, C,

Soit le signal d’entrée &(t) = E U(t) - E U(t - to)

Calculer Sl(t) et S(t).
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