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1- Un état des lieux

¥C’est une question d’équilibre” -
Framcis Babrel

~

1-Actuellement ‘le barycentre semble &tre un a-coté , une simple

dépendance du ca?éu? vectoriel, tant dans ses caractérisations que

lors des manipulations que nécessitent son usage.

2~-Dans ]es"manue1s;, Te chapitre “BARYCENTRE“;. lorsqu'il est
distinct, conduit'pfﬁncipa?ement en Seconde et Premidre, & des.
exercices sur le ca?cu] vectoriel et en Terminale sur 1la fonct1on
numérique de Leibniz.

Peu exploité, i1 apparait facile d'en faire 1°'impasse.

3~Déns_ 1es ﬁrob]éméé ki'uti]isation du barycentre se ré&duit trbp',

souvent & des vérifications d‘'alignement et/ou de concours,

ut111sant essent1e11ement 1es deux propriétés suivantes:
8 G, barycentre de A et B, est un point de (AB).

B G, barycentre de A, B et C peut s'obtenir par
plusieurs barycentres part1e1s.f

La conservation du barycentre est peu utilisée.

d~Les caractérisations privilégient G par rapport & A et B, I1 est
alors difficile de "retourner" les relations, la seule poss1b111té

étant Ta mod1f1cat10n d ' écritures vectorielles.

8~L 'image mentale du barycentre est souvent dnsuffisante pour

permettre la traduction d'une s%iuation en termes de barycentre.

6-Les notetions sont souvent lourdes, peu lisibles et peu maniables.
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.1-La volonts &° abordér des problsdmes on termes de barycentre conduit
d'abord & tenter d° é11m1ner les difficultés rencontrées dans son
usage. I1 s'agira donc d amé?worer ?lowutil] “barycentre” en le

rendant p1us percept1b1e, p1us d1spon1b1e et plus maniable.

2-Pour obtenir des manipulations vectorielles plus aisdes, on peut

rechercher une caractér1satwon (vector1e11e) plus symétrique du

barycentre-'

3-D'autre part, le désir de rendre plus qensrb?e le barycentre
conduit & Tui associer une situation physwque et sa représentation
sur un schéma traduisant 1° équilibre réalisé et le visualisant.

Ce schéma d’ équ111bre pourra alors &tre associé 3 plus1eurs_

traductwons barycentr1ques de 1a méme s1tuat1on

4-1I1 serait é&galement souha'ntab'le de drspo:.aef" d’une nafatwon p?us
7isible: on 1la cho1s1ra de facon & permettre une mod1f1cat1on des

coefficients et aussi, “la plus 1égére_poss1b1e.
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La décision de produire ce document est venue d'un désir de

structurer divers travaux des membres du Gr@upe de Géomé&trie:

8 d'une part, dans le cadre du C. P. R. de Bordeaux sur

le barycentre et son usage dans ia'résolution des problémes,

8 d'autre part lors du travail de 1'IREM de Bordeaux sur la

diversité des ang?és d'attaque et des outils 3 mettre en oeuvre
lors de la résolution de probleémes en wvue, du document "Cing
problemes de Géométrie" (Bordeaux, 1988).

Mais auparavant, déja, la rédaction du chapitre “Barycentre"
d'un ouvrage de Seconde, avait donné Tieu a des discussions,
parfois vives, sur 1'introduction du barycentre comme point

d'équilibre en Wiaiscn,avec un schéma d'équilibre associé.

C'est en dnsistant sur ce point (qui fut & 1'époque
abandonné) que 1'on a pu mettre en place Ta notion d'équilibre
- telle qu‘elle est présentée dans ce document.

C'est & 1'épreuve des résolutions de problémes que,
progressivément, il apparut nécessaire de:
8 simplifier les notations,
8 d'effectuer des obér@tions sur les équilibres,

# de relier Tes configurations aux éqguilibres.

?L’agenaise” vogue sur le Canal du Midi



IV - Présentation du document

Le document "BARYCENTRES et EQUILIBRES" réalisé par le Groupe
de Géométrie de 1'IREM de Bordeaux, présente, a partir de 1la
notion de barycentre, celle d° équilibre et son utilisation dans la

résolution de problames.

Le barycentre est_ﬁntroduﬁt de fagon habituelle & 1'aide de

la fonction vectorielle de Leibniz.

Catte grésenﬁatmon est destinée a permettre a tous ceux qui
" sont déja familiarisé avec le barycentre de voir dans cette not1on
d'équilibre 1a prise en compte de leurs connaissances. Elle reste
en accord avec les programmes actuels du second cycle (vo1r en

Annexe: Programmes) .

On pourra donc voir dans Ja notion d'équilibre, une notion
qui intégre celle de barycentre et permet de revenir 3 celle-ci en

cas de nécessits.

Une‘premiére présentation de ce travail a &té faite le Jeudi
26 mai 1988 au Colloque Inter-IREM de Géométrﬁe (34 Maze)
organisée (avec masstria) par 1'IREM de Montpellier » pras  du

bassin de 1.

Les encouragements prodigués auy grroupe & cette occasion ont
conforté celui-ci dans la wvolonté d'approfondir le travail
entrepris et d'envisager si possible d'autres directions de

recherche.
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"PRINCIPES

GENERAUX
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349 S ovus le nom de Mcafzzgue, nous

comprenons fa fcience du Mouvement, & c@ﬂ@
de iEthbxea -~
Iy, a du mouvement dans un cclps iorfqu&

'ce, .corps, ou quefque&uves de fes yartxes fon.a ,

: traufportées dun fieu en un autre,

- Un corps ou iaffembfage de pluﬁeurs pax‘txea
matuxelies ne peut de lui-méme fe ‘metfre en
fouverment. I ne peut &ire mu que par une caufe;

féns faquelle' il ‘peut, d'ailleurs , exifter. o

" Cette caife, telle quelle foit qui eft. capablé”

de mouvolr un coips, et ce que 1ous appcfons
Force 64~ Buiffamwe. ", .

qud:bre eft Pésat-dun corps ou d'un sfiéms; |
biagc ou Syfleme de corps;, qui eft folhmlé par‘
plufievrs forces “dont les effets font détits par'
quelques obftacles; ou fe déuifent mutuéllement: *
- Le repos, eft Fétas d'un corps dont les parties;
rion-fevlement -ne. font point.- déplacées , mais ‘ne

font pas méme follicitées par aucune force,

Pour &iblir les principes’du mouvement & de
icc‘{s.uhbreE nous imaginerans ,.d'abord , quil n'e-
xifle rien autre chofe dans Ja Nature que les corps

** dont nous, parlc:ons &. Ies forces que nous icur

fuppoferons’ appliquées.



I - Fonction de Leibniz et barycentre

Quelques remarques préliminaires:

Les programmes actuels pfévoient en classe de Seconde 1'étude
du barycentre de deux points pondérés puis d'un systéme de
trois ou quatrekpoﬁnts, Ceux des classes de Premidres S et E
ne prévoient pas une extension de la définition a un nombre
fini n quelconque. C'est seulement au niveau des classes de

Terminales C et E qu'apparast 1la transformation de 1a somme

Soi . MAT dans chacun des cas
Zqi # 0 et Soi = 0 .

En d'autres termes, Je programme des Termina1es C et E
prévoit 1'étude de 1z fonction vectorielle de Le1bn1z- C'est
dans ce cadre plus général que nous allons rappeler, au début,
Jes principes généraux. Une adaptation de ce qui suit a une
classe de Secondé ée fera dans une autre partie, en prenant

n =2 ou n=3,

En premigre partie, les activités préliminaires ont &té
volontairement omises, ~ T'objectif essentiel de ce

fascwcu]eétant surtout d'sdtudier les interventions de 1'outil

barycentrique dans 1a résolution de d1vers prob?émes




2° Fonction vectorielle de Leibniz
a) Définition:
On se donne n points A1, Az, ..., An affectés respectivement
de coefficients o1, az, ...,on.

Les n points ne sont pas nécessairement distincts.

La fonction vectorielle de Leibniz associée a ce systéme de
points est 1'application F du plan (ou de 1°'espace) dans

]“ehsemb!e des vecteurs du plan (ou de 1'espace) définie pér:

F M " «1. 787 + az.FAZ + ... + on.MAn

b) Propriétés

Soit M et N des points:
FM) - FM) = (a1 +az + ... + an) MR

 Cette relation s'obtient immédiatement avee la formule de Chasles.

* 11 en découle:

La fonctwcn vectorme??e de Leibniz est constante
st et seu?ement s

%1 + 02 + ... + dn =0

* 81, maintenant, la somme des coeffwcments est non nulle,
1 app?wcatwen ?’est bﬁjectmve

D’ aprés la propriété précédente ?’est injective. De plus si 3
est un vecteur quelconque et 0 un point f?X@‘

FM) = G '@?(0) -0 = (o1 oz + ... o+ an) .OF

1
at + @z + ..

] (?{0) -

Cette derniére egalité défnnwt un seul point M et par suite
1'squation ?XM) =T a une solution unique, d‘on:

ST o1+ 0z + ... + oan £ O

alors la fonctﬁoh vectorielle de Leibniz est'bijective.




3° Définition du barycentre et premiéres propriétés.
‘@) Définition |

On appelle barycentre du systeme A1, A2, ..., An affectés
respectivement de coefficients o1, a2, ...,an de somme non nulle

1'unique point 6 tel que:

®1.GA1 + a2.GAZ2 + ... 4+ on.GAn = O

b) Premidres propriétés

Le barycentre d'un systéme de points ne dépend pas de 1 ordre|
dans lequel on énonce les points du- systéme.

On ne change pas le barycentre d'un systéme de points

Torsqu'‘on multwp?me les coefficients par un méme réel non nu1°

Cette propriété permet alors de remplacer la suite des

coefficients par une suite proportionnelle.

A cet effet, au lieu de la notation traditionnelle:
G barycentre du systéme {(A1,01) : (Az,a2) 3 ... s {(An,om)},

on'adoptera Ta notation:

G baryé@htre de

(Cela suppose o1 + o2 + ... + an # 0)

Cette notation aura 1'avantage de faire apparaftre un tableau

de proportwonna11té lorsqu'on  aura besoin de remplacer 1es

coefficients par des coefficients proportwcnne?s,

Exemple:
G barycentre de A B C D.
' 2 -1 1 4 -
; 1 1 2 « Si on veut le coefficient
"2 72 de A égal & 1.
1 1 1 0.2 « 51 on veut Ta somme des
3 176 3 3 coefficients &gale a 1.

10




IT - Propriétes du barycentre

16 Caractérisat{on du bargcéﬁtre
Le théoréme suivant découle immédiatement de la propriété:
FM) - FN) = (@1 +az + ... + on).FR  pour tous points M et N.

Théorame:

Soit un éystéme (Ai,az), (Az,a2), ..., (An,on)
tel que a1 + a2 + ... + on # 0 et un point G.

Les'prbpoSitions suivantes sont équivalentes:

| G esﬁ barycentre de =T " Ton
lz] Pour tout point M:
(o1 + az + ... + an) _3 «1.MAT + ... + an.MAn

]ﬂﬁ 1 ex1ste un point P tel que:

— =
(01 + 02z + ... + an).P8 = «1.PAT + ... + an.PAn

Dans Ta‘pratique:

On utildise

§E£ sous la forme: }
51 G est barycentre de ... alors pour tout po1nt M ...

fEﬂ sous la forme°
-3 11 exfste un point P ‘.- aiors G est barycentre .o

19



Remarques:

0D La propriétée

signifie que pour tout point M on a:

FM) = (a1 + o2 + ...+ an).VG
Autrement dit, la fonction vectorielle de Leibniz d&finie par le
systéeme: {(A1,01) ; (A2,02) ; ... ;:(An,an)}est é&galement dé&finie

par {(G , a1 + a2 +...+ an)}

0 Un point origine O étant fixé, en prenant M = 0, on

obtient:
_ O = 2 = m— <
08 = ;—.OAi + E—.OAz + ... 0+ §£°0An ou s = o1+ a2 + ... + On

Si on choisit pour M 1le point A1 par exemple, on a: -

2 —— O3 —
A1G = g—,A1A2 + g—.A1A3 T gﬂ,AiAn

2° Coordonnées du barycentre
Soit (0,?,?) un Eepére du plan e{ G l1e barycentre de
A1, A2, ..., An affectés des coefficients a1, a2, ..., an
(@1 + a2 + ... + an # 0). '
D'aprés la remarque précédente on a:

o1 == 02 == [0S e — . ‘
6@ = §—°0A1 +o g—.OAz oL * EQOOAn ol 8 = i + a2 + ... + On

Si Ax a pour coordonnées (@x , ¢x) dans le repare (0,?,?), Tles

coordonnées de G dans ce repére'soﬁt (2c , ¢G) avec:

aix@l + ... + o2x@n- | a1x4gl + ... + a2xin

2C = G
: ol %+ ... %+ On L a1 + ... * on

Remarque: _
Si on avait travaillé dans 1'espace muni d'qn repére
(0,?,3,?) , on aurait obtenu des résultats analogues moyennant

"1'adjonction d'une troisizme coordonnée.

Chaque coordonnée est la moyenne pondérée des coordonnées

correspondantes des n points.

Le point G apparait bien ainsi comme le point moyén‘du sySféme

pondéré des n points.
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3% Cas du barycentre de deux points ou de trois pownts.
Exemples de constructions

a) Cas de deux points:

Soit A et B deux points distincts du plan ou de 1'espace

et G barycentre du systeme m%a%-%u avec o + B # 0

Alors, d'apres 1a proprié&été
M=A, At = A et A2 = B:

s on peut &crire, en choisissant

Ainsi, le point G est le point de 1a droite (AB) qui a
pour abscisse pe f B dans_le repére (A,B).

.-.Ceci donne uhe méthode de “construction" du barycentre de
deux points que nous appellerons "méthode de 1'abseisse".

Exemp le:

Placer le point G barycentre de

_ -3 3
On a A -* 5 (_3)“‘? = 2‘.?

€ a pour abscisse -

N (W

dans le repére (A, B)
...Réc1proquement°'so1t un po1nt M de Ta droite (AB) d'abscisse

@ dans Te repére (A,B).

’Alohs AN = 2.AB d'otr Te ﬁoﬁnt M est 1e'barycqnthe de~ 1§m :
On dit que: ' ‘

~fLa droite (AB) eét'l'énséMBIe'des Sarycentreéudes;poiﬁ{s'A‘et B

Remarquons au passage que A est le barycentre de ? g

et B e barycentre de -2

13



-..Construction du barycentre: méthode_du parallélogramme.

Toujours d'aprés la propriété on peut écrire, pour tout

point M du plan: (x + B).M8 = «.FMR + B.VE
Reprenons 1'exemple précédent:

Construire le point G barycentre de

Choisissons un poiht M non situé sur (AB)
Pour ce point M on a: 5.MA - 3.M8 = 2.M@

On construit A1 et Bi tels que WMA: = 5.MR et WMB: = -3.WB,
puis le point S tel que: M8 = WA: + WMB?

Ce point S est le quatrieme sommet du parallélogramme Ai1MB1S.

On a alors M3 = 2.M8 et les points‘M, S et G sont alignés.
Comme G est sur la droite (AB), le barycentre cherché est
1'intersection des droites (AB) et (MS).

14



b) Cas de trois points

Soit trois points'A, B et C non alignés et G Te

barycentre de 2 g g 5 g (avec a + B + ¥ #.0)

Alors d'apreés la propriété on peut écrire

A= —Ff __m._ 2

o+ B+ y _ o+ B+ y :
Ainsi_le point G est le point du plan (ABC) qui_a pour

coordonnées (; s g P s z s ?) dans le repére (A,K@,K@)

Ceci permet de placer le barycentre de trois points non alignés.

Exempie: Placer Jle barycentre de g g-g g g
| s -3 s e 5 &
On a E-2_3+5,A +2_3+5.EE-—K.ZT&’+3°A—6

)

/5
.5.Réciprqquement: soit M un point du plan (ABC). Le point M a
pour coordonnées (2 , 4) dans le repere (A ,-Kﬁ 5 Ke) d’od

AM = .58 + ¢.AC.

. A I B} cC
Par suite M est le bar centre de

Pour tous points A, é_ét C. non alignés,
- Te plan' (ABC) est 1'ensemble- des barycentres
des points A, B et C. :

15



4° Un barycentre particulier: 1 1sobargcentre,
a) D&finition:

L 1sobarycentre de n points A1, A2, ..., An est le barycénthé
de ces points affectés du méme coefficient non nul.

On peut prendre ce coefficient égal a 1. Ainsi 1° 1sobarycentre de
A1, Az, ..., An est Te point G tel que: GAT + GAZ + ... + GAZ = §
b) Isobarycentre de deux points: A

L'isobarycentre de A et B est le point G tel que GR + OB = 1]

Le point G est 1e milieu de fA.B].

. A G B
c) Isobarycentre de trois points:
L'isobarycentre de trois points A, B et C est le point G dé&fini

par GA + BB + GC = 7.

Introduisons les milieux A', B' et C' des cotés [B,C], [C,A] et
[A.B]. A' est 1'isobarycentre de B et C, donc pour tout point M
du plan on a: (1 + 1).FA® = 1.F8 + 1.FC . En particulier

pour M = 6 on a: 2.GA" = 68 + &C

Par suite GA + Zeﬁg“ =0 et 6 est le barycentre de A 2‘

G appartient donc a8 la médiane (AA') et AG = 3.AA'

16






c¢) Commentaires:

B Ce résultat permet de ramener la construction du barycentre de
n points & la construction de proche en proche de barycentres de
deux points. Mais c'est surtout dans les problémes de concours
que son intervention est primordiale. Ce point de vue sera
abondamment dévé1oppé ultérieurement.

g8 Un_point important:

Etant donné un systéme de points pondérés, on peut utiliser le

théoreme précédent de deux facons:

= soit diminuer le nombre de points en remplagant k d'entre

eux par leur baryvcentre:

= soit augmenter Teur nombre en remplacant, par exemple, un
des points par un systéme de points pondérés dont i1 est Tle
barycentre.

Exemple:

et B Te milieu de [C,D].

Alors B est le barycentre de .% ?
d'ol G est le barycentre de ‘_? %’g ?

(CADG est un paralldlogramme de centre B8)

@E@ Remarquons enfin que le barycentre d'un systéme de n points ne
change pas par adjonction d'un point auxiliaire affecté du

coefficient O:

Le barycentre de um-w% %nnu (01 + 2 + ... on #‘0)

est le barycentre de m%%m% I 2" | 2 l_g (B est affecté du
' | an | ' coefficient 0')

Ceci permet de considérer un autre barycentre partiel ut111sant B
affecté du coefficient B

18



6° Action_des transformations sur le barzcentre.{’P)aY1 et espace)
a) Projection et barycentre; ‘ '

Si G est le Earycentfe de A et B affectés des coefficients

a et B (¢ + B # 0), alors Je projeté G' est le barycentre
des projetés A' et B' affectés des mémes coefficients o et B.

/' /c' /'

En effet, on saitvque dans la configuration ci-dessus (Thalas)

. 1a projection conserve le coefficient de colingarits de deux

vecteurs.
De A8 = B _ A8 11 decoutle EFT? = _B__ xEe
o+ B o a + B

Toute projection consefye le barycentre

b) Homothéiie et barycentre.

Seit G le barycentre de

Alors G'A" = k.BR et G'B” = 4.G8
S

Mais a.§z + B.GB ='ﬁ, donc «.G'A” + B.G'B° =10

c'est & dire: G' est le barycentre de m%;%u%;.

- Tbg£e homo£hétie cqnsefve le barycentre
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c) Barycentre et symétrie orthogonale

Soit 6 le barycentre de i g (x + B # 0)

' On désigne par A', B' et G' les symétriques des points A, B et G
par rapport & la .droite A.

Les droites (AA'), (BB') et (GG') sont paralleles.
Le point G' est donc le projeté orthogonal de 6 sur 1la

droite (A'B").

A}l B
-

Par suite G' est le barycentre de

Toute symétrwe orthogonale par rapport & une
droite conserve 1e barycentre.

La démonstration précédente s'étend & 1'espace en remplacant la
droite A par un plan II.

d) Barycentre et isométries

Toute.isométrie'du plan (resp. de ]'éspace) est Ta composée de
symétries orthogonales par rapport & des droites (resp. des

plans). Donc,

Toute <isométrie conserve le barycentre.

Remarque} Le théoréme du barycentre partiel permet de
de généraliser les résultats précédents au barycentre

d‘'un nombre quelconque de points.
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Il - Equilibres

1@

Une caractérisation plus symétrique du barycentre.
a) Le probléme abordé.

Les définitions et caractérisations du barycentre pr1v11ég1ent

Te réle de ce point par rapport aux autres.
Ainsi les relations 2.CR + 5C8B =0 ou 7.MC = 2.MR + 5.78

font apparaitre que C est barycentre de =

Cependant & partir de la relation 2_.-07& + 5.C8 = B une
transformation d'écriture pourra étre nécessaire pour

reconnaftre

que B est le barycentre de =o—i

- Ce changement de point de vue a 1'intérieur d'un méme probléme
nécessite 'a1ors une . caractérisation plus symétriqué du
barycentre. : ’ ’ '

La relation 7. c@ 5.M8 caractér1st1que de

gw ", peut s'écrire Zaﬁ? = -S.EE + 7.WC

- "C  barycentre de =
Elle est alors caractéristique de “A barycentre de —gg%u%~~"’
En écrivant 5.M8 =-2.F& + 7.WC,

i1 apparait "B barycentre de =

C'est donc 1a re1at1on 7. _8 - 2.MR - 5 _g ﬁ qui rend mieux

compte qu'un des trois points est barycentre des deux autres.
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b)Y Le résuitat essentiel

Théorame

Soit A, B et C trois_boints, distincts, les propositions
suivantes sont équivalentes: .

1T existe un point P du p1an et trois ree1s o, B et y non nuls

A est barycentre de ng;naJi

B 1

B est barycentre de a%%mmJ%

C est barycentre de A LB

. v p B
Démonstratioh:

Remarquons qu'aucune des sommes o + B, a + ¥, B + ¥y n'est nulle.
La relation o.PR + Beﬁg + 7,5? =T est équivalente & chacune

des suivantes:

(8 + .PR = B.FB + y.PC (car B+ ¥ = -a)
(o + 7),5§.= o.PR + y,Fﬁ (car a + ¥y = -B)
(ot + B),5€-= «.PR + 3056 {(car a + 3 = -y)

Chacune des re]afions précédentes tfaduit qu'un des trois points
est barycentre des deux autres affectés des coefficients
convenables.

Par exemple 1'existence d'un point P teT que

2. PR +3PB-5PC=7 traduira que:

A est barycentre de >, B est barycentre de

et C est barycentre de g ‘g
Remarques: 1) On notera 1'aspect plus symétrique de
o . "w.PA + Boﬁg + y°$€ = g» par rapport aux
autres caractérisations vues au II-1. a2
Aucun des points n'est "privilégié par rapport aux
autres. _ , :
2) Notons aussi que, dans cette caractérisation, i1

est indispensable que la somme des coefficients
soit nulle: elle privf1égie donc la fénéfipn
vectorielle de Leibniz M—— o MR + B.MB + y.MC

qui est constante et &gale & zéro !!
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3) I1 est clair que le théoréme précédent peut &tre
étendu & n points avec Tes mdmes conditions. Par

exemple, pour quatre points A, B, C et D,

"I1 existe un point P et quatre réels o, B, ¥y et 8
non nuls et de somme nulle tels que:

o.PR + B,5§ + y.?@ + 8.P0 = ﬁ_" est équivalent a

“D est Earycentre de 2 g g g g e
C'est une généralisation du théoreme précédent

(ITI-1° b)

¢) Schéma d'équilibre associé

A la situation précédenté (cas de trois points), on peut
associer le schéma d'équilibre d'un solide soumis 2 trois forces

paralileles.

@m mc%) @ @ & u»’j“;w-"w-vuwmu
wgﬁ{f

Reprenons 1'exemple du paragraphe précédent ol les trois points
A, B et C sont respectivement affectés'des coefficients 2, 3 et
-5. Imaginons deux forces.?k et Fa paralieéles appliquées en A et
B et d’'intensités respectives 2N et 3N.

La résultante de Fa ot Fe est une force_?ﬁc appliquée en

C barycentre dej =, parallele & Fa et Fo et d'intensité 5N

Cette force sera équilibrée par 1'application en C de la force
Fc telle que Fc = -F7c

Pour traduire que Fe est de sens opposé a ?ﬁk, on dira que son
intensité est -5N. v v

Déhs le schéna précédent, chaque point est le point ot doit &tre
appliquée la force qui équilibre les deux autres.
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De fagon plus générale, étant donné trois points A, B et C
affectés de coefficients o, B et y non nuls et de somme nulle,

tels que 1'un soit barycentre des deux autres, on peut associer

le schéma d'équilibre de trois forces paralleles et d'intensités
o, B et y.

a+ B +y=20
Sur le schéma d'équilibre précédent, on peut alors lire de trois
fagons différentes que chaque point'est Te point d'équilibre des
deux autres poinfs affectés des coefficients correspondants.

Ainsi ' B
¢ A est barycentre de wifaw

e B est barycentre de =%%a

e C est bafycentre de m%m

'cagco «Eﬁ ] I'e)

Bien entendu, le schéma précédent se généralise au cas de n

points par 1'introduction de n forces paralléles.
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2° Notion d'équilibre.
a) Introduction. ,
Etant donné n points Al, Az, ..., An (n 2 3) et n réels

1, ®2, ..., on non nuls et de somme -nulle, 1'illustration

physique précédente nous  cenduit & dntroduire 1a notion
d'équilibre:

On dira que 1'on a 1°'équilibre { 2: Az | An }‘

Si 1'un des Ai est barycentre des pour k # i

Exemp Jos »
—ZEhgies

1) Si C est le barycentre de 2

2
1'équilibre { ? g _g g ? }

IT en découle bien sar que

et que A est barycentre de

2) L'équilibre { ? g °§ g ? } traduira que

8 est barycentre de o

I est 1e milieu du segment [M.N].

Remarque :
ZEa gus

Dans le cas du théorame

est vérifige mais i1 est difficile de T'exploiter en terme de

il correspond au schéma d'équilibre de deux forces opposées

barycentre. On parlers cependant, de 1’équ11ﬁbre {m

appliquées en A.

Ceci nous conduit & donner une définition plus générale que
celle qui a &té donnse dans 1'introduction.
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b) Définition

Le systeme { A1 | Az | |_An

i | @z | 77 | an

} est un équilibre

si et seulement si

la fonction vectorielle de Leibniz qui Tui est
associée est nulle.

Notons que dans cette définition la somme o1 » ... + on est nulle,

sinon la fonction de Leibniz associée serait non constante, donc

non nulle.

Cette définition étend Ta notion d'équilibre au cas de 1 ou 2
points. De plus Tes réels o1, ..., on ne sont plus supposés non

nuls.

¢) Une caractérisation immédiate . ,
I1 découle de Ta définition précédente 1e théorame

suivant:

Az |
«z |

Le systéme { gi g } est un équilibre

I An
g(zn

s et seulement si

€1 * o2 v ... dn = 0

IT existe un point P tel que:

«1.PAT + ... son.Phn =10
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d) Exemples:

¢ Regardons d'abord ce qui se passe peur n = 1 oun = 2,

= Equilibre 3 un point: il1s sont tous de 1; forme {%%w}

= Equilibre 3 deux points: Si {m%m%ﬂ%m} est un équilibre

alors o + B =0 et sa fonction de Leioniz # est telle que:
?(A) =T, c'et a dire Bcﬁﬁ = T. 11 en découle A =B ou a=f=0.

Finalement les seuls équilibres & un ou deux points sont:

avec « # 0

e¢ Dans la configuration ci-dessous, B =st le milieu de [A,C] et

E est le milieu de [B,D].

A B C D : S s
{ 7 g —2.% 7 E 5 } est un équilibre.

En effet. la fonction de Leibniz F associée a ce systéme est
constante car 1 -2 + 1 + 0 = 0. Comme, en outre #(B) = BA + BC = [

? est nulle.

De méme, i1 est facile de vérifier que les systémes

ifi
=) ) o ()

sont des équilibres.

060 QueTs que soient les points A, B, C, D et E, Te‘systéme

{ g ! % ! g | g gﬁ% } n'‘est pas un équilibre car 1a somme
| { { | des coefficients n'est pas nulle.
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3° Modifications des écritures d'un équilibre

Théoréme:
Soit Ar | Az | ... |_An un équijibre.
a1 | az | | an v

D) En«permutant deux de ses colonnes;

2) En supprimant %w%%% 10%sque oai = 0;

3) En adjoignant une colonne du type éme?

lorsque Ai = Aj;

A partir de celui-ci on obtiendra encore un équilibre:

ot B est un point quelconque de T'éspaée considéré;

Aj
et Ema?% par la

par les colonnes

Ce théor2me se démontre facilement par transformation d'écriture

de Ta fonction de Leibniz associée.

Exomp Jes:

=l >

g B C
Etant donné 1'é&quilibre { E .
I 31 -6|

| o1
1 .

E | A
o171

on vérifiera facilement que Tes écritures suivantes désignent

encore le méme équilibre.

() )

o
£

]

| |
{A Dl ¢l Blc Y. f A} FL c] B D]
P2 N I e R } { 3 T T = T I I

ot F désigne un point quelconque de T'espace_considéré.

28

-}



4° Egalité de deux &quilibres.
a) Forme réduite d°'un équilibre.

Ce qui précede montre que 1'on peut, dans 1'écriture d'un

équilibre, ne faire figurer que des points distincts,

associés & des coefficients non nuls.

En dehors de 1'équilibre nul {%ﬁ“} , un équi11bre { %mé%n} }

pour tout L : «i % 0
sera réduit lorsque

pour tout i et tout 4 T4 # 4 => Ai # Aj
Pour obtenir la forme réduite d'un équilibre, i1 suffit de
supprimer tous les points a coefficient nul et de

regrouper . les points qui figurent p1usieurs fois.

Les propriétés 2) et 4) du théoreme du 3° permettent
~d'obtenir la forme réduite. En revanche, les propriétés 3)

et 5) agissent en sens invefse.
b) Egalite
Dire que 1a forme réduite d'un équilibre est unique

équivaut & dire que:

deux équilibres sont &gaux lorsqu’ils ont 1a méme forme réduite.

On pourra conclure a 1'égalite lorsque les seules
transformations effectuées auront été celles permises par
e théoréme du 3°.

c) Remarques:
mmm
¢ On peut noter 1'analogie avec la forme réduite des
po]ynémes (mieux connue des élaves). '
°¢ La diversité des éeritures d'un méme équilibre est du

- méme type que celle des &critures d'un méme rationnel.

000 Les diverses ecr1tures d'un méme équilibre
correspondent chacune & une description différente

d'une méme situation physique.
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5° Opérations sur les équilibres
B Addition

Théoréme
. Al Az
Soit { — e
deux équilibres
A1 | Az An | B1 | B2 | Bp
alors { = oy . an | F1 WE B “en Br

est un équilibre appeléd somme des deux équilibres donnés.

En effet soit ?iet ?ZTes fonctions de Leibniz associées aux
équilibres donnés.
Ces deux fonctions étant nulles, leur somme qui est 1a fonction

dé Leibniz. du systéme

A | Az | [ An [ B1 | B2 | I B
{ a1 | @z | ] av»g ﬁi_ﬁ B? - ] B est encore nulle.
D'od le résultat énoncé.

On natera el + ez Pa’samme des sgquiiibres e1 et 2.

Exemp le:

Comme { 2 g _g‘g =§ g % } et'{ ”g g g gw? } sont des équilibres,
{ Al BJl c¢c] o] al clop
Z 3 N R N R B I 2 B B

Apré&s modification d° écr1ture {. g

On écrira { 2 g ,.,2 g g }‘"{

g8 Multiplication par un réei:

‘} est un équilibre.

} est aussi un équilibre.
l

E

A
=2

B ] c
31 ,
) - )

Théoréme:
«r [ AL ] A2 | [ An ) S SN
Si { T T e est un équilibre et £ un réel
ators {—A1 L Az | ] _An eét un-équ%ifbre
fa1 | Raz | " | Bon -
appelé produit de 1’équi1ibre donné par‘Te réel 8

En‘éffét 1a fonction de Le 1bn1z associée ?’de 1'équilibre donné
“est nulle. I1 s'ensuit que la fonction &7 associée au systeme
{(Al_ai) s (Az,az) 5 =--5(An,an)} est encore nulle.

' D'od le résultat annoncé.

On notera be Je produit de !'&quilibre e par je rdef B.
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[

on pourra utiliser les régles de calcul dans un
espace vectoriel. Ainsi-

: . Al BJcC
1'é&quilibre { 7 =3 Bwimm}

Si besoin'est,

‘6° Equilibres et barycentres

Ne perdons pas de vue que la notion d'é&quilibre s'est dégagée
a partir d'une caractérisation plus symétrique du barycentre.

Les théorames su1vants prolongent celusi vu au (III-1).

Théoreéme (1)

Si G est le barycentre de 22 3 2; 5 ._g 3:
A1 | Az | ] An | 6
alors le systéme { ez = " on KD

ol o = -~
i

xi, est un équilibre.
1

B Mis

Démonstration:

On a, pour tout point M, (a1 + ... + an).ﬁ@ = aigﬁzi + VA

eo. ¥+ an.MAR

On en déduité a1 MR + ee- *+ anoﬁxn‘- (a1 + ... + an) .M MG = T
Autrement dit, la fonction de Leibniz

ﬂ E ﬂ associée au systéme
A1 | A2 I An | 6
{ TR BT R KR } est nulle.
Théorame (2)
g Si 1e systémev Ar | A l e An est un équi1ibre
~ ’ at |- az i "] an

aldré pour tout § e {1, ..., n 3} tel que ai so1t non nul,

Ai est 1e barycentre du systéme privé du coup1e i-§%{

fDémonstration:'

Soit i€e{l,....n} tel que ai # 0 et ?’1a‘fonction de Leibniz de
1'équilibre considéré.

On a F(Ai) = 0. autrement dit Y ai.AiAv=0  (C. Q. F. D.)



¢ Cas de trois points:

B Si G est barycéntre de '2‘ g

A B G ' ‘ PR
alors { = F =g } est un équilibre

. Al BjJc } . .
| Si { T F T est un équ1jjbre et si y# 0
A1 B

alors C est le bafycentre de <17

¢ Cas_de quatre points:

B Sia+B+7y 2z 0, dire que
| | Al BJlcC

D est 1e baryeentre de <1 F ] est équivalent & dire que
Al Blcl] b .
{;g-i 7 B;? E-a-ﬁ—y } est un équilibre

mE Si { 2 gfm%.g g g g } est_gn équi]fbfe ,gﬁ si & #io

on'peu{'conc]ure que D est le barycentre de 2,;_ 2 ’ g
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7° Equilibres et théoréme du barzﬁentre partiel

Les opérations sur les équilibres peuvent se substituer au
théoréme du baryvcentre part1e1

Ekemp?eg:

En termes de barycentres En termes d'équilibres

Si 6 est barycentre de Si on a Tes é&qu i1 ibres
A B cCf b ABBBQIDE
T 1 =1 3 ] -4 i -1 3,5 -4 |1
Si G' est barycentre de
A B C ot Al B ¢ | 6°
-3 T =T 31 -3
alors G est barycentre de on a, par différence;

6’| D 70 6]

5 = | ‘équilibre { 3T
. | ¢

g’

Si G'est barycentre de Si on a les équilibres
: A ‘B ] ¢© : Al B|] ¢ e
2] 5| -3 2§ 5| -3 5-4
Si B est barycentre de . '
A D| E ot Al D] ElB
3 7 1 sy 1] 175
alors G est baEyCengre de on a, par addition,
A Al D E C 0 . '
~3 13 T 7T 1 équwﬁjbre
i DIE | @6
ou encore de ) T =3
Al ¢l bl E
° | -3 | Ty o1 '

S T TR —
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IV - Equilibres et configurations

L 'Tntervention des Squilibres dans les problémes ést possible
grSce & la caractérisstion de certaines propriétés en termes
d’'squilibre.

i° Equiiﬁbre & trois points: Alignement

a) Sqit .{ 2 %'% g g } un équiiibre°

b Ou bien Tles {fois coefficients sont nuls: a = g8 =y =0

b Ou bien T'un des réels, o, B ou y est non nul: 1'un des
deux points est alors barycentre des deux autres et les trois

points sont alignés.

Ainsi: sia# 0, A est barycentre de e e

b) Soit A, B et C trois points alignés.

On sait déja que si deux d'entre eux sont distincts alors le
troisieme est le barycentre des deux autres. ,

(Si A # B, la droite (AB) est.1°ehsemb1e des barycentres de A
et B: cf II-3°- a ) G |

Cette propriété est encore vraie si deux (ou trois) de ces

points sont confondus.

A, B et C alignés & 41 existe un &quilibre {2 g 2 g 2}

‘(a coefficients non. tous nuls)




c) Une expression des coefficients

Si C est barycentre de mi %M%W , on a o.CR + B.C _ﬁ ﬁ

o ou B n est pas nul, supposons que o ne.soit pas nul,

CR et TB sont colinéaires et si BC = «.Z , on en déduit:

CR = .7 (cela si « # 0).

Si A, B et C sont alignés sur une droite de vecteur directeur f,

TP
£ A B c
5- ;

o

o,
)

am

il existe alors des réels o, B et y tels que:

BC = 0.2, TR =p.2 ot AB = y.7
Cn a A8 + E@ + CA = 3, done (o + B + y) 7 =70
' ' donc a + 8 + y =0

De plus: «.CA + B.CB = o. (.2 - B.(a.D) = 3

- On en déduit que: { Al .c } est un ééui]ibre (I1I-2°~¢c)

B
a« [ B
(La fonction vectorielle qui Jui est associée est nulle)

Ainsi a, B et y sont les coordonnées, dans une base f,
des vecteurs gﬁs CA et AB.

Remarquons que si B est entre A et C comme sur. la f1gure

ci-dessous:

(5
@

on a - AC = AB + BC

et 1'on peut choisir d'écrire 1'équilibre {HMMMQMJ”%iWwM@-

Lz notion de mesure algébrique permettrait d'écrire dans
tous Tés'cas: { Qf E _E E E_ }
2 5c | x| B

Mais cela s'avére rarement utile dans la pratique.
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Résumons les résultats obtenus

1° S5 {2 g g g g } est un équi“ﬁbren

alors 1'une des deux propositions suivantes est vraie:
B o =vB = %Y = 0 (On dira que l’équilibre est trivial)
@ A, B et C sont alignés

2° Si A, B et C sont alignés, ii’gxiste des coefficients

2 g 2 g 2 }Asoit un équilibre.

Cef équilibre sera dit associé aux points alignés A, B et C.

a;‘B et y tels que {

On peut choisir pour o, B et y les coordonnées de
BC., CA et AE dans une base 7. c'est a dire, au signe prés,
des nombres proportionnels éux‘iongueurs BC, CA et AB.

On peut ainsi s'appuyer sur la notion. physique d‘équilibre.

2° Equilibre associé a un quadrilatére ABCD.

a)

S5 A, B et C sont alignés

et si { 2 % 2 g g g‘g } est un équiiibhe:

s

< ou 6 =10
ou D est aligné avec A, B et C.

En effet, s1 & # 0, puisque 1'on a: 6. B + y.AC + B.A W=7,

et due Ac est colinéaire & m@ AD est éga1ement colinéaire & AB

En conséquence, il n'y a pas d’ équ111bre associé & la f1gure

su1vante, sauf si le coefficient de D est nul

DA

Ce qui précéde est physiquement évident.
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'b) Equilibre associé & un quadrilatére (au sens strict)

ABCD est un quadrilateéere au sens strict si trois quelconques
des quatre points A, B, C et D ne sont pas alignés.

On a alors le résultat suivant:

Si ABCD est, au sens strict, un quadrilatére,

alors il existe un équilibre { é g B 5 C ] g }

a coefficients non nuls, uniques & un facteur
multiplicatif prés

Démonstratibn

D est barycentre de AlB |c

a | B

Or, A, B et C &tant n@n'aﬁﬁgnéss (A.,B.,C) est un repére.

On peut écrire: AD = Beﬁg + ?:K@@ ce qui équivaut 3a:

| o AlB]ec
D tb t d .

es» arycentre de —— R
avec o = 1 - B - ¥, puisque le coefficient de Eﬁ est 1.
L'équfjibre obtenu s'écrit: { “2"B g 5 C 1 ? }

IT est te? qu‘aucun de ses coefficients n'est nul et 1'on
- peut prendre comme coefficients de B et C les coordonndes
de D dans Tle repére (A,B,C).
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o "Unicite”

—— S s S i

o o . AlBJclob }
Soit e un &équilibre {
{t Bl ¥y o

dont "‘aucun coefficient n'est nul.

- : AlBlCcliD $ 13
Soit e { < T BT 71 6'} un autre équilibre.

On peut éliminer D par la combinaison 6'.e - &.&

- | * [] 2 A B E C

t &l 1 ’ : ;
On obtient alors 1'équilibre {é'a—aa'ES'Bvﬁﬁié‘?—éY'}
Comme ces trois points ne sont pas alignés, on a:

8'a - ba' = 8'B ~ 868'= §'y - 8y' =0

d'ou '-‘-——'"B-—-=-6—- (C. Q. F. D-)

3% Equilibre & plus de quatre points dans le plan

a) Peut-on trouver un équilibre correspondant & 5 points?

' b) Si un tel équilibre existe, est-i1 unique?

¢ La réponse au a) est généralement poswt1ve toutbfo1b {(voir
2° a)) il se peut que 1'un des points ne puisse &tre
exprimé comme barycentre des autres ; par exemple le point
E ci-dessous:

-

E@

@

>
b’ﬁ.“
(]

¢ La réponse au b) peut étre apportée par un éontre-exemp?e

ou par la remarque suivante:

) ()

sont des équilibres e et e' toute combin

ison le + pe' est

un équilibre.

‘Ainsi si I est le milieu de [A,C]'et {(B,D], on bourra trouver

de nombreux équilibres de la forme { A g B g c g D g ! }

dont les coefficients ne forment pas de suites proportionnelies.
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(On rappeTle que le milieu est caractérwsé par par un équilibre

' 1] B
du type {a =7a] } )

Physiquement ceci est visible: on peut Taire wvarier les

. masses dans un des deux équilibres seulement.

4° Caractér1saiwon du para??éﬂisme

Soit ABCD un quaderatére (str1ct) et

& { :i g g g YC ™5 } 1'équilibre a;socié.

~a) Supposons a + B8 £ 0 (il en résulte y + 8 # 0)

IT existe I barycentre de A : g, et 1'on a
i'éﬁui1ﬁbra } A‘
o ) o ——(x-—B
On a aussi, par différence,f1°équi1fbre {‘ 1l cl.po }
o arfy ¥y | O
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b) Supposons a + B =0 (31 en résulte Yy + 6= 0)

Al B | g i D }

a | o |

L'équilibre e s'écrit alors {

On a, dans ce dernier cas: - _
‘pour tout point M «. (MR - MB) + y.(MC - MB) = O

Soit «.BA + y,§€-= T .
AB et‘Eﬁ étant colinéaires, ABCD est un trapaze.

Conclusion:

Etant donné un quadrilatare ABCD et

T=équ€?ibre assocﬁé { 2‘5 g g‘g g g }

0 Les droites (AB) et (CD) sont parallales & o+ B=20

L“équi?ﬁbre_associé & un tel trapéze s'écrit donc
{ AlBJclioD }
o [~a |y |-7

0 Les droites (AB) et (CD) sont sécantes & o + B # 0

Leur_point commun I est & la fois

et barycentre deiugu%—%—

barycentre de
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Remarqgue: Soit ABCD un trap2ze de bases [A.B] et [C,D] et tel

que les diagonales [A,C] et [B,D] soient sécantes.

On peut prendre comme coefficients de 1'équilibre: o = CD et ¥ = AB

En effet, on a «.AB + y.CO0 = ©.
On pesut aussi utiliser les prcjections‘ayant comme directions

celles des diagonales.

5° Trapézes et parallélogrammes

a) Parallélogramme

&l

La relation caractéristique AB C, tout comme les équilibres

B«

)

conduisent a

=i
g’

1'équilibre { g_
i

caractérist

que du parallelogramme.

Le schéma physique associé fait ressentir cei‘équi1ibre.\

Les quatre points A, B, C et D déterminent un para]]é]égramme ABCD

si et seulement s

i
on a 1'équilibre { ? §~? § % g_%—}




b) Trapézes (parallélisme et convexité)

0 La relation caractéristique: AE = 50§@9 tout comme les deux
.14 Al 1]c } { B|] I1]0D
é 1ibres + )
auniere { o f[-a-y{ ¥y < o [—o-y| ¥
conduisent & 1'équilibre { AlBIclioD }
o f |y |-y

(Le premier équilibre existe si « + Y # 0 et par conservation

du barycentre par projection, on obitient le deuxiéme‘équﬁiibre)

AlBlclop
a f-a |y |-y
du trapeze et du para]1é1 isme: (AB) // (CD) (« et & non nuls)

L'éguilibre { } est caractéristique

En effet 11 correspond a m,gﬁ + 3.C0 = ﬁ
oo Plagons nous dans le cas o0 o + y ¢ 0 (sinon ABCD est un
paralleélogramme).
Supposons de pTus que: (AB) # (CD).

Dans ce cas les diagonales (AC) et (BD)Y sont sécantes en I

qui'esf a la fois barycentre de

1% Si;a.et Yy sont de méme signe (ay > 0),
I € [A,C] et I € [B,D]

Le trap2ze ABCD est convexe
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2% S o et y sont de signes contraires {ory < 0)
I ¢ [A,.C] et 1 ¢ [(B,D]
Le trapeze ABCD est croisé

Les deux configurations sont analogues, les réles de C et D
(ou de A et B) é&tant échangés.

6° Le quadrilatere complet.

Soit ABCD un quadrilstére et

{ 2 g g g g g g } son équilibre associé.

On suppose .o + B, o + 7 et o+ 8 non nuls.

Alors:

o (AB) et (CD) sont sécantes en I barycentre de “%%‘

e (AC) et (BD) sont sécantes en J barycentré de mﬁgm_éiu et uﬁin D
o . o ¥y B 3

e (AD) et (BC) sonf sécantes en K barycentre de wémum%w et né}msii-
S i (x Y



7° Conséquences:

a) Convexité:
Etant donné une droite A et deux points A et B non situés sur
A, on peut choisir deux points C et D de A tels que ABCD soit

un quadrilatére et trouver o, B, ¥y et 8§ des réels tels que

{ Al g g c E g } soit 1' équilibre associé&.

¥

! A et B de part et d'autre de A { | A et B d'un méhe cbté de A}
' axf > 0 ' P axfp < O :

Ceci résulte du théoréme sur le quadri]atéré comp?e{_(6°)-

b) Nature du quadrilatére  ABCD

(d‘apreés les coefficients d'un équilibre associé)

¢ Convexe

ABCD convexe & [A,C] et [B,D] se coupenf'en J.
& oxy > 0 et Bxb6 >0

En pratique: les quatre coefficients a, B, 8§ et y (dans cet

ordre) ont des signes alternés: + , — , + , — par exemple.

On peut toujours supposer « > 0 (i1 en sera ainsi dans tout ce qui suit).

On peut ainsi caractériser ls convexité part le type d'équilibre:

[fA]lB]ClD }
ABCD convexe & {
L




ee Croisé

A partir du cas précédent on obtient deux quadrilateres
cro%sés:

Reprenons 1'ordre A, B, C, D.

ABCD est croisé

si et seulement =3 on a l'une ou T1'autre des deux formes

b)

Les équilibres associés sont du type

{ AlBJjclobD }' ot { AlsjJclio }
i+ -1 - +1 0 0+
af >0 et y6 >0 a6 >0 et By >0
(ACBD est convexe) . (ABDC est convexe)

Fighy fig a)
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eoe Fer de lance

ABCD en fer de lance avec D intérieur au triangle ABC.

a, B, ¥ sont de m&me signe et § est de signe contraire.

AflBlc]o
R

Si dans un équ%?ibre de quatre points, trois points ont des

On a un équilibre du type : {

coefficients de mé&me signe, lé quatriéme est le barycentre de ces

trois points et est intérieur au triangle qu'ils déterminent.

ABCD est en fer de lance

si et seulement s

trois coefficients de 1'équilibre associé sont de méme signe

. fAlBlcCclD AlBlcC|D AlBlcloD
soit: { + |+ ]+ ] - } ou {'+ + - [ + } ou {~+ - + + }‘
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¢) Quadrilatéres déduits d°'un équilibre & quatre points

Quqtre points du plan (dont +trois ne sont pas alignés) sont

disposés de deux fagons possibles (du point de wvue de Jeur
enveloppe convexe):

A o
&
D
ipe
) ,
c e B e C
Ié? Cas 2% Cas

Chaéun conduit & trois quadrilatares:
® en fer de lance dans le 1°7 cas

o é.e
®® un convexe et deux croisés dans le 2 “"Ccas

Chaque fagon est l1iée 3 un équilibre de type différent:

| e R '
{ + | + ¥ | - ou T B e quant au nombre
de signgs'mOihs (impair odpair)° ‘

C'est ensuite 1'ordre des points qui détermine dans le second

cas si le quadrilatére est convexe ou croisé.,

d) Cas du trapeze ( (AB) // (CD) ). On a deux.cas:

A

@+ B *+B =0 et axy< 0
{A-lsacgn} {AEBECED}
« f-a | y |-y @ j-a |y [=3
+ - + - + - - +



Remarquons que, ici, ACBD n'est pas un trapeéze

En représentant ACBD on aurait:

qui correspond & 'i'équilibre { 2 g g E_i g_g } avec af > 0

(ACBD n'a pas ici ses cétés pérai]é]ess ce sont ses diagonales qui
le sont)

8° La configuration du trapéze complet

On a vu (cf 3°) que ABCD étant un quadriliatere complet, 1la

- I .. AlBlcl]opD
considération de 1'équilibre associé _{ af Bl Yo }

montrait que:

a+ B =0 &> (AB) /7 (CD)

On a dans ce cas 1'équilibre { AlBlC @ L }
| « I« v 13

P ST a =7y alors ABCD est un paralielogramme.
P ST « # 7y alors (BC) et (AD) se coupent en J.
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On supposera désormais que que Jes points I et J existent:

c’est a direque a#y et oz -¥.

On remarquera le rdle analogue de [ et J par permutations, soit
de C et D, soit de A et B.

a) Alignement de I, J, M et N
Soit M et N les milieux de de [A, B] et [C,D].

On a Ha combwnawson d équm?ibres suivante:
) - et - B - ()
—a—yg o a+y - gwy ¢ [~2a [ o Yy =2y |y

| onhe 1'6quilibre f I | M1 N
Ce qui élimine A, B, C et D et donne 1'équilibre {;ZQ"ZXH Za) Zy}

Soit I alioné avec M et N ( I barycentre de

Ceci prouve que 1, J, M at N sont a?mgnéss mais est moins

simple que T'utilisation des homothéties.

. b) Réciproques

Si dans un quadrilatére complet les points I, JetM (ou les
points I, J et N sont alignés a?@rs (AB) /7 (CD) ).

- 81 dans un quadrilatere complet les p@?nts K M et N (ou les
points J, M et N sont a?1gnés alors (AB) // {CDy ).

[1] on a les équilibres {?63 éw
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Par soustraétﬁon, on &élimine D et on obtient 1'équilibre

Lorsque (IJ) coupe (AB) (ce qui équmvaut é oa # B, c'est

au barycentre de

Ce po1nt est e po1nt M m111eu de [A B] si et seulement si -B =
sowt o+ B =0, ¢ est & dire si et seu?ement si (AB)// (CD).

[2] La figure est plus claire en supposant J, M et N alignés.

On construit C‘ et D'en construisant le trapéze COD'C’, M est
alors le milieu de EC‘ D] (d° aprés a)).

Si 1'on avait C' # B on en dédu1ra1t que (AD BC®' étant un
para11é1ogramme) {C'B) et.(D-A)‘~se coupent en J.

Ainsi C' = B, D’ = A et on a bien (AB) // (CD) (C Q F.D.)
IT s ag1t en fait de la réut1115atmon de la partie directe.

L ut111sat1on des équilibres- sera1t ici beaucoup p1us longue.
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9® La cohfiguration de ThaTés~trianQTe'

IT s'agit d'appliquer 1la conservation du barycentre par
prdjection, ' '

~ a) Enoncé direct On Suppqse (BB'Y /7 (AA*°)

Si B est barycentre de —%F%nén alors B' est barycentre de ==
ou bien '

gi [B LAl

T } est un équilibre a?ors'{ g g é g i } est un équilibre

b) Réciproque C'est surtout elle qui intervient dans les probl&mes.

8 En termes de barycentres

B est barycentre -de u%m

== (BB') // gAA”)

QE» QE>

B' est barycentre de é%ﬁ

Autre forme (plus utilisée)

I est baryéentre de m%-um%m :
, , == (BB') // (AA")
I est barycentre de mgnun%m

s En termes d'é&quilibres

{ 2 2 ' %«} est un éﬁuﬁ?ibre
' - == (BB') /7 (AA’)

I A 8"Y .
{ 7T TF } est un équilibre

%&myuuwé on voit ici le Tien avec le quadrilatere cbmplet et
le trapéze complet.
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V - Les configurations et théorsémes de Céva et Ménéﬁ&ug

Les théoreémes de Céva et de Ménélaiis Jouent un rdéle
important dans la résolution des problémes d‘incidence:

alignement, concours, parallélisme ...

Leur connaisance simultanée est indispensable car, des
problémes de 1'un de ces types peut souvent &tre transformé en

probliémes des deux autres types.

La considération simultanée des configurations assocides
conduira ultérieurement aux notions de points conjugués,

d'harmonicité, de polaires de droites.

1° Les quatre aspects de la configuration de Céva.

(C1): ™ intérieur a ABC

(C3): M extérieur,"en cotée” (Ca): (AP), (BQ) et (CR) paraliales

(C1) et (C2) sont tout & fait analogues

(Cz) est vraiment-différent et d'utilisation plus difficile

(C4) est proche de la configuration de Thales. (M est Te point a
T'infini de, (AP)).
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2° Le théoreéme de de Céava (I1 s'agit de 1 partie d%recte)

On suppose que les points P, 0 &t R sent respectivement situés
sur les cé&tés (BC), (CA)Y et (AB) du triang?e ABC.

Enoncé: Sy (AP)g (BQ) et (CR) sont concourantes.
ou

Si  (AP). (BQ) et (CR) sont parallales

==

alors i1 existe trois réels o, B et y tels que:

R est barycentre de w%mumgm

P est barycentre de B

B

Q est barycentre de w%m

P <o =

correspond & o + 8 + y # 0 (concours)

correspond & a + 8 + y = 0 (para!ié?isme)‘

i1 suffit de consi d érer M comme

barycentrs de g 5 et de projeter sur chaque cats.

Par exemple selon (AP) sur (BC) on thient

P barycentre de

-t



e Cas

: on peut trouver B et y tels que

P soit le barycentre de

en posant « = - - ¥y (¢ + B + ¥y = 0) on obtient
. PﬂBc}
1'éguilibre !
a '{a!ﬁﬂx
qui se projette selon les équilibres. { 2 E g g z } et { 2 g g E g }

ce qui correspond bien au résultat annoncé.

3° Réciproque du théoréme de Céva.

(C'est surtout elle qui va servir dans les probléemes)

S'i1 existe trois réels o, B et y tels que.

R est barycentre de

P est barycentre de

Q est barycentre de

Q>®£O'®EW

=IO WP RiP

alors les droites (AP) (BQ) et (CR) sont
[1] concourantes si o« + B+ y # O

]
o

. Ej paralleles 'si o + B + y

Démonstration:

On réutilise la partie directe:

On considére le barycentre de

<O

IT est situé sur (AP), (BQ) et (CR).

. B P C
Ej En projetant 1'équilibre { B 1-B-yl v
. B o 'x .

on obtient les deux»équi?ibres '{'g‘g 2

)et{ f‘;H}

'@W =0

|
{
En éliminant A, on obtient 1°'équilibre {

qui.assure 1le parallélisme de (BQ) et (CR).

(On peut aussi dans le caé [j utiliser la configuratibn de
Thalés—-triangle).
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4°La _configuration de Mén&laiis.

Les points I, J et K sont des points situss respectivement sur
(AB). (BC) et (CA).

Sans les noms des points on a (évidemment) la

conf1gurat1on du quadrilatere complet (qui est contenue dans
configuration de Céva).

la

La distinction entre provient de 1'axiome

de Pasch: Une droite ne pebwané par aucun sommet d’un -
coupe 0 ou 2 cdtés (segments) de ce tr-vangie.

Jangle
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5° Forme barycentrique du théoréme de Ménélalis.

a) Théoré&me

60

_soient les barycehﬁrés de

Soit ABC un triangle et I, J et K trois points situés
(respectivement) sur'(AB), (BC) et (CA)

Si I, J et K sont distincts des sommets et alignés

alors il existe trois nombres réels a, B et y tels que I, J et K

A & B C C A

soient les baryéentres de “F" ° "By I

$'11 existe trois nombres réels o, B et y tels que I, J et K

Al B B | ¢
iI-8 ° B |-y

alors I, J et K sont alignés

soient les barycentres de

tne variente est Jlo suivente

I, J et K sont alignés
si et seuisment s1 ,
i1 existe trois nombres réels a, b et ¢ tels que I, J et K

Al B B cC
a b ° b § c
On y percoit mieux le Fien svec Je thdoréme de C8va.

{voir witérieuremsnt points conjuguss et division harmonigua)

Remargue 1: i1 est tout & fait possible de formuler[i] §

termes d'équilibres, mais on y perdrait Hci en

1isibilité de formulations.

)
Remarque 2: i1 est d'usage d'exprimer la restriction distincts des

Iz
sommets pour la réciproque, ce qui est inutile. Ceci

étant supposé pour la fofmuiation par équivalence.
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b) Démonstration
¢ Partie directe: I, J et K sont alignés.

I est un barycentre de A et B, donec il existe des réels o et B

tels que { é g_g gﬁza} soit un équilibre

J est un barycentre de B et C, donc i existe un réel y

tel que { | 5= B} soit un équilibre (car B # 0).

J

La somme de ces deux é&quilibres eét 1'équilibre { 2 é ]

Or les droites (AC}'et (IJ) sont sécantes en K donc

; C A
Kvest'Te barycentre de e
Y |-«

. ¢ Réciproque: a, B et y sont trois raels vérifiant

..............................

L'addition des trois équilibres

{ _8 IBEG} {wﬁmgmuwgwwm

I ] J I K }
‘équilib
donne 1°'équil | re S'GEY'ﬁE“"Y

ce qui prouve 1'alignement des trois points I, J et K.

cC | A]K
7 |-« Ea-x}

¢) Remarque: contrairement 3 ce qui va suivre i1 n'est nul
. L e

besoin, dans 1la réciproque ci-dessus de supposer

c |1 }
=¥ {B-ajy-B

les points d1st1ncts des sommets ou distincts deux

- & deux.
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6° Les formes tradﬁtionneiies des théorémes de Céva et Méné“ﬁaus°

On doit supposer les points distincts des sommets-

Soit R, S et T ces points situés sur les c8&tés d'un triangle ABC
RA_ SB TC

posons &= REECT*VA
Enoncés:
R, S et T alignés & £ = 1 (AR), (BS).et (CT) 1.,
& 8= -1
concourantes ou paralleles
Méenelalis Céva
Démonstration
RA SB TC

Posons 1= “Rg e 6= —FF~ et ¢ = f?§~ (on a & =:nx§m£)

Ce qui correspond vectorie??ement a:
§K=/L°§§>, §§=og§? et TC = ¢.TR

et du point de vue barycentrique a

R est barycentre de Q%Mf%%=,
) ' B C
S est barycentre de N
S Ve

T est barycentre de 'm,mwmfjf

as | -aol

D'aprés ce qui précéde (2°, 3° et 5°):

R, S et sont alignés si et seulement si ast = 1 £ =1
(Ménélaiis c’est plus)

(AR), (BS) et (CT) sont

concourantes ou para11é1esj si et seulement si ast = -1 (£ = -1)
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7° Exemple d'une forme d'intervention de ces deusx théorémes,

a) La procédure utilisée dans 1a démonstration des deux théorémes
et de leurs réciproques est trés'simp?e et, dans la pratique,
cette démonstration sera souvent faite sur le cas particulier
Tui-méme , sans citer le théorame de Céva ou de Ménsélalis, que
1'on se bornera & reconnaitre. ‘

IT est possible que les formulations soient p]us souvent en
terme d'équilibres qu'en terme de barvcentre.

Nous allons en donner un exemple bien que nous réservions
1'étude du fonctionnement de T'outil & un autre paragraphe.
L'exemple wvaut aussi par 1fﬁmportance de son résultat qui

servira aussi dans les problémes de méme nature.

b) Le théoréme de Desaﬁgues°

Les triangles ABC et A"B“C'bspnt tels que:
(AB) et (A'B') se coupent en C1
(BC) et (B'C') se coupent en A1
(CA) et (C'A') se coupent en Bg

Si les droites (AA'), (BB') et (CC') sont conéourantes,
alors Tles points A1, B1 et C1 sont alignés.

BRI

Sa réciproque:

A1, B1 et C1 alignés

et => (AA'), (BB') et (CC') concourantes
(AA') et (BB') sécantes ) ’

s'obtient en appliquant la partie directe aux triangles BB'C1 et CC'B3
Les cas de parallélisme sont a traiter différemment.
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Démonstration:

Supposons les droites (AA'), (BB') et (CC') concourantes en I.

On peut définir I comme barycentre de i i“ B 2 %. et ; gfi
en imposant a + a' = B + B = 3 + ¥ {(1'un des coeff%cients

restant arbitraire)
On z alors les équiﬁibr@@
{ A A1 B 1 B b Bl c i C“} ot { cl c' ] Al A }
e - s T S T

C1 &tant commun aux droitezs (AB) &t (A'B') on en déduit que:

. A B L . A B C1
8 Ci1 est barycentre de o et 1'éguilibre { =B B“d}

et de méme que:

B A1l est barycenﬁre de w%mnm%m et 1'équilibre { % _g ?ﬁé
2 &2 Eﬂggamasmri‘%m 4 1 iTibr C R Bi
m Bi gst barycentre de o et 1'équilibre { TR awy}

L'addition de ces trois derniers éguilibres conduit &

L5 . Ax] Bal Ci} . -
1'équilibre d‘olt A1, B1 et C1 sont alignés.
b 7=Ble—yFaf ° , g

On reconnait fdci une utilisation du théorame de Mé&nélalis que

T1'on a en fait redémontré&.
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VI - Recherches @”@gﬂﬁéﬁbmg

Lien avee les coos

41 !
1° Repérage sur une droite (AB) ' 3

a) Définition

Etant donné deux points A et B distincts,

1a droite (AB) est 1'ensemble des barycentres de

o et B décrivant R et vérifiant o + g 2 0 (II-3°-a)

fig 52

Le couple («,B) est dit systéme de

coofdonnées barycentriques de C relativement & (A,B)
si et seulement si

C est barycentre de

b) Expressioh

Nous avons vu au IV-1°-b que:
18 ]c
| B 1

avec o, B et Y proportionnels, au signe preés, aux
distances BC, CA et AB.

A, B et C alignés <= { A } est unvéquiiibre

Plus exactement, o, B et y sont proportionnels aux coordonnées
des vecteurs _8 TR et AB dans une méme base,

On peut utiliser:

® des abscisses (dans un repére quelconque): {cﬁbgaécgbga}

® des mesures algébriques: { i_ ?ﬂﬁ E_ }
Bcl TAl &

Exercices
El Examiner les cas de A, B et I milieu de [A.B]
E2 Comparer les positions de M{a,B) et N(B.a) sur (AB).
E3 Montrer que si M ¢ [A.B] alors o et B sont

proportionnels & MB et MA ou 1 et 1

MA B
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¢) Localisation du barycentre

Quitte & changer tous les signes on supposera o + B > 0.
La position relative de C sur (AB) est liée aux signes de a et

B de la -fagon suivantes:

&,

; S e ' & -
(+e “’) A (+9+) . B (""9 +)

E4 Comment sont caractérisés les points du segment [A,B]?
E5 Quel est 1'équilibre associé au schéma ci-dessous?
A B (o
1 1
] Y|

3 7

- N

N

2° Repérage dans le plan (ABC)

~a) Définition

Etant donné un triangle ABC,
pour tout point D du plan (ABC) on peut déterminer

un»équilibre {bi g g'g g E %u} avec o + B + y # 0 (i1~3“—b)

: g On dit que (a,B,y)' est un systéme de

coordonnées baryCentriqueiiggr rapport a (A,B,C)
; e’ : '

b)Localisation.

On peut supposer que o + B + 3 > 0

i | ‘ B__ @
Dans (A.B,C) le point D a pour coordonnées (m e N

En utilisant les repéres (B,C,A) et (C,A.B) on obtient la
distribution des signes ci-dessous:

@'s“s"‘) ('ﬁe'e's“"?

. (4.9-9.. . C e ;'.
YA s EINGEE
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E6 Comment sont caractsrs ed
(CA)? - actérisés les points de (AB). (BC) et

g7 Comment sont caractérisés Jes points intérieurs a
triangle ABC? | )

s

c) Expression. Dé&termination de B et y.

Etant donné un triangle ABC et un point D

L'équilibre { | B ] c E D j |
| Ty {*gm se projette sur (BC) suivant (AD)
selon 1'équilibre { ¢c | E

B | ?E/

Si E est fixé sur (BC) tout pe1nt de (AE) conduit au méme
couple (B.¥) (ou & un couple proport1onne1) '

Les triangles DAC et DBA ont pour hauteurs CK et DH qui sont
proportionnels, & EC et EB, (¢ autre part ils ont la méme base [A,D].

Ainsi, au signe prés B et Y sont proportwonne1s aux aires des

| triang?es DAC et DBA. (On remarquera que ceci correspond & une
répartition de masse sur 1a plaque ABC, si D est 1ntér1eur)

Oon peut utiliser des aires algébriques notséas ABC. On choisit

une orientation - et on obtient des aires positives ou

négatives:

-8sens positif
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Remarquons que: ® ABC = % x STn (Eﬁ,ﬂ?)

@ ABC = - ACB
m ABC = BCA
L'équilibre réalisé est alors
A_l AlBlcl D
cs|l {;BCEADCEABDB-ABC}

On vérifiera que cette  utilisation d'aires algébriques

correspond bien a la localisation du b).

Exerc1ce
ES Demontrer que 1'équilibre suivant (au demeurant fort

sympath1que) est faux:

{ AlBJlcCcloD }
oceicoAIoAs 1ABC

3° Extension & 1'espace.

On se donne wun tétraédre ABCD et on se élace dans le repére
(A,B,C,D). Les aires ci-dessus seront remplacées par les VOTUQes
algébriques de tétraédres selon la regTe du bonhomme d'Ampére.
Dans le cas c1~dessous, par exemple, on aurait. '

A B Jc Jo JE }

EDBCIECAD§E5§K5EKE§EKEEE
(ABCD désigne Te volume du tétraédre ABCD, etc...)

1'équilibre:
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4® Quelques é&quilibres classiques dans le triangle

Dans tout ce paragraphe nous utiliserons TJes notations

classiques concernant le triangle et les droites particulidres
qui Tui sont attachées.

a) Centre de gravits.

Soit G le centre de gravité du triangle ABC,

' ‘ . AlBJc]|e
on a 1'équilibre { T T T 17

E On montrera que G est s1tué sur chacune des tro*ns

médianes et que celles-—ci découpent Te triangle ABC en
sixX tr1ang1es de méme aire.

b) Centre du cercle inscrit.

0 I étant commun & deux bxssectr1ces 1ntér1eures, on montrera

qu'il est intérieur au trwangle ABC.
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oo On prouvera le résultat important suivant (& réinvestir)
(AD) é&tant une bissectrice intérieure:
g g g g_bEc} est un équilibre

oo On en déduira 1'équilibre { 2 g b ¢ / }

(Les aires ICB, TAC et IBA

sont en effet proportionnelles a a
b et ¢).

On aura ainsi prouvé que les bissectrices sont concourantes

c) Centres des cercles exinscrits.

0 IA désigne le point commun aux deux bissectrices extérieures

issues de B et C. On montrera que IAlest extérieur & ABC

D7

oo On prouvera le résultat important suivant (& re1nvest1r)
(AD') &tant une bissectrice extérieure:
b # ¢ (ABC non isocale en A)

Bjlc]j]oD' .
WEEE est gn équilibre

. ' 6qu s AlBlc] 1Ia
ooo On en déduira 1'équilibre {; 5T 1= ~b-c}

On aura ainsi prouvé que IAa est sur la bissectrice intérieure
issue de A.
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d) Orthocentre.

O On établira d'abord le résultat suivant:

Dans les deux configurations ci-dessus on a 1'équilibre

{ 8 g c_| HA} avec tan B + tan b Z 0
i

t3n é tan 65 /

(IT est inutile d'orienter les angles)

oo En‘exc1uant le cas du triangle rectangle, on montrera que Jes
trois hauteurs sont concourantes en un point H car on obtient
1'équilibre { A/\E' B ] ¢ H}

tanr Agtan égtan @@ /

On pourra s'assurer que #an ﬁ + tan @ + ¢tan é # 0

en montrant que tan ﬁ + tan'é + tan 6 =.'tan ﬁ x *an é x £3r7 6
oo On pourra montrer gua tan ﬁ - tan_@ et  tan é peuvent &tre
3 a b c
remplacés par R et
cos cos cos
A 8 é
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e) Centre du cercle circonscrit.

On sait.QUe Tes médiatrices sont concourantes en 0.

0 On utilise 1'équilibre ,{éﬁ B ¢ g } {(On a bien ABC # 0)

|
cBloAc o8 76T

On sait que:

|

©Q

)

ey
]

x OC x 0B » sin (OC,0B)

|

x OA x OC » sin (OR,00)

|

O
b3
3
]

x OB x OA x sin (OF,BR)

©
[w )
by
i

D'autre part: OA = 0B = 0C = R

A 1 B i
i

On a donec 1‘équi%ibré' { ;
| s7n (OC.58) ls7n (BR.08) | =1n

(0C.08) = 2(AC.AB). (OR.G0) = "‘K .BC) et (OB,0R) = 2(TB.TR)
Ainst on a 1'égquilibre { B |.c Lo }

Ceci prouve que s7n ZA + 7 2@ é # 0
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oo Variante
¢ On peut wutiliser Te fait gque O est 1'orthocentre du
"triangle des milieux” A'B'C' et
A | 8 | c' ] o }

2 tan ﬁ§2fan @EZfan @E /7

En orientant les angles pour continuer les calculs, on obtient

1'équilibre { A L L L O }
tan B + ton Cltan € + 2an Al tan A + tan B /

o Cette forme peut aussi &tre obtenue en uti]isant la relation
OH = OR + OB + OC et un résultat déduit du d):

( tan ﬁ + tan é + tan @)°ﬁﬁ = ¢tan ﬁ,ﬁz + tan éoﬁg + tan 6,5?

1'équilibre {

5° Probléme général de 1'alignement & 1’aide coordonnées barycentridues

Etant donné un'triangie ABC supposons que P, Q st R soient

repérés par les équilibres
- { AlBjlc]|lep }
ar] Bif y1] 7 J°

B P, Q et R alignés

si et seulement si

goetfe]
X
=<}
W
s A
gt

on peut trouver un équilibre

On va rechercher & déduire

Mais i1 serait illusoire de croire, sauf cas favorables, que
1'on pourva trouver, en contemplant béatement - Tes
coefficients, 1a bonne combinaison linéaire éTﬁminant
simultanément A, B et C, combinaison qui correspondrait a une

superposition d'équilibres physiques associés.

B I1 s'agit en fait de déterminer des coefficients = , 4 et =z

de facon gue:

e[e1] + ylez] + 2]

L*élimination de A, B et C se traduit par le systeme homogene:

ate + o2y + a3z = 0
(% Bie + B2y + B3z
Y12 + Y24 + y32

B
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o1 az a3
= B1 B2 Ba =0
Y1 ¥z ¥8

Ce systéme a une solution, autre

que la solution triviale (0,0,0)

Ceci donne une condition d'alignement mais ne précise pas la

position relative des points.

8 Dans la pratique, on pourra profiter de la présence d'un

zéro parmi Tles coefficients, mais, dans le cas général on

utilisera des procédés s'apparentant 3 la méthode du pivot.

Par exemple: _ : -
en éliminant C entre [=1] et 3], on obtient [e'1]
en &liminant C entre et al, on obtient

puis en éliminant C entre [2'1] et [2'2]. on est conduit
& un équilibre qui doit &liminer A, si P, Q et R sont alignés,
et qui permettra de préciser la position relative des trois

points.

On pourra procéder d'une maniére analogue pour prouver la
coplanarité de quatre points de 1'espace, mais les difficultés

techniques augmenteront.
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VII - Equilibres et harmonicita

SO

-~ Polaires

IT s'agit d'un theme sur 1eque1 va fonctionner “1'cutil]

barycentre et équm?mbres"

1° Points conjugués, division harmonique.

a) Définition en termes de barvcentre ouy d’'équilibre.

—
A

i
C

si et seulement s3
C est barycentre de

ou bien
si et seulement s3

on a les deux équilibres

= - () -

Conditions: o % 0, B # 0,

B

B

Deux points € et D sont dits conjugués par rapport § deux
points A et B (supposés dist%néﬁs)

o+ B #£0

On disait, naguére, que C et D divisait
le méme rapport 8 (101 £ = lBl )

et

le segment [A,B] dans

a - B #0

b) Propriété (Réciprocitsa)

S3 C et D
alors A et B

sont conjugués par rapport a8 A et B

sont conjugués par rapport & C et D.

En effet

Nous obtenons le méme coefficient pour D et des coeff1c1ents

opposés pour C.
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¢) Division harmonique.

% On dit que (A,B,C,D) est une division harmonique pour

dire que 1‘'une des conditions précédentesest vérifige.

Obtention et tracé.

Le cas des bissectrices (VI-4°) permet d'obtenir une telle

situation.

On construit C intériesur 3 [A.B] en utilisant AM = B et
ME = o, puis (MC) // (BE)., puis (MD) L (MC)

Ceci nous conduit & la configuration caractéristique du 3°

d) Repérage du milieu des con jugués .

A ¢

A
v

g
£
=3

&
=i
(=]

a
y

Enancé‘saus forme traditionnelle:
: ST C et D divisent harmoniquement [A,B] dans le rapport 4

alors le milieu I de [C,D] divise [A;B] déns le rapport 82

Plus précisément

Si on a les équilibres

8 @

alors on a 1"équ%§%bre

-8%
Pour pouvoir utﬁ?%sef le fait que I est le milieu de [c,Dl, 4t
faut avoir en C et D des coefficients €gaux. Pour cela on

multiplie [ec] par (£-1) e{_on remplace

=
£%.1

Ceci prouve que [ est extérieur 3 {A.B]
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2°Peints conjugués et quadrilatére complet.

s) Reprenons le travail et les résultats du IV¥-4°, 6° et 8°

Tous Tes points sont supposés exister.

Nous allons montrer que (I,J,L,N), (K,L,A,B) et (K,D,N,C) sont
des divisions harmoniques.

On a pour 1'équilibre associé au quadrilatére ABCD:

= A B cl]oD }
2 {a I B
=t les équilibres:
' A C J
(44 Y -y ®
A D[ I
a | o |-a~of °

On en déduit 1'équilibre

en calculant ﬂésg -

Ainsi on obtient 1'équilibre {mmwém

puisque les droites (AB) et (IJ

cli] J |
7 ﬁa+6§-a-y} en calculant
l

On en tire 1'équilibre [=s] {_g E

Ainsi on obtient 1'équilibre {

J N 'ou I J IN
a+d|-o-y|y-6 a+o] B+o|y-o
puisque les droites (DC) et (IJ) se coupent en M.

Ainsi (L,N,1,J) est une division harmonique.

On a 1'équilibre { K 1A E‘Em car (AB) et (CD) se coupent en K
-a~B| o | B
et 1'équilibre (BEQ 2 302 } d’'apreés
Donc (A,B,L,K) est une division harmonique.

On montre de méme que (K,D,N.C) est une division harmonique.
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b) Céva, Ménélailis et harmonicits.

Montrons que (B,C,P.,S) est une dﬁvision‘harmonique.

' . Ajlc] q AlB] R Ji
Des équilibres { T 7 =3 et { TP E‘G‘B} on déduit:

o J est barycentre de 5 g‘%4§ g car J est sur (CR) et (BQ),

et done S est barycentre de
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¢) Cas du trapeze comp et .

Pour montrer que (I.J,L,0) est une division harmonique,

e On utilise un équi?ibre associé a ABCD,

e On en déduit des équilibres & trois points utilisant I et J
que 1'on combine avec Tes équilibres traduisant le fait que L
et N sont les milieux de [A.D] et [B,C] de facon & obtenir des

équilibres du type { 1 s L é N‘} et { J g }

qui permeitront de prouver Te résultat souhsits.

3® Configuration caractéristique de 1'harmonicits.

Les droites Ao et A sont paraiiéles.

La configuration ci~dessus va permettre de caractériser

T'harmonicité et de construire des divisions harmoniques.
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a) Remarque:
RN ST T

Dans la configuration , c¢i-dessus on a:

(AB) // (CD), et, I, L et M alignés,
I est Te milieu de [A.B] & N est Te milieu de [C,D]

Ceci est une propriété de 1 homothétie ou résulte de 1a

configuration du trapéze complet.

b) A propos de la configuration [ F

A // (AM)

B est le milieu de [E,F] (ou I est le milieu de [P.Q]

Nous allons démontrer ce résultat de deux facons:

8 En termes de barycentres

Traductions de E P Es

Supposons au préalable que C soit barycentre de

A B
& D est barycentre de wﬁrmfjfu

= C est barycentre de w%}m

E

B

E F

& B est barvcentre de mT?mw?m



On a C barycentre de m%m%m%m, et par projecfion, on obtient

O est barycentre de wﬁa%wim, donc F est barycentre de mﬁmegn
o [-B o |B-o

. \ M| E D
B est situé sur (EF) et (CD) et est le barycentre de = F1h=e

(On avait pour C et F Te méme coefficient en M)

On en déduit que B est le barvcentre de g 5

C est barycentre de m%%mm%m
- donc D est barycentre de 2 _;
B est barycentre de m%wm%%ﬂ (forme barycentrique du théoréme

de Ménélalis)

(EF) /7 (AM) sinon 1a configuration est Impossible, car i1 y

a unicité de la direction qui réalise B milieu de [E,F] (voir

également remarque a) ).
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g8 En termes d’'équilibres.

On a 1°'équilibre { 2 g % E"“?é}

Traductions de [ Pi], [ Pz] et [

&> { A D } est un équi?ibre
o fi- B-a

B | | ‘g
iﬁﬁ} est un équilibre

B
B
» M E C 4 <
& { = B -G-B} est un équ111br§
F
B

-

{ f _Z gb?é} est un équilibre, par projection.
!
|

R e s

UAM} en projetant sur (EF) selon (DC)

F
B
. . . MIF D . .
On obtient 1'équilibre { ~ a} en prOJetant selon (BC),

puis 1'équilibre 2 B1D } en projetant selon (EF).

{2 7 7 B?«}+{§ . -23}={-2-ﬁaﬁ-}ﬁggg}'

On obtient 1'éguilibre { M % %_g_é} en projetant selon (FD).

a |

Commentaires:

1-On remardquera la plus gr@nde facilité de manipulations
des équilibres qui ne n%ceséitent pas de ‘“retourner

les relations” et se projettent aussi plus facilement.

2-0n a, a la fois une caractérisation et un mode

d'obtention des divisions harwoiques.
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4° Faisceaux harmonidues.

IT s'agit d'établir le résultat suivant:

Si quatre droites paralléles ou concourantes découpent sur

une sécante une division harmonique,

alors elles découpent sur toute sécante une division
harmonique.

¢ Cas des drojtes paralleles.

Cela résulte de la conservation du barycentre par projection.

¢ Cas des drojtes concourantes.

Cela résulte du 3°-a et du 3°-b

On dit que: ié faisceaﬁ des quatre droites est

un faisceau harmonique. o

79




' 5° Polaire d'un point par rapport & deux droites.

a) Conjugué d'un point.

Dans les deux cas de figure ci-dessus, on peut affirmer
d'aprés ce qui précéde (4°) que, si T'on fixe le point P, le
lieu de P° conjugué de P par rapport & M et NvTorsque P varie

sur A est la droite Aa (qui est fixe) privéée du point S.

On dit que: Aq est la polaire de P par rapport & Aa et As.

b) Construction de 1a poelaire d'un point.

I1 suffit de réaliser la configuration du 2°

Trapeze complet dans le cas de droites paralieles.

Quadrilatare complet dans le cas de droites concourantes.
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c) Réciprocité

P est un point de 1a polaire de Q
si et seulement g3

Q est un point de la polaire de P

d) Un moyen simple d'obtenir des faisceaux ' harmoniques et par

conséquent des divisions harmoniques : le parallélogramme.

Dans 1a configuration ci-dessus ABCD est un paralielogramme et

(AE) // (BD) .
@ Les directions des diagonales (AC) et (BD) sont conjuguées

par rapport aux directions des cotés {AB) et (AD).

8 on peut sussi utiliser un triangle et une médiane.
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Remargue: La configuration du parallalogramme caractérise les

faisceaux de droites concourantes (voir 4°). Ainsi:

((SA),(SB),.(8C).(8D)) est un faisceau harmonigque

si et seulement si

. . = =

i1 existe des vecteurs u et v tels que;

s > =» =» R .

U, v, U + v et U - v soient les vecteurs directeurs

de (SA), (SB)., (SC) et (SD)

Dans tous les cas {(SC) est une médiane du triangle SEF

(SC) est une bissectrice de 1'angle en S si et seulement si

elle est aussi une hauteur.

Ainsi Tes cdtés et Tles bissectrices d'un angle forment un

faisceau harmonique.

S1 dans un faisceau harmonique deux droites conjuguées
sont perpendiculaires,

alors ces deux droites sont les bissectrices de 1'angle
formé par les deux autres.
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6° Construction de la movenne harmonique & 1'aide du trapeze comp let

Montrons que: PQ est moyenne harmonique de AB et CD.

On pose PQ = 4, AB = 2 et CD = 4.
[A.C] et [B,D] se coupent en J

. AlBIJlC | D } . .
On a 1'équilibre { : qui se projette sur (AC)
4 viglele/ | ’ ¢

J } qui se projette Tui-méme
-2-4 .

selon 1'édquilibre

selon 1'équi1ibre. {

R i
VIO /IO

P .
= > c& guit entraine
-@-4

. . P
1'2quilibre { Z g_z g&+§g-@fﬁ}

On a de mé&me 1°'équilibre { : E-g gaﬁqg-é?y}

(On retrouvera par différence que J est le milieu de [P,Q])

Par addition des équilibres [= |

PPN cJolerp] 9
1'équilibre {2@ BOCE

_ 2 i} R - _2ey 2 _ 1.1

Donc P6 = = ¥ g .CO , -qu entraine 4 = vy ou F = - % m
.o . . e 11 1

D'ol la méthode de construction de A& vérifiant -y =

(résistance équivalente & deux résistances en paraligles).
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VIII - Emmﬁes de fonctionnement de loutil barycentre et équilibre |

¢ Nous ne distinguerons pas les problémes d'alignement, de concours ou de
paralielisme qui péuvent apparaiftre dans les &noncés.
En effét, paf exemp?é:
Le point P &tant commun aux droites (AA') et (BB"),
montrer que "les droites (AA'), (BB') et {(CC*)Y sont
concourantes” et montrer que “les points C, C' et P sont

" alignés"” conduisent au méme résultat.
Dans T1a plupart des cas, un probléme d'un type peut—&tre

transformé& en un problaéme de 1'autre type.

e¢ Les énoncés des exemples notés (I 1°7° S ) sont extraits de:
"Maths 1%7° Scientifigue", 1.R.E.M. de Strasbourg.

1° Exemple 1 (I 1ére S$) Etude d'une figure particulidre.

Enoncé | Soit'un_triéngie ABC et D Te point défini par AD = % ac
On note A‘ 1e,symétrique_deAA par rapport & B. '
Les droites (A'D) et (BC) se coupent en O

Montrer que O est le milieu de [B.C]

Remarqgue: 11 serait équivalent de montrer dque si 0 est le milieu
de [B,C] alors A', 0 et D sont alignés.
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a) JTraduction de 1'énoncé en termes de barycentres et d'équilibres:

Le point D est tel que: A0 = % AC 2

D est barycentre de

Le point A® est le symétrique de A par rappoprt 3 B -

B est barycentre de

; . AlB | Ay _
ou, on a 1'équilibre { = E T‘} =

b) Résolution en termes de barycentres

"] C

On en déduit que le barycentre de ? 7 g > est situé-a 1a

fois sur les droites (A'D) et (BC), c'est donc le point 0.

Ce point O est aussi (en regroupant A et A%) barycentre de wwmhévm

¢) Résolution en termes d'équilibres

L'équilibre

ClDJ a
mwmwmﬁ?* 3T prouve aque la

la droite (A'D) coupe [B.C] en son milieu 0.

'(On a les &quilibres {wwﬁww-i

On peut ajouter que (BD) coupe (A‘C) en unipoint I tel que 1'vn ajit

1 équmlibre—{WWAj 1“} . C est donc le milieu de [A", 1 1]

De plus on a 1'équilibre E'.E + |es] = { g_g }, qui
AG

C
2
prouve que (AO) coupe (A'C) au barycentre de mem%%n
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2° Généralisation de 1'exemple 1 _
Des points I, J et K &tant repérés sur les cotés d'un

triangle ABC, quelles sont les conditions de leur alignement?

(On supposera I, J et K distincts des sommets)

a) On pourra se reporter au paragraphe ¥ et chercher & utiliser
1e théoréme de Ménélaiis (réciproque)-‘

b) On pourra aussi envisager une démonstration directe.

Dans les deux cas on parviendra & des équilibres de la forme
Aacgz} {AHBQJ} {c&sgx}
s et
{ P L P

IT s'agit d'associer ces trois équilibres pour &liminer A, B

et C. car un équilibre de la forme { I g J g K } assure

T'alignement cherché.

Or i1 est toujours possible d'éliminer A et B et d’'obtenir

1'équilibre 2 gki g g g § }

Si le coefficient k'est non nul, C est barycentre de

I §J1K
af By

Dans ce cas I, J et K ne sont pas alignés sinon C serait sur

la droite contenant I, J et K et alors C serait 1'un de ces

points.

Autrement dit: I, J et K sont alignés « 8 = 0.
Ceci équivaut & dire que 1'&€Timination de A et B entrasne
celle de C.

Prenons un exemple: soit les équilibres
- { Alclh I }

L |
I, J et K sont alignés.

= - {'g g % g-g } .

et B mais aussi C, donc les points
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3° Céviennes

Des points P, Q et R &tant repérés sur les cdtés d'un
triangle ABC, rechercher & quelles conditions les droites
(AP), (BQ) et (CR) sont soit paralleles, soit concourantes.

On cherchera a &tablir les équilibres définissant P, Q et R
comme barycentres sur chacun des c&tés de fagon é’ayoir les

mémes coefficients o, B et ¥ aux mémes points A, B et C.

Si cela n'est pas possible, on obtient les équiiibres
AlB IR } Blclep } { AjcCclaQq } .
s : t e .
{aa-ﬁa N R N B B S R

est alors sur {(CRY et (AP), mais

pas sur (BQ) (lorsque o + B + ¥ # 0).

Si « + 8+ 7 =0, les quilibres { ﬁ g % g § }

entrainent 1'équilibre { £ _g s*i g § } et (CR) // (AP),

]
i
P BlR[C «
1'équilibre = 7 3 prouve que (BQ) coupe (CR) (y#y').
Autrement dit: on a la possibilité d'attribuer les mames
‘coefficients a8 A, B et C si ot seulement 3%

les droites (AP), {BR) et {CQ) sont

paralléles ou concourantes.

Sia+B+y=0 alors les droiteéusont parallieles.

Sia+B+y#0 alors g les droites sont concourantes et le point

s s e B s
_ « |l By
Remargus: On peut (toujours) éviter de se référer au théoraéme de De

........................

commun est le barycentre de

Céva et faire une démonstration directe
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Exemple 3-7

. ; AlBIJR BJlclep {A]C]OQ
Soit les équilibres { T3 E_Sﬁ} : { N et AR R

i g g est sur (AP), (BQ) et (CR)

Le barycentre de ? g

Exemp Té 32

. B IR Blciliep Alclaq
Soit les équilibres { T2 T3 } s {_4 EER } et { T34

- AlclipPriRr BBRBcaQ'
On en déduit les équilibres { TS =T T3 } et = ERERK:

qui  prouvent que }es droites (AP), (BQ) et {CR) sont
parralleles, mais le théoreme de De Céva permet d'obtenir ce
résultat car 1 -4+ 3 =0.
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ére
4° Cing exercices proposés dans (I 1 S)

IT1T s‘agit du TP 23 sur les problémes de concours. Nous

allons résoudre les exercices 1, 3, 4 , 5 et 7

Exercice 1: Soit ABC un triangle. Chacun de ses cdiés est partagé
2

N\

ANRRRRRN

Exercice 3 :

Esxercice 42

Exercice § :

2

A ) LARERCRURRERT

Exercice 7 ;
Z

R L SECRURTRVRRY

en trois segments de méme longueus. Les_ points I, J,
K, L, M et N sont définis par le dessin ci-conize. ‘
Montrer que Jes droites (IL), (JM) et (KN) sont
concourantes. .

Soit ABC un triangle. Les poinis A’, B’ e1 C' sont Jes milieux des cdiés {BC]), [CA] et [AB], e
le point E est défini par-ﬁ=§ AB.
Montrer que Jes droites (AA’), (B'C') et (CE) sont concouranies,

Soit ABC un triangle.
1. Placer les points I, J et K tels que :

o JIE(BC) et

[
]

o JE(CA) et

Al S &l
]
wv'w N fes

3

4
2. Démontrer que les droites (Al), (BJ) et {CK) sont concourantes,

e KE(AB) et

gzl

Soient A, B, Cet D quatre points non alignés.
On appellc G Je centre de gravité du wiangle ABC, 1 le milieu de {AB], J le milieu de {BC),

) — —_— . 2 — ]
K le point défini par cx=§ CD et L le paint détin par DL=1 B,
Montrer que les droites (IK), (JL) et (DG) soni concourantes.

Soit ABCD un quadrilatére. Chacun. de. ses cHiés -est
pariagé en trois segments de méme longueur. Les points-
LLEK L MN, Oe P sont définis par Je dessin
ci-contre. : : :
Comment faut-il chosir le quadrilatére ABCD pour que
les quatre droites (IM), (JN), (KO) et (LP) soient
concourantes? ' ’
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Exercice 4-1

) . AlB I B L | C
On a les équilibres { 5 g 7 g—B } et { 7 E‘3 g 5 }

: s e e v AlBlc]liI]L

dont on déduit par addition 1'équilibre { 2T 2T 213
. " , . I G ] 1)L
Si G est 1'isobarycentre de A, B et C, onh a 1'équilibre 5= =3

Ainsi G est 1e milieu de [I,L].
On montre de mé&me que G est Te milieu de [J,M] et [N,K].

Exercice 4-3

On peut conjecturer que le point cherché est le milieu de

[A.A"] et [B.B'].

. AlB]E ‘A I Bl ¢
On a les équilibres { T T3 } et { =TT
Alslc .
Le barycentre F de 7T 7 est alors sur (AA') et (CE).
F est donc le barycentre de '?(  ? ? ?
T T
& g
F est donc le barycentre de 5 5 (F est le milieu de [B*,C'])
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Exercice 4-4

Sans figure on peut écrire les éguilibres

)

A
3

I B ]c
7 2 T
71 4712

Le baryéentre de

e

Exercice 4-5

On a les équilibres { ?lg-g g‘g }

Le point G intervient par 1'équil

SaEaxs

2 g g est donc sur (AI), (BJ) et (CK)

o P Al Jdle
~on déduit les équilibres { I B }

A L |oD 6) L
- est 1'équilibre =7 5T 5 } > ¢e qui prouve
que la droite (JL) coupeiEDQG] en son milieu.
. R K D I G .
- est 1'équilibre {_4 E B 3 } - ¢e qui prouve

que la droite (IK) coupe

21

[D,B] en son milieu.



Exercice 4-7

1) Les points A, B, C et D sont coplanaires dés que les droites
(IM) et (JN) sont sécantes.

2) Nature des quadrilateres IPML et JKNO
On a les équilibres

AL
_{2 -3 ] -3 1}‘

ciLilsy) _ M 1D .
Z -3 | 1 =3 1

En calculant [e1] - [e2] + [e3] - [ei] on obtient

P

=il 0O

LA |
{31

Par analogie JKNO est un parallelogramme.

1'équilibre {;g g }, donc IPML;est‘un parallelogramme.

3) Dés_1or$, pour que les droites (IM), (JN), (KO) et (LP) soient
concourantes i1 faut et i1 suffit que les parallelogrammes IPML et
JKNO aient méme centre; par conséquent i1 faut et il suffit que

que les quadr113téres IJMN et KLOP soient des para11é1ogrammes.

4) IJMN est un para11e1ogramme & ABCD est un para11é1ogramme
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5° Exemple 2: Le probléme-ZG(”

Soit un paralleélogramme ABCD et un point E situé sur la droite (AC)

La paraliele & la droite (AD) passant par E coupe les droites (DC)
: et (AB) en F et G. :

; La parallele 3 la droite (AB) passant par E coupe les droites {BC)
% et (AD) en H et 1I.

i Les droites(GH) et (IF) se coupent en J.
C Démontrer que:

1° Le point J est sur la droite (AC)
2° Les droites (BF), (DH) et (AE) sont concourantes.

on déduit

E e
7} |
7} oo )
E
3

1° De 1'‘équilibre { 2 J

les équilibres { :

Le barycentre de

RIG N \NO

i est donc situé sur (IF) et (GH),

' . 3 I G
c'est donc le point J. On a ainsi 1° équilibre { / « <1 B }

Si on appelle O le m111eu de [I Gl]. on a 1'équilibre. { |6 E }.

|«
. JJo}lEY P
L'&quilibre 7 T2 B » Prouve que J est sur la droite (0E).

Ainsi le point J est sur la droite (AC).

2° Ce résultat est en fait le méme car on 1'obtient en permuttant
les parallélogrammes ABCD et AGEI.
Remsrque: On aurait Pu également utiliser 1la configuration du trapaze

il 14 LJH |F]s
complet et 1'&quilibre { & |~a-PlatBl=c

(A)Activités géométriques en Seconde, IREM de Bordeaux (1981)
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Exemple 3: Question de milieux (I 1%7°5)
: Données: = Un triangle ABC
Un point M
B A', B' et C° les milieux de {B.CJ., [C.,A] et [A,B]
B P, Qet R les symétriques de M pPar rapport a A', B® et C°
2 G et K les centres de gravité de ABC et PQR

Questions: .
1° Montrer que [A.P]., [B,Q] et [C.R] ont méme milieu L
2° Quel est Te milieu de [6,K]?
3° Quel est le milieu de [M,K]?

I p
=1

Lo oy

i§1 donne T'équilibre { g E T g T—} qui prouve que

[A.P] et [C,R] ont _méme milieu L
Par analogie: [C,R] et [{B.Q] ont méme milieu L
Ainsi [A,P], [C.R] et [B,Q] ont méme milieu L
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2° Pour chercher le milieu de [6,K], on doit utiliser G et K avec

les mémes coefficients.
G et K &tant les barycentres de ABC et PQR, on a

les équilibres {“G [Aa]BlcC } = {

T 2
6| KIlA]lB]cC]P R
Lea + Eeﬂ:{-sg-sgagaglgiggg

D'autre part L étant le milieu de [A,P], [B.Q] et [C.R] on a les
s AJlPL Blaoij]L 6 | K ]L
équilibres { T T2 } s { T2 et T =2

on obtient

®
o

Ainsi en "retranchant® ces trois équilibres &

6 _|
=3 |

1'équilibre { _g s % } > donc L est le milieu de [G,KJ.

3° Pour faire intervenir M et K on doit utiliser [a1], [e2]. [e3]

donc G est le milieu de [M,K]J.

On a la disposition suivante:

M G L K
1 1 | 3
i o ] | S i

Remarque: Le problaéme a été traité aussi bien dans 1'espace que

darns le plan. |
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7° Exemple 4: D'aprés Tangente n® 2

g Données: = Un triangle ABC

& @ Trois points P, R et S situés sur (BC)

§ @ La parallele & (AS) passant par P coupe (AB) en P°

£ # La parallele a (AR) passant par P cbupe (AC) en P"

% Démontrer que:

% les droites {(AP), (BP") et (CP‘)lsont concéurantes {ou parailales)
% si et seulement si ‘

§ P est le milieu de [R,S]

a) Cas de concours B) Cas du parallélicme

On peut trouver des coefficients «. B et y (avec « arbitraire) pour

m - () - -

En prOJetant sur {(BC) on obtient Tes équ111bres

avoir les équilibres

v } e.'é;:f = R g g g ; } qui par addition donnent
cjp }
Y i/
g_i gzz } est un équilibre
6‘ est un équ111bre et p# 0
{ _2 / } est un équ111bre
t |

&5 | * ﬂeeﬂ sont des &quili bres

(AP), (BP") et (CP') sont

concourantes ou paralléies
{(a + B+ 3y #0) (¢ + B+ y = 0}

(Hypothéses du théoréme de Céva)
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8° Exemple double

Deux situations bien connues qui n'en sont qu'‘une.
a) Formulation 1: Problémes 10 et 11(2)

% Les droites qui Joignent les projetés d'un point selon et sur

les cétés d'un parallelogramme se coupent sur une diagonale (ou
g bien sont parallales & cette diagonale).

b) Formulation Z

Les milieux (M, N et P) des diagonales d'un quadrilatere

% comp]et sont a]1gnés.B o

3

L'homothétis de centre A et de rapport 2 ram2ne la démonstration de
1'alignement de M, N et P & celui de 1'alignement de I, J et K,
quadrilatéres AEJC et ABKD &tant des paraTTéTogrammes.

les

@,\Activités géométiriques en Seconde, IREM de Bordeaux (1981)

97



c) Pour faire coS¥ncider Jes formulations 1 et 2 i1 suffit de placer

ainsi les points sur ia configuration 1:

d) Démonstration

On a les équilibres

gui par soustraction doennent 1'équilibre |

En projetant on obtient les équilibres
P~ _ [ C']| B | K — _ [J ] cCc]}]c
leal = {-—a' {a+b|-b } et [es] = {-b [btcf-c } )

cieal - aﬂesi est 1'équilibre

et (JK) coupe (BC) au barycéntre I de.méﬁf

auEmeEssomms

&

Si a = ¢ JKDE et JKBC sont des trapeézes d'apreés

Ainsi (JK), (ED) et (BC) sont concourantes ou paralléles

Dans le cas du quadrilatéere comp'let‘ 1'eXistence du point I est
assuréea.

Le cas du parallidlogramme est également traité pages 14, 15 et 16

dans “Equilibres" Hamel, Lachaud et Sinégre (IREM de Rouen, Ma7
1988).
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9¢ Exemple 5:

La propriété a son origine dans le probléme suivant proposé aux
éléves:

Etant donné une droite A et un point A, non situg sur A, et dont

%.on connait le symétrique A' par rapport & A.
Construire, a_la régle_seule, le symétrique d'un point B de (AA').

Aﬁ

Chaque anné&ée, certains €léves, proposent des constructions qu'il
est difficile de justifier au niveau considéré. En voici trois: Tles

droites sont numérotées dans 1'ordire de construction.

a) Bonnet: 4°%"° (1983)
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b) Joussein: 2° (1988) 6 A

7

A?
' figb 7
c) Robl: 2° (1989) = 8 A
s 6
4
. B
\ )
A
0
3 \
1
9 _
A fig ¢ 10

B Evidemment, i1 ne fut pPas possible de valider

immédiatement Tles
constructions de ces é&laves.

& En apparence différentes, ces trois constructions n'enh sont qu'une.

Voici la construction minimale: ‘ '

4 .

Ai
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® Bien que non épurée, Tla construction de Robl donne la c¢clé& d'une
Justification au niveau Seconde.

Cette construction est valable si 1la figure admet effectivement A

comme axe de symétrie. I1 suffit pour cela que les droites As et A7

'soient symétriques par rapport a A , et donc, que les droites As et

A7 soient symétriques par rapport 3 (AA');

A Robl i1 fut répondu que ja construction serait valable si 1ls

- propriété suivante était vraije:

Soit un triangle ABC et (AH) 1a hauteur +issue de A.

Pour tout point de (AH) on appe11e E et F Tes intersections- de {CM)
et (BM) avec (AB) et (AC).

La droite (AH) est axe de symétrie de la paire de droites {(HE), (HF)>

A

fig e
Cette propriété est bien connue lorsque M est 1'orthocentre du

triangle ABC (triangle or{hique), mais peu ou‘pas connue Torsqué M

est un point quelconque de la hauteur.
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4

Démonstration:

(I1 n'est pas question, &tant donné le niveau considéré, d'utiliser
les faisceasux harmoniques, les polaires, etc ...)

La démonstration c¢i dessous donne un exemple d'intervention des

équilibres dans un probléme de symétrie (et d'élignement).

A o

Soit U’ =4 U) et Pt = o(oA)(P).

Montrer que (OV) = o(oA)(OU), équivaut & montrer que 0, U' et V

(OA)(

sont alignés.

=[AlPrPla]s )
11 exfste un éguilibre = { = TP a7 qui entratne

={PE 0]
p

les équilibres
: {-p-al q

]
arm)
i

et

e
Wi

La symétrie conduit a T;équiiibre

= = {(-4)

a [-a-pf| p

Plojer
P [-Zpj P

On a aussi 1'équilibre

[=] = {

} car 0 est miljeu de‘[P,P°]
On peut donc repérer P' sur [0,Q] par 1'équilibre [e7] tel que

= m-E -

q {-p [p-q

En faisant intervenir U° en considérant 1'é&quilibre jgi tel que

e

pour tester 1'alignement de V avec 0O et U' on

obtient 1'é&quilibre =1 = =] - ] = {2 [u | V} ]
~ p-af-a-pla+q
Cet équlibre prouve que les points 0, U' et V sont alignés.

En reprenant
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I|- ELEMENTS DE COURS

gf‘i { Barycentres et Equilibres

ez L :
i ELEMENTS de COURS

Pour la Classe de Seconde

Les ‘éléments de cours correspondent 2 un travail de géométrie piune,

mais les situations peuvent érre présentées dans I'espace. Une extension de
ce chapitre & l'espace ne pose aucun probléme, si ce n'est de représentation.
Il est méme souhaitéblve que les images mentales, lides 2 I'aspect physique
soient congues dans l'espace. ' '

PROGRAMME DE PHYSIQUE DE SECONDE (extrait du B.O. février 87)

/MECANIQUE/

I. Le mouvement.
=£_Mmouvement,
I La force.‘

HL. Centre d'inertie, quantité de mouvement.

V. Equilibre d*un solide.

Exemples d'Eqﬁilibrev d'un solide dans les seuls cas suivants @
= sous 1'action de deux forces ;
= so0us l'action de t-fois forces non paralléles H
- sous l'action de deux forces apbliquées. le solice Btant susceptible de

tourner autour d'un axe fixe.






I.A "ETUDE DE QUELQUES SITUATIONS UTILISANT|
ET INTRODUISANT LE BARYCENTRE.

~ 1°) Recherche d'un .E‘i. d'éq li.

Les points A, B, C sont alignés dans
cet ordre.

" La tige [A,C] est supposée sans masse et
tournant autour d'un axe passant vpar B,
les forces et le mouvement étant dans le

" plan de la figure. o
Les forces d'intensité o et v  appli-

quéesen A et C sont paralléles.
Par conséquent, la réaction du support

leur est paralléle (intensité B)s

Lorsque 1'équilibre est réalisé on a :

. d'une part B = (o + )
. d'autre part le moment résultant par rapport a
ce qui correspond ici & 1'égalité :

(1) « AB = v BC (voir figure 2)
Ceci suffit pour placer le point B sur [AC].
Compte tenu de la position relative des points
la relation (1) peut se traduire vectoriellement

pars _ A_ fig. 2
(2) « ﬁ + Y EE = 6 . o
PLacer Le point d'équilibnre sur fa R | B
balangoine schématisde ei-contre : 10sL‘ ' ‘? A lgo
Fig. e,

Equitibrer, poar une masse conrecte,
2a balance ci-contre :




- La situation est dans 'espace mais la teprésentatnon qui la traduit, schématise
une projection sur un plan (orthogonal 2 1'axe situé en B).

- Si l'on craint de représemer les forces en jeu par des flaches, pour éviter le

voisinage avec BA et BC on peut mettre des bétons, des gros points, des
plateaux de balance...

b) La balance romaine

Le principe est le méme, mais c'est la
position du point C qui est recherchée,
la masse correspondant & o est lue en
'regéid de C,

'On équilibre en C »avec une force d'intensité M  fig. 3 | Ty
fixée v, Ia force appliquée en A et la réaction ’
~appliquée en B. ‘ : '
On doit donc avoir ¢ « CA=( +8) CB (3)

qui s'écrit ici vectoriellement o ChA + (-aey) TB = 3; (4)

A 1'équilibre, la situation est le méme qu'en a):
4

5
'8

@ avec B = -a-y Ny

O Oeee0e0000000000000000005000000000000000000000000080060500000000000000

Placer Le point C pour |

néalisen £'équilibre avee RN e
une masie SN en C rig.e3
30N ,
J

L'équilibre Etant rcalise,
neprésenten Les fonrces ap-
pliquées en A et C.




brouette, n. f. 1 Autref. Chaise fermée a deux roues, tirée

par un homme, 2 Auj. Petit tombereau & une roue et deux

brancards qu’on pousse devant soi. o
Orig.—bas lat. birota, & deus roes. [

¢) La brouette

= > O e o 0 o0 > D T @

L'axe est en A. _
L'intensité de la force appliquée

en A est encore déterminée par
la relation (1), lorsque 1'équilibre
est réalisé.

On peut dire aué_si que les forces appli(;uées en B et C s
que : B AR = v AC (5), | .

soit, vectoriellement : («x)AB +y AC =T (6)

'équilibrent et

@c0ccc000ire000000000000000000000 POOOEODOEO000000000000000G0C0000

On exerce en C une gonce de 2008 '
a) O doit-on plLacer sun (AC)

un poids de 1200N 7
b) Méme question avee 400N,

@ 000000060 000000 ° 000000000900 00000006600

Les trois exemples a), b),. c), sont trois aspects de leviers et se
traduisent par le méme schéma d'équilibre :

'avec: 0_!+B:+'r'=0 4 Fig,G

‘Les problemes sont relatifs & la détermination d'inconnues dans
la liste A, B, C, e, B, ¥, de fagon que I'équilibre soit réalisé.



O o = o 0 2 2m 5 20 e e o o G €m s e s

O R et o 0 0 o o o o o e

Les tiges sont sans niass_e,

Le schéma est dans P'espace et

A, B, C, D sont coplanaires.

On recherche ta position de D dans e plan (ABC).

Le point P est e point d'équilibre

M conmesa
@]

. 6
pour les forces appliquées en B et C.
Le point D est Je point d'équilibre P
pour la force appliquée en A et la résultante ':
des forces appliquées en B et C. ‘
_ _ -
On a ainsi : o« TA + (B+y) DP = T et ® +q)

B PB 4 Y FC =0
Dcnc(x'[-)?ﬁ + B ﬁ%+75&=6> (7)
(en utilisam Ja relation de Chasles).

Fig. 7

° o800
o.eu'onononoocoaooueooea0aooeaooaoooooooneneoaoooeooeoobﬂbO eoocece

Fa@cé;an"ééhé’iﬁd anazogue, a celud
de £a figure 7. avee o2, Bevs= ]

o 0000000
060000000 4
ceg.ooooeaaeavoocebooaboc.aeoeaaouabuaaoooe:poeouaeeﬁaon ° "




2°) Moyennes

—— > - e e e B e P e e 2 e T e W B o

Un candidat a obtenu & un examen les 4 notes suivantes avec

les coefficients correspondants - notes | 8 | 9] 12 | 15"
: coeffncxents' 1 ' 2 I 3 i 1

On peut représenter cette situation ' } { -
par un diagramme en bétons : . 8 ¢ . |

ey

ou par celui-ci 8 : Fig. 8

qui rappelle la recherche des équilibres au (1°)

Le calcul donne m = 1x8+2x9 +3 X'IZ+IXIsgsoitm=11
1 +2+3+1

Sur la figure 8, E apparait comme le point moyen ou. le point d'e’quailibre
dans les repré_sentétionsdes notes. o

Il est inchahgé_ si les coefficients sont remplacés par des coefficients
proportionnels. |

On percoit également la possibilité de faire des regroupements pour la
détermination de E. '

Voicd Les neauztata d'un dQVOL& not¢4<[4| '9 liolllllz
a) Placer, sur une dfcoote gnaduée e“ectx.ﬁ l | l,zl l l
chaque note en &ep&ééentant éan j-

effectif. el

b} Cateuter ta moyenn¢,4@32"?¢¢51dﬁ53¢udi4;




O e s 2 e 2 e > e O 0 o 20 D o 0 € Lo o > P B D > o e e

Pour un é€leve, on note chaque trimestre la moyenne en mathemathue et en

physique. On représente ce couple par un point du plan.

Chaque éleve est ainsi représenté par trois points A, B et C dans I'ordre.
On se propose de le représenter

par un seul :point. physique

(point moyen). . . v

On a plusiéurs possibilités : A !
' t

1) Placer chaque trimestre
a égalité. 10 4 -.--.',_-._-__,,.]._.,_-_Q_—_-
'2) Attribuer les coefficients

]
. ol oo
-1, 1, 2 & chaque trimestre. 8 a T
3) Donner les coefficients ; :
i, 2, 3 & chacun des \

. ' “Fig. 9
trimestres. i
i
i

' math.

I} [] 'i 8 ] (1
0 8 10 12 14 1 X

Dans chacun des cas, le point obtenu a pour coordonnées les moyennes en
Mathématiques et en Phy51que (avec les coefficients correspondants)




Faire les constructions en regroupant les deux premiers trimestres.
1) On obtient P, centre de gravitg de ABC.
2) On obtient

le milieu de- [CY, C]: PZ"

3) On détermine Q, point moyen, pour
les deux premiers trimestres, que I'on
affecte de 3, Py est alors le milieu de [C, Ql

Fig. 10

On donne #r0is points
par Leuns coondonnées .
Determiner £e point moyen . | A B C
pour Les coefficients indiqués .

x |11 ] 7 13

y |9 |12] 6

coefficients | 2 | 2




B

BARYCENTRES DE DEUX POINTS
PONDERES.

l'—SC'H—E' MA D'EQUILIBRE ASSOCIE,
EQUILIBRE A TROIS POINTS

1°) Propriété et définition

Etant donné deuk réels o et B, de somme
non nulle, affectés & deux points A et B,
fa relation (b) : « CA + B_Gﬁ =0

définit un point G unique qui est dit

A |B b
barycentre de ®)
o B

en effet (b) équivaut & :

AG = a8 Y

a + B

Vocabujaire

Le couple (A, o) est dit point pondéré.

On dit que A est affecté du coefficient o/

oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

Indiquealéa'aetatian vectonielle
définissant Le point C,

A

B
barycenine de

Précisen C comme barycentie
de A et B Lorsque Lion a :

9 TR - 4TB =T

Du point de vue physique, la recherche
de G correspond & la recherche sur
(AB) du de
résultante B de deux forces paralieles

point c'application la

d'intensité o et B appliquées en A et B.

A =>
-R

-2

Fig. 11

A 1'équilibre, la résultante équilibre la
. réaction qui est d'intensité vy et l'on a:

o+ B +y =0

) \ Les points A et B éiant donnés,
constrwine chacun des schémas
d'équilibres dans Les deux cas

sufvants

A
a) C est Le barycentre de —
3

: A
b)- B est £e barycentre de —j
3

8,,‘0 le

Que peut-on remarquer ?

\ Traduire en tenmes de banycenine
Le schéma ci-dessous : '




Fig. 12 T lei e=5 B=3 e v=-8

Schéma d'équilibre associé.

2°) Repérage du barycentre

_— — Penser au point d'équilibre permet d
La relation &G = é AB relie G ~ P q perm e

o + B conjecturer la position du barycentre
3 A et B et donne immédiatement un d'aprds les valeurs de o et 8. En
‘moyen de placer G sur (AB). particulier : _
Elle peut se lire : | "le barycentre est du c6té du plus. lourd"
G est d'abscisse £ J ' o
( a + B 3
dans le repdre :
' p : }}B) A $ . : B
Ex. 1: AlB i
X G barycentre de Tz if | G
0 2/3 ' Fig. 13
! : 3 "
A G B
' . Physiquement, on peut estimer la posi-
Ex. 2: G barycentre de A i B tion correspondant & 1'"égalité" des
' -3 moments.
0 1 32 A | ‘E‘
A ‘ B _ G . | G
oeneausqoaunooveuoucaouoaeanocoeevoleoeqccwceeounevet‘; aaaaaaaaaaaaaaaaaa -;!E Fig, 14
" Placer sun La droite (AB) Les |
trhods points G,,, G2 et G3 s 3
G; est Le barycentre de %——-% | ;
G, est Le barycentre de -‘g———?— 3
, Al B ’
G3 ws@: celul de 31
3°) Cas particuiiers
a= 0 G=8B : Evicents physiquement.
B 2 O G E A A PR av . i B
¢=B8 G =1I(milieu de [A,B]) T
Fig. 15

A et B sont a égale distance de l'axe
10 '



4°) Caractérisations

L'utilisation de la relation de Chasles permet}
de montrer que les relations suivantes sont

équivalentes :

(b) «GA + BCHB =T

AB

avec sa version : A(

(m) | Pour tout point M :
(« + B) V(E = QVK + Bﬁg_)
— 1 — —
(ou MG = —1 (« MK + 8 MB’)(m,)
(p) | 11 existe un point P tel que

(a+B)FG>=a—FK+Bﬁ>

(m) est urtilisé lorsque 1'on sait que l'on 2 |

un barycentre G.

(p) est utilisé pour prouver que G est un
barycentre.

A

11

¢ On a un aspect plus symétrique avec les

équilibres :

Si o + B =<y, On peut écrire

g Pour tout point M

(m)<=>%qu+BM§+7M(§ 6

(m)=>a+8+7=0
(par différence)

Remarque :

De »méme :

§ Il existe P vérifiant

(p) <=>
e PR+ 8 PR+ 4+ PR =T
Définition : On dira que l'on a 1'équilibre
s AlBjC 2
(e)
I

i si I'on a la relation (m) :

. ; -
éPourtoutM;aTvTK+B_M_§+yﬁ'€=6

! Rema.rgue _1 s

(m) => o+ B4y=0 (par différence)

Remarque 2 :

s +B+y =0

(m) <=> SH existe P tel que

) 2a?7\>+ 8 TE + YPC =T




Déginin G comme barycentre de A
et B :

o s con 0 e @0 an

Les zelations suivantes définis-

sent-glles U, V, W comme barycen- 1
thes ? -
\ Préeisez La aéponse.

a) 3P0 = 4 PK - P8

b) 4 PV = 2 7&>+ 7B

Les points A, B, C et D vérifient :
~ A8 =T+ 3D

" En déduine sans cabeuls £'aligne- .
ment de B, C et D.

Si aucun coefficient n'est nul, 1'équilibre

B

traduit simultanément les 3 propriétés *

C
A est barycentre de R
A]C
B est barycentre de S TF ™
C est barycentre de é——-g—- .

ainsi, (e) assure 1'alignement de A, B et

Le point 1 est Le
milieu de [AB].

Donnen La notation

de 2'équilibre associé,

A Quelle aeﬁatéoh
vectonielle comezspon&
2'¢quilibre ; '
SA B Cz
U | s ]|-4f

Quel est Le schéma associc ?

oo w oo a

Quel &quilibre connespond & :
P est Le barycentre de -2

—

1 |-2

En déduire Q comne
barycentre de P et R.

12



5°) Propridiés

a) L'ordre des points est sans importance.

b) Les coefficients o, B, Y peuvent &tre remplacés par des
coefficients proportionnels (on peut les multiplier (ou les
diviser) par un méme nombre k non nul)

On peut ainsi fixer, si on le désire, un coefficient ou la somme
Ces coefficients. .

Exemple : Déterminer des coefficients (positifs) convenant pour définir B

barycentre de '2 ] ¢ dans la figure ci-dessous :

En pensant aux moments de forces ap-
pliquées en A et C, on peut choisir
de voir ‘B comme barycentre de

avec comme coefficients : BC | BA

v ' ou bien :

BA | BC

Remargue : La notation adoptée permet d'utiliser la proportionnalité des deux
~Enargye -

aQ

suites de coefficients affirmée & la propriété (b).

Al C
B est barycentre de...., —1—
10 | -30

si I'on veut { en A : .., i} -3

-1} +3

PE—

-1/2| 3/2 ... Somme 1

-1/3| 1 ... si l'on veut 1 en C,

°Haooa°°o.5woolcca-e¢=¢ooeqaa-oooeoooeqotzooeaenoo eeeeeeeeeeeeeeeeeeeee ©0090000060000000000000000000 ©00080000900000900000000800000 e

 Determiner un systeme de coefficients o et g pour que C 504t Le
barycentre

al o =1
by B =1
C)'a46=7

13



6°) Localisation du barycentre :

A 1B
a) G,barycentre de , est un point de (AB).
a | B

b) Soit M un point de (AB). _Il existe un réel x tel que

—s —» Co B2
AM = x AB, expressionquiest de la forme m AB avec B = x et a = 1-x.

A|B
M est donc barycentre de -
: 1-x] x

Ainsi

(AB) est l'ensemble des barycentres de A et B

c) G est entre A et B <=> TA et GB sont de sens contraires

<=> o et P sont de méme signe

(car « GA = -8 GB)

Exercice : Soit I le milieu‘ de [AB]
Montrer que G est un point de la demi-droite [I, B)

si et seulement si | B8 | > | o |

Panmi Les points M, N, P, Q, Lesquels ne peuvent pas étne £Le
barycenine G :

AlB
de. . ?

(Indication : on peut €cnire L'équilibre
La position de A). ’

14



7°) Coordonnées.

Dans un repére, le barycentre a pour coordonndes les moyennes
(pondérées) des coordonnées respectwes des différents points.
Cela résulte du fait que G est le point moyen du systéme de ‘points pondérés,

omme P e o
et de la relation (m') : OG = E%E(u OA + B8 OB)

ocaovoeoooouc-eaeuqo-ouunoe-nanoaeeaeoaooeeooueeuuoaoovuecaauunuououoeooonsooeooo

Dans un nepdre, on donne Al ; 7) et B (=2 ; 6). Caleuior fes

coordonnées de G, barycentre de

1

On donne A0, 7) et c|7, 4) . Détenminer fLes coorndondes de B

Al B

de fagon que C s0it fLe barycentre de
: 315

(On pourra encore éEenine 27 Cquilibre assoxi€ et définin B
comme. barycentne ou bien désigner pan x et y Les coorndonnées
de B).

15



8°) Constructiens

g} la relatign.(a + B8) Vé = @ M-K + Bﬁg conduit & la Qéthode

du parallélogramme : S
A partir d'un point Mo hors de (AB) - '
on construit M og = o Mo‘g +B M og

GE(AB)NY(MS) .
oooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo Bl

Fig. 17

Les points A et B étant donnés, comstruire @ Ueude de La
méthode du peralfélogramme :

AlB
a} G barycentre de ——
213
b) H barycentre de _i___i
I 1-3
b) Usage de la proportionnalité {Thal2s) _ | ;ﬁ'

On trace en A et B deux
paraliles, que I'on oriente
différemment.
On "place” a en B

et B en A

: GA B8
On a alors B~ &

Cette méthode utilisée en physique fonctionne
bien si I'on saity & l'avancel localiser G (voir 6°)
ce qui donne un moyen de contréle.

©0C09009000000000060000000000000800000 ¢ooccean ®eo0

UtiLiser Lo méthede des panafldfes déenite ci-dessus

. _ Al B
a} pouwr comstruine G barycentre de  —f—
1,512,5
AlB
b) pour comstwine G barycentre de —f——
: 113

16



ilI. BARYCENTRE DE PLUSIEURS POINTS. BARYCENTRE PARTIEL.
EQUILIBRES PARTIELS.

La situation est dans !'espace ou, si nécessaire, dans un plan.

1°) Généralisation de la définition et des caractéristiques.

a) (b) s'éerit o TA + 8 GB « 'y-(—}'é b =20

et définit un point G unique lorsque s =0 +B + ¥ +..f 0

b) La relation

(m) s'écrit : pour tout M

g o R N
SMG:uMK-%ﬁ MB>+ ‘YM(?-&-.,...

' on W =

) | e=s
)
o
Q
9
o
)

L]
e
o)

c) (p) s'écrit ¢ 1l existe P tel que

s PG = o PE + ﬁﬁ>+ ¥ C +...

d) L'équilibre associé % l i é E e §
: [+ Bl ¥ 1§ =5 Jecofoor

permet de redonner un des points comme barycentre des autres (si son coef-
ficient n'est pas nul).

aaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaaa

Caracténisen des divernses facons déenites ci-dessus
' BlcC

: A
Le point G est baryceninre de _{»
11213

17



2°) Exemples particuliers

A|B{|C Al B

a) Le barycentre de est celui de
a | B |O ) o | B
AlB|cC -
b) Le barycentre de est le point A
a | 01]0
A |B]|C
¢) Le barycentre de est dit isobarycentre de A, B et C.

Ce point est le centre de gravité du triangle ABC.

A', B', C' désignent les milieux des cétés.

N/ Al B|C
G +GB +GC=0 c G est barycentre de
: ' 111 i
or.'C_'K-a-Cfg:ZCrC? ' o
Donc. 2 E-C?' +f‘§& -7 C' est barycentre de B
SRR 1]1
1
Donc G est barycentre de c C
2 1

On retrouve le résultat :

Dans un triangle, les médianes sont concourantes en un point situé sur chacune

d'elle aux % a4 partir du sommet (6@ = % TT).

18



. Placer G1 isobarycentre de A, B, C.
~+ Placer G sur (GID)

- Montrer que G est un point de

3 autres droites analogues.

B
- Montrer que G est situé sur les
trols droites qui joignent les milieux
des arétes opposées du tétraddre.
Placer L'isobarycentne de A, B, C et D e
B c
-————"‘“ﬁf‘—’/
Af .
. fig, ¢
: 27
D

3°) Propridtés
Comme pour un quilibre ’abtrci‘s points
¢ l'ordre des points est indifférent ;
00 les coefficients peuvent éire remplacés par des coefficients proportionnels.

4°) Exemplesde comstructions de barycentre de trois points. B

Placer G barycentre de

a) Le point G vérifie :

AC = ; (2 AB + AT)

G est donc des coordonnées (%— ) -1;) dans (A, B, C)



b) La relation 4 MG

MR + Z—M*§‘+ MC peut s'écrire :

MR + 3 MB avec E barycentre de B l C

2 |1

4 MG

(ou bien 4 MG = 2 MB + 2 MB' avec B' milieu de [A,Cch
On peut donc (de deux fagons)

se ramener au cas de deux points
comme on le fait (physiquement)

pour équilibrerun mobile.

Réatiser de deux fagons La construction

AlB]|C

11316

de G barycentre de .

5°) Conservation du barycentre (ou des équilibres)

a) La définition vectorielle
ermet de montrer que le barycentre
d ) due o Danyeents, - A —]
est conservé pa._r projection, par symétrie : Fig. 23
par translation, par rotation...par
homothétie...
A' IC! B!

Par éxemple :

Toute projection conserve le barycentre

de deux points.

C'est-a-dire :

d A|B _ . Av | B
‘G barycentre de —-—-}-— => C' barycentre de ——-l-——
a | B R

a |8

C'est une forme d'énoncé du théordme de Thalds (A_C>= k AB => ATC7 = k ATBY)

20



Lomsque & esr 4
g

on peut projeter selon ure direction,

c
-

211

A i
Ici f“jj B |

o

G est le barycents e de

A
T PR (1)
Dans la direction de {GC),

G et C se projettent sur {AB) en F.

de o i___m

F est donc le barycentre

car il est barycentre de

(4 ME = WE + FIA + 2 W8 <> 3 UF = WA + WB)

. g
(On peut rajouter une colonne i  (avec n # -3 ici))

R T LI LY
Supposons un équilibre du type ¢
(1 |-t]|2 |2
projetons le sur (AC) selon {GR} et sur (GB) selon {AC)}
AlcC G™
On trouve : | barycentre de e
i 2
Bl G
et { barvcentre de
112
on a donc (GC)/(AR) (

Ce qui était clair vectoriellement

VA - VB + 2 WC - 2 BT = <o>BA + 2GR = 1
©9 T/ld/u{&@ 2 QQ&L@&M(‘ obienus
29 ;

~en projetant sun fes cétés du
Indangle et selon fes directions
des droites passant par G ba&yaen@;a

de A S B g ¢ |
“““?““"‘*“‘;‘

=en ufilisan ﬁ“ Souillibno

{A]B 2 9

FIRRE

21
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6°) Barycentres pastiels. Equilibres partiels.

On a vu que 1l'on pouvait dans un équilibre faire intervenir des
€quilibres ou des_barycentres partiels.

AlB|C

Si Z est le barycentre de
a | B Y

On peut écrite : s MG = (a MA + B ME + y MC) + 6 MD + ...

=(m+847)ﬁf+'éﬁg+,o;

Ce qui prouve que I'on peut, dans la détermination du barycentre de
points poindérés, ou dans un équilibre : '

- soit diminuer le nombre de points en remplagant plusieurs
d'entre eux par leur barycentre affecté de la somme des coeffi-
cients correspondants, SRR T ‘

- soit remplacer un point par plusieurs dont il est le barycentre.

: A}l B} C
Exemple : Construction du barycentre G de
— ; _ 1 12 |3
A! C E B ! C
a) G est le barycentre de
‘ ~ 1]1]2]2

Or, B' est le milieu de [A, C].

: : B? BiC
G estdonc le barycentre de ‘
e ' 2 |22
(isobarycentre)
BTG -2 A
AlB

b) Si E est le barycentre de
2

. i
G est le barycentre de (milieu de [E, C]).
313

22



. Du point d¢ = équilibres, on peut considérer que I'on a additionné :

au a) SA B c‘czgaub) gAlBlclcz

2123!/5% il2031/)

SACB'z | SAB‘EQ
LI R D P R B P P

faat [ETORLILIER
4 55 2-2 -3 SS‘
plelc]py

~ --~-=-% Un équilibreé4points: 24 i 3‘ ] |2$
. : - + -

Chaque point est le barycentre des trois autres avec les coefficients correspondants.

23



Dans l'exemple précédent (6°)

_Les équilibres

jAalBlc]ey
2112'3 '?65-

et

donnent par superposition -

.

. (c l Gnl E) -
1'équilibre et milieu). .
4 2 31-61] 3 S o ' ‘

| D) (B|G F'z

5§53 6|4

24



Iv. CENTRE D'INERTIE DE PLAQUES ET SOLIDES HOMOGENES.

1°) Propriétés
| Soit [ le centre d'inertie.

On admettra que :

2°) Exemples :

a) Si le solide admet un plan 'de symétrie P, ‘alors 1€ P

b) Si le solide admet un axe de symétrie 4, alors I €4

c) Si le solide admet un centre de symétrie c'est le point I.

d) Le centre d'inertie d'une plaque tiiangulaire ABC est
I'isobarycentre des sommets (centre de gravité).

On peut, en partageant en triangles, déterminer le centre d'inertie

de toute plaque & contour polygonal.

a) Le marteau

On sait construire E;, H et F centres
d'inertie de ABM, BMD et BDC, Ici’
G est I'isobarycentre de E, H, F. .
De plus, GE(ER) .

et GE(F])

O o o e, v G Yo €2 o e 0 € o €

b) Le disq_ue troué

1€(A0) e
O est barycentre de —

On a 1'équilibre

car les masses sont proportionnelles
aux carrés des rayons.

25

- Fig. 30|

figure dans le plan de :symétrie




onc.coo.qe-o-oo-aonon.co-ooeocoaoueeueuanoooq,.g,.qgqoguggog

Placer Le centre d'inentie
de La plaque homogéne

S

ei-contre, qui est fonmée
de deux parallélogrammes .

oceoeoogo'noe-anoaceeoooovcuo.-naqoooooeeoaqoouoaoeeeceeoeooeeooooeoaooeo

Peacéa'ze centre de gravité

des deux boules de nrayons

respectifs R et 2R et de A
centres A et B
(avee AB > 3R)

»a'.ocoou-eoo'o-o.ueoce-qaaoeaoaooaeuoacuqaeeecocoeungwooooeoauouoaeuoen
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Il | EXERCICES

Barycentrés et Equilibres

EXERCICES

Pour la Classe de Seconde

" DANS TOUS LES EXERCICES, LES ELEMENTS PHYSIQUES DE LIAISON
SONT CONSIDERES COMME ETANT SANS MASSE.,

,_—] Dans le schéma ci- contre, placer
sur (AB) le pomt d'équilibre G. r
(La force f_ -est le double de la ?; ' ‘ ' i
force T )

R A |

oooooooo

i 2 l Placer sur le schéma, la résultante
T et son point d'application C.
(On sait que F; =3 ?z);

oooooooo

7l

Indiguer des nombres de billes
de méme masse que 1'on. peut

placer dans’ les plateaux A et B.

27
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Placer le point d'équilibre correspondant.

l 6 , Placer le peson de

la balance romaine

On place en A une masse de 20 unités
et en B une masse de 30 unités.

eaco

A

40N 4

, 7 ! Vérifier et compléter le

had el Shad TP R sty

déterminant 8

l 8 l Quelle est (en kg) la
" dans le plateau de la
balance romaine ?

O o e ow o v o= -

masse

oooooooo

oooooooo




, 9 Levier : Avec un effort de 200N, j
" quelle force peut-on équilibrer

en B ?

oooooooo

10 i Brouette (ou levier).

Quelle est la force
a4 exercer en B ?

f 11| Compléter le schéma_d'équilibre .
" ci-contre, en déterminant B et 1 G

son coefficient. A

@ooo60000

R l_l-;l Les quatre notes sont affectées des coefficients indiqués
notes|7,9[10llil
coeff._-vzl 1" 3 l 7 ;l ] I

1°) Représenter cette situation sur un schéma.

- 2°) Prévoir la moyénne sur le schéma puis la calculer.

oooooooo

29




oooooooo

!13 | La moyenne pondérée des notes 10 et 16 est 11,5. De quels coefficients
~ ont-elles été affectées ? ' ' |

oooooooo

l14 Un éleve 2 4 notes dans le trimestre. Quelle doit é&tre la quatridme pour
" avoir juste 10 de moyenne ?

notes | 7 | 8| 11| 2

Coeff. h/sl i | i | i

oooooooo

’15»' Notes: 7 8 9 10 11 12 13
RN S R S PR
A S, ¥ eeeeee

Représenter dans un repére du plan les points : A(12,6), B(6,12),
© €(9,12) et D(8,12). | | A 5
Déterminer successivement : E point moyen de T 2

F point moyeh'de ? 113 g’ et G point moyen de A{ I

c|D
714

B |
T

oooooooo

| 17 I Moyenne par classe. Moyenne par: éleve.
T Trois classes ont pour effectifs 20, 20 et 40
Quel est le nombre moyen d'éldvesdans la classe d'un éleve ?:‘
- (40 éleves sont dans une classe de 40) -

Compares avec la moyenne par classe.

®cv000c00
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IIB Expliquer la facture EDF suivante :

"Consommation du 16.04.88 au 16.08.88
105 jours & 0,4959 F. + 15 jours & 0,5112 F.
soit 120 jours & 0,4978 F."

cccccccc

l19 | Calculer les proportions de vin & 7 F. le litre et h 12 F. le litre qui
correspondrait & un vin & 10 F. le litre.

IZO' Déterminer en fonction de 1'unité choisie les efforts en C et D.

luT‘ ’ v "

Lo i

D..
A ¢ A

oooooooo

|21'

Unicités
A.
o

ad el

1°) On sait que G est barycentre de

et de ——‘——( (‘3 # 0)
Montrer que. B' =B

A
2°) En dedune que 51 G est a la foxs barycentre de —{-—- et de o

B
B’

les couples (cx B) et (") sont proport:onnels

: ors B|C
3°) En déduire que si on a les équilibres sA I B|C z et SA | B | 2

za|8iws zu'ls'lw's

alors les suites (o, B, _'y) ( al, ’ 5*', ") 's'o:nt'lmb‘p;r'}cipdrt.vionnelles’.

4°) Montrer que si l'on a les équilibres sA- B GQ et S i 2
pour quatre points A, B, C, G, l « | B 7/ S | zu g |/ S

alors B=C

uuuuuuuu
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22; Deux points A et B distincts étant dennés, placer, en utilisant 1'abcisse de
" ce point dans le repere (AB) (ou le repére B,A) le barycentre de A et B
dans les cas suivants : ‘

A A | B AlB Al B
a) 7 L 76 B VE c) ?»’Jr?i“ d) '172'}173'

oooooooo

|23 ! Méme exercice que le précédent pour ¢

Al B A B Al B Al B
) 4515 R T "f‘)'-'s"JF-z" VL

V2 | V2

oecoee0s

i24 ! Méme exercice que les deux précédents avec :
| A | B A.| B A|B A|B
e T
1500} 4500 10701 -5.10" Bl 1{-10

oooooooo

izs g Etant donné deux points A et B,

1°) Déterminer le point C de telle sorte que B soit le barycentre

A C
de 312

2°) Déterminer D tel que A soit Batycentre de % _3

oooooooo

526 E On sait que C est le barycentre de 2 _%

Utiliser 1'équilibre associé pour donner B puis A comme barycentre des
deux autres points. |
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,27| -—}-—-+— est un éthbre Donner chaque point comme barytentre

des deux autres.

nnnnnnnn

Ona:7ChA-5CB = pour trois points ABC donnés.
En introduisant un point M, écrire cette relatxon en utilisant

MA, MB et MC.

En déduire chaque point comme barycentre des deux autres.

E

oooooooo

l29 i a) Montrer, _sans calcul, que la relation 7 KB = 5 K& + 2 K¢ entraine
'alignement de A, B, C.

b) Faire de méme pour : 3 KA - 5KB + 2 KC =0

eeeeeeee

l 30 | Les points A, B et C sont alignés.

Montrer que l'on peut trouver des coefhcxents o, B ety tel que pour tout
point P on ait : v PC=o PA+B PB

oooooooo

|3_1 i Déterminer dans le repére (A,B), 1'abscisse du point G

A |B
barycentre de 17

°
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|32 Déterminer dans le repére (A,B) 1'abscisse des barycentres
"" AlB B|A

dem "~ et de 317

N

- 2
< T T ¥ ¥ ¥

oooooooo

|34_ A partir des relations données, définir C comme barycentre de A et B

) 'A‘(f—% AR b) AC - -—AB> &)AC.“ J_J_ﬁ
3 AB

c) AC -—g—_A—B> Cd) AR - 7AB> S)Ac,

oooooooo

lgs' A B C
—_ &}

: 3 ]
L4 L] ¥

1°) Déterminer 3 coefficients pour 'équilibre associé.
2°) Déterminer ces trois coefficients a/B,'r en imposant :

«a=2 ; B=1 3 y=10 sy o+ v =1 (succeséivement)_

oooooooo
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,36 1°) Dans la figure ci-contre, A est AC
le barycentre de E C : ) T

Expliquer pourquoi, sans mesurer,
les nombres suivants ne conviennent pas :

(2;1) 5 (-2; 1) 5 (35 -10) 5 (V2; V2)

2°) Donner en mesurant une estimation des nombres B et Y.

ooooooooo

|37 l Etant donné trois points alignés A, B et C, montrer que :

1°) Si C est entre A et B alors C est

’ A B
barycentre de (AJB gA ou de 11
: CA |CB
2°) Si C st extérieur a [A,B], alors C
B A B
est barycentre de %B—}——CA ou T | T

0

[
@
W

oooooooo

'38 I Le point 1 étant le milieu de [A,B]
T ~définir, a partir de 1'équilibre associé

&>

chacun des points comme barycentre des deux autres

aaaaaaaa

———

Pour le schéma ci-contre: A B C

>

v ] 3
déterminer C comme barycentre T

de deux quelconques des autres points (3 cas)

eeeeeeee



oooooooo

’40 Transformer les relations vectorielles suivantes pour faire

apparaitre A comme barycentre de B et C.
a) AB-4CA =0 b) BA = 4 AC

) 3BC+2AC=T0 d) a6 +BC = 3BR

141 Représenter des situations correspondant aux équilibres suivants :

R gAl f zg o b>§f; _Bs«jg

CYLI I IS L LY
@ 2 b 20,2 1 -1,25

oooooooo

"42 Construire en utilisant la méthode du parallélogramme

: A B
| a) le barycentre de SR
b) le barycentre de Al B

V211

i 43 I Montrer que la figure ci-contre
correspond & la construction d'un
barycentre par la méthode du

parallélogramme.

En déduire que 1'on peut ainsi

paf;ager D\}B en trois.

oooooooo

36



oooooooo

'44 1°) Traduire en termes d'équilib:e S

a) B est barycentre de g,ﬁ' _2

b) Pour tout M: 2 MA - 3W+m =
¢)3KB - 5KC + 2°KD =

Donner dans chaque cas le schéma d'équilibre associé.

oooooooo

,45 E Déterminer les coordonnées du barycentre dans le répére (p, T, 1)

a) pour ‘16‘ —36 avec A(1, -3) et B(3, -4)
b) pour — avec A(1, 2) et B(3, 7
13 | V3 ’ B 7)

aaaaaaaa

——

46

Construire, en précxsant la fagon de procéder, le barycentre de A, B, C
b) A|lB]|C ¢) A ‘ B | C
-1{-2 | -5 : =113 12

oooooooo

547 E Méme exercice que ci-dessus pour :

a) A;H_Q b) ké_,i.{i ; ¢) A_,i_i_i
1/2]-2]3 1/2]1/3]1/4 1]2|-2

©0o0e0ecoco

—, Les points A, B éf C étant @ownes,

48 | placer le point D tel que C soit barycentre de 3 g g

oooooooo
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oooooooo

. s ' A|B}|C
_42- On désigne par G le barycentre de T}_-'&—‘—?-

1°) Quelle est la notation de 1'équilibre associé

?
2°) Donner une relation vectorielle associée et en déduire que
I'on a (CG)//(AB).

3°) Construire G pour o« =1 et v =2

oooooooo

ISO I Etant donné un trapéze ABCD pour lequel AB = 3 TB,

1°) Montrer que l'on peut écrire pour tout M : MA -MB = 3 MC ~ 3 MD

2°) Donner la notation de 1'équilibre associé et en déduire D comme

barycentre de A B< C

°

oooooooo

I.Sl l 1°) Montrer que Si D est le barycentre de -‘Z‘ I_S | “(r:
. “alors (AB)//(CD)

2°) Construire D a) pour a =% =1

b) pour « =2 et y=1

©0080:00

,52 , Compléter 1'équilibre et placer les trois

—

a5ABG2 AlB |G AlB
)22-4 5 ) 324 § °) 32 -18 Gz

eeeeeeee
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' lS3

Parmi les schémas s‘ﬁivants, lesquels ne sont pas des schémas d'équilibres ? :

&—w

uuuuuuuu

|54

Un mobile est constitué de 3 spheres de rayon 1, 2 et 3. A

C

Quel est le point du plan (A,B,C) correspoﬁdant au point d'équilibre ?

oooooooo

——

55 | Construire le centre d'inertie du cerf-volant et du fer de lance.

s N

nnnnnnnn




[+

=]

oooooooo

On sait que C est barycentre de [}1 l; 12)
1°) Ecrire 1'équilibre associé et définir D comme barycentre de A,B,C.
2°) Les points A,B et C étant donnés, construire D de fagon que C soit

A|B| D
barycentre de T2 132

oooooooo

- AlB|C]|D
On donne l'éthbre% 112 (-4 1 2

En déduire chaque point comme barycentre de trois autres et représenter

- la situation correspondante.

|

]

]

e

oooooooo

e 'I b B4 A ‘ '
Représenter 1'équilibre % =7 ]

nnnnnnnn

A|B
113

Quelle est la figure associée & 1'équilibre % i

aaaaaaaa

eeeeeeee
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_— . . =5
|61 i Déterminer les coordonnées du barycentre dans le repere (0, i, -;3

a) Pour le baryclentre G de ‘? g _% avec A(2,7), ﬁ(-l,?), C(3,4).
A|lB|C. v

b) Pour le barycentre K de =T1 17 avec A(-1,9), B(-3,7), C(-2,15)

c) Pour l'isobarycentre de A, B, C avec A(-1,9), B(-3,7), C(-2,15)

oooooooo

|62' A quelle figure correspond 1'équilibre g? } 113 !_(i {3 E ?
A

- G
l63 I Préciser G comme barycentre de A, B, C: P N -
— ‘ R -
S A ) B
’64 i Préciser G comme barycentre de A, B, C : - i - G

C

eeeeeeee

'65' Trouver une suite «, B, v convenable

pour définir G comme barycentre de %

oooooooo
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|66 l Montrer que G est barycentre de {

uuuuuuuu

1°) Définir I comme barycentre de A,B,C.

2°) PréciserK comme barycentre de B et C.

oooooooo

|68 | Le point P a pour coordonnées 3 et 4 dans le repere (A,B,C)

En utilisant la relation AP = 3 AB + 4 AC trouver 1'équilibre associé et

définir P comme barycentre de (A,B,C).

|69 l Quelle relation vectorielle est associée & 1'équilibre :

B falB|c|D
(T2l z0-5

eeeeeeee

£ G|°

‘70 ! Déux triangles
—  Montrer que G = G’

ABC et A'B'C' ont pour isobarycentres G et
équivaut 2 AR + BB s T =T

oooooooo
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\

l71 ' A partir du tnangle ABC on construit le triangle A'B'C' en posant :
~ AB' =3 AB, BC' = 3 BG, TA' = 3 CA

1°) Montrer que ABC et A'B'C' ont le méme isobarycentre.

2°) Peut-on généraliser en remplagant 3 par k ?

'72 , Montrer que si 1'isobarycentre d'un tnangle est centre du cercle circonscrit

alors le triangle est équilatéral .

nnnnnnnn

_ | ‘ A B
I73 l 1°) Construire I'isobarycentre des 4 sommets du trapéze isocele .
2°) Construire le centre d'inertie de ABCDE D
supposé en fil homogene, ) 2

3°) Construire le centred'inertie de la plague ABCD
supposée homogene. '

oooooooo

l74 1°) Construire par des découpages en triangles le centre d'inertie d'une

plaque en forme de quadrilatére.

2°) Faire de méme pour une plaque pentagonale.

ooooooooo
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|75 | Construire & la régle seule le centre d'inertie de la plaque hachurée :
avec (ED)//(AF)//(CB)

F et (FE)//(DC)//(AB)

aaaaaaaa

I76 l Placer le centre

T d'inertie de la
plaque,
aprés avoir réalisé le

schéma d'équilibre' associé

' (Eventuellem ent

agrandi )

oooooooo

,77 l Montrer que si quatre points A, B, C, D situés sur un cercle & de centre 0
ont pour isobarycentre le point 0 alors ABCD est un rectangle.

oooooooo

|78 Comment doit-on répartir cmq points sur un cercle de fagon que le centre

soit leur isobarycentre ?

aaaaaaaa



|79 ' Etant donné un triangle ABC, on désigne par

Gy le Barycentre de 9 _Bs.,', G2 celui de -?3 (1: » G celui de E ZA

1°) Faire la figure.

2°) Montrer que (C G,)//(B G,)//(A G,)

(On pourra exprimer C G?l, B G; et A G; en fonction des mémes

vecteurs , ou utiliser des différences d'équilibres et la caractérisation du

trapéze).

IBO , Trapéze complet (1) Usage dﬁ-barycentre J

1°) Dans la figure ci-contre, ABCD
est un trapéze |

K est le milieu de [A,B] et

L est le milieu de [C,D].

a) En considérant A comme

barycentre de HTD , montrer L

que B ést barycentre de { g’
. o Jlc|D
puis, que [ est celui de TTa s

b) En déduire que I, J, L sont alignés, puis que I}] K sont alignés.

/

2°) Réciproque :

On suppose I, ] et L sont alignés. Il s'agit de montrer que ABCD est un
trapeéze. ‘
a)En considérant I comme barycentre de i] IE
| . J|D]|cC
Montrer que I est le barycentrg de 1272122

b) En déduire que A est 'barycentre de i] ' ﬁDz

J

que B est barycentre de 1 2% - et conclure,

aaaaaaaa



oooooooo

'81_ Trapéze complet (2) Usage d'équilibres

Dans la figure ci-contre K et L sont les milieux
des cé6tés [A,B] et [C,D] ((AB)//(CD)) dans le
trapéze ABCD.

1°) En considérant 1'équilibre g “: iI 5;
montrer que $ B L Dz est un équilibre
e |i [ v S

puis que l'équilibre (1) 2 Dg s'en déduit ,
. « .

2°) En déduire, en caracténsant K et L dans deux équilibres, et en combinant

avec (1) que l'on a —{-——+— puis l'alignement de I, K, L et de méme

l'alngnement de ], K, L.

oooooooo

.

—Sj_, Trapéze complet (3) | A/ K \ B
Dans la figure ci-contre - M
ABCD et FECD sont des tiapezes. F /\ \'};f"’ \E
K et L sont les milieux de [A,B] R - I\\\'
et de [C,D]. e .

D/ | Lo '\c’

1°) Montrer qu'il existe o et v

et

tels que (e) soit un équilibre.

2°) Caractériser K et L par des équilibres.

En déduire, & 1'aide de (e) que l'on a I'équilibre§ § L 5‘ §
et l'alignement de I, K, L. o ;

3°) Caractériser F et E par des &quilibres. S El1 | F 2
En déduire & 1'aide de (e) un équilibre du type 2 k |-2k | k s

et préciser la position de I sur [E,F].
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e« |

Le triangle-barre

Une tige métallique homogene et de section fégulitre, a été pliée selon
PQR (masse spécifique linéaire p).

Les milieux de [Q,R], [R,P], [P,Q] sont A, B, C.

On désigne par Gl le centre d'inertie de la tige PQRP.

1°) Faire une figure en choisissant PQ = r = 5, QR =p=3etPR=gq-=06.
Conserver p, q, 1 dans les calculs.

Indiquer les centres d'inerties et les masses des cétés de P, Q, R.
o ; ) A B
2°) Montrer que G, est barycentre de 5 Tq

Montrer que Gl est situé sur la bissectrice intérieure de l'angle en C

.de ABC.

Sur quelles_' autres croites se trouve le point G1 ?

Construire ce point sur la figure.

--------

Equilibres et alignement :

1°) Le triangle ABC étant donné, construire les points L, M et N définis
par : ' '
(1)3CA +1C =7
(2) M est le milieu de [A;B]

(3) N est le barycentre de g _?

2°) Traduire (1), (2) et (3) en termes d'équilibres.

3°) Trouver en <combinant ces trois équilibres, ‘un équilibre correspondant

aux points L, ‘M et N.

4°) En déduire leur alignement et préciser chacun d'eux comme barycentre

des deux autres.
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|85 l Barycentre et alignement

A
. 1°) En indiquant le procédé utilisé,
- placer, sur les cétés du triangle ABC : Q
- Le point Q baryéentre de /; f
T B P C
- le point R barycentre de 1? [23
0y rrests ' ; ' A|lB]|cC. .
2°) Utiliser Q et R pour construire le barycentre de ek G

2

3°) Préciser G comme b;nycehtre de B et Q, ’
puis comme barycentre de C et R.
Montrer que (AG) coupe (BC) en un point P que I'on précisera comme
barycentre de B et C. ¢

1°) Utiliser un schéma d'équilibre ou un calcul pour préciser B comme
barycentre de A et R, puis C comme barycentre de A et Q.

2°) On désigne par T le barycentre de 7}—-}_—1— Placer ce point.

3°) Montrer que 1'on peut éonsi_dérerT comme le barycentre de f\z % ? i g ]i_%
4°) En déduire que T est le barycentre de 5 _(12 Donner le schéma d'équi-

libre correspondant et la position relative de T, R, Q.

Il 1°) Vérifier que T et P sont barycentres de B et C avec des coeffxcnents
de la forme (8, v) et (8, -v). (Division harmonique).

2°) En utilisant les deux équilibres associés que l'on combinera, montrer

que B et C sont également des barycentres de T et P avec des coefficients
de la forme (u, v) et (u, -v).

48



g BARYCENTRES ET EQUILIBRES

¢ Le triangle ABC est donné. . .
figure & reproduire

-+ ¢ Le point M est défini par

requitibre 9 [M | B e
21‘1-45_35 o

¢ le point K est le barycentre de

B\ N ?

B}{C

13 Wy M ?

I. CONSTRUCTIONS

1°) Placer M, puis K. (Indiquer I'abscisse de K dans le reptre (B, C)).

2°) Construire, & part, un schéma de 1'équilibre §A l c l Lz - e,
Placer L sur la figure. _ 22 3 -5§ v

3°) N désigne le barycentre de Al B

14-3

Ecrire 1'équilibre associé et placer N,

Il. On veut montrer que‘ (AK), (CM) et (BL) sont concourantes.

1°) Montrer que I'on peut utiliser M et K pour construire le barycentre G
de AIBJC

o

21613

2°) Ecrire un équﬂibte associé a A, B, C, G : e, et utiliser e, pour obtenir
un équilibre e prouvant que G est un point de (BL)

Ill. On veut démontrer ['alignement de K, L, N.

/1°) Ecrire un équilibre associé & B,K et C : e

2°) Trouver une combinaison de e €, et e qui élimine A, B et C. (On
pourra aussi modifier les coefficients et additionner).
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IIl|- DEROULEMENT

- EQUILIBRES ET BARYCENTRES

DEROULEMENT ET MISE EN OEUVRE

Le document [Classe de Seconde, Mise % I'essai, Barycentres et
Equilibres] a &té distribué 2 tous les éléves de ZTI et 2T (et au professeur
de 2T,). ' L

Le principe de la mise % l'@ééai, © 6té de réaliser 1'assimilation
des informations contenues dans le fascicule par leur mise en oeuvre immé-
diate et systématique dans les exercices de fonctxonnement “inclus dans le
Ccours.

Ces exercices )

V4

ét€ préparés d la maidon.

. L'introduction (1) j ayant paru fondamentale ) & nécessité plusieurs
séquences,

Le II (Barycentre de deux points, équilibres & 3 points). a été suivi

T

Le I (Barycentre de plusieurs points...) a &té suivi du test (2)
Un devoir & la maison (exercice [80]) a été demandé.

La fin du chapitre a été€ suivie du contréle (exercice [85] dont la
page avait été retirée du document-&leve),

Environ la moitié des exercices ([I] & [85]) a &té traitée, le plus

‘souvent apreés préparation 3 la maison.

En moyenne dans les trois classes, I'expérience a duré 2 semaines
et demie 3 3 semaines, ce qui semble normal pour un concept nouveau.
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V F TAUX DE REUSSITE

BARYCENTRE DE 2 POINTS .“

Taux de Réussite en %
- 1 CLASSES
N° QUESTIONS
. 2° Ts 2° T2
*Moyenne® ' o1 | B3
ad Schéma a2 C(1:3D 100 82
b) | Schéma b> €1;-3 71 53
a) Placer le barycentre de ey =y 88 o4
: ¢ D
bd Placer le barycentre de —_— S0 53
[3) Justifier ' ! 82 62
1° i Schéma d°équilibre P bary. == 68 79
Notation d®équilibre | | 100 76
. PIR : '
2 Exprimer Q comme bary. de e 100 85
' ' QP
Exprimer R comme bary. de ——== o1 76

57



“1

BARYCENTRE DE

POINTS ﬂ

Tawe de Réussite en %

CLASSES
N ° QUESTIONS

2° Ta 2° Tz §} 2° Te |

1 Equilibre associé 100 100 _

2 D hafycentre de ... 100 100 40

3 Construire D C2 barycentres partiéls? 857 o7 | 50

o Cobﬁdonnées dans le repére CA,B, O 865 38 a2

as En projetant sur CBCY 24 Qi i6

8 az En projetant sur CABD 20 iz 16
‘b Barycentre en p?ajection 46‘ 3 6

La classe 2° Ta: est de trés bon niveau.

' Les classes de 2° Tz et 2° T¢ sont plus faibles.

'Ceci est connu gréce aux devoirs communs qui ont lieu tout au long

‘1°année.

La classe de 2° Te est la clasge témoin.
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'BARYCENTRE ET EQUILIBRES : ECONCLQS!ONS DE LA MISE A L'ESSAI|
A) L*étude comparée des tests et contrdles réalisés, l'avis des colldgues concernés
et des éidves redoublants permettent de dire dans quelle mesure les objectifs ont
été atseints,
' AlB

, a | B
traduction de l'homogénéité des coefficients. Cette notation proposée en second

aux éldves de Ja classe témoin a été adoptée trés rapidement.

i. La notation : "C est 'barycent:e_de“ " se révele trds adaptée 2 la

2, Dans la classe témoin, beaucoup d'éleves sont rebutés par la manipulation
de la relation de Chasles lorsque le nombre de termes est trop important. Méme

la caractérisation vectorielle symétrique du barycentre, en T1 et T2, est ressentie

comme trop Jourde et disparait au profit de la notation de 1'équilibre associé :

\B
3) Le schéma d“éqminbze est trds facilement } C
lu des trois fagons souhaitées mais la notation sl j“’ '
d'éqmi:bze lui est préfésée. ' _ i//B/ | -‘7

La tendance é la formalisation est trés nette : « @+B+q=0
ily aura dorc lieu d'insister davantage sur le schéma ' ‘
d'équilibre associé & un &quilibre donné et sur le point de wue physique correspon-

* dant de fagon & ne pas se couper du sens que 'on doit lui attribuer.

Le schéma permet un contrdle sur les coefficients (ou la position)
lorsqu'il permet de concevoir un équilibre physique associé (image mentale).




~ C) Place du barycentre (et des &quilibres) dans un apprentissage,

1. La notion de barycentre est liée & celle de moyenne pondérée et m%emem
donc fréquemment en statistique. Elle”est plus sensible en en physiqgue dans ce qui

touche 3 la 1stnbu¢.non de masse dans un systéme centre d'inertie, point d'équi-
libre. ' ”

‘2. En_mathématique, le concept est présent dans tout ce qui a trait aux
moyennes, aux transformations affines, & la convexité...

It permet des transferts entre différentes branches de la discipline.

3. Le schéma d'équilibre permet le passage de l'aspect physique & 1'aspect
mathématique et fait de la notion baxycentreaéqunhbre un modele accessible pour
diverses situations physsqueo .

Inversement, le point de vue de 1'équilibre physique associé apporte au barycentre
une concsétisation qui le rend pesceptible et lui donne du sens. L'image mentale
élaborée & pastiz du point de vue physique permet de revenir & l'aspect pratique
et d'éviter la tentation du formalisme provoquée par la facilité d'emploi des
notations. La signification de la notion peut &tre préservée tout au lon de son
emploi, ce qui crée une situation favorable & sa compréhension, & son enseignement,
et & sa mise en oeuvre. C'est une notion qui, de par sa proximité avec le monde
sensible, permet 1'aller-retour entre écriture et situation, assurant ainsi la possibi-
Jité de donner duu sens aux définﬁtimss aux calculs et aux résultats.

Le point de vue physique associé permet de 1endie sensibles des
propriétés (homogénéité des coefficients, barycentres partieﬁs,m) et permet aussi
de contrbler 1'adéquation du modtle. Les calculs sur les équxhbxes coxrespondent
a autant de réahsatnons physiques.

4. En dehors de 1'élaboration du concept général de barycentre, on doit y
voir aussi l'élaboration simultanée d'un outil spécifique particulitrement adapté &
la résolution de problémes de concours d'lignement et de parallélisme.

Le barycentre ne doit pas rester un simple prétexte 2 la mise en
oeuvre de la relation de.Chasles et appendice du calcul vectoriel. La notion d'équi-
libre et sa notation sollicite moins les techniques calculatoires et permet des

raisonnements plus proches de la situation, ne se rédujsant pas 2 des procédures
1épétitives.
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B) Réle du schéma d'équilibre et de la notation de 1'équilibre.

1) Tous ceux qui, au test (1), réalisent le schéma d'équilibre réussissent 2
placer correctement le barycentre de Q R

Ce schéma est bien restitué s'il est demandé malgré une confusion
(de langage) avec la notation.

(PlQ|Rr)

2 SR R _, s tous ceux qui l'utilisent savent expri-
(3]

mer Q, puis R, comme barycentres des autres points.

2) Quant % 'écriture

Il 'y a échec presque total dans la classe témoin (9 %) sur l'exercice
paralldle nécessitant 1'utilisation de la relation de chasles.

3) L'avantage du point de vue est proposé est donc trés significatif.
* Techniquement, il se 1évele d'une grande facilité.
& Péﬂagogiquement, il permet de tzava'illet au niveau du sens.

* Du point de vue de Ba méthode, il est spécifique et se substitue 2
un apprentissage de procédures calculato:zes utxhsant la relation de Chasles.

* Du point de vue de E"apprennssage, il prend appui sur aspect physique,
sensible, facile & mémonser et & \nsualxser, ce qm permet de dégagex nmmédxate-
ment une image mentale,
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4) La modélisation proposée est & la’ portée d'un éleve de Seconde. Dans
cette classe, un premier objectif peut étre de donner une image mentale du
barycentre en associant % chaque situation un schéma d‘é@u‘iiibxe et ‘la notation
correspondante. la barycentre partiel peut &tre éservé 3 la détermination du
barycentre de plus de deux points. '

A pamr de la classe de ikre, la notion d' équxhbre doxt _devenir un
des outils de 1ésolution de problimes.

11 faut s'attacher 2 faire en sorte que B'nmage mentale reste disponi-
ble : chaque manipulation d“wmues correspond %, une réalisation physigue. Ceci
doit évzter d'étre conduit & un excds de formalisme di % Ja commodité des mota-
tions.

Intégré dans la motion d'Equilibre, le Barycentre est
un outil spécifique, ayant un caractdre sensible et
| facile & manipuler.
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EQUILIBRES et BARYCENTRE

Présentation ihdépendante du calcul vectoriel

I- INTRODUCTION
Diverses situations de statique (équilibres) se traduisent par 1e

schéma suivant:

I oL AN
y
N

Les fléches représentent des forces parallzles appliquées en A,

B, et C. Chacune de ces forces est dé&finie par un point et un
nombre° Constant, localement, le champ de 1a pesanteur donne un
ensemble de forces paralleéles.

Nous nous placerons le plus souvent dans ce cas, et pour des

masses ponctuelles.

1I- QUELQUES SITUATIONS PHYSIQUES D'EQUILIBRE

Nous considérons un solide en &quilibre sous 7'action de forces

paralleies.

1°) Equilibres & trois points alignés

Le systéme sera souvent formé de deux masses ponctue11es p1acées

en A et 8_‘

a) La balancoire

Les points A, B, C sont alignés dans
cet ordre. La tige AC est sans masse et
peut tournef 'éUtour d'un axe passant
par B.

Les forces et le mouvement sont dans le

plan de la figure..

Anmexed-



b)

La balance romaine

qui est recherchée. La- masse

A 1'état d'équilibre, les forces appliquées en A et C, et 1la
réaction du support en B sont para]]é]es'

La situation phyé1qde est dans 1 espace, mais la
représentation plane schématise une prOJectwon sur un plan

orthogonal a 1'axe passant par B.

La présence de flaches n ‘est pas indispensable: on peut

représenter les forces mises en Jeu par des batons, des gros

points, des plateaux de balance...

L'équilibre est réaliss lorsque:
®= d'une part, B = “(a+y),

..............................

® d'autre part, Je moment résultant par rapport a J'axe (ou & B)

est nul.

Ceci éorrespond a4 1'égalite:

AB _ BC

oxAB = 7xBC ( ou 2 =50 )

Ceci suffit pour placer le point B sur [A.C].
‘ ‘ " _

Le principe est le méme mais

c'est la position du point ¢

. correspondant & o est lue en A o=

’ app11quée en A et la réaction ‘é

‘ A 1'équilibre on a-:

regard de C. _
On  équilibre en C avec une o

force d° 1ntens1té ¥, la force

appliquée en B.
A 1'équilibre la situation est la méme qu'en a)
On doit avoir: axCA = (o + xCB et y = —(a + B)

. CB _ cA
Ona."&—-’-':§- (2)

La brouette

L'axe est en A.

« = =(B+ ¥) et yxAC = —BxAB

[ou"ﬁg - 8 ) @

As



d) Les trois exemples a) b) et ¢) sont trois exemples de leviers.

I1ls se traduisent par le méme schéma d'équilibre.
A, B, C sont alignés dans cet ordre '

AB _ BC _ AC

+ B+ y=0 t = — 4
avec a + B y e 3 5 > 4)

(On doit écrire —B car a et y sont de méme signe et B est de
signe contraire) '

On peut montrer que (4) équivaut & 1'une dquelconque des
égalités (1), (2) ou (3). '

Chacun des points A, B ou C est Te point d'équilibre pour les

forces correspondantes appliquées aux deux autres.

2°) Autres équilibres & trois points

IT s'agit de réaliser un équilibre autour d'un axe passant
par B pour un solide constitué de deux masses de valeurs o et
Y placées en A et C.

La réacigon est encore appliquée en B et d'intensité —(a + ).

8
%

)
B e

0 mais aussi axHB = yxKB ce

On doit avoir: o + B + ¥y
qui équivaut & 1'aire des deux parallélogrammes hachurés est
1a méme. |

On peut alors rehpTacer Te schéma par 1'un quelconque des

1 T

\ | (A'C')est une droite quelconque
1Y ' (presque), passant par B.

schémas suivants: el

{
B

Ay

&
'
'
8
!

On se raméne ainsi au schéma du 1°)d). On peut aussi dire que

1'on a obtenu 1'équilibre Tlorsque Tle point G permet d

&
]
]
8
o

réaliser 1'équilibre de A, B, G alignés (voir schéma).

On peut aussi avoir un équilibre instable. B




3°) Equilibres a n points

Ces équilibres correspondent & des superpositions d'équilibres
& trois points (équilibres partiels) auxquels on peut se

ramener de proche en proche.

Exemple : Equilibre d'un mobile dans 1'espace.

On équilibre en P, puis en D.

<

(e
(@]

P est point d'équilibre pour les

forces appliquées en B et C.
D est point d'équilibre pour la

force appliquée en A et 13 ;
résultante des forces appliquées = A ;ﬁﬁf/" |
en B et C.

On a a+ B+ y + & = 0 .

4°) Equilibres 3 moins de 3 points

Du point de vue physique, on a deux forces
paralléles, appliquées en A et B, et d'intensités o et B BF
La somme o« + B doit &tre nulle. A ‘ B

a)vSf A #B on a le schéma — , la
Si 1'axe est en A on a B AB = 0 «
d'odt B =a =0
et 1'équilibre avec o et B nuls. ‘ I
. v o
b) ST A =8 ON @ Te SChEBME s s Als
¢) On peut aussi considérer aue si A est affecté de 0:

il constitue (seul) un systeéme en équilibre.




- III- EQUILIBRES A TROIS POINTS

(Définition sans vecteurs) _ (Plan ou Espace)

1) Le schéma d'équilibre
Les situations physiques du II ont

conduit au schéma simplifié formé de
trois points A, B, C alignés, affectés

de nombres «, B, Y représentés par des

fleches de leongueurs propoftionnelTeé
a4 ces nombres, et dont le sens est 1ié

a4 leurs signes.

Le choix de 1'orientation positive est 1ibre.

L'orientation : +'est suggérée par le champ de la pesanteur.

Du point de vue phys1que, en chaque po1nt on édui1ibre 1'effet
des deux autres forces. o ‘

En particulier, les réels o, B,y vérifienf" «+ B +y=20

Daux de ces nombfes sont de méme signe, et 1'auire est de signe
contraire: celui-ci est affecté au point situs entre les deux
autres. On 1le notera B (affecté & B) pour 1les démonstrations.

On pourrait méme supposer « et y positifs et B négatif.

Une autre condition d'éqdiTibre est axAB = yxBC.

ou ég = EQ ui entrasne éE = EE = AB + BC = ég‘
Y o g Y o a o+ oy -B

: B=C ©@a=0 &y=-p

Si 1'on pose AB = ¢, BC = a et CA b ,les diverses conditions
~vues lors des exemples de physique se raménent aussi 3:

a, =B, ¥ SOnt.éroportionne1s‘é ‘a, b, c.

Exemple:

— LD eereme B2 e




2°) Point de vue mathématique: Définition d'un équilibre.
Pour modéliser les divers équilibres physiques correspondants

(sans préciser 1'axe), 11 suffit de formaliser le schéma

d'éauilibre associé.

a) | Le systéme de 3 points A, B, C, affectés (respectivemeht)v
des coefficients a, B, ¥ est un équilibre . '

sj et seulement si

A, B, C sontra1ignés
a+ B +9y= 0

Les points affectés de coefficients de méme s1gne encadrent
le troisieme

AB, BC, CA sont proportionnels aux valeurs absolues de y, «a, B

b) Notation:

........................

Remarque: i1 est clair, d'aprés la définition, que 1'ordre des

coup]es E gt el E 2 g . E 2 g n'intervient pas.
c¢) Exemples {;%,
d) Le schéma : A _ correspond & { ﬁ _2 } ou a {u%,;}

]
Q
L]

Si B=0, on a 1]équi1ibre. {-~ . } qui entraine A = C ou «




3°) Egquilibre associé 3 trosis points alignés

Soient A, B, C, alignés dans cet ordre:

- a _¢ __atrtc _a+tc
a) On a ABxa = BCxc et 8 AB AB T BC AT

ol v

I1 suffit de choisir « =BC, y=AB et -8 =
On aura bien: o + B + 3y = 0 et toutes les conditions de 1la

définition sont vérifiges.

. . AlBIlC
On a 1'équilibre { BC|=A AB}

. |1 8 i AlB Il C
b) 51. { WA } et { |
' a A

associés s B et C, i1 résulte de la définition que

} sont deux équilibres

a, B, ¥y et o', B', ', sont deux suites proportionnelles.

La notation adqptée permet de traduire facilement cette

_ AlB
propriété: 1 4 §-5
0,2j0,8[-1

4°) Détermination du 3°™ point d'un équilibre

Supposons 3 Ivg - donnés. Montrons que € est unique si a0 + B # 0

On détermine y par: Y= -~ -8
*1L2.0© AB =0 & A =B ce qui correspond & 1'équilibre { A '_i : g }
| ( quel que soit le point C ) '
*1i0e AzB |

AB, BC, CA sont proporticnne1s aUx'Va1eurs absolues de Y, BQ

CA

S5i x et B sont de méme signe, C est entre A et B et 20 ‘ B
Cce qui détermine un po1nt c uanue '
Il en est de méme si a et Y, 0u B et vy, sont de méme signe.

Pour placer 1e troisieme point on peut s a1der du schéma d'équilibre.

Ay



On peut aussi completer un équilibre en se référant a un équilibre

physique. _
B
il
R '
C sera entre A et B et tel que:. CA = &8
8 C L B P
, o (==y-B) sera du signe de B-
B , Y _ C sera entre B et A (A & droite)
. . AB _ AC
il faudra aussi — = == .
Y B

IV- BARYCENTRE DE DEUX POINTS AFFECTES DE COEFFICIENTS REELS
1°) Point d'équilibre . ‘
Lesbsituat'ions physiques d'équilibre & trois points alignés du

II indiquent due‘chaqUe point est point d'équilibre des deux autres

affectés des coefficients corespondants.
2°) Définition:

a) Etant donné un équﬂ‘ibre

-------------

B#0) & a+y#£0) 3
Si B = 0 1'&quilibre s'écrit { A C } et .on a:[ soit a = 0(et y=0)

Si B#£0 on dira que B est barycentre de %}—%m%-

-------------- a -a

| B est barycentre de 2 Al & { Al B g 2 } est un équilibre

3°) Propriété fondamentale ‘ h L e ; ;
: Si a,'B, 7'sdnt non nu1s,_¢h§que point est.point-d'équi1ibre des
dgux aqtres affectés des coefficients de 1'équilibre.

{ év \g ‘ C } est un équilibre est alors équivalent & 1'une’
\ J v quelconque des propriétés suivantes:

A éét le barycentre de %}a 2

' A C
B est le barycentre de TT‘“?r'
. AlB
C est le barycentre de 7?~~77—




1°) Les propriétés du barycentre découlent de celles des équilibres:

e l1'ordre n'intervient pas

¢ Tles coefficients sont définis a un facteur muTtipTicatif'prés.

V- EQUILIBRES A n POINTS

1°). Superpos1t1on phyquue d équ111bres

aj txemp1e' dans 1a Juxtapos1t1on des deux équ11ibres
' ,w} et { cibpij1 } le point I ne jouie aucun rdéle, il

est affecté du coefficient 0

Y16 -7

A
2 a+B+y+d=

4

(20 =)

+ 7 0
- 0

I}

o +
Y +

'b) Physiquément, si des équi1ibres a4 trois points sont réalisés,

eur Juxtaposition (ou superposition) est un moyen d'obtenir
d'autres équilibres :toute superposition d'équilibres est un
équilibre. ’ | k |

c) Remarque: i1 est possible, en regroupant par deux, successivement,
Jes forces en présence(i), de ramener tout équilibre physique de
n forces paralieles, & une éuperpositon (ou Jjuxtaposition)
dféddiTibres & . tro%éi points, hais, il féudrait comme .au 11-2°)
projeter sur un plan (ou une droite).
Plus précisément, on peut réaliser un équf1ibre & n points dans
1'espace, en remplacant, de proche en proche, deux des points par
le point d'équi1ibre correspondant affecté de 1a résultante des

deux forces (TOrsqu elle est non nulle )-

IT est clair que 1'on pourra aussi faire d'autres regroupements et

uti1iser d’'autres équilibres partiels que ceux a trois points.

(1) C’est aussi une question de rapport de force en présence.




2°) Opérations sur les équilibres

a) Produit par un réel -

Soit (e) :{;mmjwmmjw‘%} .on notera k(e) 1'équilibre :{ -

On al]éqera souvent les notations en e ,e e , =2e ,;,,
En fait (e) et k(e)‘correspondeht & 1a mé&me configuration.

On pourrait considérer qu'il s'agit de deux é&critures du méme
équilibre, mais, les calculs sur les équilibres am2nent a
considérer que e et -e ne sont pas Tle mé&me- equilibre. En effet

e'te et e'- e sont différents.
b) Somme

4 Soit les équilibres (e1) :

On notera (el) + (ez) 1 équ111bre résu?tant de 1eur Juxtapos

(e1) + (e2) : { ?sg . 5 B }

3°) Définition

hw}_ et (e2) : {_2 g g E‘}
t

ﬁOn éppé11e équilibre toute combinaison lin&aire d'équi}%bres.

Ceci revient & dire, podr 1'instant, qu'un équ111bre est une

combinaison d'équilibres & trois points ou moins.

4“)‘Conséquence

Tout équ111bre correspond 3 un équ111bre phy81que.

5°) Que]ques exemples particuliers

iBlc
{ o o

b) par conséquent { §  ‘g

a)  (e)-(e):

} est un équilibre.

} et {-%a} sont deﬂ équ11ibres

puisqu'il s 'agit de la méme écriture.

A

p— } était un équilibre)

_( on avait d'ailleurs trouvé que { 2‘

10



Vi— EQUILIBRES A 4 POINTS - BARYCENTRE DE SVPOINTS

1°) Obtention , ,
Etant donné deux équilibres & 3 points.i1l suffit, dans la somme,

d'éliminer 1'un des points, commun, pour qu'il en reste 4.

r

}, On peut choisir s = -7

.

2°) Conséquences:

a} Si 20, I éstvsitué sur (AB) et sur (CD)

et :yABCD. sont coplana1res,(EventuelTement 611gnés)

b) On a, bien sGr-'E_g + B + Y+ 6 0

3°) Equilibre associé a un quadrilatere

Remarque: I1 s'agit nécessairement d'un quadrilatere plan.

‘ quadri?atére: configuration d&finie par 4 points dont 3

queiconques ne sont pas alignés.

a) Obtention A

Sur les trois couples de ‘drov‘ites définis par Tes quatre points
donnés A, B, C, D, 1'un au moins est formé de ckbwtes sécantes.

Supposons que ce so1t (AB) et (CD) qui se coupent en' 1,

11



car on peut choisir =i pour coefficient de I dans le second

équilibre (homogénéité des coefficients).

b) Unicité: «, B, y et &, sont définis & un coefficient
multiplicatif prés. : .

Si A,E B,E C,i D, est un équilibre associé au quadrilatére ABCD,
o' Bl ¥l o

en supposant que 1'un des coefficients o, B, ¥, 6 n'est pas nul:

o par exemple, on peut écrire: a' = o et obtenir par combinaison

[} o o vy . 8 C - D . o

1'équilibre (e')-£(e) : {B. = 2] ER Y &6} qui, puisque

B, C et D ne sont pas a1wgnés, entra?ne B'=8B, y -&y et 6'=4£6.

4° Déterm1nation du 4éme p01nt d‘un équi?ibre ‘
Oon a { ALSB c } , on détermine 8 par: 6 = - « - B -7

o | By

Sia+B+yY#£0 (ousidszl)
1'une au moins des sommes du type a + B est non nulle. (sinon «

+B=a+y=B+y=0 3 a=B=7y=0puis §=0)

D'aprés III1-4° i1 existe I unique tel que : { <] g’g—i~ } soit

. ; i I | 0
de facon unique (C ¢ (AB))?rc est {&;Bf“> — }
e AL B
Remarquons que I a été pris comme barycentre de ﬁ;@?ﬂﬁn

_ o
puisque D est défini comme celui de _ﬁfaﬁm%%

Ceci équivaut & dire que:

I est a la fois bqnycentre'de_aém%_% et de é%n}éé

12



5°) Barycentre de trois points

a) Dé&finition

1Bl vy o

nous dirons que D est le barycentre de

Si 6 £ 0 et si { 2 s lclpD } est un équilibre,

b) Propriété fondamentale.

{ Al g g 2 E g } est un équilibre ¢ A est barycentre de

&> B est barycentre de

&> C est barycentre de

eé D est barycentre de

RiP» Ri> KRi> W®

=[O OO OO Ox0D

o wie <o <o

( Pour chaque coefficient o, B, ¥ ou & non nul)

¢) Propriétés

P L'ordre n'intervient pas.

» Les coefficients sont définis & un facteur multiplicatif pres.

b S+ [+ pzoO
I est le barycentre de A : g
{ 2 g g,g 2 g %u} est un équiliibre,

- alors I est le barycentre de J%_%%%_

En effet 1'équilibre {_A i 2 |

C

Y
AlB ]I 1] ¢
équilibres { 7] B_!'U“B} et {G*B 7

13







DEFINITION
DANS LE

COMPLEXE
PLAN

I - EQUILIBRE

Etant donné des poﬁnté As , die{ 1

et des nombres réels ai,

{"'% 22%"‘} est un équilibre &

.2, ... . n) d'affixes ai

oi.01 + ... t On.On = 0

01 + oo. +tan =0

I1 - BARYCENTRE

Etant donné des points Ai , 4e{ 1

et des nombres réels ai,

L2, ... ,.n} d'affixes ai

Ax est le barycentre de ooe

ceoof i

si et seulement si

{-°°‘ Ai "‘} est un équilibre et

P Aifooo

avec i#k

on # 0







Pour ceux qui souhantraxent une justification plus générale
du point de vue adopté ici, voici quelques extraits d'un.article
paru dans la Revue de Mathématiques Spéciales

(Vuibert Editeur)

Axiomatique barycentrique des espaces affines,
application aux courbes de genre un

par Yves HerLecouarcs, Professeur 4 Y'Université de Caen.

©

I. — INTRODUCTION.

Le but de cette étude est de formuler une
axiomatique des espaces affines qui soit proche
de Pintuition physique que nous en donne la
Statique. - e,

Par «espace affine» je ne veux pas -parler
«d’espace affine attaché & un espace vectoriel T »

(notion trés classique dont la définition sera

rappelée dans Ie paragraphe 2) mais - « d’espace
affine en soin. ' 7

Pour préciser cette -distinction voici une des- -

cription des définitions que nous allons donner
dc.ces objets dans les paragraphes 2 et 4.

" Un «espace affinc E attaché 4 un espace
vectoriel T » est la donnée d'un ensemble E, d'un
corps K, d'un espace vectoriel T défini sur K et
d'unc action de Tsur E: T x E—E qui vérifie
certains axiomes.

- Un «espace afinc E» est la donnée d'un
casemble E, d'un corps K et d'uné application
B:2, — E (lc barycentre) ob 2, est une certaine
partic de K™ ('espace des applications de E

dans K a support fini). Bien entendu B doit aussi
verifier des axiomes. - : ERth )
~ Cette derniére définition se veut trés proche de
Vintuition « physique»: B est 1a fonction qui &
un ensemble fini de « points massiques » associe
son centre de gravité. Cependant nous en don-
nerons une illustration dans un domaine totale-
ment différent (ou le corps K est remplacé par I'an-
neau Z) qui est celui de la théorie des courbes
de genre 1. e
Afin de pouvoir traiter simultanément les deux

cas ci-dessus, nous supposerons que K est

seulement un anneau unitaire (non nécessairement
commutatif) et que T est un module sur K. Les
lecteurs que ccla géne pourront penser que K est

un corps commutatifl (R ﬁar cxemple) et que T

est un espace vectoriel sur K.

IV. — Axiomamiqus BARYCENTRIQUE DES ESPACES
AFFINES. :

On se donne un ensemble E et un anneau K.
On désigne par £ = K® le module 4. gauche
sur K engendré par les points de E, c'est-a-dire
le module des combinaisons linéaires formelles
2 Ax;, avec I fini, A,e K, x,eE. Les éléments
fe .
dclﬁ qui sont réduits 3 un seul terme, c'est-a-

dire qui sont du type Ax, scront appelés des

points massiques ; ils forment un ensemble que’

I'on notera ..

Les élements de E seront considérés comme
des points massiques pour lesquels A =1 (de
masse unité€), on a donc

Echcp= {E Ax;, x;€E, l,eK},

lef

Finalement, on dispose d’unc forme canonique
(la masse) sur £:

v: £ —K S
Z)'lxl’_szll- '

iel - el

On déesignera par £, la paftic de £ formé par
les-éléments de £ de .masse unité, on a donc

Ecg, ={Z A T = 1}.
(N3] fal

Définition 4. — Soit une application B: &, - E
vérifiant les axiomes suivants : &

Axiome 1: B(x) = x pour x€E.

Axiome 2: B est associative sur E en ce sens
que si Yy =1 e si Y N=1pou
Cjes fal
tout jeJ, alors on a

Bz us(T x,x,)] -8 % uﬂhxz)

el el e Ii,

Nous dirons dans ce cas que (E, B) est un espace
affine sur K et nous mous proposons de montrer
que ces deux axiomes sont suffisants pour munir
E d'une structure d'espace affine attaché & un
certain espace vectoriel T.

Ay



Il nous faut maintenant définir Paction de T -

D'abord nous devons construire T, mais au- sur E.
paravant nous décfinirons I'ensemble & des bi- . .
_ points de E. S - Définition 7. = Pour tour x€E, nous poserons

Définition 5. — @ est la partie de £ formé par — .

les combinaisons lindaires du type x5 ~ x;, avec . S x +. *3%2 2 Blx + x3 - xy) ‘

Xy et x5 € E. : ) - ce qui @ un-sens puisque-x + Xz — X; €2, et cer
-Remarque : @ = Ker 1 donc 2ne, =g elemerzx ne dépend pas du choix de x;..
Proposition 4. — La relation = sur @ définie o En résumé, nous avons défini sur E une

par : ‘ Structure d'espace affine attaché 3 T e1 de plus
( )= 02 = ) = Bles - 2, + 3:) ’ les deux notions de barycentre coincident,

K TmxY)EQ ) eflmx )=y, . .

est une relation d'équivalence sur 4. : o . Vo = REMARQUE SUR LEsPAcE prs TRANSLA.
' ‘ Tions T.

Dans le paragraphe 4 nous avons vu que la
donnée de (E, B) permet de construire un module
T. Mais un autre module apparaft en cours -de
foute, c’est

Définition 6. ~ on pose T = B/= et on note
Xoxy la classe d'équivalence de X; = Xq.

Notre but sera maintenant de_définir une , ' o = . - : )
structure de module sur T et de définir une action ' . .%o = Kerp = 2:1 hoai Ih = 0. - - ¢
. . g - - ! o :
de T sur E de telle sorte que les deux notions - Le résultat que nous voulons établir dans ce
de barycentre coincident. : paragraphe est Je suivant. . .

Cea conduit donc & poser _ Théoréme 1. — T est isomorphe au guotient dyu

— —— — [y - %
MiXoX; + o + Axor, = o ‘module Lo par le sozfs module :

RS

avec o ’ ' N
e . 200={Z Ax;; 3xeE tel que ﬁ(x+§:l,-x,-)==x}.
y= ﬁ[(l - Z 1i)"o + 3 7\.‘":]' ‘ L e !

f=13 T o=y

Remarque : On aura alors 1a relation de Chasles °
Qga; + a,a cee T Q. 4 = . - :
083 382 n-10; _‘?oaa VI. = Varitres viNtaires AFFINES, APPLICATIONS

.. Pour voir ceci on prend _ . . _ LINEAIRES AFFINES. |
et it S e
On a al.ors,"d'aprés Paxiome 2: 3 i .‘ i aﬁize e fn b :};ﬁ:";e vg;uiz; E
et A o e s o et e G, de poins
avec T - : support fini et gelle que ZZ., =1, le bary_cenxre:
}"“5[—(?!- Day + z (6, —aq;_, +ao)]_= a,. ‘§, AxeV. !
' - . Exemples ;. !
_Proposition 5. — S g veczéursi; I’ & et E sont des sous-espaces affines de E :

ainsi que {a} si deE.

Oy : .
XoXys -« -5 XoX, de T. On pose comme ci-dessus : v . i
, 2’ Si x; et x, sont distincts dans E, Ia partie

Mixoxy + ++o + Ao, = xgy, LT - Vi, x5) = {Ax; + (1 — M)x,; LeK)
avec & & ' est appelée la droite affine engendrie par x,
, i=g =g . o
— ‘ Proposition 6. ~ Soit V @, :
Alors xoy ne dépend pas. du choix de Xo. De' Pour que V soit un sous-espace affine de E, il
plus, cette définition confére une structure de module ' Jaut, et il suffie, qu'il existe un sous K-module ©
aT. ) : . de T te] que .

1 pour xeV et 669, on ait §+ xeV;

2° l'orbite de x, pour l'action de ©, soit V tout
entier, ' :

1 ‘/%3



DEFINITION FORMELLE
DES EQUILIBRES

I-Pourquoi une définition formelle?

_ | I1T nous semble essentiel de souldigner que Tés personnes qui
ont bar1é‘d'équi1ibres, et qui les ont utilisés, ignoraient au début
quelle é&tait la nature des objets traités. Le statut des ob jets
(outils) qu’'ils utilisaient s'est peu & peu dégagé & partir de

leur utilisation dans les résolutions de problemes.

11 faut souligner qu'une telle démarche est constante dans
" 1'histoire des mathématiques ( ainsi on utlisait /-7 bien avant de
savoir quel était le statut de ce "nombre"); comme est consiant

dans cette méme histoire, la préoccupation ultérieure , de donner

un statut asux objets.

Ni 1'un ni 1'autre de ces actes n'est neutre dans 1'histoire
de' Ié science, mais‘ i1 nous semble fondamenta1, pour cette
in{roduction, d'attirer 1'attention sur uﬁe pér§ersion actuelle de
1'enseignement qui consiste justgment a3 donner le statut d‘'objet
avant celui d'outil. Ceci ne peut donc &tre qu'une annexe et a

_pour but de.dqqner,un_statut aux objets "équilibres" et de montrer
-que T'ehsemble deé objets ainsi définis est muni d'une structure

..d'espace vectoriel..

ANNEXE ¢ 1



II-Equilibres vectoriels.

1° Ensemble &tudié et notations associées.

'a) L'ensemble étudié.

IT s'agit de 1'ensemble R(Rn) c'est & dire 1'espace vectoriel
sur R constitué des familles de nombres réeiq indicés sur
R" et a support fini. (C'est & dire qu 11 s'agit, pour
chaque élément de R" de 1a donnée d'un nombre réel, un

nombre fini de ces nombres &tant non nuls).

. n
b) Notation des é&léments de R(R )

IT existe deux dimages mentales associées aux éléments

R" A . .
de R( ) chacune de ces images conduit & une notation;
nous. ut11wserons selon le contexte 1'une ou 1° autre.

b)) °r canceptwan

. p n
% Les éTéments de R(R ) sont une famille indexée par R"

vNotation: o= (a )QER“ s, étant entendu que o, = 0 sauf
pour un nombre fini d’ 1nd1ces ®.

Les él1éments @ de R" tels que a, # 0 forment 1e support
- de la famille £.

iy 2*re conception:

. n
Un é1ément' de R(R ). est une app11cat1on de R" dans R.

W

Notat1on° Tableau de valeurs :

£ = ,{ @] e2] ... | 2n) &—— R"
«1f azf{ ... | anf é————0 R
" Tableau dans Tequel figurent les &léments i de R" pour
lesquels oi est non nul (on sait qu'ils sont en nombre
fini). Ce tableau sera dit simplifié si, d'autre part,
ai # 0, pour tout ei. -

On a alors : Support £ = (@1 , ... ,en)
- A ’ .

A c__ 3!

@@“ A ‘?’

| e}

/

l'nl
/

Axusxsg 2



n
c) Structure d'espace vectoriel et notations dans R(R )

n
On sait que R(R ) est canoniquement muni d'une structure
d'espace vectoriel. Les lois de cet espace avec les

notations ci-dessus s'expriment par:

) (%aern * (Bploepr = (% + Be) acr”

Mlogdeern = (o) g ‘
o _ 21l @2] ... | e _ g1l g2l E
1) = { ai] az] ... | dn} g = {WB wa ;ffm'wﬁﬁ} 2y

o Support (£ + g) c Support § u Support g _
S1 un des éléments appartient a Support { - prpoft g
(ou Support g - Support f), son coefficient est
celui qu'il avait dans £ (ou dans 9),'
pS+ un &lément appartient & Support $vn Support g,
son coefficient est .Tab somme des coefficients

qu'il avait dans £ et g.
i 21} @2] ... | @n
° 1.t = .{%aagkng ‘.- gkap}

2° Equilibre vectoriel

a) Définition

. . . ‘ n
On appelle équilibre vectoriel tout &lément e de R(R )

tel que, en posant e =‘(m@}gemn , on ait:

LRI,
@Q
®
i
=
®
r
R
8
]
o

b) Remarque: Sil'on traduit cette d&finition dans le cas plus
habituel de R? ou R® ot 1'on a plus T1'habitude de noter
les vecteurs ﬁ, et si 1'on ne s'interesse qu'aux vecteurs
associés & un ceoefficient non nul (i}s sont en nombre fini)., la

définition ci-dessus signifie que:

- .
g
s ) - _ X \
Z la famille (Ui) de vecteurs est un équilibre 0 g
Z si et seulement si
= : . . : : ® . el w oA
z L3-8 : . clw 4
Z L ai.ui = et Zai = 0 . s
. .!
/ / ri
"/ hd ; ‘

Amuzxsq 3



IV-Barycentres et é&quilibres

1° Barycentres (Rappel)

‘MMMMWMW%%W

2% Propriété caractéristique

Soit (a,) &16ment de «(R")
oi (GA acd Un men e s

Le point B est appelé barycentre de 1a famille (aA)

Y« R =3

A€A

T

n
Soit (aA) un élément de d(m )

A€Ed

Les propriétés suivantes sont équivalentes:
7) B est barycentre de (ozA)Aésd
ii) ( (QA)AGQ + (pA)Aed ] est un équilibre
avec Ba 0 si A %8B
- BA -Z o« siA=8

Compte tenu de 1é définition des objets en question, 1la

démonstration est évidente.

3° "As soc1at1v1té" du barycentre (Barycentre partiel)

Nous nous proposons de tradu1re en terme d'équilibre 1le

théoreme du barycentre partiel (dit aussi: "associativitée"

du barycentre).

Rappelons le théor2me en question:

. IR . o - . Rnb
Soit (a ) Acd CH )Aeﬂ et (aA)AGd dgs é1§@eﬁts de d( )

tels aque  (@,))cq = () heq + (@) ,cu
Soit G, G® et G" les barycentres de-(“A)Aed s (“;)Aeﬁ et (a:)Aeﬂ

alors G est barycéntre de = LA

ANNEth 6
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Cela revient a dire en utilisant une notation par
tableaux, plus légare, mais abusive en raison de

1'ignorance dans Tlaquelle on est des supports:

[ Ai] A2] ... | an] @ .
S { 1] Q2] cor | anlSas } est un équilibre e
et |
Ai AZ ® ©o o AP G } est un éQUi1‘ibre el (Bi - ai)

Bij Bz ... | Bpl|-2B:

1]

} est un équilibre e" (yi = «i)

G E G" G
alors { TS = } est un &quilibre

Ceci est totalement évident puisque ce dernier é&quilibre

n‘est rien d'autre que e = g = g* |

4Au‘&r.ement dit 1'associativits du barycentre n'est autre

que la Joi de composition interne des équilibres. Tout
probléme faisant intérven"a’r ce théoréme peut &tre résolu

par combinaison Tinéaire d’'éouilibres.

Clarence Schmidt (1823-2): Construction exécuibe pendant frente ans, puis détruite ef recommencée, -

ANHEXEQ ‘ 7
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