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INTRODUCTION

Certains de ces problemes sont classiques (Tourniquette, trapéze
complet par exemple), notre but est pour chacun d'eux d'essayer de les résoudre
en faisant intervenir différents outils de la géométrie plane sans chercher
systématiquement a utiliser un outil prédéterminé. Par exemple, il ne figure

pas de solution utilisant 1'homothétie dans la tourniquette.

L'intervention des différents outils se réfere a la classification de
Jean MARION et Jean-Louis OVAERT ([1]) : ainsi les solutions utilicent les

configurations, les transformations, le numérique, le calcul vectoriel, le barycen-

tre, 1'analytique et les angles.

PLAN

Parallélogramme inscrit dans un cercle ;

-t

2. Le trapéze complet ;
3. Une propriété particuliere du triangle rectangle ;

4, Optimisation sur un arc de cercle ;

wn

. La Tourniquette.
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PARALLELCGRAMME INSCRIT DANS

UN

CERCLE

[Le propLEME  APORDE]

v
Il s'agit de montrer que tout parallélogramme (non aplati) inscrit dans un
cercle est un rectangle.

[ia conFicupaTION|

ABCD est wn parallélogramme inscrit dans wn cercle T.

D

|PRCPRIETE A DEMONTRER

A
ABCD est un rectangle

[PoiNTS DE  METHODE]

On désignera par I le centre du paralldl

i2logramme ABCD et per O le centre
du cercle T.

n
(SR8

Pour démontrer que APCD est un rectangle, on établira:

#soit que ses diagonales sont de meme longueur.(solutions O@ @@ )

esoit que deux de -ses cBtés conséeutifs sont orthogonaux. (solutions () ®OE)

[DIRECTIONS 'DE  RFCHERCHE|

Les points de méthode invoqués précéderment suggérent 1l'utilisation:

edes configurations. @

e des transformations: symétrie orthogonale, symétrie centrale,
i translation. @ @ @

ede 1'cutil vectoriel. @

esdes angles. @
s e




(D [uriLisaTiov pes conFieuraTiOns |

La médiatrice de [A,C] passe parl, carIA =IC, et par O, car ca = 0OC.,
La méaiatrice de [B,D] passe parl, carIB =ID, et par O, car OB = oD.

I1 est clair que ces médiatrices sont sécentes puisque le parallélogramme
ABCD est non aplati.
Les points I et O cormuns 3 ces deux droites sont donc confondus.

Par suite les diagonales [A,C] et [B,D] du parallélogramme ABCD
sont des diagonales du cercle T et on a: AC = BD.

ABCD est donc un rectangle.




.

@ [UTILISATION DE LA SYMETRIE ORTHOGOMALE|

.
!
i
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S1it A le médiatrice de [A,B] et 4 la symétrie crthogonale d'axe A

l8re solution: on utilise le fait que la symétrie orthogonale conserve
la distance.

La médiatrice A de [A,B] passe par O car OA
cer les droites (AB) et (CD) sont paralldles,
Ainsi A est la médiatrice [C,D] puisgu'elle est orthogonale 3 (CD) et passe
par le point O équidistant de C et D.

= 0OB,et est or?hogoqgle a (cD)

Donc, 4(A) =B et 4(C) =D, ce qui entraine - AC = BD.

ABCD est donc un rectangle.

28me_solution:on utilise le fait que par: une symétrie orthogonale, une
droite, son image et l'axe de symétrie sont:

. 501t parallédles,

s SOit concourants.

On montre comme précédemment que la droite A est aussi la médiatrice de [C,D].
L'image par 4 de la droite (AD) est la droite (BRC) qui lui est paralléle.
On en déduit que la droite (AD) est paralléle & A.

Par suite la droite (AB) qui est orthogonale & A est aussi orthogonale & (AD).

ABCD est donc un rectangle.




(3) [uTiLisATION DE LA SYMETRIE CENTRALE

z

Sit 4 le symétrie de centre I .
e ARC en le triangle CDA.

>

La symbtrie 4 transforme le triangl
au triangle ABC est donc transformé en le cercle

Le cercle circonscrit
gle CDA; autrement dit: A(T) =T,

circonscrit au trian
Le centre O du cercle I étant invariant par 4, les points O et I sont
confondus.

insi les diagonales [A,C] et [B,D] du parallélogramme ABCD sont des

diamdtres du cercle I', par suite AC = BD.

ABCD est donc un rectangle.




@ UTILISATION DE LA TRANSLATION |

Soit £ la translation de vecteur rB

L'image par £ du cercle T est le cercle I'' de centre O' = %(0)
= £(D),

qui passe par B = £(A) et C
La droite (OQ') est alors:
e médiatrice de [ B,C] car OB
eparalldle 3 (AB) car 00' = A% )
Alnsi la droite (BC) est orthogonale 3 (AB) car elle est orthogonale 3 (00').

OC et O'B =0'C.

ARCD est donc un rectangle.




(5) [CTILISATION DU VECTORIEL

tx

figure 2

figure 1

l8re solution: figure 1

— — —_— - .
Nous avons: IA+IC = IB+ID car les points

A ' pusiy - 1 + + z
.Les vecteurs TK et IC d'une part, et IB etID d autre part sont opposés.

On & donc: 1IA%2 = IR? = 10?2 = ID?, c'est 4 dire: IA = IB = IC = ID.
IB + ID, c'est & dire AC = ED.

+

Par cons®quent: IA + IC

ABCD est donc un rectangle.

28me solution: figure 2

Comme nous l'avons déja montré
aussi.la médiatrice de [C,D].

On a alors les trois égalités vectorielles:
— —~
o AK = %-AB car K est le milieu de [A,B].
o iR = %-5? car ABCD est un parallélogramme.
—_— — . .
®AK = DJ car J est le milieu de [C,D].

Ainsi AKJD est un parallélogramme qui a deux cOtés consécutifs (AK) et (KJ)

orthogcnaux, il s'ensuit que c'est un rectangle.

Les droites (AB) et (AD) sont orthogonales.

ARCD est donc un rectangle.

A, B, C et D sont cocycligues.

(voir ) ), 1la médiatrice A de [A,B] est



@ UTILISATION DES ANGLES

(]

~ - .
lere solution: on utilise la convexité du demi-plan.

NN s
— - >
Nous avons ¢ ¢'une part: (4B,AD) = (CD,CB) leffet @ la symétrie de centre I)
-
= XA
ed'autre part: (AB,AD) = (CB,CD) + 7

car fA, B, C et D sont cocycliques.
<A et C ne sont pas dans le mére demi-plan
de frontidre (BD), sinon [A,C] serait contenu
dans ce demi-plan et le point I de (BD) ne
serait pas le milieu de [a,cl.

En additionnant membre & mexbre les deux égalités anguleires précédentes,

. — - e .
on obtient: 2(AB,AD) = T , donc les droites (AB) et (AD) sont orthogonales,

donc ABCD est un rectangle.

A
Note: 7 désigne 1l'angle plet.

o3me solution: on n'utilise aucun critére de convexité..

N\ /ﬁ\:+ ‘ -
Nous avons e d'une part: 2(i8,AD) = 2(CD,CB) (effet de la symétrie de centre 1).
. —
o d'autré part: 2(AB C

,E) = 2(68,CD) car[les points A, B, C et D
sont cocycliques.

Fn additionnant membre 3 membre les deux égalités angulaires précédentes.

S - pEs A A,
on obtient: L(AB,AD) = C (C désigne 1'angle nul)
P S A
— - N — —
donc 2(AB,AD) = ©C ou 2(AB,AD) = .
N A
—_ —

Cr 1'éventualité 2(
colinéaires ne peut se
‘non aplati.

,AD) = C qui traduit que les vecteurs AB et AD sont
produire puisque le parallélogramme ABCD est supposé

)

. L e N . .
Finalement on a: 2(AB,.A—.-15) = 7 ce qui prouve que les droites (AB) et (AD)

sont orthogenales, donc ABRTD est un rectangle.

-9-



II _L‘LE TRAPEZE COMFLET

[LE PrOBLEME APCRDE

S' . - ~ . . .
gL0 i < u 1 i eze ]l eux S es nts
11 =% de demOI tre q e daI s un t] a‘O\.Zh)lES m dES ba ES, l pO

d'intersections des diago 'une rt e .d otés » o
ter ction S 1 nales ne es 181 a it
Z d'a parst t cotes non pa-al eles 'autre

part, scnt alignés.

LA CONF IGURATICN]
¢in trapdze ABB'A' de bases [a,B] et [a',R']
o(2B') et (BA') sont sécantes en J
e(AA') et (BB‘) sont sécantes en 1

eX est le milieu de [4,B]

oK' est le milieu de [a',B']"

[FROPRIETE A DEMONTRER|

On domne 3 cette configuration

Les points I, J, K et K sont alignés. _ ) B
le nom de trapéze ccmplet.

POINTS DE METHODE

J jouent des rOles analogues par
échange des points A et B (ou A' et B').I1 en est
de mfme des points K et K' par &change de (A,B) et
(A',B'). Ainsi pour prouver que les points I, J,

K et K' sont alignés, il suffira de démontrer que
trois d'entre eux le sont.

Les points I et

[DIRECTIONS DE RECHERCHE |
I1 faut roﬁver un alignement,

P

Les propriétés essentielles de la figure sont:
o (AB) et (A'B') sont paralléles

oK et K' sont des milieux

Ceci suggdre l'utilisation:

- gymétrie axiale,

o de transformations: homothétie, projection,
affinité.
1'aire du "triangle" IKK' est nulle, ()

ede l'analVTioue.CD

-lc-



(::) UTILISATION DU FEARYCENTRE

La configuration permet d'affirmer 1'existence de deux coefficients

a et £ tels que:
A I

c#0,2#0,a+2#0 et A'barycentre de 1z

Le parallélisme des droites (AB) et (A'B') permet de déduire,
le berycenire se conservant par projection, que:

) 1
B' est barycentre de <
a | 1

Par conséquent, en utilisant ces deux barycentres partiels, le barycentre

A T o '
de o i 1 est situé sur les droites (AB') et (BA'), c'est donc 1le

point J (L'existence de J entraine 20 + £ # 0) . C

' A}l B e e ez
Or K est barycentre de ST * par associativité, J est alors le
K ‘ . (s
barycentre de o z , ce qui prouve 1l'alignement de I, J et K.

Rerarque
———

On peut aussi utiliser la forme barycentrique du théoréme de
Céva dans le triangle ABI.
b

A .
A' barycentre de "E“"‘ , B' barycentre de —g—-j%' ,

&+

trd

donc les droites (BA'), (AB') et

B' barycentre de £

o »

R

L.
x

R g

(IK) sont concourantes ern J,barycentre de

a

P



(@) [uriLisaTion DE L'HOMOTHETIE

13re solution.

I1 existe une homothétie de centreI qui transforme I%,EJ en [A',Bq .

La conservation du milieu par 1'homothétie permet d'affirmer 1'alignement des
P L

points I ,K etK'.

28me solution.
Considérons 1'homothétie h; de centre I telle que ho(A) = A

et 1'hcmothétie

h, de centre J telle que h; (A') = E.
(AB) et (A'B') sont paeralléles on a: hy(B) = B!

hoohy (A) = B et hyoh {B) = A.

Ftant donné que les droites
et hy (B') = A. Par conséquent:

est le symétrie de centre K, donc le point K est sur ls droite (13)

Ainsi hz Ohl



@ |UTILISATION DE LA PROJECTION

les vecteurs IA' et IA étant colindaires, il existe un réel k
tel que: AT = keIR _
Considérons la projection p de (iA) sur (IB) de direction (AB). On a:
p(I) =1, p(aA) =B, p(A') = B'; donc d'aprés le théordme de Thalds:
1B = k-I3. o

—

IAV = heIB~- keTA = he(IB- IR) = keAD.
> — 1 = . . —_— —
"A'B' et AK =>-AB, on en déduit que A'K' =keAK

D'autre part: IK' = IA' + A'KS = keIA + keAK = ke (IR + A%) = k'I—IE,
donc les vecteurs I-K et IK' sont colinéaires,

rar suite les points I, K et K' sont alignés.

b
— D -



@ CTILISATION DE LA SYETRIE AXIALE]

UTILISATION DE L'AFFINITE

ldre solution.

Considérons la symétrie 4 par rapport 3 la droite (KK') et de direction (AB).
On a: 4(A) = B et s(A') = B'.

Or en déduit successivement:

e les droites (AA') et (8B') sont symétriques.
¢ 1les droites (AA') et (BR')se coupent sur 1'axe (KK') de la symétrie¥
e les points I, K et K' socnt alignés. '

* Dans une symétrie axiale, une droite, son image et l'axe de la symétrie
sont concourants ou paralléles. .

23me solution.,

Soit § 1'affinité de droite (AI), de direction (AB) et de rapport 15

On a: 4(B) =K, £(B') = K' et 4(1) = I.

Or,comme 1'affinité conserve l'alignemernt, les points I, K et K' sont

alignés.
£



@ [UriLisaTion DU NUYERIQUE

On notera MipQR l'aire de figure déterminée par la ligne polygonale
fermde MNPQRM
(IK) coupe le segment [A',K'] ou le segment [K',B'].
int de vue de la démonstration il est équivalent de considérer que
oite (IK) coupe le segment [A',K'] ou le segemnt [k',B'].

Placons-nous dans la premigre éventualité: la droite (IK) coupe
On a: IKK' = IKB - IK'B' - KK'B'B

or: +T°5 = IKA car K est le milieu de [A,B],

o IX'B' = IK'A' car K' est le milieu de [a',8'],

car K et K' sont les milieux des bases

oFK'B'B = KI'A'A
du trapéze AA'B'B.

———
Ainsi: IKXK' = IXA - IK'A' - KK'A'A

or, TKA = IMA' + KMA'A

D'ou IKK' = ((MA' - IK'A") + (KMA'A - KK'A'A)

Donc TKK® est la somme de deux nombres négatifs
Nous savons tous qu'une aire est positive ou nulle, donc IKR' = 0.

cints I, K et K' sont donc alignis.

o
e}

ues

I

[A',K']m\l‘f,



(::) UTILISATION DE L' ANALYTIQUE

Prenors (I,A,B) comme repire.

En désignant par a (a2 # C et a # 1) l'abscisse du point A,
ona: A'(a, 0), B'(0, a) et Kl %-, %—)

L'éguation d2 la droite (AB') est: x + g

C

. . P
L'équation de la droite (A'B) est: Sty = 1 ()
x

L'équation de la droite (IK) est -y =0

Les coordonnées du point J, intersection des droites (AB') et
(A'B), vérifient les &quatiorns () et C) . Par différence membre & membre
de @ et @on obtient: x = ¥.

Les coordonnées du point J vérifient 1'équation de la droite (IK).
/

Les points I, K et J sont donc alignés.

28me solution.

).

x, donc les points,

Les coordonnées du point XK' sont ( .

nole
e

L'équation de la droite (IK) esty

I, K et K' sont alignés.




- UNE PROPRIETE PARTICULIERE
DU TRIANGLE RECTANGLE

LE PROBLEME ABORDE

Il s'agit de montrer que, dans un triangle rectangle, la droite joignant les

projetés orthogonaux du pied de la hauteur relative & 1'hypoté&nuse sur les deux

autres cdtés, et la médiane relative & 1'hypoténuse, sont perpendiculaires

LA CONFIGURATION

o Un triangle ABC rectangle en A

» H le pied de la hauteur relative 2 1'hypoténuse

eI et J les projetés orthogonaux de H sur (AB) et (AC)
eA' le milieu de [B,C]

PROPRIETE A  DEMONTRER|

Les droites (IJ) et (AA') sont perpendiculaires.

POINTS DE METHODE

On &tablit 1'orthogonalité des droites (I1J) et (AA"):

‘@ soit directemnt (solutions (:) (:) (:) (:) (:) )

4 soit par parallélisme interposé: on remplace (1J) et (AA') par des
‘droites qui leurs sont parall&les (solutionms (:) (:) (:) I

Y



(:::) UTILISATION DU PRODUIT SCALAIRE

NOUS avons Successivement:
2(AAT-T]) = (2AAT) 13

— —_— -
(AB + AC)1J

—_— —_— =
= AB*1J + AC*1J
—_ — — —
= AB*HA + AC-A (%)
—_ - —_
= AB+(AC - AB)
= TH-BC
=0 (Les vecteurs Kﬁ et ﬁE sont orthogonaux)

On en déduit: AAT-TT = 0,

ce qui prouve que les droites (AA') et (IJ) sont perpendiculaires

77‘-
g0 o e « - . M 4
(¥ ) On utilise ici la propriéte sulvante:

Lorsque les points M et N d&crivent
les perpendiculaires é+eg»A' a la

4
v
"y

droite (OU) le réel OU*MN reste
invariant. : 0 U

.



<:::> UTILISATION DES ANGLES

c
A'
J L H
X
0
A 2 B
1

On utilise la notion de double d'angle d'un couple de vecteurs non nuls.

Désignons par O le centre du rectangle AIHJ et par K le point d'intersection
des droites (AA') et (1J).

_A—?— o .
Nous avons d'une part: 2(AB,AAY) = 2(BA',BA) cartle triangle AA'B est
igocile en A'
(® c'est 3 dire 2(AT,AK) = 2(BH,BA) car|les vecteurs AB et Al
ainsi que BA' et BH
sont colinéaires.

Nous avons d'autre part: 2(I0,IA) = 2(AI,A0) car Pe triangle AOI est
isacéle en O.
N X - N

(®  c'est_ i dire 2(IK,IA) = 2(AB,AH) car[les vecteurg I0 et IK
ainsi que Al et AB,
ainsi que AQ et AH
sont colindaires.

Or le triangle AHB étant tangl H, il s'ensuit :
i ngA:» 8 n_ﬁlii angle en ) s'ensuit que
2(BH,BA) + 2(AB,AH) =1 , (Il désignant 1l'angle plat)
' - . . » . — ) > o~
c'est 3 dire, compte tenu des &galiteés et ®, 2(AIAK) + 2(IK,IA) =1,
ce qui montre que le triangle AKI est rectangle en K.

Par suite les droites (AA') et (1J) sont perpendiculaires

- 13 -



@ UTILISATION DES ANGLES |

C
A'
Jh H
4
0
A - B

On utilise la notion d'angle géométrique.

On désigne par O le centre du rectangle ATHJ et par K le point d'intersection
des droites (AA') et (1J). '
Nous avons d'une part:

P s . ] . - 1
Iak = ABE @  car le triangle AA'B est isocéle en A .

Nous avons d'autre part:

N N ' X i
AIK = BAH (@ car le triangle AOI est isocéle en O.

A
Or le triangle AHB est rectangle en H, les angles ABh et BAH sont supplémentaires.

: A\ PR
Compte tenu des &galités (D et (@ les angles IAK et AIK sont supplémentaires,
le triangle AKI est donc rectanzle en X

Par suite les droites (AA') et (LJ) sont orthogonales.

Commentaires:

Comparée & la méthode précédente cette sclution paralit beaucoup plus simple,
plus expéditive. Cela provient du fait qu'ici, nous avons admis de facon
implicite les appartenances:

1 €[aB), K €[BA"), KE€[10), BE[40).

La solution précédente s'appuie de fagon explicite et rigoursuse, sur la seule
notion de colinéarité.




@ UTILISATION DE L'ANALYTIQUE

A'

Soit E le point de la demi-droite [AC) tel que AE = AE,

Dans le repére orthonormal (4,B,E), on désigné par ¢ 1l'ordonnée
du point C et par (XF , yH) les coordonnées du point H.

La propriété’ AH (xH , yH) est orthogonal & BC (-1 , C)

se traduit analytiquement Par -—x, + cyy = 0 )

—

. . . - - .
qui traduit également que 1J (“XH , yH) et 2AA' (1 , c) sont orthogonaux,

Les droites (AA') et (IJ) sont donc perpendiculaires.

Le coefficient directeur de (BC) est —c, celui de (AH) qui est orthogonale

3 (BC) est donc % .
. g _*1
Alns1l y; = YuS e "¢ .
.. bA) 1 .
Le coefficient de (1J) est alors - =" »ce qui prouve que
I

la droite (IJ) est perpendiculaire 3 la droite (AA') dont le coefficient

. c/2 _
directeur est T7Ef c.



@ [UTILISATION DES NOMPRES COMPLEXES

Dans le.plan complexe les points A, B et C ont pour affixes respectives 0, I et ic

> . . ->
A chaque vecteur u on peut associer un nombre complexe (affixe de u).

°24A" a pour affixe 1 + ic = z,

o CB a pour affixe 1 - ic

o Al a pour affixe k(1 - ic)xi = k(c + i) avec k réel et h # 0 (car Aﬁ_LBE)

Donc:[l a pour affixe ke

J a pour affixe ki

N .
o IJ a donc pour affixe k(i - ¢) = 22
or k(i -c¢) = ki1 + ic)

Z; et Z; ont donc des arguments différant de

et par conséquent: les droites (AA') et (1J)

2
sont perpendiculaires.

&



[oTiLisaTiON DE LA SYMETRIE ORTHOGOMALE .|

=== -

a

On utilise la symétrie orthogonale de droite (AB), notée 4.

Posons: C' = 4(C) et H' = s(H) .,

- . —t —_— — —_
Nous avons alors de maniére évidente: IH' = HI et HI = JA.
—_ —
On en déduit: AH' = JI , ce qui prouve que les droites (1J) et (AH') sont paralléles.
Par ailleurs les droites (AA') et (C'B) sont paralléles car la droite (AA")
joint les milieux des cOtés [c,c'] et [C,B] du triangle CC'B.

Or il est clair que les droites (AH') et (C'B) sont orthogonales car elles sont
les images par 4 de deux droites (AH) et (CB) elles-mémes orthogonales.

Les droites (IJ) et (AA') respectivement parallZles a deux droites orthogonales
sont donc orthogonales. '

L'idée de cette démonstration provient de la remarque suivante:

Lorsqu'on "double" un triangle rectangle, on obtient un friangle isocele
dont un coté est paralléle & la médiane relative 3 |'hypoténuse.

35~



@ UTILISATION DES SYMETRIES C=NTRALE ET ORTHOGOMNALE

On utilise les sym8tries orthogonales de droites (AB) et (AC) et la
symétrie de centre A respectivement notées 4;, 42 et AA

Posons: Hy = 4 (H) et B = & (H).

Nous avons d'une part:

Bk = ézoél(H4) = éA(Hl), ce qul montre que A est le milieu
du segment [Hi, H],

Nous avons d'autre part:

les droites (BH1) et (CH:) sont orthogonales & la droite (HiH:)
du fait que les symétries 41 et 42 conservent l'orthogonalité,

Le quadrllatere BH)H2C est alors un trapéze rectangle en Hi et H2, et la droite
(AA') qui joint les milieux des cOtés [Hx,Hz] et [B cl est paralléle aux bases,
donc orthogonale 3 (H;H:z).

I1 s'ensuit que la droite (AA') orthogonale (HiH2) est aussi grthogonale 3
la droite (IJ) qui lui est paralléle, :

Commentaire:

On peut au niveau d'une classe de Seconde, voire ‘de Premiére, amorcer le coup
en faisant préalablement établir que le point A est le milieu du segment [H1,m]



UTILISATION DE LA SYMETRIE ORTHOGONALE

p) A[ (AR)]

On utilise les symétries orthogonales AA et éd od A et d sont respectivement les
médiatrices des segments [A,B] et [a,1° '

Notons tout d'abord que:
s5Q
,La droite A'par A' du fait que ce point est &quidistant de A et B,

eLa droite d est un axe de symétrie du rectangle ATHJ.

Cela dit désignons par % la translation Adoéb.

Nous avons:

sma L an O

(1) = &l (am] = £(s)l aml) @ car 4, = ob,
On en déduit:
e (AA") -LAA[ (AH)] @ bis) car 4, conserve 1'orthogonalité

e (1J) //AA[ (AH)] (Gbis car |la translationm £ transforme une droite
en une droite parallgle.

Par ‘suite, les droites (AA') et (1J) sount perpendiculaires.

Cefie solution assez sophistiquée est | 'oe
bien sir- au cours de |'année scolaire 1982-1933

uvre d'un éléve de Seconde - excel lent



: LA SYMETRIE ORTHOGONALE
@ UTILISATION DE , & .
L HOMOTHETIE

On utilise la symé&trie orthogonale 4, ol A d3signe la médiatrice de [H,J]

puis 1'homothétie h de centre C qui fransforme B en H.

La médiatrice A du segment [H,J] passe par le centre O du rectangle AIHJ
et le milieu E de [H,C] puisque, de maniére &vidente, les points O et E
sont équidistants de H et J,

Les droites (1J) et (JE), images par ) des droites orthogonales (AH) et
(BC) sont elles-mémes orthogonales.

Cela dit, nous avons:
e h(aA) =J
o«n([B,C]) = [H,C] puis h(A'") = E car h conserve les milieux.

Par suite (JE) = hl (AA')] ce qui montre que les droites (JE) et (AA')
sont paralléles,

Concluons: la droite (IJ) étant orthogonale 3 la droite (JE) 1'est aussi
‘3 sa paralldle (AA').

nentaire:

UN 1a1

La symétrie 4, transformant "|'orthogonalité" des droites (AH) et (BC) en celle

des droites (1J) et (JE),reste & prouver que les droites (JE) et (AA') sont

paralléles ... ce que fait |'homothétie h.

|
(o
o~
]



IV - JoPTINMISATION SUR UN ARC DE CERCLE

LE PROBLEME ABORDE

i ! i d'un arc de cercle
11 s'agit de maeximiser la somme des distances d'un point

aux extrémités de cet arc.

LA CONFIGURATION

M est un point de 1'arc 4B porté par un cercle T

[ qu'iL FAUT FaIRE]

On doit déterminer pour quelle(s) position(s)

de M sur 1'arc AB la somme MA + MB est maximum.

[Pomt DE METHODE]

: VN
.. \ VTS _ . o .
Le fait que l'angle (MA,MB) reste constant lorsque M décrit 1'arc AB nous incite

d utiliser pour ce probléme les notions d'angle, de rotation, de similitude...

ou encore le calcul trigonométrique.

DIRECTIONS DE RECHERCHE

Pour aboraer géométriquement ce probléme on pEL a priori, avoir deux idées;
4
1° Régionzliser le plan 3 1'aide d° elllDSEa de foyers A et B

2° Remplacer 1'un des segments [M,A]l ou [M,B] par exemple [M,A] par un

segment de longueur égale porté par la droite (MB) et ayant pour

extrémité soit M, soit B.



@ UTILISATION DES ANWGLES|A

Ecartons d'abord les cas M = A et M = B pour lesquels le maximum de MA + MB
n'est visiblemernt pas réalisé. f '

- . . ~ ) N
M étant maintenant un point de 1l'arc AB autre que A et B, on remplace le segment

[M,a] par le segment [M,N] ol le point N est tel que M € [ B,N] et MN = MA.

) — —¥ > P
2(NA,NB) = 2(Xa NMl:............car NB et NM sont colinéaires.

3
-~ — - 3 -~
=7 - (MN,MA).vveossenocar le triangle AMN est isocéle en M.
)
= (MAMN) + (MK,MB)....car M € [B,N]

= (IA,IB)++esssvssoro...en désignant par 1 le point de 1l'arc AB
Equidistant de A et B.

Cette derniére égalité prouve que le point N est élément du cercle I'' de centre
passant par A (et par B).

Cela dit, soit D le point de T'' diamétralement opposé & B,

Alors:

e Pour tout point M de AB autre que A, B et I-le triangle BKRD est
rectangle en N et on a BN <BD, c'est a dire MA + MB < IA + IB

ePour M = I, on a trivialement MA + MB = IA + IB

Ainsi lorsque M décrit 1l'arc AL le réel MA + MB est maximum pour M =1

et uniquement dans ce cas.

~28 -
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@ GTIL1SATION DES ~MeLES

On 8carte, pour des raisons d&ja évoquées, les cas oi M = A et M = B,

Soit M un point de 1l'arc AB autre que A et B, On remplace ici le segment [M,A] par

le segment [M,N] oli N est le point de la demi-droite [MB) tel que MN = MA,
En considérant le milieu P du segment [N,B], on a: MA + MB = MN + MB = 2ZMP.

On est alors ramené 2 maximiser la longueur du segment [M,P]. Disons que, & priori,
‘ le choix de ce montage n'est guére judicieux puisque le segment [M,P] a ses deux
extrémités variables. Toutefois en désignant par I le point de KB équidistant de A

et B, on peut observer, que pour M # I, on a:

=5 -4\—-> i — — .
2(NA,NB) = 2(KA, /)\ Vi ue.ees..car les vecteurs NB et NM sont colinéaires.
. —~ > . . <
=T - (MN,MA) vssvvse.car le triangle NAM est isocéle en M.
g —
= (MA,MN) + 7
>y —~ .
= (%g*gf) + Teessssoecar NE [ MB) R
= (JA,JB)vsveessesss.en désignant par J le point de I'-AB éguidistant

des points A et B,

Cette dernidre égalité prouve que le point N appartient au cercle I'' de centre J

passant par A (et par B).
Pour M # # I, le triangle BIN est isocéle en J la droite (JP) est donc une hauteur

de ce triangle, de sorte que le triangle MPJ est rectangle en P,

Pour M =I, on a P = B et le triangle MPJ est encore rectaﬁgle en P.

Ainsi lorsque M décrit 1'arc AB- {4, B} les triangles MggAfont des triangles rectgngles

Sy
en P dont les angles sont constants puisgque l'on a: (MJ MP) = (MJ,} B).

I1 s'ensuit que la 1ongueur du cdté [M,P] sera maximum lorsque ceffe du coté [J,M]

sera également maximum, ce qui se produit lorsque M = I et uniquement dans ce cas.

Donc le réel MA + MB est meximum si et seulement si M est le point de 1'arc AB

gquidistant de A et B - 24_




@ UTILISATION DES TRANCFCFXATICONS '1

~ z

On écarte, pour des raisons déja évoquées, les cas ol M = A et M = B,

Soit M un point de l'arc £® autre que A et B. On remplace ici le segment [M,A] per le
segment [ B,N] o le point N est tel que B € [M,N] et BN = AM,

On a alors conjointement :

'AM = BN
(AM,BN) = (AM,MB) = (MA,MB) + T
E NN . A
Posons: (MA,MB) = o...angle Constant lorsque M décrit 1 arc AB.

- ) ~ . .
Alors la rotation ® d'angle’@ +'m qui transforme A en B transforme zussi M en N. Le

4

centre de cette rotation n'est autre que le point d'intersection J de 1'arc T-AB et
de la médiatrice du segment [A,B]. :

Lorsque M décrit 1l'arc AB-{A,B} les triangles MJN sont des tr%éggles isocéles en J dont

—
les angles sont constants puisque 1'on a: N = &) et donc (5§,JN)==?§4-GR
P q

Il en résulte que la longueur du cdté [M,N] sera maximum lorsque celle du coté
sera également maximum, ce qui se produit lorsque M est le point de 1l'arc AB diamétra-
lement opposé a J sur le cercle T et uniquement dans ce cas.

Ainsi le réel MA + MB est maximum si et seulement si M est le point de 1l'arc £B

équidistant de A et B,

~3C.



On Bcarte encore les cas ol M = A et M = B pour lesquels le maximum de MA + MB
n'est visiblement pas réalisé.

Soit M un point de 1'arc AB autre que A et B. On remplace ici le segment [M,a]

par lesegment [ B,N] ol N est le point de la demi-droite [ BM) tel que BN = MA.
En désignant par P le milieu du segment [M,N], on a: MA + MB = BN+ BM = 2BP, -

On est alors ramens 2 maximiser le réel BP d'oli 1'idée de determlner le lieu du
point P lorsque M décrit 1'arc B/

Pour ce faire, observons que:

MA = NB
AL s A
(MA,NB) = (MA,MB) = O.....angle constant quand M décrit AB-{A,B}.

I1 s'ensuit que larotatlorxd angle o qui transforme A en B transforme aussi M en N.
Le centre de cette rotation n'est autre que le point d'intersection I de 1'arc AB
et de la médiatrice du segment [a, Bl.

A ce stade de notre étude on s aper§01t(*)u il n'est plus 1ndlspensab1e de déterminer
le lieu de P. En effet, pour M # I, le triangle MIN est isocéle en I, la droite
(IP) est donc la hauteur de ce trlangle, de sorte que le triangle BIP est

rectangle en P.

Pour tout point M de g% autre que A, Bet I, on a donc: BP < BI et, pour M = I,
on a P = I et par conséquent BP = BIL.

Ainsi le réel BP est maximum si et seulemnt si M= 1.

Autrement dit le réel MA + MB est maximum si et seulement si le point M est

gquidistant de A et B..

(*) Voir page suivante. =3l



Si tel n'est pas le cas, le raisonnement peut se poursuivie de la fagon suivante :
Le centre 1 de la rotation 1 qui transforme
A en B et M en N est aussi le centre
de la similitude o qui transforme A en M
et B en N. Cette similitude transforme donc
le milieu K de [A, B] en le milieu P de
[M, NI

On en déduit alors que 1 est encore le
centre de la similitude I qui transforme

A en K et M en P

Le lieu de P est donc l'arc Z(AB) porté
par le cercle Z(I') de diametre [B, 1]. Sur

la figure Z(/ﬁ%) est l'arc @o'

Deés lors, il est évident que BP < BI 1'é€galité ayant lieu si et seulement si P =1
c'est-a-dire M =1L

"Commentaire : Cette fin de démonstration demande plus de connaissance et de
technicité que la précédente. Comme quoi les bonnes idées de départ ne sont pas

toujours les meilleures.



Pour démontrer que le point I, intersection de la médiatyice de [A,B) et de 1'arc AB,

maximise MA + MB, il suffit de montrer que pour tout point M de 1'arc éﬁt distinct

de I, on.a: MA + MB < IA + IB,

‘Considérons le point J diamétrzlement opposé au point I, la droite (MJ) est la

bissectrice des demi-droites [MA) et [MB),

J.
B
] -~ . . . A
D'aprés la configuration ci-contre,
i
on a: I
_ -
MA + MB < IA + IB, !
Ml
> A
: 'IM/I .
~+ ’ ’
e 7
I e 7
AY 17 ’
¢

Ainsi, lorsque le point M décrit 1'arc AB, le réel MA + MB est maximum pour M = I,

et seulewment dzns ce cas.



(:::) UTILISKTION DES CONFIGURATIONS | 2

1
I
I

La dZmonstration qui suit fait intervenir un régionnement du plan 3 l'aicde des

lignes de nivezu de 1l'application M¥+——— MA + ME,

Etant donné un réel k strictement supérieur & AR, la ligne de niveau k de cette
application est 1'ellipse & de foyers A et B, ensemble des points M du plah tels

que MA + MB = f,

Ceci étant rappelé, commengons par €liminer les cas M = A et M = B qui ne scnt pas,de
fagon évidente, des solutions du probléme.

Considérons maintenant un point M de AB autre que A et B,

MA -+ MB est maxipum si et seulement si aucun point de 1'arc AB n'est extérieur 2
1'ellipse & de foyers A et B passant par M, ce quivéquivaut 2 dire qu'au péint‘M,

l'arc AB et 1'ellipse & ont méme normale (ou méme tangente) .

On sait que:
#la normale en M 2 1'arc AB est la droite MO) .

ela normale en M & 1'ellipse & est la bissectrice (MJ) des demi—droites [yA) et_[ﬂB)‘

Donc MA + MB est maximum si et seulement si lesdroites (MO) et (MJ) sont confondues,

autrement dit si et seulementsi M est le point de 1'arc EB équidistant de A et B.
F q

-gL'...
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@ UTILISATION DES AIRES|A

UTILISATION DU NUMERIQUE

On motera MNPQR 1l'aire de 1a figure déterminée par la ligne polygonzle
fermée MNPQRM. ' '
Tragons 3 1'extérieur du triangle AMB sur les cOtés [A,M) et [BM] des rectangles

AMM; A; et BMx B tels que AAy = BB = 1.
: A\

Les droites (A1Mi) et/\(B;M:) se coupent en M' sur la bissectrice de 1'angle AMB.
Celle-ci coupe 1'arc AB ne contenant pas I en son milieu J.

. [} 1 —t r g vOVEE

On construit alors A' et B tels que AA' = BB = MM,

vEIv] o . ' - . 1

Lle vecteur M'M a une norme constante lorsque M varle sur 1'arc AIB: MM = oo "
. S i .

On a d'aprés le théoréme de Pythagorevgénéralisé* . MAx] + MBx] = AA'B'B
. — T 1'a% - . ottt o T

Puisque Aa' = MM 1'aire du parallélogramme AA'B'B est maximum lorsque AA' est

orthogonal 2 LB, et donc lorsque MJ) est orthogonale a (AB).

Ainsi MA + MB est maximum lorsque M = 1 et seulement dans ce cas.

T Py

Données: o MAA M; est un parallélogramme
s MBB; My est un parallélogramme
oM';?inter_gectioq des droites (A;M;) et (BM)
e AAT = M'M :
+AA'B'B est un parallélogramme

Conclusion: MAAiM; + MBR:M» = AA'B'B

Démonstration: ACC'A' AD;M'M = MAAI M, A,
BCC'B' = BD:M'M = MBR:M

En ajoutant membre 3 membre: AA'B'B = MAAJM; + MBBiMe

~-55-




@ [UriciseTioy o0 rorcios
UTILISLTION D'AlRes [ & ]

Comme dans la solution précédente on utilise une aire associe a la longueur MA + MB,
la configuration des trois parallélogrammesé , la bissectrice de 1'angle AMB.

Tragons & 1l'extérieur du triangle AMB et 2 une distance égale a 1, deux paralléles

aux cdtés (AM) et (BM). Elles se coupent en M' sur la bissectrice intérieure de
N . ‘ ~ cq

1'angle AMB, Celle-ci coupe l'arc AB ne contenant pas I en son wmilieu J.

On construit encore A' et B' de fagon & avoir AA' = BB' = ',

PR 1

Le vecteur MM' a une norme constante lorsque M varie sur 1'arc 21B: MM' = P

On a MA + MB = 4A'M'M + MM'B'B,
et par conséquent! | MA + MB = AA'B'B

: ] (R T , P tot . 1
Puisque AA' = MM', 1l'aire du parallélogramme AA B B est maximum lorsque AA' est
_—

orthogonal & AB et donc lorsque (MJ) est orthogonel & (4B).

Ainsi MA + MB est maximum lorsque M = I et seulement dans ce cas.

AA'™M'M + MM'B'B = AA'B'B

~3G -
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<:::> UTILISATION DU CALCUL TRIGINIY AETRIGUE

—f - fm s - o e

— .
M étant un point de 1l'arc AIB autre que A et B désignons par a, 8 et Y les
P g ¥

réels de 1' 1ntervalle 1o, "{ mesures respectives en radians des angles geometrlques
N N

MAB, ABM et AYB et par R le rayon du cercle T support de 1' arc AIB.
Nous avons alors:

MA MB MA + MB 2R

- _______________._..-—-——-

sin o sin B sin o + sin B

On en déduit: MA + MB = 2R (sin a + sin £)
. . o+ R a - B
LR sin 5 ces 5
T - a - 8
2 . 2

LRsin

4Rsin T ¥ est un réel constant pulsque est constant
2 P : .

ol lorsque M décrit 1'arc AB-{A,B} .
a-8 T
7 £ ‘]_'5 ,7{[ du fait que 0<ca <® et 0F B< .

a - R

Par suite MA + MB est maximum lorsque cO0S =5 est maximum ce qui se produit

lorsque o = B et uniquement dans ce cas.
Lle triangle AMB est alors isocéle en M.

. . - : h -~
Ainsi lorsque M décrit l'arc AB,le réel MA + MB est maximum si et seulement sl

M est éguidistant de A et B.

_33-



@ UTILISATION DE LA CONVEXITE D'U.E FONCTION

1
M
Y
r | - <
) SO o
’ ) v - valnx
’OQ - N X
2 ' 2 .
. - )
Qy +ox:
- 4
A B

On choisit M # I, Les nombres ao, 01 et 02 désignent les mesures des angles

—{\-—-r -—{\—+ —{\—> . oo o1 o) . .

(0A,0B), (OM,0A) et (OB,0M) de fagon que 5 0 7 et 5" soient &léments de [ 0,7],
On obtient (voir solution ) -

MA + MB = 2R(sin—9‘—_‘2- + si‘n%)'

/

Or la fonction (—sin)v est une fonction strictememl convexe sur 03”.]

sin/ y est concave,

. 1. o .2 o1l oo 1 e e e '
Ainsi sin — + sin 2) < sin( 2‘>< 2 + > X 2 ) ‘(vou figure)
. 4. .. 1 ,MA + MB .oy o :
Ce qui s'€crit - (—————-——2R ; ) < sin 5 . .
‘ . Q1+ 02 “ o .
Or IA = IB = 2Rxsin A entraine MA + MB.< IA + IB et la conclusion

MA + MB est maximum pour M = I et seulement dans c€ cas.

Généralisation: (Cf Bulletin APMEP n° 361 page 631 - Décembre 1987, J.M, Didry)

= ;o Qo 1o i 22 S0 G4 G
MA+MB+AB—2R(51n2+sm2+sm2‘) avec 5 +5 +3 .
D e 00 4 ggo 1, o Oy o oooloo Lo Loy
On a 3><(s:r.n 5t sin &= + sin- ) £ sin( 35 Y35 * 3% )
d'oli 1'on déduit MA + MB + AB £ 3X2Rsin‘% " et la pr'opfiété ¢ le maximum du péri-

métre d'un triangle inscrit dans un cercle est celui du triangle équilatéral.

—5&"



COMMENTAIRES

Les outils utilisés dans les précédentes solutions de ce probléme d'optimisation

sont ordinairement utilisés dans une classe de Terminale C.
I1 n'est cependant pas nécessaire d'atteindre cette classe pour aborder un tel

probléme. On peut par exemple 1"insérer dans un probléme plus vaste de fagon que le
résultat visé se présente comme un corollaire d'une propriété dont la démonstration

est 3 la portée de la classe concernée.

L'énoncé suivant illustre ce point de vue:

L'objet de ce probleme est de maximiser la somme des distances d'un point d'un
arc de cercle aux extrémités de cet arc.

Soit un arc de cercle &E, I le point de cet arc équi&istant de A et B.

1° Montrer que, pour tout point M de A3 autre que A, Bet I on a:
MA + MB < IA + IB
Indication: on pourra faire intervenir le symétrique B' de B par
repport & la droite (MI).

P
2° En déduire qu'il existe un point M et un seul de 1'arc AB tel que
MA + MB soit maximum. Quel est ce point? ‘

Solution:
. . . . |
La droite (MI) est la bissectrice extérileure 1lssue I,

de M du triangle AMB. On est alors assuré que le
point M appartient au segment [A,B'].

I1 s'ensuit que:
.d'une part MA + MB = MA + MB' = AB’

ed'autre part IA + IB = IA + IB' > AB' T

(Inégalité triangulaire)

~
Ainsi pour tout point M de l'arc AB autre que A, Bet I on a:

TA + IB > MA + MB

Comme par ailleurs IA + IB > AB (Indgalité triangulaire)

"1'inégalité précédente est encore vérifiée pour M = A et M = B,

. . —
Finalement, pour tout point M .de AP autre que I, on a:

IA + IB » MA + MB,

Donc MA + MB est maximum lorsque M = I et seulement dans ce cas

~33_



v~ [LA "TOURNIQUETTE"

|LE_PROELEME APORDE

I1 s'agit de montrer qu'étant donné un triangle,

si on prend un point sur l'un de ses cStés et si on

"tourne" parallélement aux cOtés du triangle, on : A
"poucle en deux tours"”, ou, si l'on préfére/on

n hg b "
boucle au sixl€me coup .
y¢ M; M,y

LA corFicurATION]

Soit un triangle ARC. On choisit un point M, sur (AB). ‘ M M,

7

¢ la paralléle (BC) passant par Mp coupe (CA) en M- *
(AB) passant par M; coupe (EC) en M B : _ c
(CA) passant par M coupe (AB) en M3 M ¥

(BC | '

(AB

w7

e 1la paralléle

[\

ela parallsle
passant par M3 coupe (CA) en My

s

¢ la paralléle

)
)

passant par My coupe (BC) en Ms

o7

ela paralléle

PROPPIETE A DEMONTRER

La paralldle 2 (CA) passant par Ms coupe (AB) en M

POINTS DE METHODE N 3 ' o M

I1 suffit de montrer:

e soit que (Mp¥s)//(AC),

e soit, si on appelle My 1'intersection de (AR) et

de la paralléle & (CA) passant par Mg, que Ms =M.

DIRECTIONS DE RECHERCHE|

la figure dtant constituée de parallélogrammes (aplatis ou non),

elle suggére l'utilisation:

¢ des configurations ©)
-ae 1'outil vectoriel. @ ) @ @

. . s .
ede transformations: projections et symétries axlales

edu barycentre. @
edu calcul analytique: @

Remarque : Les démonstrations ne sont pas simplifiées si 1'on cherche 3 démontrer que [Mo’ M3]

r 9 ~ . .
er TA, B7 ort le méme milieu. . ~LC -



@ UTILISATION DES CONFIGURATIONS

BMsM:Ms est un parallélogramme car ses cOtés opposés sont paralldles;
M MsMsC est un parallélogramme car ses cOtés opposés sont paralléles;

donc d'aprés le théoréme des trois parallélogrammes,

MsBM C  est un parallélogramme.

D'autre part,
M BM; M; est un parallélograrme car ses cdtés opposés sont paralléles.
Ainsi d'aprés le théordme des trois parallélogrammes appliqué aux

parallélogrammes MgBM; C et Mo BMaMi, ‘CMsMpM; est un parallélogramme .

Donc les droites (MyMs) et (AC) sont paralléles.
L



(@D [umiisaTion pe L'outiL VeCToRIEL]

lsre solution: Caractérisation vectorielle du parallélogramme

EM3MaMs _est un parallélogremme car ses cOtés opposés sont paralléles,
done BM; = MM , Q@

My MsMsC  est uuarallélogramme car ses cotés opposés sont paralléles,
done M3My =MC , O

donc d'aprés@ et@® : B—M‘; =hc. @

BMyM, M; est un_parallélogramme car ses cBtés opposés sont paralléles,
donc M B =MM.

~

En ajoutant membre & membre les égalités@et (@, on ovtient:
P —_— ey —
MoB + BMg = MMy + MC
>

e Ll
donc MM =MC

done  (MoMs) // (AC)-

23me solution: Colinéarité ‘de vecteurs

Les quadrilatéres BMyM;M; et BM;My Mg ayant leurs c5tés opposés paralléles.
sont des parallélogrammes,

— —_— — —_— — —
donc 1BM; = BN, + BM et BMg; = BMz + BM
£n soustrayant membre & membre ces deux égalités, on obtient:
—_— I — P — —_— .
BMA—BM1=BM3+EM5~BMO-BMQ, )
donc MM = MgMy + MoMs .

lvervd — . 2. « P .
Les vecteurs MM; et MMy sont colinéalres & AC; par conséquent 11

e —— . - ’
en est de meéme de MyMs, ainsl on a: (MeMs ) // (AC).

~42-



PROJECTIONS

(:> UTILISATION DES

My

Propriété utilisée: la projection conserve le coefficient
: de colinéarité de deux vecteurs.

Les points A, B et M,
(ac)
(cB)

=

En projetant st

3

En projetant sur
En projetant sur (Ba)
En projetant sur (AC)
En projetant sur (CB)
En projetant sur (BA)

Ainsi AMg= AMy , donc

étant alignés, il existe un réel & tel que: AMy

parallélement

parallélement
parallélement
parallélement
parallélement

parallélement

Y2 V2N YRR VA

o7

—

(BC) on obtient:-----=-- AM;
—

(AB) on obtient: ------- Bz
. ——

cA) on obtient:--- -- -- BMs

BC) on obtient:-- - - - -- CMs
—
AB) on obtient: - - ----~- CMs
—e
CA) on obtient:- ------- AMs

Y-

R R R R R R Q

2| Bl

=
(@]

RTRIRIR ]

=
o



@ UTILISATION DE LA SYMETRIE AXIALE

-
\ ./'
-~
Mo i Ml }40 Ml
| \ I | N
\‘ - AN
' i Lo \
B c B < * C
. Ms f Al M2 Ms . M2 . -
i
figure 1 : figure 2

ldre solution: figure 1.

A' désigne le milieu de [B,C].

Considérons la symétrie par rapport 4 la droite (Ap') et de direction (BC).

Cette symétrie échange les droites (AB) et (AC).

Les droites (MpM;) et (M3My) &tant paralldles & (BC), les points Mo et M
d'une part, et les points M et M d'autre part, sont symétriques.

La symétrie oblique conservant le parallélisme, le symétrigue de la

droite (MyM;) qui est paralldle & (AC) est la droite passant par Ms
symétrique de Mjet paralléle 3 la droite (AB) symétrique de la droite (AC),
c'est done la droite (MsMs); en conséquence Ms et M sont symétriques

Les droites (MoMs) et (MiM2) sont donc symétriques; or .les droites

(MM ) et (AB) étant paralldles,leurs symétriques le sont également, donc

les droites (MgMs) et (AC) sont parallgles.

28me solution: figure 2.

B' désigne le milieu de [A,C].

Considérons la symétrie par rapport 3 la droite (BR') de direction (AC) .

Cette symétrie échange les droites (ra) et (EC). 4
La droite (MM;) étant paralléle & (AC), les points My et My sont symétriques.

La symétrie oblique conservant le parallélisme, les droites (MM ) et (MiMp)
" sont donc symétriques, donc les points Mi et Ms sont symétriques.

La symétrie oblique conservant le parallélisme, les droites gMoMl) et (MaMs)
sont symétriques, donc les points Mo et Ms sont symétriques. -

Les droites (MoMs) et (AC) sont donc paralléles.

—Lf-



® { UTILISATION DU BARYCENTRE |

Ms

M

M

Les points A, B et My étant alignés, il existe deux réels o et B tels que

My, soit le barycentre de

AlC
M: barycentre de =1z )
|
M2 barycentre de .E_._Q.’ projection
a | B
‘A r . R
M3 barycentre de —p= , progection
a | B
A . .
My barycentre de 18 ° projection
’ L

Ms; barycentre de -g—-i—B-' projection
a | B
A B . .
Mg barycentre de -a—-i-—s’ . projection
Ainsi M..é = Mo .

de

de

de

de

projection de (AB)

(ca)

(EC)

(AB)

(BC)

sur

sur

sur

sur

L5~

1

A B
o IB
(AC) parallélement

(CB) parallélement

(BA) paralldlement

(AC) paralldlement
(CB) parallélement

(RA) parall@lement

o7

(xC) |
(4B)

(ca)
()
(aB)

(ca)



@ UTILISATION DU CALCUL AMALYTIQUE

g

M3 M

Mo Mln

Considérons le repdre (B,C,A).
L'équation de la droite (AC) est x +y = 1.
e . .
On pose M . s on obtient successivement pour les ¢oordonnées

._ des pointsfMi :

M|l T2 Les points Mo et M; ont méme ordonnée
Ha et M; est sur la droite (AC)
1 - a . : - .
M, 0 Les points M; et M; ont méme abscisse.
0 , ; . s 1 .
M; 1 -a L'ordonnée de M3 est €gale 3 l'abscisse de M.
E Les points My et Ms ont mBme ordonnée
411 - a et M4 est sur la droite (AC).
| a i
Ms 0 Les points Ms et Ms ont méme abscisse.
O : ' -~ : P ~ f .
Mg a L'ordonnée de My est égale 3 l'abscisse de Ms.
Donc Ms = My .

—he-



PROLONGENENTS.

S &avon eu 1 1de de géneralls r le or bl “l(] et, t;e
I‘i() 191 ns e e [e] eme de l a t our

LE PRORLEME ARORDE

Il s'agit de montrer é &’ i j i i
g que, étant donné un triangle dans un plan projectif, si on
prend un point sur 1'un de ses cOtés et si on tourne comme cela est précisé danms

la configuration suivante, on boucle.

[ conF 16URATION

Soit un triangle ABC et trois points A', B' et C' situés sur (BC), (CA) et (AB).

On considére un point M, sur (AB).

Bl

On appelle: «M 1'intersection de (MoA') et (AC)
oM 1'intersection de M Ch) ét (BC)
s M3 1'intérsection de (M2 B') et (AB)
oMy 1'interséction de (MsA'$ ét (AC)
o Ms 1'intérsection de MuC') et (BC)

PROPRIETE A DEMONTRER

La droite (MsB') passe par My.

[comenTaIRES ]

Les solutions @ @ @ ‘proposent 1'utilisation du théoréme de Ménélaus sous

des formulations différentes: traditionnelles @ , barycentrique @ , et en
ne issu du plan projectif

termes d'homothéties @ . Elles ont pour cadre un plan affi

- précédent en enlevant un droite ne passant par aucun des points de la figure. Ainsi,

1'existence des points Mo, Mi, M, M3, Msy et Mg n'est pas & mettre en cause.

~LFo



S.

O\

1oye solution: montrons que Mo, Ms et B' sont align

S vous avez beaucoup d'imagination et &tes trés perspicace vous pouvez
constater que ceci n'est rien d'autre que le théoréme de Pappus appliqué
sux points My, My et C' d'une part et M, My et A' d'autre part.

Afin de vous convaincre,.voici un autre dessin qui rend plus explicite

une telle affirmation.




2éme

c'

solution: on utilise la forme barycentrique du théoréme de Ménéleaiis.

(Document & pareitre, I REM de Bordeaux, Groupe de Géométrie) -

Berycentre de | - A B C B
Mo o B
M; a
M, R!'
i3 a' ‘ B!
[ 81 L.
Al - 8—§- ‘Y—é- Fn utilisant My et My
' - - -
ct a.g. —s'%_ _ En utilisant Mi et M
| B! . \
M, a! Y& En utilisant A' et Ms .
- G.' 1 . . - \J 4+
Ms 8'-&-— Yg Fn utilisant C' et Ms -
B! __a'_ﬁ_: .Y_@f En utilisant M et Ms
E : ‘

En utilisant Mo, Ms et B' il reste a montrer que B'E et a‘g- sont

proportionnéls 3 B et o, ce qui est évident en multipliant chacun de ces
aB .

deux nombres per T "

Ainsi, My, Ms et B' sont elignés.

~h8-
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M,
Al

M, T C

c' '

38me solution:

Nous allons appliquer cing fois le théoréme de Ménélaiis dans le triangle ABC.

Transversale Relation de Ménilalis
(MoM1A?") %x%x%: 1
(M3MsA'") %X%X%=l
(MxMzcﬁ') : . ' EXE X%= 1
e WL EL -
(M, M3B") %x%xg:%z 1

En multipliant membre & membre ces cing égalités on obtient aprés simplifications:

|

e

Mo 2 o MsC ‘A
Ot  Smm— %

Mo A s  B'C.

ce qui prouve, toujours d'aprés le théoréme de Ménélalis, que les

=1’

points M ,Ms et B' sont elignés.

~-56-
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L3me solution: on notera hi 1'homoth&tie de centre M. pour i = C 1y evey 5

Ainsi: '
' At

seta py he o

On a: hio hy = hso hs @;

En effet chacune de ces composées d'homothéties est 1'homothétie
de centre A'qui transforme B en C

Wal
~

A }__;._u___;.c I_Ih.i__pB

On a: lh o hy = hso ha ©)

En effet chacune de ces composées d'homothéties est 1'homothétie
de centre C' quli transforme A en C :

Nous allons démontrer que hzo hy = hoo hs

Remarouons tout d'abord que hzo hy est 1'homothétie de centre B' qui
transforme C en A.

D'aprés @ : ho = hi'o hso hs @ , a'aprés @ : hs = ko ho k@
On pose: - . h = hi'o hso h3o ho hyo h
D'aprés Q et(®on a: | . hpo hs = h
-1

-1
ona: crltaprtig f——h’—»Bt——hL»At——hﬁ——rck—hl—»A , ainsi h transforme C en A.

Le rapport d'homothétie de h est celui de hso hy, ainsi hpo hs.est
1'homothétie de centre B' qui transforme C en A donc My, Ms et B' sont alignés.
S




JruTres aspecTs DE LA TOURNIGUETS

1 - |PREAMBULE

Nous allons montrer uniquement & travers des figures les différents aspects de
la tourniquette.

Nous avons considéré deux types de tourniquettes: celle du début (Type 1) et celle
des prolongements (Type 2). Il faut noter que la tourniquette de type 2 n'est pas
la tourniquette de type I(projective} Voici la figure correspondant 3 la tourniquette
de type 1 projective:

11 - [TOURNIQUETTE SUR WN POLYGCNE |

1-Q§adrilatére

Type 2

G f ' _52 -




111 - [TOURNIQUETTE SUR UIE CORIQUE |

I-Cercle

2-Ellipse

My Hs

Type |

-53-




2. Pentagone

O3 .

0,

3-Polvgone avant n cOtés:
in au lecteur de faire des figures et d'imaginer ce qui se

Nous laissons le so
passe selon que n est pair ou impair. -5l




-

—Parzbole
s ettt

4-Bvperbole

Type 1

Type 2

-55-

Type 1

Type 2




5-Deux droites

M,

Type 1

M3

Type 1

Ms

Type 2

56—

Type 2
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