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INTRODUCTION GENERALE

Le présent fascicule est un document a 1'usage des maitres. Il est
né d'une réaction & 1'insuffisance du "je dessine et je constate' et donc de
la nécessité de développer un fondement théorique solide sous—jacent au cours
de 48me méme si les tenants et aboutissants ne sont pas 3 exposer devant les

- éleéves. _
I1 doit permettre au maitre de suivre une "ligne coh&rente" 3 par-

tir des acquis de 1'éléve de 5éme (distance-orthogonalité-parallélisme).

L'éleve de 48me, de nos jours, est sensible 3 un aspect dynamique
et non contemplatif de la géométrie. C'est pour cette raison que nous avons
abordé ce programme avec la symétrie orthogonale par rapport 3 une droite
dont la connotation naturelle est le pliage d'une feuille de papier, ce qui

lui confére 1'aspect dynamique noté ci-dessus.

Ce document se veut conforme au programme actuel de 4éme. Toutefois,
le chapitre droite graduée a été omis. Il se situerait naturellement a la
suite du chapitre I‘"Distance", mais ne trouverait pas son utilisation dans
la suite du document tel qu'il est gongu. Cependant, le professeur pourra le-

traiter pour permettre une certaine incursion des nombres en géométrie.

I1 en est de méme pour le chapitre "repérage dans le plan" qui ne

peut étre justifié que grace a la forme compléte du théoréme de Thalés. Son

étude pourra donc étre reportée en 3éme.

Aucun chapitre ne comporte la description d'activités préparatoires
relatives & la notion traitée. (Considérations pratiques ou physiques, mani-
pulations liées a des problémes concrets) . Elles constituent la préparation
de séquences pédagogiques réservéés au maltre. Cet exposé ne prétend induire
aucun type de pédagogie et laisée au mattre 1'initiative pour 1'organisation

de son travail. )

Les démonstrations sont le plus souvent complétes. Pour certaines
un canevas a été seulement présenté. (En particulier lorsqu'il était fait
appel 3 des axiomes non explicités). Seules les plus simples ou qui parai-

traient les plus formatrices pourront donner lieu i des activitds déductives

pour les éléves.
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CHAPITRE O

PLAN - DROITES

INTRODUCTION

Le but de ce chapitre est de mettre en place tous les éléments de base

et de préciser le vocabulaire d&ji acquis : plan, points, droites, parallélisme.

Les éléves ont déja rencontré des droites perpendiculaires a 1'école primaire et

en 6éme et S5&me. Il nous a paru préférable (??) de partir de 1'acquis des éléves

pour bien mettre en place 1a relation d'orthogonalité et ses propriétés dés le dé-

but de 1'année plutdt que de faire une présentation (moins naturelle pour las éle-

ves & notre avis !) 3 partir de la médiatrice et de la symétrie orthogonale.
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PLAN - DROITES

I - INTRODUCTION

. P un ensembfe appel? plan dont Les eLiments sont appelés 'poiwt.s

« & un ensemble de parties de P dont Les Eliments sont appelis droi-
tes (une droite est donc un ensemble de points)

Lle tout verifiant .

@) Wne droite est une partie propre du plan

@ Pan deux points distincty A et B du plan passe une droite et une
seule que £'on notera (AB).

Propriétés
S £'intensection de deux droites n'est pas vide, alons : s0it elles
dont confondues, 804t Leun intensection est un singleton.

Remarque :
Rien ne permet d'affirmer que 1'intersection de deux droites peut &tre
vide, cependant l'observation des 'réalités" physiques nous conduit -3 imposer 3

P et 3 & de vérifier en plus.

@Soiem‘. un point A et une droite A ne passant pas par A.
12 existe une droite A' unique passant parn A et telle que

ANA = ¢




11 - PARALLELISME
1) Définition
Etant donng deux droifes A et o'
a// &' SST (a=a' ou DA = ¢)

s /] & 4e Lit s paratlele 4 A"

9) Consdquences immédiates

@ Etant donné une drnoite A : A /] A

@) Etant donné deux drnoites o et o'
Si a /& akons /] A

Remarque :
Pour cette raison (C2) on dira plus simplement que "A et A' sont
paralldles'.
@§_4.; deux dnuites sont panalleles et ont au modins wn point commun
alors ellLes sont confondues.
((\@ Etant donné wie dnoite A et un point A.
12 existe une droite b el une seule passant pan A el paral-
Lole a A
Démonstration
ler cas : A & A Voir T - A3
2me cas : A €A . La droite A elle-méme convient car A € A
et A& /] A

1'unicité découle de II = 2 -s@@

3) Positions relatives de deux droites

Lorsque deux droites ne sont pas paralléles elles sont sécantes.

Remarque :
L'intersection de deux droites sécantes est un singleton. Cependant .

par abus de langage, on dira fréquemment :'soit A 1'intersection des droites

y 1

A et A

eilenn



En_résumé : Etant donné deux droites A et A' on ne peut se trouver que dans '

1'un des trois cas de figures suivantes :

N

A'

>

ANA = ¢ A=A ANA" = {A}

~N ~/"
A et A' sont parallédles A et A' sont sécantes
4 - Théoréme

SL deux drodtes sont paralleles alons toute sécante pourn £'une est -
décante pour L'autre.

Démonstration :

A A a6y /] by

A et A} sécantes en A.

A et A; sont sécantes en A donc A et A; sont distinctes.

Si A et A2 n'étaient pas sécantes (c'est-d-dire, si elles &taient paralléles
alors par le point A il passerait deux droites A et 4; paralléles i la droi-

te A4y, ce qui contredirait II - 2 - (?Q

5) Etude de (D; //) (Relation de parallélisme)

a) // est néglexive
cf. II - 2 - €))
b) // et symétrnique

cfn—z-@ \



c) // est transitive

Si (A // A" et A'//AM) alors & [/ A"

c'est~3~dire S Etant donné trois droites A, A' et &"
\

Démonstration

Si A et A" n'étaient pas parallédles (c'est—-d-dire si A et
étaient sécgqtes% comme & et A’ sont'paralléles,alors (dfaprés 11 ~ 4),

A' et A" seraient sécantes d'ol la contradiction.

Ainsi // est une nelation d'équivalence dans <P
Les classes d'iquivalence sont appelies dirnections.

III - ORTHOGONALITE

Aprés des manipulations physiques avec 1'équerre, on dégszge dans
l'ensemble & des droites du plan la relation, notée b=
W - o 1
s A est orthogonale a A

A4 A se lit ou "
2“A est perpendiculaire 4 4A'

On notera sur le dessin

Cette relation .l dans l'ensemble D varifie la régle suivante:

A"



@ Etant donnéd deux drodltes aet A’
1) S¢ aLa' alors &' A

Poun cette naison, on dira plus sdimplement que "A et A’
sont onthogonales™ ou que "& et A' sont perpendiculaires".

2) S« deux dnoites sont orthogonales, alors elles Aon,t‘ Alcwites.

3) Etant donné une drnodte & et un point A, 4L exdaste une
droite A" untque telle que :

AEA et A LA

Théoréme !

Deux droites onthogonales & une méme trhoisdieme sont paralleéles.

Théoréme 2
Etant donné deux drzites parnalliles, toute droite onthogonale &

2'une est onthogonale @ L'cutno.




‘ne faut pas oublier que les éléves de 4éme n'ont,

des décimaux & leur disposition.

‘manque 1'axiome de Pasch).

CHAPITRE I

DISTANCE

INTRODUCTION

. . . s ., W
Dans ce chapitre, intervient 1'aspect métrique du plan. L'expression nombre

Y R . ' . . . . ..
positif q.i revient souvent dans la suite du cours semblera blen insuffisante mais 1l

en début d'année, que l'ensemble D

I1 conviendra donc de préciser au fur et 3 mesure de

1'introduction des autres ensembles de nombres Q et R, 1l'ensemble d'arrivée de 1'ap-

plication distance.

~ Le systéme d'axiomes adopté pour la géométrie du plan est insuffisant (il

Nous renvoyons le lecteur & une annexe et 4 la bibliographie

pour des développements complets.

Dans la pratique, c'est la motion de segment qui intervient le plus souvent

(ce qui correspond & la vision limitée de la droite qu'ont les &léves !). Il nous a

paru préférable de remplacer la notion de relation d'ordre sur la droite par la rela-

tion ternaire :

"M est entre A et B si et seulement si ME([aB]"

La demi~droite est définie & partir de la notion de segment. Les démonstra-

tions des résultats énoncés ont été volontairement omises. Encore une fois, nous ren-

'voyons le lecteur @ une annexe.



DISTANCE “

A la suite de manipulations, on fera dégager aux éléves les caractéris-

tiques sulvantes :
]

Une unité de Longuewr Etant choisde, on admet qu'if_ existe une applica-
tion (appelée distance) qui & chaque couple de points du plan assocdc wi nomb 1
positif noté AB (AB est La distance du point A au point B).

Cette application est caracténisie pan : i

1) Etant donné un couple (A,B) de peints du plan :
AB = 0 SSI A =B

2) Etant donné un couple (A,B) de pcints du plan :
AB = BA

3) Etant donné un tuplet (A,B,C) de points du plan :
‘AC ¢ AB + BC :

Etant donné deux points A,B distinets du plan £'ensemble des padats M,
du plan, vénikiant AM + MB = AB est une partie de La droife (AB) . '

Déginitaion :
Powr deux points quelconques A et B on appelle "segment AB" @& on

note [AB] £'ensemble des points M tols que AM + MB = AB

A B
Lecture : "segment A,B" . emmmm——

v

A et B sont les extrémités du segment [ AB]

[ BA]
(A}

Remarques [ AB]
[ Al

Conséquence de la définition : M ¢ AB ssi AM + MB > AB
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- DEMI-DROITES

LEATNE S AN
P s

—
—

Propriétes
Sx; A,B et C sont trhois points d'une droite A.
alons : A €[BC] ou B E[CA] ou C € [AB]
Theoneme :
S A,B,C sont distinets, une seule des propositions précidentes est vrale.

Défudtion

Ftant donnds deux points distincts A et B, La demi-droite d'onigine A

contenant B est 2'ensemble noxé [AB) des points M Zels que :

M € [AB] ou B € [AM]

On appelle demi-droite ouverte d'origine A contenant B, la demi-drait.

[ ~R) privée du point A ; on la note ] AB)

A B A B
A — t ' & } ¢
demi-droite fermée [ AB) : demi-droite ouverte |AB)

- PropridZe
Etant donnd une demi-droite [AB) ¢t un nombre posdtif d, <€ extste it
point i unique de [AB) zels que :

AM = d |

<+

Propriété | : Etant donné un point A d'une droite 4, il existe alors deux
demi-droites ouvertes et deux seulement, notées [ Az) et [2¥)

A

d'origine A telles que { JAx) i {A}; JAy)} est une partition de &. *
propriété 2 : 5i CE€ ] AB) alors [AC) = [ AB) 1
Propriété 3 : Si M € [AB] alors [aM] C [AB]

Propriété 4 : A # B [aB) N [BA) = [AB]
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bgaarque : Etant donnés une droite A et un point A de A, un nombre strictement

positif d, il existe alors deux points M et M' de A tels que

AM = AM' =d, M € [Ax) et M' € [Ax')

IV - MILIEU

- Théoneme :

Erant donnds deux points A ot B, {0 exdste un potnt T unique du
plan *o4 que :
Al = 1B =

N
A

périnastration @

1]
oo
n
—

ler cas * A =B alors A

2me cas : A #B

§i I existe alors I est sur le segment [AB] car AI + 1B = AB

Sur la demi-droite [AB), il existe un point I unique tel quc

AB

AL = 3
Al < AD donec I €[AB] et AB = AI + IB
donc IB = é%

Remarque

>
el
=

“l

5i I €[aAB] et si AL = IB alors Al = 1IB

Le mifieu du segment [A,B] est C'unique point 1 vérdifiant
1 €[AB] et Al = 1B
Remarques
e [AB] et [BA] ont méme milieu
o Le milieu de [aa] est A.

o Si A# 3B le milieu de [AB] est 1'unique point I vérifiant

I € (AB) et AI = 1B
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CHAPITRE II

SYMETRIE- ORTHOGONALE PAR RAPPORT A UNE DROITE

INTRODUCTION

La symétrie orthogonale est la transformation fondamentale dans la suite

de ces chapitres. Elle e¢st présentée ici & partir de la médiatrice d'un segment.

La notion de demi~plan qui intervient dans le régionnement du plan est

une conséquence de 1'axiome de Pasch.
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| SYMETRIE ORTHOGONALE
PAR RAPPORT A UNE DROITE

I - PRELIMINAIRE

Cette legon sera précédée de manipulationsconsistant en pliages de

feuilles de papier.

IT - MEDIATRICE

1) Définition :
Etant donné deux points distincts A et B
La médiatrice de [AB] est la dredite onthogonale @ (AB) qud passe par
Le milieu de [ AB]

Remargue : .
Médiatrice de [A B] = Médiatrice de [B A]

III - DEFINITION de la symétrie orthogonale par rapport d une droite.

P IEE BRI SN

Etant donnd wne droite A du plan, on comsdidérne La comrespondance S A
dé gindie pan
S :P——mP

A
Mi—— M'" tel que S 5L MEA: M= M

| s¢ M@&a: o ostla médiatrnice de [M,M']

S, et appelie : symétrie onthogonale par happort a fLa droite 4 .
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5, (&) = A
SA (B) = B'
SA (c)y =c'

IV - PROPRIETES

Dans toutes les propriétés suivantes on suppose que l'on s'est donné

au préalable une droite A.

Propriete 1. (P1)
Etant donné un point M du plan S Z\(M) existe ot est unique

S, est une application de P dans P)

Propridts 2 (P2)
Etant donné un point M du plan S A'(S A(M)) = M

Propriété 3 (P3)
Etant donnd un point A du plan, AL existe un point B undque du

plan tel que : SA(B) - A

Remarques :
1) D'aprés Pl et P3 on déduit que SA est une bijection

de P sur P
2) SA 'eSt 1'ensemble des points M tels que : SA(M) =M.

2on dit que A est 1'ensemble des points invariants par SA
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V - PROPRIETE FONDAMENTALE

1) On est amené 3 poser la régle suivante :

Etant donné La symitnie onthogonale S g Pt napport: a La drnoite A
Etant donné deux peints A et B du plan :

3 [ - A - R!
St S {A) = A" et S (B) B-

alons AB = A'B’

Remarque :
Une application f de P dans P vérifiant pour tout point A '

et tout point B : f£(A) f(B) = AB est appelée isométrie.

On dit que £ 'conserve" les distances.

Ainsi une symétrie orthogonale par rapport 3 une droite est une isométrie.

2) Régionnement du plan par la médiatrice :

Etant donné une droite- 4 et un point A du plan non situé sur A.

Soit B = SA(A)
A

O



P, est le demi-plan ouvert de bord A contenant A

P, est le demi-plan ouvert de bord A contenant B

%

Soit un point M du plan, on va comparer MA et MB.

/ler cas/ : M E A

[}
2.

SA(M)
M
,SA(A) = B
or SA est une isométrie
A =)
L R L |
donc MA = MB
el
/2me cas/ : M € Py

%

/3me cas/ : M € P

M € P, donc le segment [M B] et A ont
un point commun I
or IA =1B
donc MB = MI + IA,

B or I n'est pas sur le segmént [M Al

donc MA < MI + IA

donc MA < MB .

Par une démonstration analogue : MB < MA

MA=M™MG&
En résumé § &
NA <L NB RA> RB
N X
X R

A R LR R T oY
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Théoneme :
La médiatnice de [ABl est £'ensemble des points bquidistants de
[ AB] ‘
La démonstration est une conséquence directe de 1'étude des trois cas

précédents.

3) Application du régionnement du plan :

Distance d'un point 3 une droite.

Theonéme - Déginition : o —

Etant donné wie drnoite & et un point A non sLtUl sun A
Soient : - H fe point de & Zel que : [AH]L &
- un point M de &

S{ M#H alons AH < AM

AH st appelie : distance du point A a fa drnoite Ay

——_—-———_—.—_—-———_-_

Démonstration :

B e
>

!

A

Tracons la médiatrice A" de [v H]
(AH) // A' donc A est dans le demi-plan ouvert de bord A' contenant H.

donc d'aprés V-2 AH < AM



4) Constructions 3@ la régle et au compas

a) Construction de la médiatrice d'un_segment

18

b) Construction de la droite _4' orthogonale & _A__et passant par

un_point_ A

-

¢) Construction du_symétrique 3 la régle et au compas




d) Construction du szmétrigue au_compas

e e e e o e e e o e o B e e o




. 1'invariance des longueurs seront néc

" échangeant deux droites sécantes.
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CHAPITRE III

APPLICATIONS DE LA SYMETRIE ORTHOGONALE

LY
P2

Y IREYS
PAERY

IHTRODUCTION

~

11 s'agit essentiellement ici de préciser l'effet d'une symétrie ortho-

gonale sur 1'alignement, 1'incidence, le parallélisme et 1'orthogonalité, qui, avac

essaires pour faire fonctionner cette transfor—

mation.

Bien qu'a la limite du programme de 4éme, les bissectrices d'une paire

de droites.s'introduisent naturellement dans la recherche de symétries orthogonales

C'est aussi une notion déjd connue des éléves de

6eme. De plus, le fait que ces deux bissectrices soient perpendiculaires est un outil

fréquemment utilisé.

s
"~

YRR
PREEEA)
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APPLICATIONS
DE LA
SYMETRIE ORTHOGONALE

I ~ IMAGES DE FIGURES SIMPLES UNE_S TRIE_ORTHOGONALE

TR

Rappel : .
Etant donné un ensemble é?vdu plan on appelle image de é; par une

application K de P dans P, l'ensemble des images des'poihts de Zi .

Dans tout ce qui suit on considére la symétrie orthogonale SA par

rapport & la droite A.

1) Image d'un segment, Image d'une droite, Image d'une demi-droite ,

L'image du segment [A Bl est Le segment [S,(A) S,(B]

-

D

: VV1 -B Conséquence : 1'image du milieu de
[ — :
A x”,,,,/f’fT”f’/T [A B] est le milieu de [SA(A) SA(B)]
1 ’ /y
o v .
A : : ' S, |
A . A aeD
" :
v : : BB
]
K i My
ﬂ)\j : AM = A'M'
) ' ] .
’ ! BM = B'M'
MNBP AB - A'B'
) M € [AB] ssi AM + MB = AB
| A B AM + MB = AB ssi A'M' + M'B' = A'B'
//' ‘ E A'M' + M'B'= A'B' ssi M'E€[A'B']
A / .
)
y
B / of
1
/ !
' '
! !
2 n &
L] ' :
' '
[}
A !
: 4 .
! 1
7
x !
i
!
t
!

ceedeen



Corollaire |

Les £mages de thois points alignés sont alignes.

Corollaire 2

L'image d'une drodite est une droite.

Remarques :

L'image de

. Etant donné une droite D; appelons D] son image.

ler cas :
_S_l_',Dl et A

Alors DH et

D,_‘

sont sécantes en

A est A

A sont sécantes en

A

Si D; et A

Alors D] et

sont paralléles.

& sont paralleles.

Dy

22

R



3me cas :

[,

Si Dy A alors D) =D

23

2) Images de deux droites :

Etant donné deux drodtes

Appelons D] £'image de

. Si Dy et D, sont sécantes en A alons

S& /D, alons 01//0;

LI A ——

S« Dy D, alens DiLD;

D,

D, et D,

Dy et D) 4L'4mage de D, »
5 D] et D; sont sZcantes

2 en A" dmage de A.
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D, L Dy
(A # B) tels que D; soit la média-

Prenons A et B deux points de Dy

trice de [AB] -



Soient A' = SA(A) et B'" =35 (B)
Soit M' un point de Dj

11 existe un poinf M ﬁnique de D; dont l'image est M'
§, est une isométrie donc MA = M'A' et MB = M'B'
D; est la médiatrice de fA 8] donc MA = MB donc M'A' = M'B'
Donc tous les points de Dj ‘sont équidistants dée A' et B'
D{ est la médiatrice de [A'Bf]- | |

D] et D} sont orthogonales.

II - Bissectrices (& la limite du pkogramme) ‘

1) Probléme !
Etant donné deux droites &, et 4, sEcantes en 0;

Eu}s/té-,t-d une droite D telle que :

Démonstration ; . : 7"

Si une telle droite D existe alors elle doit vérifier les conditions sui-

.
B9

vantes :

lére condition : 0 €D d'aprés I

28me condition : Soit un point M; - différent de O et situé sur 4,

Il existe deux points distincts Mp et M) de 4y tels que

OMp = OM3 = OM,

~—
.
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SD étant une. Lsométrie

SD(MI) = M2 ou SD(Ml) = Mé

Donc D est nécessairement la médiatrice de [M; ;] ou la médiatrice de
[M; 5]

Appelons D' la médiatrice de [M; Mj]
D" la médiatrice de _ [M; Mj]

Ainsi les seules solutions possibles du probléme sont D' et D".

** Montrons que D' et D" sont effectivement solutions du probléme.

§,0(0) =0 et sD,(Ml)'= M

Or 1'image d'une droite est une droite donc SD;(AI) = Ay

De méme 'SD"(Al) = A

Conclusion : ’ |
Le probleme posé admet deux sclutions : D' et D" sont
Les bissectrices de  {ay ; ayt
Remarque :
Si D est une bissectrice de {a; ; 45}

Alors D est une bissectrice de. {4y ; 0y}

?7) Théoneme :

Etant donné deux drodites stcanfes Ay et N,
Les bissectrnices de {ay ;5 byl sont onthogonales.

Démonstration

R A
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Soit FE A, et F#0

. Spr . | OF = 06

Soit H tel que O soit le milieu de [Fal: OF = OH
S

D" SH
G ¥F——————— jou
|F

Comme SD,(G) =F et D' #D" alors SD"(G) # F

Soit I tel que O soit le milieu de [c 1] 0G = 01
De méme ' Sy S
HV I ' OH = 01 -
Spm |

OF = 0I donc de méme I+————F

S

D"
F r—————— 1 donc (IF) 1 D"
Gp+——H donc (GH) ) D" S donc (IF) // (GH)

5.,
Hye—D2 1

G ¥———— F
or (HG) // (IF) donc d'aprés (I-1) (IF) // D'
donc D'L D" . v

\

3) Construction ,
Elle résulte de 1) M, M2 étant des points de A; et A, tels que

OM, = OM,, D' est la médiaotrice de (M, ]

0 €D

Il suffit d'en construire un second point A.
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4) Une caractérisation des bissectrices

a) Tout point_de D' est équidistant de Ay et 4,

SD'
A —— A
Le couple (A,b,) est transformé par SD' en le couple (A, D)

Les perpendiculaires menées par A aux droites A, et &g rencontrent ces droi-

tes en H; et H

SD' conserve 1'orthogonalité, donne le segment [A H] est transformé
en [A Hj] par S;i- Comme = S, est une isométrie,

AHp =AH

b) Tout point gquidistant _de_ 43 _et A, est_un_point d'une

bissectrice de A3 _et _ho A
i




Si &

Comme

Si Hl € Al et (A Hl) d Al
et HZ € A2 et (A Hz) 1 AZ
SA
est la médiatrice de [H; H,], H; —— H, et

S

. S
conserve l'orthogonalité &4, f———A——+ Aoy

A est donc 1l'une des bissectrices. -

Théoneme :

Soient 4, et 04, deux droites séeantes.
L'ensemble des points Equidistants de b, el A,

des deux bissectiices de {2);8;}

: SA
Avr—— A

est La ndundon

29
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CHAPITRE IV

INTRODUCTION

Aprés une révision de vocabulaire sur le cercle, on étudie dams ce cha-
pitre les notions siﬁples d'axes de symétrie d'un cercle et de cercle circonscrit
3 un triangle (avec application au triangle rectangle). I1 nous a paru intéressant
d'aborder (non nécessairement en cours 1) au niveau de cette classe le probléme dg
1'intersection d'une droite et d'un cercle et de celui de 1'intersection de deux
cercles. L'étude de ce probléme permet d'aborder dés la 4éme la notion de droite

tangente 3 un cercle.

Cependant il n'est pas question de démontrer que 1'intersection n'est pas
vide lorsque OH < r ou lr - ' < 00' < r + r'. Ceci pourra Srre fait en classe
de 3éme lorsqu'on aura admis 1'existence de la racine carrée pour tout nombre réel

positif et démontré le théoréme de Fythagore.

EVIRRY]
“~ o~
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I - CERCLE : REVISICN - VOCABULAIRE

1) Déginition :

Etant donné un nombre 1 strictement positif et un point 0,
on appelle cercle centre 0 et de nayon % L'ensemble des points M du
plan tels que

OM = 1

Ce cercle sera noté zf (0, )

2) Vocabulaire
\ Mﬂ OC est le rayon du cercle

[0,C] est un rayon du cercle

N\ o AB est 1le dlametre)‘AB =2r
////A\ {A B] est un diamétre du cercle
' \ 8 [B c] est une corde
\ ' /g A est une droite diamétrale
\
\ )
A
b

Propriete :

Toute drnoite diamétrale A hrencontre fLe cercle en deux noinis
My et My, 0 est e milieu de [ MiM;]

II - AXES DE SYMETRIE D'UN CERCLE

Recherchons les axes de symétrie d'un cercle de centre O.
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b) Réciproguement : Soit & un axe de symétrie du cercle.

pubginafidindy wiguiPnie PEsghapet SepE P Y

La perpendiculaire D 4 4 passant

par O coupe le cercle en 2 points
Ml et Mz

N
e

> u
S il —— ¥ par hypothése

A
pa

4 Dp——+D car D& A

{4, My} b {M), My}
M; ou M, n'appartemant pas 3 4, (A # D)

M; et M, sont symétriques par rapport

A _ a £ donc O €A.
Thécneme :
Tout axe de symétnie d'un cercle passe paik 30n centre.

II1 - INTERSECTION D'l CERCLE T C'UNE_DROITE

Soic D une droite et Zf le cercle de centre O et de rayon . On se

propose d'étudier D ) €

a) La médiatrice d'une corde passe par le centre du cercle. Soit

A, B et C trois points distincts alignés : les médiatrices de [AB] et de
i n'existe pas de cencle passant

[BC] sont distinctes et paralléles par suite
contient aw plus deux points.

pan thois points alignés. De ce fait e

b) La droite A perpendiculaire a D passant par O coupe D en
i alors pouwr tout M de D . _ OH < OM '
Posons ¢ = OH

#8i d=- T S

B

e =
o
#gi d =1 : Alors H € C? er pour tout M de D -{H}: OM > OH

aton onC= x}

______ S . Ep ‘
.; AH O0n dit que D et é? sont tangents en H
/';
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#% Ggi d < r : On admet que l'intersection 8? N D n'est pas vide
Soit A € ‘6 N D alors OA > OH donc A # H et par suite A EA.
A passe par O et D.LA donc A est axe de symétrie de EZ() D

d'ou SA(A) = A' est un point de ff\D et A' #A.

Par suite {§ N D = {4, A'} et A est la médiatrice de [AA']

/*\\ -
A & .

c) Droite tangente 3 un _cercle

D'aprés 1'étude ﬁrécédente il résulte ;
Théondme et déginition :
Soit € un cencle de centre 0 et D une drwoite. H un point de

2 AL atons :
DN = {H} 44 et seufement s DL (OH)

D a'appelle La Zangente a4 f au po);n,t H.

IV - CERCLE CIRCONSCRIT A UN TRIANGLE

1°) a) Etant donné deux points A et B distincts l'ensemble des centres

des cercles passant par A et B est la médiatrice de [AB].

C distincts sont alignés il n'existe pas de cercle ras-

Si trois points A, B et
B

et C. Cherchons alors s'il existe des cercles passant par A,

sant par A, B
le centre d'un tel cercle doit appartenir aux

et C, points distincts non alignés :
médiatrices de [AB] =t de [BCl

Comme A, B et C sont non alignés, ces médiatrices sont sécantes en

un point O
DA = OB et OB =0C donc OA = 0B = 0OC

VI



Alors le cercle de centre 0 et de rayon (A passe par AB et C et c'est

le seul.
Théoreme :
Pan thois points non alignés L pa5527un cencle et un seul.
b) Remarquons que OA = oc d'oi O appartient aussi a la média-
trice de [AC].

Donc les médiatrices des o5tés d'un triangle sont concourantes en un
point qui est le centre du cercle passant par les sommets du triangle : ce cen-

cle et appele concle circonserndt au thiangle. .

2°) Cercle circonscrit & un triangle rectangle

Théoréme 1
Etant donnd un cercle de\d&amét&e [BCl, 54 M
cle distinct de A ot B alons Le trniangle B C M est nectangle en M.

est un podint du cen-

Soit O 1le milieu de [BCl 4 1la médiatrice de [MB]

Démonstration :

A, la médiatrice de [Mc]

OM donc 0 & &

]

0B

0c = OM donc 0O € A

A

s, (OM) + (OC) donc &p est bissectrice de {(oM);(0C)}

=2

Comme (OB) = (OC) alors &; et A, sont les bissectrices de {(oM);(BC)} 3

alors Apld, car B8) # 43
(MB)L 4y et n;k 4, donc (MBY // &9
or (MC)d 2, donc (MB) L {MC)

(OM) = (OB) donc 4 est bissactrice de {(oM) 5 (OB)}

34
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Tnickime 2

Etant donnd un inicagle ABC  aectangle en A, Le centre du cercle

cinconscuit @ ce tilangle est e miliey de 2'hypoténuse.

Démonstration : Soit ff le cercle de diamétre [BC]. La droite (AB) n'est pas

perpendiculaire & (BC) donc (AB) n'est pas tan-—
rente au cercle : (AB) recoupe le cercle Ez en
ua point A' distinct de B et C puisque

A, B, C sont non alignés. Alors d'aprés le théo-
r2we 1 (A'B) L (A'C)

Or par un point il passe une seule droite orthogo-

peL

nale 3 une droite donnée et (AB) .L (AC) donc A = A'
Corcllaine : _
Un trniangle ABC est-mactangfe en A 44 et seulement s4 La Longueur

de ta médiane issue de A est Zgale & La moiik& de La. Longuewr du cotZ [BC].

Démonstration :

Soit O le milieu da {RBC]. Dira que AO = % BC revient 3 dire que O

est centre du cercle cireconscrit @ ABC. Par suite le résultat est immédiat

3 partir des 2 théorames précédents.

V - INTERSECTION DE DEUX CERCLES

Soit E O, r) et Vi (0°, ') avec O # 0' et r'<r

[Vald . .
%2 NO  contieat au plus deux peints (voir III et V).

. P LW e’
La droite (00') est axe de symetric d2 - N <

L'intersection

D'autre part pour. tout point M du plan
oM = o'y; < 00 s UM+ O'M

, "/
] ] - Vel . i .
Par suite si M & Y?Ffb alers jr -l goo $r+ r'

soit r-r'§00"' gr+r

d'ou :
o’
a)si 00" >rex G NE =0

alors pour tout M de G 10" > [oo' - OM| = 00" - OM > r'

’ “Z : P -
et pour tout M' de (: soMf o 127 - o' = 0'0 - o'M' > 1

eoil oo
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Les deux cercles sont dits extérieurs

e ¥ ,
/ \ N
— - - \ [ \; _
. © //’ Lo/
.

p) Si 00' <.r - r' 3 Ent-y -

’ s
alors pour tout M' de Ci oM' < 00' + O'M' < ¥

;
Le cercle tgest intérieur au cercle Qf

/ N\ 7
(¥ |
\ @ o /
N p
\,\- -
¢) Si 00' = r * r' : alors tout point de 1'intersection appartient a [OO']

soit donc H le point de [00'] tel que OH =T
O'H = 00' - r =1 d'od Hegn(,'etcest le

seul.

d) Si 00' =71 - ' 1 si HE i? N %g'alors 00' = OH - O'H d'ol
' OH = 00' + O'H ; par suite H €lo0")
Soit donc H le point de [00') tel que OH = T
Alors O'H =1x' et H € %?ﬂ gget c'est le seul.

a (00') est 1a tangente en E aux deux

et d) la perpendiculaire en H
On dira que les deux cercles

Dans ¢)
cercles. Les deux cercles ont une tangente commune.

(extériaurement en c)!"nterxeurement en d)).

sont. tangents

veod oo



37

e) Si r-r' <00' < r + r'

H > f
On admettra que g N ‘@ n'est pas vide. Soit A € f” N ‘@

alors A & (00') sinon on aurait 00' =r + r' ou

00' =r -r' d'od (4) = A" est un autre point

de ?n ¢

)-‘ .
(6 ng = {A,A'} et (00') est la médiatrice de [AA']

SO()'
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CHAPITRE V.

PROJECTION

as
-~
»

INTRODUCTION

Présentation d'une relation non bijective du plan dans lui-méme

et de sa restriction @ une droite.

Le résultat pfincipal est ici la forme faible'de la propriété de

Thalés, déduite de sa restriction au triangle.




PROJECTION

I - PROJECTION DU PLAN SUR UNE DROITE

39.

P désigne le plan ; 6 une direction de droites ; A une droite du

plan telle que AE S

1) Déginition = .
la drnoite passant par M de direction & coupe A en un point
p(M) est appeld projection de M sun A sudvant La direction 6.

Remarque : La relation 'p : P——— A est une application
M p(M)

piM.

On appelle projection ortﬁogonale la projection suivant une direction orthogonale

a A

2) Points invariants :

Tout point M invariant appartient nécessairement & A. Or tout point

de A est invariant. Donc : A est £'ensemble des points Linvarniants de P.

3) Antécédents d'un point M' de A :

L'ensemble des antécédents d'un point M' de A est la droite de di-

rection § passant par M'.
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4) Projection d'une droite sur une droite

Soit D une droite du plan. Etudions la restriction de p a 1'ensem-

ble D :
q : Dr—— 4
i M p—— p(M)
T
| ler cas : D € § Jme cas : D € §

P (M)

est une application | q lest une bijection

constante s

11 - PROJECTION DU MILIEU D'UN SEGMEN

(1) Une probriété du triangle

=TT~ A B C est un triangle
s ‘ \\ q -
’ N > I est le milieu de [AB]
V3 4\ LY
I 4 R, A Y
' ' J est le milieu de [AC]
'
) )
{ \ H est la projection orthogonale
| t
! ‘ de A sur (BC)
\ 1 .
\§ R4 (LA H]est une hauteur)
;H~ - PR
/ Lol
E5 Y e L7

Y &
@ -
- e o ae

Les cercles de diamétre [AB] et [AC] se coupent en A et H car les triangles

AMC et AHB sont rectangles en H.

Leurs centres I et J sont équidistants de A et H (1J) est done la média-

trice de [AH].

Y




41

Théoneme 1 :
la drnoite qui foint Les milieux de deux c02Zs d'un triangle est para-

2280e au 38me coté.
Théonéme 2 :
La droite qui passe pan Le milieu d'un cotZ et qui est parallele a un

deuxidme coté nencontre fLe 3éme coté en son milieu.

(2) Projection du milieu d'un segment sur une droite

.Etant donné un segment [A B], A # B
Soit une projection p du plan sur
une droite A suivant une direction
5. On pose p(A) =a et p(B) =D
Soit M le milieu de [AB] ; m = p(M)
Soit AM la d;oite de direction A
passant par M ; elle rencontre [aB]
en 'm'. D'aprés le théoréme 2 ; AM
rencontre [ aB] en son milieu m'.

et [ab] en son milieu m.

Théorgme :
la projection du milieu d'un segment est Le milieu de fa projection

de ce segment.
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CHAPITRE VI

SYMETRIE CENTRALE

LE PARALLELOGRAMME

INTRODUCTION

La composée de deux symétries orthogonales par rapport 3 deux droites

perpendiculaires introduit la symétrie centrale.

Les "invariants'' pour la symétrie orthogonale seront donc des "'inva-
riants'" pour la symétrie centrale. Cependant le fait que 1'on compose deux symétries
par rapport 3@ deux droites perpendiculaires améne une nouvelle propriété non vérifiée

par la symétrie orthogonale par rapport & unme droite : 1'image d'une droite est une
droite paralléle.

Les propriétés du parallélogramme se déduisent de celles de la symétrie

1

ceritrale.

Nous avons rajouté des caractérisations utilisées fréquemment par les

élaves pour construire des parallélogrammes, mais trop souvent gvacudes des manuels

actuels (ceci est peut atre di 3 la nécessité de faire intervenir la convexité du

demi-plan 3 ce niveau) ; elles pourront faire 1'objet d'activités dirigées par le

maltre.

.
s

as a2
PANER A
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g SYMETRIE CENTRALE
h LE PARALLELOGRAMME

I - COMPOSITION DE DEUX SYMETRIES ORTHOGONALES PAR RAPPORT

A DEUX DROITES PERPENDICULAIRES. /
[ D,
M.
|
|
‘ |
|
5 |
]
s 2
4
J
J
VIR DR i
MI M4
SDl | SD2
M > Ml > M! .
S_ oS ‘

ler cas : M ED; UD, M—D2 D1,

La droite (IM) se transforme en (IM;) par SD
1

D; est bissectrice de{(IM) } (IMI)}
D,.L D; donc D, est l'autre bissectrice ; SD transforme alors
U2

(IM)) en (IM). or -~ Sp,
(IMy) b—— (IM'")

Donc (IM) = (IM")



De plus SD et S, &rant des isométries. IM = IM) = ™’
1 2

et MED; UD, donc M #M'. I est donc.le milieu de [t']

Jme cas : M €D, .
2,
».«,' ! M
D
o
D, SDZ
M +— — M ¥ > M'

D, D, alors D; est invariante globalement par SD ) donc
]

alors I est le milieu de [MM'].

3me cas : MEDy

La démonstration se calque sur celle du 2me cas.

Conclusion : _ :
Si Dy et D, sont des drnoites perpendicutaires en 1 et 84

M' est £'image de M par szo SD alons 1 est milieu de [ MM']
. ;

S o S. est l'application Mp— M' tel que 1 est milieu de ')

D, D

SDlo SDZ’ donc SDZO SD1= SDlo SDZ

I1 - SYMETRIE CENTRALE
| - Définition ¢ Soit un point I
On appelle symétnie de centre 1, 1'application

+ P —
SI P

qui a tout point M associe le point M' tel que

44

M' € Dli

I est le milieu de [mv']

R S
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Remarque :

Une symétrie de centre I est la composée de deux symétries orthogo-

nales par rapport @ deux droites perpendiculaires en I.

2 - Progriétés

/A) ler type/

Propriétés dues au fait que la symétrie orthogonale est une isométrie.

a) La symétrie centrale est une isomdtrie (comme la composée de deux

symétries orthogonales) .

S
b) I un point : I F——£——+ I I est le seul point invariant.

En effet si A # I alors AA' = 2 AL # 0 donc A # A'.

¢) Toute symétrie de centre I est une bijection. (Composée de

deux bijections).
S : S

d) M‘ﬁI > M I .M ondit que SI gchange M et M’
ou que M et M' sont symétriques par rapport a I.
On appelle 4identité du plan 1'application : uEE . u

"~ alors
51051=IC§p

e) Transformées_de figures usuelles

~

. L'image d'un segment [ AB] est un segment [A'B'] de méme longueﬁr

oii A' et B' sont les images de A et B respectivement.

. L'image du milieu de [AB] est le milieu de fa'B']

Y
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. L'image d'une paire de droites perpendiculaires est une paire

de droites perpendiculaires

. L'image d'une paire de droites paralléles est une paire de droi-

tes paralléles.

/B) 2me type/

L'image d'une droite est une droite parallele.
| o Soit D; la perpendiculaire & A
passant par I, et .Dz la perpen-
diculaire & D, passant par I.
Alors A // Dy

SI = SD2° SDI

SD SD
A‘-—“L‘“* A......_2_.+A'

avec A'// A

Remarque :

Une droite est globalement invariante si et seulement si elle passe

par le centre de symétrie.

111 - PARA OGRA

1) Notion de quadrilatére :
A quatre points A, B, C et D distincts pris dans cet ordre on as-—

socie les segments [AB]; [BCl; [cD] et [DA]. La figure ainsi formée est appelée

le quadnifatére A B C D. Les points A, B, C et D en sont les sommets, les
segments [AB]; [BC]; [cD]; [DA] 1les catéb, [AC] et [BD] les diagonales. Il y a

huit gagons de noter un quadrilatdre.
2) DEgind Lon _
Un quadnilatire A B C D esl un parnallilogramme 54 et seulement AL

[AC] et [BD] ont méme milieu.

A 2

z

bendd ry
A

HE

X3

- _ ' c le parallélogramme est aplati /



47

3) Propriétés :
I1 découle de la définition que I, le point d'intersection des dia-
gonales, est centre de syméinie.

S, : P —P

I

a) Propriétés_découlant _de celles de_la symétrie centrale.

Pl : Etant donnds trois points A, B, C il existe un point D
unique tel que A B C D s0it un parallélogramme.
D_g!ng:;s;ra,t_:lo H . .
Soit I le milieu de [AC] D est le point défini par : D = SI(B)

Remarque :

Si A, B, C sont alignés, A B C D est un parallélogramme aplati.

P2 : Les supponts des cOtes opposis d'un paralléloghamme sont paral-
L2Les. /

I
donc (AB)//(BC) et (AD)//(BC) d'aprés Il e B

En effet la symétrie centrale S transforme (AB) en (DC) et (AD) en (BC)

P3 : Les c0t2s opposés d'un paralléloghamme ont meéme Longueuk.

car SI est une isométrie.

b) Propriétés caracterlstlgues

1°) Soit A B C D un quadrilat@re non aplati tel que (AB)//(DC) et
(AD)//(BC). Les points A B C ne sont pas alignés. Soit I le m111eu de
[AC] . L'image par §; de la droite (AB) est la paralléle 3 (AB) passant par
C, soit (DC). De méme SI transforme (BC) en (AD) ' '
or B € (AB) N (BC) d'od SI(B) € (DC) N (AD)
or (DC) N (AD) = {D} car A B CD n'est pas aplati.
d'ol SI(B) =D ’ - -

ABCD est donc un parallélogramme.



e

48

Théondme :
Un quadrilatire non aplati est un paralliloghamme 84 et seulement

84 Les supponts des 0d18s opposis sont ‘paralliles .
2°) Probléme : Soient A4, B et C trois points non alignés, détenminen

2'ensemble des points D, tels que : AB = CD et AD = BC

' En effet : 4

Al

Soit D; tel que ABCD est
un parallélogramme. Si D est
un autre point tel que :

et
AD, = BC

alors AD, = AD; CD; = CD,

d'ol Dy =S 4cy (P1)

- D, donc Dy € {P (B)

(AC)

alors A B CDp n'est pas un

2

parallélogramme car (ac) N[BDy] = ¢

Remarque :
Soit (A) 1la médiatrice de [ Ac]

alors @ S(AC)O SI = SA
car ArH— C et B +—— Dy
Donc (BDy)//(AC)
A B D, Cest un trapeze uocléle :
i (AB) N (CDy) = {K} alors K€ (8)

“ si (ADp) N (8C) = {J} alors J € (8)

Théonime :
Soit ABCD un quadrifatere non aplati tel que AB = CD et AD = BC

8L D n'est pas dans Le demi-plan ) T(aC) (B), de bord (AC) contgnamt B. Alons

ABCD estun paralléLoghamme .

R



49

3°) Probléme : Scient A, B et C des points non alignés, déterminer
rYrobleme : g

' ensemble des points D du plan tels que : (AB)//(CD) et AB = CD.
Soit D; le point tel que A B C D; est un parallélogramme il existe
un autre point D, tel que CD, = AB alors Dy € (AC) (B) donc A B C Dy

n'est pas un parallélogramme.

Remarque : B & i;ic)-(Dl) alors

— A B D, C est un parallélogramme par
/
S, — - 5 application du résultat précédent.
P
—
_ :
L~
Pl
/ /
A 7 7 A
Théoneme :

Soit A BC D un quadriilatine non aplati tel que deux cOtZs 0pposes
[AB] et [CD] ont des supports parallifes et de meme Longueur, s4 D n'est pas
dans Le demi-plan CP(AC) (B) de bond (AC) contenant B, alons A B CD est un

parallélogramme .
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TRIANGLE

INTRODUCT ION

On présente ici quelques résultats classiques sur le triangle quelcohque

et quelques remarques sur les triangles admettant des axes de symétries.

Les justifications sont volontairement réduites. Les exercices permet-—
tront de conpléter les différentes propriétés abordées ici, en particulier certaines

caractérisations.
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TRIANGL E‘ ‘

Dans un triangle ABC :

N

n
A’ H
Selon le contexte \

le mot hauteur désignera I) le segment [ AH]

2) la droite (AE)

le mot médiane désignera 1) le segment [AA']
2) la droite (AA")

I - CERCLE CIRCONSCRIT A UN TRIANGLE ABC

Voir chapitre 4 IV b)

Theoneme : :

Les mediatrices des thois cotés d'un trnlangle ont un point commun

‘qu,i. est Le centre du cercle passant par Les sommets du triangle : ce cercle
est appelé cercle circonscrlt au trdlangle.

A

IT - CENTRE DE GRAVITE

A' est le milieu de [BC]
B' est le milieu de [AC]
C' est le milieu de [AB]

7

(AA') et (BB') se coupent en G
Soit A passant par C, A//(AA")

A et (BB') se coupent en G'

. B' est milieu de [AC] donc aussi de [GG'] : GB'

|
v ]
(]

., A' ‘est milieu de [BC] donc G esfmilieu de. [BG'] : GG' =
. AG' CG est un parallélogramme de centre B'

puisque G est milieu de [BGl, (CG) coupe [AB] en son milieu C'

51
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. 2 '] - . . -
De plus G est situé au 3 sur [BB'] 2 partir de B (de méme sur [aA'])

Théoreme :
Les médianes d'un triangle ont un point commun nommé : centre de
gravite du triangle.

I11 - ORTHOCENTRE

~
Ao

On construit le triangle A B, CO donc les cBtés sont paralléles a ceux de

ABC et tel que : ‘
A€ (CB)
o o

B E (CA)
o 0

c € (AB)
[o el
. A, B, C sont les milieux des cotés du triangle 'Ao BO Co
EFn effet A est milieu de [CoBo] car ABO_CB et CO ACB sont des parallélo-

grarmes et ABO = BC = CWA de méme pour B et C
c .

(AH;) 1L (BC) donc (AHl)J-(BWCO) (457;) est médiatrice de [BOCOI

Les droites (AH;), (BH») (CH-) sont concourantes en H

~Théoneme :
Les Thods aautaunA d'un twlangle ont un peint commun nomméd crthocentre

du triangle.
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La paire {(AB), (AC)} admet deux bissectrices passant par A.

Oﬁ appellera bissectrice intérieure au triangle ABC, issue de A -

la droite A; telle que [AB) F———Eﬁl——+ [4acC)

Soit 4, 1la bissectrice intérieure passant par B

Ay et ‘A, se coupent en I

I est équidistant de (AB) et de (AC) et aussi de (AB) et (BC), donc de (AC)
et (BC)

On admettra qué I est intérieur au triangle ABC.

I appartient donc & A3 bissectrice intérieure issue de C

I est équidistant des trois cOtés.

Théoneme :
Les tnods bissectrnices intirieures d'un trniangle ont un point commu.

Ce point est Le centre d'un cercle tangent aux thois cotiés dit cencle {nsornit
dans Le trhiangle.



V - TRIANGLES AYANT UN_AXE DE SYMETRIE &

Un tel triangle est dit isocéle

Un des sommets est sur 1'axe

AEA

AB = AC
A est bissectrice intérieure issue de A
dans le triangle ABC
Soit A' milieu de [BC] : A' €A
A = (AA'Y)
A est 3 la fois hauteur
médiatrice

médiane

bissectrice

VI - TRIANGLE ADMETTANT DEUX AXES DE SYMETRIE 4 Bl a' DISTINCTS

AB = AC
AB = BC

Donc AB = AC = BC .

ABC est dit équilatéral
11 admet 3 axes de symétries car I

est équidistant de (AC) et (AB)

A" = (IC) est médiatrice de [ AB]

I est a la fols orthocentre

centre de gravité

centre du cercle circonscrit

centre du cercle inscrit
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QUADRILATERES
AYANT Al MOINS UN AXE DE SYMETRIE

IwTRODYCTION

['érude des quadrilateres est ici conduite de facon systématique & partir

gonales. On y retrouve ainsi, a partir des trapézes,

de 1'existence de syméiries ortiuo

les cas particuliers : rectangles, losanges =t carrés, mais aussi uelgues formes par- .
p L

fois négligées (I).
adlements

Pour alléger le chapitre, les de preuve ont été volontairement

réduits, ceux donnés ici doivent suffire d souteniv les justifications i donner aux

&laves. [l appartiendra 1 1'enseignant de compléter pour lui-méme . s'il le désire,

les démonstratisns ; 1l remarquera certainement qu'il devra faire intervenir des

propriétés de convexité et 1'axioma de Pasch fvoir en annexe) .

D'autre part, tcutes les propriétés des quadrilatéres obtenus se déduiront

. on verra en exercice des caractérisatiuns,omises

de 1'existence d'axes de symétries ;

ici, de ces quadrilatéres.



QUADRILATERES AYANT AU MOINS UN AXE DE SYMETRIE

|

I - QUADRILATERES AYANT UN AXE DE SYHEIRIE. .

Remarque préliminaire :

Un quadnilatire admet un axe’ de sypiinie 4 oe
SS1I

Un sommet a pourn Amage wi Aommed
un cGte a pour Lmage un COLE

une diagonale a pewr Amage Hine diagonale

1°) Aucun sommet n'est situé sur &

4 points vérifiant la condition ont nécessairement la
suivante
Fomm T J““"“?
),
———————— {s____.'l_.___l,’--_.._.._‘.‘:
Cette disposition détermine alors 3 quadrilatéres
A A
| | " e
\/ AJ / ////ﬁ\
R '\ = B 1 _ \
7 ~« PR 1 s \
S P ] \
B / //// \\\\\\ \
JPLAE DR ;/// ~
/.- <\ .
/- <\ <
c b

Trapéze isocéle

Trapéze isocéle
croigé

convexe

A B CD.
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Proprictss iy tropiaes isoceles ABCD

4 est médiatrice de [ AE] et [CD]; ces c8tés sont donc paralléles.

- & est bisscctrice des paires de droites {(AC) ; (BD)} et
{(AD) ; (BC)} lorsque ces droites se coupent ; les diagonales d'une

part et les ¢Gtés non paralléles d'autre part sont donc .isométriques.

-] - .
2°) Un sommet est Sur 1'axe de¢ symétrie A

Soit A le sormmet situé sur b3 alors C appartient aussi a &

car | AC] a pour image une diagonale passant par A.

d'ou les dispositions suivantes.

AN

"for de lance'

"ecarf-volant"

B et D sont situés dans deux demi-plans A
différents par rapport 2 (AC) et les cOtés opposés ne se-
coupent pas (voir ci-dessus) //
| C 0B
Remarque : | - . P ‘, 44657 B
Remafqt= - Les quatre points peuvent etre disposés syme~ /é

triquement sans que A B CD soit symétrique par rapport
- N -D

a A

I,ggwg.ﬁ;g;;mm;;aﬁhgm_

aucun axe

1°) Aucun sormet sur

sont médiatric opposés paralléles

Ay et b2 es de deux cdtés
ou de deux diagonales paralleles. {Conséquence de 117 ~
puisqu'il n'y 2 qu'une paire de diagonales et deux paires de catés\
opposés, i1y a deux cas & .



On a alors un parallélogramme =t &; et 2&p étant bissectrices

des diagonales elles sont perpendiculaires ; ABCD est un rectangle.

a2

b) 43 _médiatrice ¢ ung pallt

sont alors perpendiculaires puisque bissectrices de

la paire de cireés (AD) et (BC). Le quadrilatére ABDC est un rectangle.

by

e v s e w0

2°) Un sommet sur chaque axge
Les supports des diagonales [Ac] et [BD] somt alors des

trie. (Conséquence i T 29)
Donc (AC) est médiatrice de [ D] et (BD) de [AC) alors

sont encore perpendiculaires. ABCD  est un losange.

A

al©

Propriétés des losanges :

- Les cOrés sont isométriques.

- Les diagonales sont orthogonales.

R A

axes de symé-

1
T



3°) Un sommet sur un axe A,

Aucun sommet sur 1l'axe A,

(AC) étant médiatrice de [BD]
AB‘= AD et CB = CD
A, est bissectrice des diagonales
donc AD = CB
Alors ABCD est un 1osange

‘et (AD)//8, 3 (BC)//8, ; (aB).L 4,

donc (AB)_] (BC)
ABCD est un rectangle ; ABCD est un CARRE
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relle 3 partir du parallélogramme.

la composée

sen
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|
| CHAPITRE IX
!

TRANSLATION - VECTEURS

INTRODUCTION

L'introduction des translations se fait dans ce chapitre de maniére natu-

L'aspect dynamique de cette notion est donné par

de deux symétries centrales/ce qui permet de déduire les propriétés es-

tielles de cette transformation.

Les vecteurs sont alors présenté&s comme graphes de translations.
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TRANSLATION -

VECTEURS

1) Introduction : Manipulations

Exercice : Etant donné deux points I et

cation composée SJ o Si' Si M et N

alors M N N'M est un parallélogramme.

Résolution : Envisageons 3 cas.

/Ter cas/ : (MN) n'est pas parallédle a (fJ)

ont pour images respectives

J distincts, on considére 1'appli-

M' et N'

M) //(T3) 5 (NN'Y//(T 3) B
alors M N N' M' ‘
applati puisque (MN) ™ (1LJ).

n'est pas

(MN)//(MlNl) et (M'N')//(MINI)

donc MNN'M' est un parallélogramme.

(MM')//(13) et (NN')//(1J)
MNN'™' est aplati

. '
J milieu de [N;N'] alors(0J)//(MN;)
Soit O milieu [MN'] '

De plus (MN;)//(M)N),

Alors (0J)//(M;N) donc

0 est le milieuide [nM']

MNN'M' est un parallélogramme

donc

et

ool e



/3me cas/ : I, J. M, N aiignés
IV 4 T oa\n N
0 \
| . \ L
< v B > '7
= S - |
- . ‘ . /
N AN \\ f
\ P \\\ - \ 1/ -
| e DR ;
\. \

i s G 0

7

2) Définition
s4 (MN) €F = T ek

M s

N —— N

4
111

rant donnés 3 points

Théaaéme
Etant downés deux

qui trand forme A Cn B,
/
My o o
1/ \‘\
[ S
i ‘.
/A T B
! ~
' '
[
’l .
S Sy, L 7 ;T

3) Caractérisation d'une traaslat
Nz
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MNN'M' est aplati
P, P & (1J)
: 5,08 ) -
alors d'aprés le ler cas : ‘
MPP'M' et NPP'N'
sont des parallélogrammes.
le milieu de [PN']

alors

Soit

Snit K
et O le'milieu de [MN'] :
alors (OK)//(MP), or MP)//(M'P")
et 0 est

donc (OK)//(M'P')
le milieu de [NM']
donc MNN'M' est un parallélogramme
P ‘verws P telle que

.
.

voaepfication  tode
aBons TN est un parnallilogramme

L

est une translation

Remiarques
- peivent Sroe alignes
- 81 I et .7 sont ¢ o points 5.0 S
: J I
tel que

Q

i‘(:l_'l
{1 oxiste un unique point

Lot

MNFy solt uu pacallciogranme.
“ : L
e Q I wiiieu de [M]
~.. T ' MNPQ est un parallélozramme
PRSI ssi
- - z ~ -
- - =S (N
N X .~ Q 1( )
P

A et B, il existe une transfation undque

DOES
le milieu de [AB] alors

émonstrativn: Scit T
ST o S, est une translatiou qui transforme
en B.

A

Y A
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Unicité : Soit t une translation qui transforme A en B v Soit M
un point quelconque : §i M' = SI o) SA(M) et M" = €M) alors AMM'B et AMM"B
sont des parallélogrammes et d'aprés le lemme : M' = Mt;donC’SIo SA(M) = t(M)

t=S_08S

I A . _
Conséquences :
S. 0S8, : A—— B j Si I est le milieu de [AB]
alors

Remargue : :
Si A=B alors t = I&P.

Théoneme :
Sodient quatre points A, B, C, D et %, et %, deux translations
telles que : z, %,

Ar———B et C+———1D

1y = &, 484 ABDC .est un paralléloghamme

II - PROPRIETES DES TRANSLATIONS :

. . t
Soit t la translation telle que A —— B
1) t est une bijection et une isométrie comme composée de deux isométries.:

2) La bijection réciproque de la translation qui transforme A en B est

la translation qui transforme B en A.

. . . (N = - = '
Preuve : t : At—— B t' : B br————m A t SI o SA t SI o SB SA 0 SI

' = 3 = = = =
tot = SI o SA o SI o SB SI o SA o SA o SI SI o IdP o SI SI o SI I@P

(3) Soient A et A' deux droites paralléleé,alors la composée des deux

symétries orthogonales 5,00 8, est une translation

Preuve : . = =
A SI = SAvo SA" et SA = SAu 0 SA

A

donc S, O SA

1 ’O SA"O sAuo S

SA A

5,10 1d, 0'S,

Par suite S ,0 S, est la translation qui

transforme A en B.




. est une paire de droites perpendiculaires.
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I11 - TRANSFORMEES DE FIGURES SIMPLES

Des propriétés de la symétrie centrale on déduit celles des transla-

tions : ‘ _

1) L'image d'une droite est une droite paralléle:

M MI A.=A’
(2)
(1 N
A
A N (aB) A // (AB) alors A = A'
2) Si t est une translation telle que A —t Al alors 1'image du
B— B'

segment [ AB] est le segment [A'B']

3) L'image du milieu d'un segment est le milieu de 1'image de ce segment

L'image d'une paire de droites

paralléles est une paire de droi-

tes paralléles.

By

L'image d'une paire de droites perpendiculaires
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{V - VECTEURS
f est une application d'un ensemble E vers un ensemble F

1) Rappel : Si
G des couples (x y) de E x F tels que y

le graphe de f est l'ensemble

est 1'image de x.

2) Définitionm :
Un vecteur est Le ghaphe d'une transfation.

. - .
3) Notations : On nmote u un vecteur et on lit "vecteur @".

. -+
On note tg la translation de graphe u

—> . .
On note AB 1le graphe de la translation qui transforme

A en B et on lit "vecteur ZAB".

4) Conséquences :

Les écritures suivantes sont é&quivalentes

a) Soient M et N des points : N = txg(M) txg = tﬂﬁb B =M

b) AB = CD s44 ACDB est un paralléfogramme.

c) AB = CD 484 AC = BD

dy 2 I B

1 est Le milieu de [#AB] s44 Al = 1B

e) Soit O un point fixe, pour tout vecteur T, i1 existe un unique point M

tel que OM = u. Soit Q?zl'ensemble des vecteurs, 1'application \f
v '

=
) R —

P . . .
Tﬂ est une biljection
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V - COMPOSITION DE TRANSLATIONS - SCMME DE VECTEURS

1°) Composée de deux translations :

Soit tg et t;; deux translations

]

Soit A EP, il existe B unique tel que AB = u et il existe C unique tel

—_— >
que BC =v
milieu de [AB]

milieu de [BC]

[

t: =.SB o SI et 't; = SJ o SB. Par suite t;; o t; = SJOSBOSBOSI = SJOSI

t o tu est donc une translation. Elle transforme A en C donc t;; o tg

. —
est la translation de vecteur AC,

Théonéme :
La composée de deux transfations est une translation.

2) Addition des vecteurs

a) Définition : Soit « et v deux vectewrs on appelle somme .
de T etde U etonnote u+ v ALe vecteur, graphe de £a
trhanslation 123 0 /ta

> > = 1> 0 I~
tLL“'U v u

b) Formule de Chasles :
D'aprés la définition et le V 1° on peut &crire

Pour tous points A, B, C de P
AB + BC = AC

c¢) Propriétés
. Pown tout U et vV de L+ U=V+L
autrement dit L'addition dan/sD’ est commutative



En effet soit A E€P 1il existe B unique tel que Kﬁ u. Il existe C unique

<y

- > . . . —
tel que BC = v et 11 existe D unique tel que AD =
AD = BC donc ABCD est un parallélogramme

Par suite AB = DC = u d'aprés IV-4-b

B

t> t>
u u

NG -> B ¢ > C
|5 g t—+
v u

Av > D¢ -+ C

t; o tﬁ et t> o t sont des translations et transforment A ‘en C

>
u V.

[}

donc t=+ o t=> t> o t>
v u u v

W > - -+ -
so1it u+v=yv-+u

-+ Id, est une translation,on notera 8 le vecteur graphe de 1dy:

I%P = tg

Pour tout A de P, IqP est la translation qui transforme A en A d'ol : .
M =0

-> .
! = 1 =
D'autre part pour tout u de ly/, ta o IQP qP o tz tﬁ donc

> - -+ -
o=0+u=u

>
u +

0 est £'3LEment neutre pour L'addition des vectewrs.

Soit u € et A et B deux points tels que u = AB.

- o o o . PN
Posons =-u = BA : on a vu que la translation tﬁK est la bijection réciproque

1 —
de la translation tAB

d'od u + (-u) = =(-u) +u=o0
: —_— — )
et BA = ~AB o

Tout vecteur admet un vecteur opposé.



«+«.. La loi de composition des applications é&tant une opération associa-

tive, l'addition des vecteurs est associative.

t> o (t> o t>) (t> o t») o t~
A4 v u w v u

-> -+ - -+ - >
(u+v) +w=u+ (v +w

.

d) Conclusion :
Théoreme :

‘ f)r mund de £'addition des vectewws a une structure de groupe
abélien.
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]IANNEXE I

SUR LA DISTANCE

La présente note est destinée '.‘aux nostalgiques de l'axiomatique (il y en
a ! Nous en avons rer'rcontrés)p Celle qui est présentée est une 3xiomatique 3 base
métrique. Les axiomes sont les traditionnels axiomes d'incidence
formulés & partir de.l'acquis des éléves. introduit 1'orthogonalité. Reste
alors 3 présenter la notion de distance dans le plan. Nous avons &vit& d'introduire
la distance sur la droite afin d'avoir immédiatement le support du plan euclidien..
Alors le sacro-saint rapport de projection orthogonale qui reliait les distances de
toutes les droites du plan est rejeté 3 la place subalterne qu'il n'aurait jamais
di quitter. L'axiome '- confédre 3 notre plan une structure d'espace métrique. Il
est aussi coutume d'introduire les relations d'ordre sur la droite : "sur chaque
droite il existe deux relations d'ordre opposées l'une de 1'autre". Outre le fait
que le mot relation d'ordre n'est pas au programme (ce qui d'ailleurs n'est pas
un obstacle psychologique insurmontable !), on se demande qu'elle en est, dans la
pratique, 1'utilitd pour les élé&ves d'une telle formuiation. La notion de segment,
par sa propriété caractéristique [AB} = {H E]PIMA + MB = AB} est souvent utilisée:
c'est pour cela que les axiomes ont été préférées 3 celui introduisant
les relations d'ordre. compléte le tableau : c'est d'ailleurs un axiome plus
classique. ‘ |
Dans ce qui suit, nous allons développer les démonstrations des‘propriétés

énoncées page IL.3.

1 - RAPPEL DES AXIOMES INTRODUITS

Une wiité de Longueur Etant choisdie, on admet qu'Ll exi/sté une applica- -
cion (appelde distance) qui a chaque couple de points du plan assocle un nombre
positif noté AB (AB ést La distance du point A au point B). '

Cette application est caractirisée par :

1) Etant donné un couple (A,B) de points du p?_a.n':
AB =0 SSI A=28

?2) Etant donnd un couple (A,B) de points du plan :
AB = BA

el
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3) Etant donné un triplet (A,B,C) de points du plan :
AC < AB + BC

@ Etant donné deux points A,B distinets du plan £'ensemble des points
M, du plan, verifiant AM + MB = AB est une partie de £a droite (AB)

Deginition :
Pour ‘deux points quelconques A et B on appelle "segment AB" et on
note [AB] 2'ensemble des points M teds que AM + MB = AB

..SL A,B et C sont trhois points d'une droite A alons :
~ AE[BCl ou BE[CAl ou C E[AB]

Théoreme :
'Si A,B,C sont distinets, une seule des propositions précidentes est
vhaie.

Démonstration :

Supposons par exemple A €[BC] et B € [cal

BA + AC et AC = BC + BA

alors BC =
d'od BC = BA + BC + BA = BC + 2BA soit AB =0 d'oi A =3B
Déginition :

Etant donnés deux points distincts A et B, La demi-droite d'origine
‘A contenant B est L'ensemble noté [AB) des points M zel que :

U E[AB] ou B E [AM

0w ce qui est Zquivalent [AB) est £'ensemble des points M tels que A & [BM]
Propriété : Si A # B [AB) N[BA) = [AB]

Démonstration :

C'est évident compte tenu de la définition.

On appelle demi-droite ouverte d'origine A contenant B, la demi-droite

[AB) privée du point A ; on la note ]AB)

| A B A B
A — + A } +
demi~droite fermée [ AB) demi-droite ouverte ] AB)
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Etant donwnd une demi-dnoite [AB) et un nombre positif d, il existe
wn point M unique de [AB) tel que :

AM = d

11 - DEMONSTRATION DES PROPRIETES DU CHAPITRE I

Théoneme :

Soit A un point de La drodite D ; pour Zout nombre sthictement
positif d 4L existe deux points C, et C, et deux seulement tels que

AC1 = ACZ =.d

Démonstration :

soit A € A et BEA- {A} alors il existe un unique point C; € [AB)

tel que AC, =d |
Sur la demi-droite [BA) il existe un unique point Cp tel que BCp, = BA + d
Comme C, € [BA) et comme B Cp > BA on ne peut avoir C, € [BA] donc
A € [BCy] et par suite BC, = BA + AC, = BA + d d'od ACp =d
A €[BC,] et A #C, entraine que Cy & [ AB) donc que Cy # Cj ’
Soit alors C' €A tel que AC' =d et C' #0C '
Alors d'aprés @ c' €[AB) d'od A E€[BC'l d'aprés ; donc C' €[BA)
et BC' = BA + AC' = BA + d.
D'aprés (A8) C' = Cy

" Remarque :

C, et C, n'appartiennment pas & une méme demi-droite d'origine A
(d'aprés ) '

Théonéme :
Soit AEn, B et C deux points tels que A € 1B(l alons
{ 14B), 1A0), {A} } ndakise une partition de &
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Démonstration :

I1 existe des points B et C tels que A €]BCl: il suffit de choisir

C € [AB] avec BC < BA. On a alors A € [BC] et BC = BA + AC.

% Soit MEA et ME[AB) : alors A €[BM et MB = MA + AB avec AM > O

Supposons_que__M & [AC) alors A€ [MC] donc MC = MA + AC

BA + AC + 2AM
BC + 2AM > BC

[}

Dans cette hypothése: BM + MC = (BA + AM) + (MA + AC)

CM + 2AB > CM

CA + AM + 2AB

(CA + AB) + (BA.+ AM)

CB + BM

BA = AN + 2AC

BN + 2AC > BM

(BA + AC) + (CA + AM)

BC + CM
De ce fait ME[BC] et BE[CM et CE[BN
ce qui contredit

Par suite A E[MC] soit M E[ACQ)

alors A = ]AB) UJ]AC)

{A} U1AB) U ]AC)

donc A
2% Goit ME A - {A} : AM =d > 0. I1 existe un point M unique de [AB) tel que

AM; = d. Sur A& il existe un deuxiéme point M, distinct de M; tel que

AM, = d.. M, n'appartient pas 2 [AB) car Mj # M, donc M, € JAC) car

A = {A} U]AB) U ]AC).

Comme {M | Aﬁ = d} = {M;, My} on a soit M=M; soit M=1M

En conséquence : soit M € ]AB), soit M € ]AC)

Par suite ]AB) N]AC) = ¢

Conollaire :

S{ C' €]AC) akons [AC') = [AC)

Démonstration :

Avec les notations du théoréme précédent
c' € 1AC) donc C' € [AB)
D'aprés le‘théoréme précédent {1a8) ; [AC')} est une partition de 4 .

[ACc') = [AC) comme complémentaire de [AB) dans A.



Corollaine 2 :
1Z n'y a que deux demi-droites ouventes d'ornigine A.

Démonstration :

Soit ]AB) et ]AC) les deux demi-droites introduites précédemment.

Soit M € A - {A}

[ AB)
[AC)

Si ™ € ]AB) [ AM)
Si ME AQ) [ AM)

d'aprés le corollaire précédent

cela permet alors de légitimer les notations des demi-droites [Ax) et [ Ay)

de la page I.3.

Théoneme - :

Toute demi-droite (ouverte ou fenmée) est convexe.

Démonstration :

Soit deux points distincts M) et M, d'une demi-droite [Ax)
- Si M} = A ou M, = A : supposons par exemple M; = A alors [Ax) =.[AM2)
donc [M;M,] = [AM,] C [aM,)
- Si ‘Ml #A et My # A : alors [Ax) = [AMy) = [AM))
M; €[Ax) donc  M; € [AM,] ou M, € [AM;]

quitte 3 changer la numérotation, on peut toujours supposer M € [AM2]

Soit P € [M;M,] AMp = AM; + MM, = AM; + M} P + PM2
> AP + PM, = AM,

donc AM» = AP + PM2 d'ol P €[AM)] et par suite P € [Ax)

[MM,] C[Ax) d'ol le résultat.

Conollaire :
Tout segment est convexe.

En effet [AB] = [AB) N [BA).

ITI - INTERSECTION DE DEUX DEMI-DROITES D'UNE DROITE :

A) Lemme :
S04t [AB) une demi-dnoite et [Bx) une demi-droite d'onigine B.

S<¢ [Bx) # [BA) alons ([AB], 1Bx)} st une partition de [AB)

73
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Démonstration :

Soit M € [AB)

Si M% 1Bx) alors M E[BA) d'oa M E[AB) N[BA) = [AB)

donc [AB) = [AB] U ]Bx)

[AB] M]Bx) C[BA) M]Bx) = 4 d'od le résultat

B) Etude de l'intersection : A et B sont distincts

on ‘considére deux demi-droites [Ax) et [Bx')

1°) Si [Ax) = [AB)
. A B
a) [BA) = [Bx") x' ' X

- @
B .+ oalers LA M Bx') = [4B) N[BA) = [AB] ’

b) [BA) # [Bx') alors {[AB], 1Bx')} est une partition

de - [AB) = [ Ax) A 3 ' «

X

donc [Ax) D [Bx")

2°) si [Ax) # [AB) -alors {[AB], JAx)} est une partition de [BA).

a) [BA) =[Bx") X A B

X . -

Alors [Ax) C[Bx')

‘b) [BA) # [Bx") alors {[AB], 1Bx')} est une partition

de [AB) , x é : ?ﬁ X

1]

[Ax) N[Bx') C[BA) N[AB) = [AB]
[ax) N[Bx') C[AB] N[Ax) N[Bx') = ¢

d'od [Ax) N[Bx') = ¢

iy

. - - 3 . . 3 )
I1 serait intéressant de développer l'orientation de la droite. Soit =

1'ensemble des demi-droites ouvertes de la droite A.
On définit une relation dans‘Q)A par
]ax) ® ] Bx") #]Ax) N] Bx') est une demi-droite)alors [ -

est une relation d'équivalence n'ayant que deux classes d'équivalence: chacune

est une orientation de la droite.
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ANNEXE II

GEOMETRIE DE DISPOSITION

L'axiémétique ne serait pas compléte sans 1'axiome de Pasch qui permet
de résoudre la plupart des problémes de géomét;ie de disposition. (Convexité du
demi-plan, classification des quadrilatéres du planm, position du point d'intersec-
tion des bissectrices d'un triangle,Projection d'un segment...). En ce qui concer-

ne des problémes qui se posent (?) au niveau de cette classe.

Seuls les points : convexité du demi-plan et classification des quadrila-

tares du plan seront abordés dans cette &tude.

I - AXIOME DE PASCH ; DEMI-PLAN :

1) On dit qu'une droite D rencontre le segment [ AB] 1lorsque les droites

D et (AB) sont sécantes en I € [ AB]

@ Soit A,B, C Les sommets d'un triangle, toute drodite ne contenant pas
w1 des sommets nencontre z8ro ou deux cites du tiiangle.

Ceci restant valable méme si le triangle est aplati.

_ 2) Demi-plan : Soit D une droite de P. On définit une relation & dans
P-D de la fagon suivante : "

‘ARB+#DN[AB] = ¢ (autrement dit D ne rencontre pas [ABD)

I1 est facile de vérifier que cette relation est réflexive et symétrique.

Montrons qu'elle est transitive :
Supposons A ® B et B & C. Si deux des points A,B, C sont confondus alors on a

trivialement A ® C. Si les trois points sont distincts (&;b permet de conclure:

DN[AB} = ¢

donc d'aprés (Aiﬂ) DN[AC] = ¢

DN[BC] = ¢

® est une relation d'équivalence dans P-D cherchons les classes d'équivalence.

\

¥

veid oo
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Soit A EP-D et I €D, il existe un point B € [AI) tel que AB > AI. Par
suite I €[AB]. B n'appartient pas 3 D sinon A, I et B seraient alignés
sur D. D N[AB]= {I} les points A et B ne sont pas en relation.

Cl(A) # C1(B) il y a donc au moins deux classes.

Soit C un point de P-D distinct de A et B : D rencontre le coté [AB] du
triangle A B C donc D rencontre [BC] ou [AC] d'aprés 1'axiome de Pasch. Par

suite on a BRC 'ou AR C soit CL(C) = CL(B) ou C1(C) = CL(A).
Il n'y a que deux classes d'&quivalence, d'oil

Théoneme et définition :

Dans P-D La nelation & définie par

ARB®DN[AB] =-¢ est une relation d'équivalence et il
y a deux classes d'équivalence. '

Chague classe d'Equivalence est appelée demi-plan ouvert de gron- —
tiene D

Si A est up point de P-D on notera P le demi-plan ouvert de

A
frontiére D contenant A. :

?A désignera 1'ensemble PA UD; 5; est appelé demi-plan fermé de frontiére

D contenant A.

Théonéme :

Tout demi-plan (ouvent ou fermé) est convexe.

Démonstration :

a) Soit P& le demi-plan ouvert de frontidre D contenant A,

B et CE€ p, alors [Bcl Np =

VME[BC?)[B MINDC[BC] ND=¢ d'oi BRY

et par suite M € PAﬂ [BC] C PA d'ol PA est convexe.

b) Soit B et C deux points de PA = PA U »p

C C?P
4 X PA alors [BC] PA PA

Si (B,C) €D x D alors [Bc] CD CFA

Si (B,C) €P

Si B € P, et C € D alors [BCIND = {C}. Dans ce cas

S = 'a4 o C ) =_
¥ M [BC[/.[BM]“D » d'od MEPA‘Donc [ BC] P, UD PA

d'ou PA est convexe.
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3°) Intersection d'un demi-plan et d'une droite

Soit & et D deux droites. Si D//A alors D est incluse dans
un demi-plan ouvert de frontiére 4.

Etudions le cas 6u D et A sont sécantes en L.
A Soit A et B de D tels que I €[AB]

¥ M E€]1a) [AM] C]1IA) car ]IA) est convexe

////” d'od [AM] NA = ¢ et par suite

I/

B MEDNP
’J : A
.,,///z/’/// : donc IIA) CpnNne

De méme JIB) CD NP

B

Comme {D NP,, DNP,, D N a}

et {]IA), {1}, ]IB)} sont des partitions de D on a

IA =DNP - IB =pNP

Théoneme :

L'/LMQMQCLLOH d'un demi-pLan (ouvert ou germé) avec une droite non
parallele 4 La frontiere est une demi-droite (ouvernte ou fermée). '

I1 - CLASSIFICATION DES QUADRILATERES

Dans tout ce qui suit A, B, C et D désigneront quatre points dont trois

d'entre eux sont non alignés.

Déginition : ‘
On appellera quadrilatire ABCD La rdunion des segments- [ABl, [BCl,

[cDl, [DAl
Les segments [AC) et [AD] sont Les diagonales du quadritatene ([AB], [CD))
{[BCl, [DAl}; sont Les paires de 0O28s 00pPCs8s.

. Les quatre points A,B,C,D définissent trois quadrilatéres correspondant e
aux trois choix de paires de diagonales. Il y a huit fagons de noter chaque quadri-

latére. .

Y
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A tout quadrilatdre on peut assocler trois paires de segments : les deux paires

de segments opposés et la paire de diagonales.

Théoneme :

Swn Les trois paines de segments, iL y a au plus une paire de segments
secants. ‘

Démonstration :

Supposons que dans la quadrilatére ABCD il‘y ait une paire de segments
sécants. On peut toujours supposer que ce sont les diagonales
[acl et [BD]. Trois des points n'étant pas alignés, B & (AC)
et D & (AC)
 Les points“ B et D n'appartiennent pas au méme demi-plan de
frontiére (AC)

Par suite [BA[ C PB . [ DAl CPB

crp cerp

[ Bcl 3 [ ocl 5

d'ot [AB] N[pcl = ¢ et [AD] N[BCl =9 : -
On peut obtenir un quadfilatére ol aucune paire est n'est formée de segments

sécants.

Soit A et B et I un point de (AB) - [ AB] ' -

Soit A une droite passant par I distincte de (AB) et deux points C et D

non situés dans le méme demi-plan fermé de frontiére (AB) .

¢ sinon ABCD seraient alignés

Alors [AB] N (CD)

¢ car *C et 'D sont non situéds dans le méme demi-plan

1]

[ac] N [BD]

[ap] N [BC]

fermé de frontiére (AB) D

¢




L
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Si dans un quadrilatére il existe une des trois paires formée de segments sécants,

cette paire peut étre la paire de diagonales ou une paire de cotés opposés, ce qui

donne deux autres types de quadrilatéres

"Diagonales sécantes"

" . P P P '
Une paire de cBtés opposés sécants"

On obtient donc trois types de -quadrilatéres. Cependant on a une caractérisation

intéressante du quadrilatére 'type diagonales sécantes"

Théoneme :

Soit ABCD un quadiilatine fes propositions sulvantes sont Bquivalentes :

% Les diagonales [ACl et [BD] sont sécantes.
32 Quelque s0it Le support d'un cété, Le cité opposé est dans Le meme demi-plan

de frontiene de ce suppcrt
ou bien quelque s04i% Le supponrt d'un coté, ce 5uppont ne nencontre pas Le cixe

oppose.

Ho= 1R [AC] n[BD] = {I}

Soit FI‘ le demi-plan fermé de frontiére (AB) contenant I

Alors [1IC] M (AB) ¢ sinon on aurait A € [1c]

[}

4 sinon on aurait B € [ID]

[}

[Ip] N (AB)
Par suite C et D sont dans le demi-plan 'FI et [cD] C.FI
¢ On ferait le méme raisonnement pour les demi-plans fermés de

frontidre (BC), (CD), (DA) contenant I.
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arar
[

% = % goit ABCD vérifiant la proposition

Soit Kj tel que A €]KD[ et Kp

tel que A € ]K,, B[

D'aprés (Ay) (AC) rencontre ]BD[ ou ]BK;[
et (AC) rencontre ]BD[ ou ]K,D[

Si (AC) ne rencontre pas ]BD[, (AC) rencontre

1BRKy[ en A; et IDKo[ en Ay
d'oi ]BK;[ est dans le demi-plan de frontiére (AB) contenant K; , donc la demi-
droite ]AA;) est dans ce demi-plan d'aprés I 3°) |
1DK,[ est dans le demi-plan de frontiére (AB) contenant D donc la demi-droite
]AA5) est dans ce demi-plan) (AC) = (AlAz) et (AC) =[aa;)) U [AA5)

¢ Contemeny
Comme C et D sont dans le méme demi-plan de fronti&re (AB) PAJ:% et par
suite C € [AAy)
Mais comme ]DK,[ est dans le demi-plan de frontiére (AD) contenant K, la demi-
droite ]AA;) est dans ce demi-plan et par suite C et B ne sont pas dans le
méme demi-plan de frontiére (AD).

Donc (AC) rencontre ]BD[

Le méme raisonnement montrerait que (BD) rencontre JAC[ d'old les diagonales sont

sécantes.

Le quadrilatére ABCD délimite un ensemble qui est intersection de demi-plans

cet ensemble est donc convexe.
d'ol "le type diagonales sécantes" correspondra a 1'appellation '"quadrila-

tére convexe'.

IV - PROJECTION D'UN SEGMENT

Théoneme :
© Soit p wie profection du plan swt une droite D sulvant La direction
[a) a et b Les images de deux points A et B, L'image du segment [AB] est,

'

Le segment [ AB] est Le segment [a bl _
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Démonstration :

si (AB)//4& alors [a b] = {a} et pour tout M de [AB] p(M) = A

| Si (AB)//a la droite AM paralléle 3 A et -
passant par M de ]AB[ rencontre ]laB[ en K
d'a;prés @ et elle rencontre Jab[ en m

d'aprés encore donc

pa Bl) Cla b

D ,
Réciproquement: Soit ®m € Ja b[ la droite paral-

lsle 3 A passant par m rencontre JAB[ en M pour les mémes raisons que ci-

dessus.

Alors p(M) =m donc ‘[a ] C p(aBl).
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