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Srface

L esprit des lois continues est un bon cru Bordelais, que I’on goilte avec plaisir - mais
absorber tout son contenu d’une seule traite est déconseillé, il y a beaucoup de choses et la téte

pourrait nous en tourner...

C’est un ouvrage de probabilité, qui trouvera donc naturellement sa place dans le cadre de la
formation des enseignants. On y explore jusque dans leurs recoins certains modéles ; bien
connaitre, par le calcul et la simulation les propriétés de situations élémentaires est
indispensable pour comprendre ensuite certains choix de modélisation. Enfin, les auteurs
défendent des choix pédagogiques argumentés, qui ne manqueront pas d’intéresser les
enseignants et ouvriront a coup sl des débats intéressants.

Quelques aspects transversaux ou ponctuels forgent ’esprit de ce livre :

e Il est fait grand usage d’une propriété mathématique bien utile dés qu’on dispose
d’échantillons aléatoires de lois uniformes ;  savoir : choisir au hasard et indépendamment 2

(resp. n) nombres dans [0,1], c’est choisir au hasard un nombre dans [0,1]" (resp.
[0,1]")", ce qui permet de passer aux probabilités géométriques’ chéres aux auteurs ; le slogan

« nombres de cas favorables sur nombres de cas possibles » des univers discrets (la mesure en
jeu est le comptage) régis par la loi équirépartie devenant alors « aire de la zone des cas
favorables sur aire de la zone des cas possibles» (la mesure en jeu est ici l’aire).
Le livre propose ensuite une somme d’exercices, dont les incontournables (sommes de lois
uniformes), certains étant présentés sous plusieurs angles. Chaque lecteur pourra faire le choix
des exercices qui conviennent a ses objectifs et a ses gofts, et se construire des intuitions justes
(par exemple, I’image d’une loi uniforme par une variable aléatoire non affine n’est pas une loi
uniforme, propriété malgré tout positive : la plupart des lois s’obtiennent comme image de lois
uniformes par des variables aléatoires bien choisies et on peut alors les simuler a partir de la

seule touche random ou aléa).

e De nombreuses simulations sont proposées, qui permettent de s’initier tant a la pratique
elle-méme de la simulation qu’a I’interprétation des résultats obtenus. Le statut des nombres
pseudo-aléatoires fournis par une instruction alea ou une touche ranmdom est susceptible
d’éclairer ce qu’est un modéle, dans la mesure ol précisément ici il y a dans ce cas un paradoxe
au niveau de 1’intuition premiére ou du langage de tous les jours. En effet, la génération par un
ordinateur de » nombres pseudo-aléatoires repose sur un algorithme parfaitement déterministe et
cependant, le modéle d’échantillon aléatoire de taille 7 pour la loi uniforme est valide pour les
nombres obtenus, sous réserve que » ne soit pas trop grand : simuler une loi, ¢’est précisément
produire des données pour lesquelles cette loi est un modéle valide, peu importe leur mode de
génération. Remarquons au passage qu’on ne connait pas non plus de dispositifs expérimentaux
susceptibles de fournir #» données, pour » arbitrairement grand, qu’on puisse considérer comme
des tirages au hasard de la loi équirépartie ; il y a toujours une usure qui apparait, ou une
défaillance qui se produit ; un trés ancien procédé de simulation est le lancer d’un dé, qui lui

! Autrement dit, le produit U®" de » lois uniformes sur [0,1] est la loi uniforme sur [0,1]".

2 On notera 2 ce propos que si on choisit un nombre » au hasard dans [0,1] et indépendamment un angle
au hasard dans [0,2r], les points du cercle de coordonnées r et & ne sont pas choisis suivant la loi
uniforme sur le disque. Autrement dit U ® Uy ,,; n’est pas la loi uniforme sur le disque dont les points
sont repérés par leur coordonnées polaires.




n’est pas paradoxal au plan intuitif ; on peut pourtant en faire une modélisation déterministe et
au plan de la simulation, ce procédé de génération de données n’est pas de meilleure qualité que
I’algorithme encodé dans une touche random. Evidemment, en dehors de I’utilisation pour la
simulation, une différence notable s’impose entre la génération des suites de » nombres 0 ou 1 &
partir d’une instruction alea (et qui justifie amplement le terme pseudo-aléatoire) et la
génération par d’autres procédés mécaniques tels des lancers de dés : dans le premier cas, on est
capable de reproduire une suite de taille # (en réinitialisant le procédé a partir de la méme valeur
initiale) et pas dans le second (on ne sait pas obtenir deux fois de suite la méme suite de taille
n=10° en langant des dés).?

o Les auteurs reprennent aussi des problémes classiques, tel le jeu de Franc-Carreau ot on
lance un palet circulaire de diamétre d sur une surface plane quadrillée et ou il semble que la
fréquence des cas ou le palet est & cheval sur plusieurs carrés se stabilise si on fait de grandes
séries de lancers. La tradition consiste le plus souvent a dire que le centre du palet arrive sur un
des N carrés du quadrillage selon une loi uniforme, mais on reste trés évasif sur le pourquoi de
cette loi uniforme et sur ce qui se passe plus globalement. Le probléme du Franc-Carreau est
repris ici, plus globalement et les auteurs montrent que si on note p; la probabilité, pour un
lanceur donné, que le centre du palet arrive dans le carreau i, alors si on suppose que, pour tout
i=1...N, la loi conditionnelle sur le carreau i est uniforme, alors pour toute loi ( Diseeos pN) ,la

probabilité p que le palet ne rencontre pas la frontiére d’un carreau vaut ((c—d)/ c)2 ,oucestla

longueur des cotés des carrés du quadrillage. Autrement dit, cette probabilité p ne dépend pas de
(215++-» Py ) - On peut donc (et c’est plutdt rare en dehors des expériences de référence de choix

au hasard dans une ume ou de lancer de piéces ou de dés), pour confronter le modéle a
I’expérience, faire intervenir plusieurs lanceurs et regrouper leurs résultats, ce qui est fait dans
le chapitre 4, paragraphe 2-4-3.

Mais allons un peu plus loin, au plan de la modélisation et de la statistique. D’abord, pourquoi
considérer des lois conditionnelles uniformes ? Et est-il raisonnable de choisir un modéle
(pise-»Py) & N—1 paramétres (qui ne tient pas compte des liens entre les parametres : si un
carré a une forte probabilité d’étre atteint, ses voisins aussi et plus on s’approche du bord, plus
les probabilités sont faibles). En fait, pour modéliser la situation de lancer du palet, on va
considérer que le centre du palet arrive sur la surface suivant une loi de probabilité continue P
de densité £, ou f'dépend du lanceur, mais pas du quadrillage ; on notera tout de suite que, pour
une modélisation rustique avec une loi normale & deux dimensions, le nombre de paramétres a
estimer pour déterminer f est petit (5 paramétres) par rapport aux N —1 paramétres qu’il
faudrait estimer avec le modéle discret (p,,..., Dy) ; la probabilité p, sera ici I’intégrale de la

densité f sur le carreau i; on suppose alors que les carreaux sont suffisamment petits pour
pouvoir considérer que sur chaque carreau, la densité f'est constante : ce qui revient & approcher
la loi conditionnelle sur chaque carré par la loi uniforme. D’ailleurs, si la surface de lancer est
partagée en un petit nombre de grands carrés, comme on a tendance & éviter les bords, dire que
les lois conditionnelles sont uniformes ne serait plus pertinent. L’expérience faite dans cet
ouvrage valide d’ailleurs cette approximation pour le quadrillage choisi.

Creattre Foobers

3 De méme, on pourrait utiliser la suite des décimales de © pour simuler la loi équirépartie sur {0,...,9} ...
mais a condition de choisir aléatoirement le point de départ (et donc de faire intervenir un autre procédé
de simulation !). :




« Dans toute aventure de ce genre,
on se lance dans [’aléatoire »

André GIDE




PIREIACE ... e s s e e
Chapitre 1 : EXPOSE deS MOLIfS .......cviiiuiiiicciic e
1. Chronique d’un changement de programme ........... reeeeeeeeee e ee et ente e narannaans 11
2. Des difficultés de tOUS OTATES «..eeeneeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e e 13
3. Du diSCIet au CONLINMU 7 ...ooeeeieeieeieeeeeeeeeeeee e e eeeaeeeeeesseeeeeeeeeenseeessseeeeeseees 15
4. Les lois uniformes, d’abord............cccouveeeuvennnnnn... e eeteeeneeeae e aeaararaeeearaes 17
5. L’ouvrage : mode d’emploi.......cccoevieoirieieenreiitiereeeeeereeeeeer e 21
Chapitre 2 : La 10i UNIfOIME...........coveeeeeeeeeeeee e eeea e e e s e s 23
1. Les lois uniformes (at pIUriel) ...........cooveeveeerereieeeniieeceeeeeeeeeeeeve e 25
1.1 Pourquoi « au pluriel » ? .......ccocoveiieinieeieecteeecreee et 25
1.2 La modélisation UNIfOITNE ........ccveeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeeeeeeeeeeeees s 27
1.3 Simulation et MOdele UNITOTIIIE ...eveeeeeeeieeeeeeeeeeeee e e eeeeeseeeeeeons 30
2. Les lois uniformes dans 18 CLASSE ........eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eeee s 35
2.1 L’introduction du modéle Uniforme ..........ceeeueeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenn 35
2.2 Evénement, probabilité d’un GVENEMENt .........ovevvvevveoresseoeeeoseossoeoosns 41
B EXEICICES «uvveieeeeiieetiee ettt e et e e e e e e e eaeeseeesesseesesseasnsseeeeeneeseeseeee e
Chapitre 3 : Les 10iS CONtNUES ..........c.coviueeeeeeeee e e rnen 97
1. Des lois uniformes aux 101S CONIMUES ... .eeeeeveeeereeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeereeeeeeee e 99
1.1 Une situation de TEfEIEICE .......c.ueuuevueeeeeeeeereerereeseeseesreereeereesreesesssessessssans 99
1.2 La notion de densité (premier épisode) ..........cuireeererieereeeerrenceereenees 101
1.3 Sur la construction d’une 101 CONtINUE......cecveeereeereeeeeeeeereeereeeeesreeseens 102
1.4 Variable aléatoire OU TI0I .......eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeesssesseessseeessrsessssesssssssmssns 105
2. LS 101S COMLIMUES ....c.ueeereerreiereeeeeeeereeeseeesssesseeseesssessssssesssessssesssesssesssessssesns 107
2.1 Extension & un intervalle NON DOINE..........ccveveeeeeeeeereesreeereesreeesressaesnes 107
2.2 La notion de densité (deuxiéme épiSOde)...........curerererereverererereeecninns 110
3. EXEICICES uveeveenreerereereerreseesiesresessessesssesessssasessessassesssssessessssessesssessesssssseans 117

Sommaire




Chapitre 4 : Modélisation............cceveeiiiiiiiiiiciiii e 151

1. Tirages indépendants ...........ccccoeoueueciiiciriinniiiinicriiecee e 153
1.1 Le fondement du chapitre .........cccccoeeciiiiiiiiiiniiiiiniiniceeeeeee e 153

1.2 Unexemple & Pétude ........coouvuecniiiiiiiiiiiiiiciciiccieeee e, 154

1.3 Les rallonges ULIlES ......cc.coeeveereeriiiniiiiiiiiicicicicteeeeercerenere s 156

2. Problémes de mOdELiSAtiON ........ccvereeierieiicieeeeeteeerecercie e 160
2.1 Unterrain miNe ..........ccoovieuieeieeieeeeeeeertcereeteete et eeeseseesseesessessssasssens 160

2.2 Initiation a la modélisation probabiliste..........ccccceceevereereciinininvinninnnn 160

2.3 Des MOdRles EXPIICILES. ......eveeererreueereieiieeeeereseenstenesesesassssnen e eneaes 161

2.4 Des modeles iMPLCItES ? .....oveueeevecreeveenueniereceieiereiesesennnsnsneenneanin L04

2.5 Des MOARIES & fOISOM ....euveueieeeeieecteeerteeie ettt enens 171

2.6 Un modeéle pour Un autre ?........cccoeveeeieeeienuenieniinusinsesesessessesssessnes 173

3. EXEICICES ..utiureeiereeteeiieeeeiteteesteetesseeee st st eenesesaeenreeeaeesaeessesnasnteassasassesnnes 185
Chapitre 5 : La loi exponentielle ... 235
INEEOAUCHION. ....eeveevreeeeeeiresteeeeeeeeretete et eseeereebeeneeessaesneennesneeseeesnesasssaesanssesssans 237
1. Généralités sur la loi exponentielle...........ccocueevviviiiininnnnininiiiiieeees 239
1.1 La loi exponentielle de paramétre 4 (A>0) ...cccccvvuiuruniviniininnininnnnn. 239

1.2 Un premier XemPple.........ccevuivuininiininieeieiieiceii ettt 239

1.3 Sur e parametre A ........cccccovvivivneninrnnieineeeieeete e 241

2. Exemple de convergence en loi vers la loi exponentielle.............cccoccueunees 243
2.1 Le probléme & I’8tude ........ccccovviviniiinniiiciciiieictcecrere e 243

2.2 Une premiére approche : 1a simulation...........ccocovveivnnniniiiiennnnen, 243

2.3 L’étude theOriqUe.......cc.ecveerieeeeieiiiciiiiiiictsicicrenc e 245

3. Le point de vue fonctionnel ...........ccocvevevieereeenieinieiiiieteies e 248
3.1 L’équation fonctionnelle E:  f(s+£) = f(s)X f(£) sur [0,+o ......... 248

3.2 La loi de durée de vie sans vieillissement...........ccccoceevuevcvenrencnenncnene. 252

4. Le point de vue différentiel...........cccooumieenieinieicrieeeceeeen 256
4.1 Préliminaires mathématiques..........ceececrrecruenruesuvcnernnnnnes eeereeeeeneesassnesees 256
4.2 Nouveau regard sur la désintégration radioactive............cecvuevereucreneunee 257

4.3 Quelques notions sur 1a flabilit€ ..........couvvereoeereemornrneeenee 258

5. EXEICICES.cuceuerervrcureecensansctestssessisasstssissssessisnssnessessessessesessassessessasssssssasessanas 261
BiblIOGraphi@ .........cccvureurereeeenrieeseecnenceecuseccsensasssssssasissassssssssssssssssssesssassesssssssassssesass 277
INAEX .ttt ssassesasa s sssas st bbb bbb bR st e s s s sasasnan 281







Eigpersc des molifs

« Rien n’est moins sar que l'incertain »

Pierre Dac
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1. Chronique d’'un changement de programme

L’introduction de lois de probabilité continues dans I’enseignement obligatoire de la
classe de Terminale scientifique (voir [1]) est I'une de ces innovations qui font
“ événement ” dans I’enseignement des Mathématiques au lycée et qui ne peuvent donc
manquer de titiller quelque part les esprits.

Mais encore ; passé I’effet de surprise que peut susciter la matiére premiére, il s’agit
d’aller au-dela de la réaction spontanée qui peut tout aussi bien déceler les signes d’un
remue-ménage profond que diagnostiquer un simple fait divers : par exemple, une sorte
de caprice probabiliste momentanément instillé dans les programmes par ’un de ces
“allumés” de la Statistique inductive (ou autre).

Il y avait beau temps (une quinzaine d’années environ) que 1’enseignement des
Statistiques et Probabilités faisait aller de pair, & marche forcée (il faut bien le
reconnaitre), quelques éléments de Statistique descriptive, charriant les inévitables
calculs de moyenne, d’écart type, etc. et quelques rudiments du calcul des Probabilités
ou la Combinatoire tenait le haut du pavé.

Il devenait urgent que cet équipage suranné, décalé des pratiques réelles de la
Statistique et des Probabilités - quid de la modélisation ? (premier exemple), ignorant
la puissance d’investigation de I’outil informatique - quid de la simulation ? (deuxiéme
exemple), céde la place a une démarche construite sur une problématique avérée,
articulée selon les activités que cette problématique permet de conduire a chaque
niveau, dans chaque filiére et qui-tant qu’a faire - resterait cohérente dans la
poursuite des objectifs, de la seconde a la terminale (en attendant - srement pour

bientdt ? - de prendre appui sur une initiation a I’aléatoire au collége).

Le G.E.P.S! de Mathématiques a d’une part opéré cette chirurgie courageuse et d’autre
part largement offert & la perspicacité de tout un chacun, divers projets® d’une entiére
refonte de cet enseignement, ne 1ésinant jamais - c’est le moins que 1’on puisse dire -
sur la description des objectifs, des tenants, des aboutissants, des pratiques a impliquer,
des conditions utiles a leur mise en ceuvre, et évidemment, des contenus.

Tout le monde est bien d’accord 1a-dessus.

Il n’en est pas allé tout a fait de méme en ce qui concerne le fond des affaires (normal :
quand le dossier est ouvert’, les débats vont bon train et le risque est pris de voir
I’édifice un peu chamboulé). Et s’il ne saurait entrer dans notre propos, autrement que
par I’anecdote, de relater I’historique de 1’évolution de ces propositions, disons que ce

1 G.E.P.S. : Groupe d’Experts des Programmes Scientifiques (2 prononcer en une syllabe : ce néologisme
onomatopéique laisse entrevoir en effet une toute autre vitalité que I’épellation laborieuse de son

prédécesseur : le G.T.D.).
2 Nous faisons allusion aux versions du 13/01/2000 (voir [3]) et du 08/01/2001 (voir [2]).

3 Une nouveauté a souligner dans la méthode d’élaboration des programmes.
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n’est tout de méme pas sans regret que nous avons pris acte de la disgrice qui, d’un
projet a ’autre, a frappé quelques notions élémentaires concernant la loi normale (voir
[2] pages 19 et 20). Erreur de perspective® s’il en est : on tenait 13 quelques morceaux
choisis propres a apporter des réponses construites & des questions judicieusement
soulevées dans les classes antérieures, en tout état de cause, riches en révélations sur le
«En veux-tu ? En voila. » de simulations qui, en classe de Seconde, ont tendance a
pousser (un peu) comme des herbes folles. ..

Mais peu importe, on connait la suite :

¢ e “joli” menu de Probabilités et Statistique et notamment, celui qui va nous
préoccuper ici, décliné dans le BO n°4 du 30 aoit 2001, incluant en particulier
loi uniforme, notion de densité, loi de durée de vie sans vieillissement, etc. ;

e [’énergique et trés rempli document d’accompagnement’ des programmes de
Mathématiques des classes de Terminales ES et S (voir [4]) ;

¢ les quelques troubles sur la place que tout cela a pu susciter, sans pour autant
déclencher un quelconque cataclysme pédagogique ;

e et -in fine - les interrogations qui restent, malgré tout, car les repéres sont flous
et les assurances effritées...

Tout est donc réuni pour engager un travail utile, d’autant que des difficultés de tous

ordres ne vont pas manquer.

Honoré de BALZAC (1799-1850) T h

«La clef de toutes les sciences est sans
contredit le point d’interrogation... »

(La peau de chagrin 1831)

4 Ce projet a suscité quelques levées de boucliers (crainte de charger la barque ? frilosité analytique ? etc.)
qui ont conduit le G.E.P.S. i le passer 2 la trappe. '

3 Premier exemple d’une publication de cette nature aussi consistant ! (Qu’on entende bien : il ne s’agit
pas de surévaluer des mérites ou de distribuer des bons points mais plutét d’appeler un chat, un chat.)
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2. Des difficultés de tous ordres

Méme dans ses déclinaisons les plus confortables, un travail avec les distributions
continues de probabilité ne peut se payer de quelques explications simples. 11 suffit de
feuilleter un ouvrage un peu sérieux de calcul des Probabilités pour se rendre compte
que rien de ’outillage de 1’Analyse ne fait défaut : théorie de la mesure, intégration,
fonctions de la variable complexe, transformation de Fourier... sans oublier Algebre,
Topologie, et quelques éléments d’axiomatique, etc..

Quand bien méme, la question de fond est ailleurs, et les limites assignées par le
programme : « loi de probabilité a densité continue sur un intervalle de la droite
réelle », parce qu’elles permettent de gommer du paysage le coté le plus aride des
notions précédentes’, contribuent a mettre le doigt tout de suite sur ce qu’il importe de
comprendre : la question de fond est de nature probabiliste.

Précisons, pour baliser sommairement le parcours a venir’, qu’en tant qu’objet
mathématique®, les lois de probabilité continues inscrites au programme ne peuvent
susciter la moindre palabre (par exemple, la notion de densité sur un intervalle 7 de R
est tout a fait ce qu’il y a d’ordinaire : une fonction f continue, positive sur / telle que

II f(x)dx =1, et c’est tout).

Oui, mais I’histoire ne s’arréte pas la: ces lois sont aussi et surtout des outils
mathématiques créés, congus par les mathématiciens et construits en tant que modéles
probabilistes. Dés lors, il s’en va d’une autre paire de manches, car, vont venir
achopper maintes interrogations auxquelles il est impossible d’apporter la moindre
réponse sans une rupture préalable explicite et tranchée avec le mode de pensée qui
prévaut dans le discret. (Pour rester sur ’exemple précédent: qu’elle est la
signification probabiliste de la densité ?).

Pas facile !

Par ailleurs, pour une majeure partic du public des professeurs de Mathématiques
concerné, les lois de probabilité continues restent encore un terrain de découvertes, le
plus souvent mal défriché - voire pas du tout - durant leurs études universitaires. Et pour
en rajouter, il nous semble bien qu’ils n’aient pas grand chose a attendre, au moins dans

6 Sauf évidemment les éléments de I’ Analyse classique de Terminale (intégration des fonctions continues,
calcul différentiel, limites,...) et en sourdine, comme nous le verrons, une contrainte implicite exercée par

la théorie de la mesure.

7 Nous renvoyons au prochain paragraphe qui prend en charge I’examen détaillé des difficultés que
peuvent soulever, dans I’Enseignement secondaire, I’introduction et I'usage des lois continues.

8 On ne manquera pas de noter que, dans les programmes actuels (contrairement aux versions
précédentes), une loi de probabilité est définie, comme un objet mathématique (voir par exemple [5],
page 15), ce dont nous nous réjouissons.
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un premier temps, de la littérature probabiliste, accaparée par les publications au
caractére théorique et abstrait® apte 4 rebuter la meilleure des bonnes volontés par leur
aridité.

Le programme enfin, ambitieux et prudent a la fois :

e ambitieux, car mettant en avant la diversité des approches, il affiche le souci de
voir se croiser les compétences. A 1’ordre du jour sont inscrits : simplifier,
abstraire, modéliser, simuler, interpréter, poser le probléme de I’adéquation
d’une loi a des données, etc.,

e prudent, au moins dans la forme. Des expressions telles « fonction de
répartition », « variable aléatoire » (dans le cas continu) sont exclues du libellé
du programme alors que le Document d’accompagnement flirte allégrement
avec ces notions', siirement conscient que certaines activités - méme parmi les
plus élémentaires - s’accommodent fort mal d’un tel bannissement.

Bref, en supplément, un certain déséquilibre a gérer.

Il nous importe de conclure ce paragraphe en soulignant que nous n’avons pas
I’impression d’avoir noirci outranciérement le tableau en pointant :

e d’'une part les problémes d’ordre mathématique, didactique et
épistémologique posés par certains aspects de I’enseignement actuel des
Probabilités et Statistique au lycée ;

e d’autre part (et par suite) Pexercice difficile auquel sont confrontés les
enseignants, car cela suppose une culture, des modes de réflexion et parfois
méme des yeux de praticien (probabiliste, statisticien, ...).

Et I’on peut s’interroger quand 1’offre nationale de formation aux professeurs peut étre

réduite a la formule :
« A chacun de se débrouiller avec sa sensibilité et ses niveaux de lecture ! ».

N’est-ce pas les prendre un peu pour des jocrisses ?

% Ici aussi P’exception est la régle et il serait injuste de passer sous silence certains ouvrages tel :
«Itinéraires en Statistiques et Probabilités » (voir [11]) qui affiche clairement ses préoccupations
concernant la formation continue des enseignants.

1 Voir tous les détails dans le chapitre 3.
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3. Du discret au continu ?

Voila titrée ’'une des problématiques majeures de notre travail...

I1 ne parait pas insurmontable de rendre sensible aux éléves qu’il “existe” des variables
aléatoires continues, c’est a dire des variables aléatoires qui, a priori - du moins peut-on
I’imaginer - peuvent prendre pour valeurs toutes celles d’un intervalle de la droite réelle
(voir sur ce point les chapitres 2 et 3). En revanche, mettre en place des modeles
probabilistes - i.e. des lois de probabilités - susceptibles d’étre choisis pour rendre
compte de tels phénomenes aléatoires n’est pas une petite entreprise, ni du point de vue
mathématique, ni du point de vue didactique.

e Tant que ’univers Q des possibles est fini (voire dénombrable), la simplicité
est de mise : :

» d’une part, [’attribution d’une probabilité a chaque issue élémentaire
définit une loi de probabilité (sous les conditions usuelles) ; le meilleur
témoin en est I’élaboration et 1’usage de tableaux (tel le tableau ci-
dessous), relativement bien assimilés par les éléves de Premiere :

issues o | o, ®,

probabilités | p; | P, P

Q={w,0,,...0,}, p,>0, zn:p,. =1

i=1

» d’autre part, aucune restriction ne s’impose dans la notion d’événement :
toute partie A de Q est un événement, et surtout, la probabilité d’un
événement A se calcule a partir des probabilités de ses issues
élémentaires : P(A)= Z P(w).

we 4
e Lorsque I'univers Q a la puissance du continu, I’attribution d’une probabilité
a chaque issue élémentaire n’est pas une ineptie a rejeter : la probabilité nulle
convient et c’est la seule'’. Ceci met d’emblée en évidence que “ mimer le cas
discret ” pour obtenir la probabilité d’un événement-a supposer que nous
sachions de quoi il s’agit - & partir des probabilités qui le composent conduit &
une impasse.

La legon a tirer est qu’il faut renoncer a installer les lois continues dans les traces
des lois discrétes.

1 Nous nous plagons dans le cadre imparti par les programmes, celui des lois de probabilité & densité
continue qui sont sans atome (le lecteur intéressé est attendu a 1’exercice 2-18 (voir les commentaires)).




16

Et si, a cet endroit, il est mathématiquement
acceptable de se tourner du coté des
probabilités d’intervalles (ne serait-ce que
parce que les intervalles sont les “briques” de
base de la maison borélienne - tribu pour les
initiés), il n’en reste pas moins qu’asséner
brutalement «la» définition mise en image
dans la figure ci-contre, serait faire une
impasse didactique sur les interrogations
majeures que souléve [’introduction de la
notion de lois continues, quand bien méme
quelques angles auraient été préalablement
arrondis :

e comment amener les éléves a faire le deuil de I’idée, légitimement prégnante

Loi de probabilité a densité
f continue sur [ ; J-[ f(x)dx=1.

Probabilité de l'intervalle [a,b] de I
b
P([a,b])= | f(x)dx

jusqu’alors, de probabilité définie point par point ?

e comment tirer au clair cette espeéce d’énigme concernant un phénoméne aléatoire

continu :

« toutes les issues possibles sont chacune de probabilité nulle » ?

e comment concevoir une loi de probabilité définie & partir de la probabilité
de “zones primitives”'> (que sont par exemple les intervalles sur une droite

réelle) ?

Voila des questions difficiles.

On peut évidemment “ balayer sous le tapis ” ou bien escompter que force et conviction
suffiront & convertir les éléves a I’idée d’une loi de probabilité construite par la

probabilité des intervalles.

On peut aussi vouloir apporter des éléments de réponse tout en sachant que - sGrement
ici plus qu’ailleurs - les résultats ne seront peut-étre pas a la mesure des moyens et de

I’énergie déployés.

C’est le risque que nous prenons...

2 11 serait plutét malvenu de s’attaquer aux notions de tribu, de parties mesurables, etc. Les domaines

€lémentaires de la géométrie (intervalles, segments, arcs de cercles, rectangles, cubes,
soulévent aucune question quant i la mesure (longueur, aire, volume...) suffiront largement & notre

propos (tous les détails au chapitre 2 page 26).

...) qui ne
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4. Les lois uniformes, d’abord

Moins qu’un slogan, la formule qui sert d’enseigne a ce paragraphe est un raccourci de
la démarche décrite ci-apreés et que nous nous proposons d’adopter :

e introduire en premier lieu diverses lois uniformes (en dimensions 1 a 3) sur
des domaines acceptables en Terminale ;

e mettre les éléves en situation de découvrir, a partir des lois uniformes, d’autres
lois de probabilité continues, et, partant, le sens de certaines notions qui s’y
rattachent (variable aléatoire, fonction de répartition, densité,...) ;

e nouer les liens indispensables avec le point de vue discret, sous “tous” ses
aspects : approximation continue d’un phénomeéne discret, discrétisation d’un
phénoméne continu ; simulation discrétisée de lois continues, etc..

D’autres itinéraires sont envisageables, tel celui proposé dans le document
d’accompagnement des programmes sous le titre « Histogrammes et aire sous une
courbe » ([4] pages 132 et 133) que nous citons dans son intégralité :

« Comment définir les Probabilités d’intervalles ?

Imaginons la situation suivante:

On dispose d'un échantillon de 50000 tailles d'hommes adultes ; un résumé
numérique de cet échantillon de 50000 données est fourni dans le tableau ci-

dessous.

Ecart
Moyenne t;;: Nombre | Minimum | Maximum | Médiane | Interquartile
Tailles 175 8,0 50000 145,1 209,5 175,0 10,8

Tragons maintenant un histogramme de ces données, avec un pas de 1 cm. Si l'unité
d'aire est celle d'un rectangle correspondant a 1 cm en abscisse et un pourcentage
de 0,01 en ordonnée, l'aire grisée ci-dessous est la somme des fréquences pour
chaque intervalle, et vaut 1. Si on cherche la fréquence des données entre 173 et
177 cm, ce sera la somme des aires des cing rectangles de bases respectives
[173,174], ..., [176 ,177[ : en premiére approximation, ces rectangles ont tous une
hauteur voisine de 0,05, la fréquence est donc voisine de 0,20 : la série comporte
50000 données, et le modeéle doit donc étre tel que la probabilité d'avoir une taille
entre 173 et 177 cm soit voisine de 0,20. L'idée est ici de trouver une fonction f dont
la courbe représentative épouse l'histogramme, l'aire sous cette courbe devant étre
égale a 1 : la probabilité¢ d'un intervalle (a,b) sera alors l'aire sous la courbe

délimitée par les droites d'équations x=a et x=b, c'est a dire le nombre

. _
I f(x)dx. La courbe représentative d'une telle fonction f a été tracée sur
a

I'histogramme; déterminer une telle fonction est un probléme délicat, mais pour de
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nombreuses situations, dont celle qui est traitée ici, on cherche la fonction f parmi
une famille paramétrée de fonctions: il suffit alors d'ajuster les paramétres.

De méme que dans un modéle défini par une loi de probabilité P sur un ensemble
fini E, les fréquences fluctuent autour de la loi P, de méme ici, l'invariant est la
fonction f et pour des grandes séries de données, les histogrammes fluctuent autour
du graphe de f. On peut voir ci-dessous une seconde série de 50 000 données; ony a
représenté la méme fonction f : 'histogramme n'a pas beaucoup bougé et la courbe
représentative de f épouse bien la forme de ce nouvel histogramme. »

Histogramme

145 150 165 160 165 170 175 180 185 190 195 200 205 210

Tailles
Ecart .. . (1 .
Moyenne type Nombre | Minimum | Maximum | Médiane | Interquartile
Tailles 175 8 50000 145,4 208,5 175 10,8

Histogramme

145 150 155 160 165 170 175 180 185 190 195 200 205 210
Tailles

On pourrait critiquer le choix de « la taille d’individu » comme exemple introductif de
variable aléatoire continue, ou émettre quelques réserves sur la signification, pour les
éleves, « d’épousailles » entre des histogrammes fluctuants et une certaine courbe - tout
ce qu’il y a de figée - (malgré 1’hypotypose qui en est faite) ou encore s’interroger sur la
réalité des pratiques (qui nous paraissent exiger la présence, auprés des éléves, de
cornacs hors classe tant en statistique qu’en informatique).
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Peut-tre que cette approche portée par la conviction de pouvoir régler tous les
problémes a la fois prend trop le risque de n’en régler aucun ?

Tout cela témoigne plus de notre perplexité que de la moindre intention de déboulonner,
méme en tapinois, une démarche (celle du document d’accompagnement), attitude vaine
qui serait par ailleurs sans aucun effet pour donner un quelconque crédit a une autre
approche (et en particulier la notre).

Concernant cette derniére, nous éprouvons donc le besoin de dresser un tableau
simplifié¢" mais conforme des arguments parmi les plus marquants qui la motivent :

e Nous nous inscrivons dans la lignée générale tracée par le programme de la
classe de Premiére Scientifique (voir [5], page 15) :

« Les lois de probabilité non équiréparties rencontrées en premiére et terminale
sont le plus souvent 1’image par une variable aléatoire d’une loi équirépartie, et
on introduira donc presque simultanément la notion de loi de probabilité et celle
de variable aléatoire. »

Cette démarche ayant fait ses preuves, nous nous en tenons aux valeurs siires en
’adaptant & I’étude de phénoménes aléatoires continus, les lois uniformes se
substituant aux lois équiréparties.

e La conséquence est qu’il entre alors dans nos cordes de déméler paisiblement
P’écheveau des questions difficiles précédemment soulevées (voir paragraphe 3,
page 16), par exemple, en mettant quelques temps en attente la notion de densité,
a Iutilité fort contestable dans 1’étude des lois uniformes.

e Initialiser ’étude des lois continues par celle des lois uniformes permet de
prendre en compte les connaissances préconstruites des éeves' sur les
probabilités géométriques’’ :

» mieux cibler les “verrous a faire sauter” (probabilité d’une issue
ponctuelle par exemple) ;

> institutionnaliser, comme il se dit ¢a et 13, sans didactisme poussif des
savoirs implicites (proportionnalité & la mesure - longueur, aire... - par
exemple), etc.. '

Voila donc présenté, en quelques mots, le fil conducteur de cet ouvrage : une démarche
pour un enseignement élémentaire des lois de probabilité continues, mais une démarche
que nous émanciperons des stricts contenus de Programme, pour répondre aux
attentes exigeantes des enseignants sur un tel sujet.

Et il ne nous parait pas & la hauteur de la demande de se contenter d’atteler a ces
contenus quelques annexes « théoriques », sévéres et subtiles qui prétendraient colmater
quelques barques probabilistes qui feraient un peu eau  tel ou tel endroit.

B3 Pour I’instant, sans volonté de démonstration qui viendra par la suite (on peut en étre assuré), chapitre
aprés chapitre.

14 Evidemment, cela suppose un travail préalable de mise en évidence de ces capacités (voir le paragraphe
2-1-2 du chapitre2).

15 Probabilité géométrique : distribution uniforme sur des domaines géométriques.
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A contrario d’une telle entreprise d’accolage de textes hétérogénes pour le non initié (et
pour quelques autres aussi), notre travail est plutdt - chacun en aura pointé la nécessité -
un travail d’articulation.

Mais, que I’on entende bien, les efforts sont a partager. Nous aurions pu écrire cela,
sous la forme adoucie a dessein pour tenter d’embarquer les plus sceptiques : « la voie
retenue ne satisfera pas les adeptes de la mathématique contemplative », ou encore - plus
sincérement cette fois, en restant dans I’imagerie maritime - « le lecteur sera plus
souvent dans la soute que sur la passerelle... ».

Blaise PASCAL (1623-1662)

« Ainsi, joignant la rigueur des démonstrations de la science a
Uincertitude du hasard, et conciliant ces choses en apparence
contraires, elle peut, tirant son nom des deux, s’arroger & bon droit ce
titre stupéfiant : La Géométrie du Hasard .»

(Adresse a I'Tllustre Académie Parisienne de Science 1654)
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5. L’ouvrage : mode d’emploi

Voil donc, pour les embarqués, les points essentiels :

e La structure de I’ouvrage, en cing chapitres, fidéle a la démarche adoptée.
» Chapitre 1 : Exposé des motifs (nous y sommes...).
» Chapitre 2 : La loi uniforme.
» Chapitre 3 : Les lois continues.
» Chapitre 4 : Modélisation.
» Chapitre 5 : La loi exponentielle.

e La structure de chaque chapitre, programmée en deux temps :

1. L’analyse des contenus, avec une visée bien différente de la “théorie qui résout
tout”. Il s’agit en effet :

> d’une part, de mettre & plat, “ tels quels  les contenus a enseigner et de
fournir la solidité mathématique capable d’éclairer (en particulier) leur
signification probabiliste (sans prendre le lecteur pour un déchiffreur
d’hiéroglyphes, sans prétention excessive donc, mais tout de méme avec

I’idée que “ se coller Ioreille sur le rail ” n’est pas le seul moyen d’avoir

un apergu clair de ce qui est entrain de se passer) ; ‘

> et d’autre part, de regarder de prés les enjeux d’un tel enseignement
pour nos éléves ; en vrac :
= difficulté d’ordre mathématique ?
= pierre d’achoppement sur I’interprétation probabiliste ?
* rupture inconsommable avec une pratique installée ?
= ¢t (soyons généreux) : saut conceptuel infranchissable ?
= sans oublier (soyons pragmatiques) : carences dans la simulation ?
= etc..

2. Une panoplie d’exercices, avec de quoi nourrir du plus méfiant, au plus accro.
Nous avons choisi d’équiper chacun d’eux :

» d’une résolution achevée, souvent de diverses maniéres (sans occulter
les plus “ scolaires ), chaque solution ayant, si nécessaire, son index des
destinataires (éléves, enseignants, ...) ;

> en général d’un commentaire précisant quelles notions sont mises en
jeu (en Probabilité comme ailleurs), quelles variantes de 1’exercice sont
intéressantes - voire indispénsables , quel est le dessous des cartes, etc. ;

> et, lorsqu’il s’y préte, d’une proposition de simulation’®, incluant recette
et ingrédients utiles.

16 Réalisée 2 I’aide du tableur Excel (voir détails page 32).
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Nous entendons manifester ainsi un double souci :

» fournir a chaque enseignant quelques critéres utiles pour discerner parmi
ces multiples activités, celles qu’il estime judicieuses de proposer a ses
éleves (I’expertise pouvant porter aussi bien sur la difficulté
mathématique, la pertinence dans la classe, le temps imparti...) ;

> permettre & chacun d’eux de tirer de réels enseignements sur les lois de
probabilité continues et leurs usages, parce que, par exemple, une
solution va offrir la possibilité d’affiner une idée confuse ou encore
parce qu’une variante, une remarque vont faire revenir a la surface un
point profondément enterré...

Ajoutons sur ce dernier point : formation des enseignants, qu’il est dans notre
esprit que le couple (analyse des contenus, panoplie d’exercices) a pour
vocation premicre de fonctionner en tandem plutdt que dans une structure
féodale : cela semble aller de soi.

Les sources bibliographiques

En dehors des traités de Probabilité et Statistique de « facture universitaire »,
nous avons puisé pour I’essentiel :

» dans les pulications iremiques et notamment dans celles émanant de la
Commission Inter-IREM Statistique et Probabilités ;

> dans toutes les productions du G.E.P.S. de Mathématiques (et de son
prédécesseur le G.T.D.): programmes, documents d’accompagnement
des programmes, ainsi que dans les projets de programmes qui ont
largement éclos depuis quatre ou cinq ans.

Par suite, il n’est guére difficile d’imaginer que la stricte conformité aux
programmes officiels s’en trouve un peu ébranlée, ce qui n’est pas d’une trés
grande importance :

> pour le lecteur : sans étre un praticien supérieurement doué, chacun
reconnaitra les siens ;

> pour nous, puisque le choix a été fait de dépenser notre énergie 3 mettre
en évidence la vitalité de certaines notions probabilistes, souvent
désamorcée par le fait de leur simple inscription dans les programmes,
plut6t qu’a jouer les comptables scrupuleux d’une adéquation aux mémes
textes.




«La loi est uniforme, les meeurs, la
terre, les intelligences ne le sont pas »

Honoré de BALZAC
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1. Les lois uniformes (au pluriel)

1.1 Pourquoi « au pluriel » ?

Précisons d’entrée de jeu que les lois qui vont nous préoccuper dans ce chapitre sont les
lois uniformes sur un intervalle de R, un segment géométrique, un cercle (ou un arc de
cercle), un carré - un disque éventuellement - et un cube, quand bien méme ne serait
formellement inscrit au programme que le cas de I’intervalle réel.

Plusieurs raisons en effet, militent pour ’ouverture d’un tel éventail :

e En ce qui concerne les lois de probabilité continues, « en comprendre quelques
usages » est I’un des objectifs clairement affichés par le programme. Dés lors,
une premiére nécessité apparait, tautologiquement décrite dans le document
d’accompagnement des programmes ([4]) : proposer aux éléves des activités
consistantes, ¢’est-a-dire des activités autrement plus riches que celles ot I’on se
contente de faire appel a des démarches entierement calquées sur la définition.

De ce point de vue, nous ne pouvons tenir pour inintéressant le filon' largement
ouvert de situations impliquant “le choix au hasard ” de deux (ou trois) réels de
[0,1], indépendamment les uns des autres. Or, il se trouve” qu’un tel choix peut
8tre tenu pour celui d’un point ““ au hasard ” (i.e. selon la loi uniforme) dans un
carré (ou dans un cube) et que de plus, et surtout, cette propriété permet
d’instrumenter les ressources élémentaires de la géométrie (dessin, mesure)
dans ’étude des phénoménes aléatoires continus, et partant, d’enrichir les
conceptions que nous pouvons en avoir.

Et, si cet argument fournit des présomptions assez fortes sur le bien-fondé de
I’introduction des lois uniformes en dimensions 1, 2 et 3, il n’est pas le seul.

e Si l’on fait ’impasse sur la moindre considération qui ne serait pas d’ordre
strictement mathématique, il existe une maniére toute simple d’introduire les
lois uniformes. La voici, emprunté a RENYT ([18]):

I Voila une tournure euphémique s’il en est: tout le chapitre 4 de cet ouvrage est consacré a

Pexploitation de ce filon...
2 Cela ne doit rien au hasard (voir les explications au chapitre 4, page 153).

3 Le célébre ouvrage de RENYI « Calcul des Probabilités » - sorte de “BLED” des probabilités pour des
générations d’étudiants - fait unanimement référence. Par ailleurs, s’adressant a des « débutants
exigeants » il manifeste une vocation pédagogique clairement affirmée. Et nous ne pensons pas perdre
notre temps 2 vouloir tirer quelques enseignements des legons des “ grands maitres ”, sans prétendre pour
autant leur attribuer la moindre capacité d’intimidation & I’encontre de quiconque n’y souscrirait pas
pleinement (fallait-il le dire 7).
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« Soit Q un ensemble mesurable de l’espace euclidien a n dimensions, dont la
mesure de Lebesgue a n dimensions est positive et finie. Soit A l’ensemble des

parties mesurables de Q et W(A) la mesure de Lebesgue a n dimensions d’une

partie mesurable A de ). Posons P(A)= %;— (1)
u

Alors, (Q, A, P) est une algebre de probabilité de Kolmogorov. »

Et RENYI - qui s’y connait - d’ajouter :

« En général, nous dirons que la répartition de la probabilité est uniforme quand la
probabilité pour qu’un objet (dont la position dépend du hasard) se trouve dans une
partie d’un ensemble, sera déterminée par la définition (1) a partir d’une mesure
géométrique |\ invariante par déplacement : volume, aire, longueur d’arc, etc.). »

Nous entendons faire notre cette définition dans une version évidemment adoucie par la
formulation adoptée et par I’'usage prudent de quelques garde-fous.

mesure de la zone des issues favorables a un événement
mesure de la zone des issues possibles

Ainsi, le rapport :

sera notre “ téte de pont ”, étant entendu que :

o les mesures sont celles de la Géométrie élémentaire : longueur sur une droite et un
cercle, aire dans le plan et volume dans 1’espace ;

o les “zomes ” considérées sont en conséquence nécessairement des parties de la
droite, du cercle, du plan, de 1’espace soumises aux exigences suivantes :

- le probléme de ’existence de la mesure de ces parties (au sens précédent) ne
saurait étre soulevé ;

- I’évaluation de cette mesure n’imposera pas de calculs d’une trop grande
technicité.
Illustrons notre propos par 1’étude conjointe de deux exemples délibérément choisis

pour que, ce qui les unit : la loi de probabilité, aggrave ce qui les oppose : la pertinence
didactique.

J
Exemple 1
Un point M étant choisi “ au hasard ” dans le carré de co6té 1, . M
c’est-a-dire selon la loi uniforme dans ce carré, quelle est la
probabilité de I’événement :
« le cercle de centre O passant par M rencontre le segment 0

[1J] »?
La zone des issues possibles est évidemment le carré OIKJ et il n’y a aucune
difficulté :

o d’une part & déterminer la zone des issues favorables, ne serait ce J o5
que graphiquement (voir figure ci-contre),

e d’autre part & évaluer par un calcul d’aire la mesure de chacune

(le résultat 1;— = 0,39 étant a cet endroit sans grand intérét).
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Exemple 2

Un point M étant choisi “ au hasard ” dans le méme carré OIKJ (toujours donc
selon la loi uniforme), quelle est la probabilité que ses coordonnées dans le repere
(0,1,J) soient toutes deux rationnelles ?

La réponse est zéro * (ce qui peut mettre & mal quelques spécialistes de la simulation
non avertis des propriétés de la mesure de LEBESGUE...).

Et, méme si cet exemple semble forcer le trait jusqu’a la caricature, il reste le prototype
du probléme didactiquement déplacé.’

Ajoutons que I’aspect engageant de la * définition ” precedente ne nous a pas échappé,
en ce qui concerne 1’analogie avec I’équirépartition (souhgnee dans [3], page 32).

Lorsque ’univers des possibles est fini, la substitution (que 1’on pourrait rendre licite)
du cardinal d’une partie 4 la mesure livre I’antienne de la classe de Premiere :

nombre d'issues favorables

ce qui range, au moins formellement, la loi équirépartie

b

nombre d'issues possibles
sous la banniére des lois uniformes.

Mais nous verrons (paragraphe 2.1 de ce chapitre), quand il s’agira d’engager les
travaux visant & introduire les lois uniformes auprés des éléves, que cette similitude ne
s’arréte pas aux seules tournures, aussi apparentées soient elles.

Auparavant, il nous faut parcourir un passage certes délicat, mais incontournable pour
quiconque ne veut pas rester sur le bord du chemin...

1.2 La modélisation uniforme

1.2.1 Deux exempies

Une fois n’est pas coutume, nous ouvrirons ce paragraphe par la mise en parallele de
deux documents, pour I’instant, livrés bruts (i.e. sans autres commentaires que ceux
visant 2 les replacer dans le contexte).

Document n°1
Ouvrage : « Comprendre les Probabilités » de J.L. BOURSIN (voir [9]).

Public désigné : étudiants de Premier Cycle des Universités en Sciences Economiques,
en Administration économique et sociale, en Droit, en Sociologie et en Psychologie.

Contexte : Introduction du chapitre 4 de ’ouvrage : « Les lois continues ».

4 De maniére générale, toute partie dénombrable est de mesure nulle.

3 Ce ne serait plus le cas, bien au contraire, dans un certificat de licence (par exemple), consacré aux
Probabilités.

¢ Extrait : « Loi uniforme sur un intervalle I. La probabilité d’un intervalle est le quotient de sa longueur
par celle de I'intervalle (cette propriété est I'analogue de la suivante : la probabilité d’un ensemble est le
quotient du nombre de ces cas favorables divisé par le nombre de cas total). »




28

« Un exemple simple est utile dés maintenant. Imaginons une ficelle, dont une longueur
h est délimitée entre deux mdchoires, qu'on écarte avec une force croissante, jusqu'a ce
qu'elle casse. L'hypothése est faite que la ficelle est suffisamment homogeéne pour qu'il
n'existe aucun point en lequel la rupture soit plus probable qu'en un autre. La distance
X du point de rupture a la machoire de gauche figure une variable aléatoire continue,
qui peut prendre toutes les valeurs entre 0 et h. Mais quelle valeur attribuer a la
probabilité de rupture en l'un de ces points, par exemple le milieu ? Aucune valeur non
nulle ne convient : en effet, puisqu'il y a une infinité de points de rupture possibles, la
somme des probabilités ainsi attachées serait infinie, et non égale a 1. On résout cette
difficulté en parlant d'une densité de probabilité f, la probabilité de voir la rupture se
produire sur un petit segment de longueur s étant alors égale au produit de s par cette
densite. [...]

La densité de probabilité est d'ailleurs facile a calculer : la rupture étant certaine, la
probabilité attachée a la longueur h, qui est égale au produit hf de la longueur h par la
densité f; est égale a 1. La densité f est donc l'inverse de la longueur h. »

Document n°2
Ouvrage : « Calcul des Probabilités » de A. RENYI (déja cité).

Public désigné: “ Débutants exigeants ” (dixit 1’auteur) : « étudiants de Licence de
Maths Pures » donnerait une idée avoisinante.

Contexte : Paragraphe : « Probabilités géométriques », tout de suite apres la définition
que nous avons présentée dans le paragraphe précédent.

« Considérons un exemple simple :

Exemple 1. - On tire sur une cible carrée et nous supposons que tous les coups touchent
la cible (c'est-a-dire que les autres n'entrent pas en considération). La probabilité pour
que le coup touche une partie A donnée a l'avance de la cible doit étre proportionnelle
a l'aire de cette partie A ; quelle est-elle ? 1l suffit de trouver le coefficient de
proportionnalité. Si Q est toute la cible, la probabilité correspondante doit étre égale a

A
1. Donc P(A) :%, ot W(Q) est l'aire de la cible entiére et |\ A) l'aire de A. Par
u .
exemple la probabilité pour que le coup tombe dans le quart inférieur gauche de la
cible est égale a 1/4. »

1.2.2 Des questions ?

Nous ne nous attarderons pas sur 1’argumentation mise en avant dans le document n°1
pour arracher au lecteur la conviction que la probabilité associée a un point ne peut étre
qu’égale a zéro (on retrouvera dans le paragraphe 2.1 & venir des démarches autrement
persuasives). Nous ferons peu de cas également des considérations sur la densité
(Document n°1): & considérer - pour I’instant - comme un tracas collatéral qui ne
saurait nous détourner de I’essentiel.

Le voici.

Ce serait “ ne rien comprendre ” aux Probabilités que de s’interroger sur la pertinence
des situations choisies (“ ficelle sous tension ” dans le document n°1, “ tir sur la cible ”
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dans le document n°2) pour “ introduire ” la loi uniforme sur un segment de R ou sur
un carré : une telle question est 2 mettre au rang des non-sens !

En effet, il n’existe aucun argument de quelque nature que se soit permettant d’affirmer
a priori que, par exemple, le point de rupture de la ficelle “ suit la loi uniforme sur

Pintervalle [0,/4] ™.

Et I’on aurait un constat identique dans n’importe quelle autre situation : point d’impact
d’une fléche sur une cible, instant d’arrét d’une “ puce électronique ” (voir plus loin),
etc..

A y réfléchir un tant soit peu, cela ne saurait nous surprendre.

Les études engagées en classe de Premiére (dans le cas discret) ont mis en évidence, que
lorsqu’il s’agit de modéliser une expérience aléatoire, c’est-a-dire d’associer a cette
expérience une loi de probabilité, le plus souvent, le choix d’un modéle ne reléve pas
seulement des considérations propres au protocole expérimental ou a la nature de
l’expériences.

Par suite, et pour revenir aux phénoménes aléatoires qui nous préoccupent, faute de
données expérimentales consistantes, il ne saurait rester qu ‘une seule planche de salut
pour introduire le modéle uniforme :  admettre ” que ces phénomenes sont décrits par
la loi uniforme !

Une telle assurance nous est donnée, au pied de la lettre, par A. RENYI (Document n° 2) :
« La probabilité pour que le coup touche une partie de la cible doit étre’
proportionnelle a I’aire de la partie ».

Elle plus diluée chez J.-L. BOURSIN qui accorde une part moins belle que nous I’aurions
voulue 2 admettre que le modéle retenu est, d’avance, le modéle uniforme. Mais, parce
qu’il serait difficile de ne pas accorder un certain crédit a ’auteur', gageons que la
phrase suivante - qui aurait mérité mieux quant a sa tournure - correspond a cette
exigence (Document n°1) :

« L’hypothése est faite'' que la ficelle est suffisamment homogéne pour qu'il n’existe
aucun point en lequel la rupture soit plus probable quun autre’ ».

7 Priére de ne pas (trop) chicaner sur la formulation un peu cavaliére : ce n’est pas le moment...

8 «[...] sauf dans certains cas. Il en est ainsi des lancers de piéces ou de dés pour lesquels des
considérations de symétries conduisent au choix d’un modéle ou la loi de probabilité est équirépartie.
En dehors de tels cas [...], le choix d’un modéle & partir de données expérimentales est beaucoup plus
délicat et ne sera pas abordé dans I’Enseignement Secondaire » (Document d’accompagnement du
Programme de 1°° S ([5], page 18)).

? C’est nous qui le soulignons.

10 31, BOURSIN est I'un de ces spécialistes de Probabilités et Statistiques aux compétences et talent de
vulgarisateur reconnus (voir par exemple [9] et [10]).

I ¢est encore nous qui soulignons.

12 Aytrement dit, ’hypothése est faite que la densité de probabilité est constante : la loi uniforme n’est

pas loin.
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1.2.3 Des legons a tirer

* Le modé¢le uniforme (quelque soit le domaine considéré) est un modéle probabiliste
et, par suite, comme tout modele probabiliste, il échappe a la tyrannie du VRAI-FAUX.
Enfongons le clou'®, avec cet extrait du document d’accompagnement du Programme de
1°°S ([5)) :

« La modélisation ne reléve pas d’une logique du vrai et du faux : un modele n’est ni
vrai, ni faux, il est efficace ou inutilisable, il peut étre validé ou infirmé par des données
expérimentales. Une des premiéres fonctions de la statistique dite inférentielle est
d’associer a ume expérience aléatoire un modeéle, ou une gamme de modéles
compatibles avec les données expérimentales dont on dispose et aussi de définir des
procédures de validation ».

» Ayant compris, qu’en ce qui concerne !’introduction des lois uniformes, nous devons
nous garder d’un amateurisme facile, il est donc essentiel d’indiquer clairement (aussi
clairement que RENYI dans ’exemple de la cible) quand on se référe au modéle
uniforme.

Et, prolongeant ainsi 1’esprit des mesures adoptées en classe de Premiere pour la loi
équirépartie, nous conviendrons qu’une expression telle « choisir un réel au hasard
dans [0,1] » (ou encore « choisir un point au hasard sur un segment, un cercle, dans un

carré... ») est une référence implicite a ce modéle.

1.3 Simulation et modéle uniforme

Nous n’entendons pas nous interroger, ni sur les problemes que souléve la génération
par I’ordinateur de nombres aléatoires'* (ou pseudo-aléatoires...), ni sur 1’ inertie > de
I’électronique qui peut s’interposer entre notre pensée et le résultat produit'®. Sans nous
griser de la virtuosité apparente de I’ordinateur, nous ferons comme si...

Nous envisageons plutdt cette question embarrassante :

« Sachant que simuler une expérience aléatoire, c’est choisir un modéle de I’expérience
et simuler ce modéle, et que par ailleurs seuls les modeles discrets sont susceptibles
d’étre simulés, comment simuler une expérience aléatoire dont I’ensemble des issues
possibles est par exemple lintervalle réel [0,1] ? »

Le probléme du choix du modéle étant provisoirement exclu du sujet'®, il ne reste plus
qu’a se tourner vers la simulation discrétisée d’une loi continue.

B3 A cet endroit, 1a redite n’est pas a craindre.

™ e lecteur intéressé par ce sujet pourra consulter, par exemple, I’excellent article de Michel JANVIER
dans ’ouvrage « Des statistiques a la pensée statistique » ([27]).

15 Au sens ot I’écrit Michel HENRY ([25], page 29) :
« Avons nous réellement simulé quelque chose ? Ou avons-nous seulement vérifié que le résultat de la
simulation (conforme & ce qui était donc attendu) confirme que la fabricant de [’ordinateur et le

concepteur du logiciel ont bien rempli leurs cahiers des charges ? »

76 Nous nous en préoccuperons ultéricurement.
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1.3.1 Une approche théorique

Soit k un entier naturel (£ =1).

Désignons par D, ’ensemble des décimaux de [0,1] dont I’écriture décimale comporte
au plus £ chiffres aprés la virgule. Ainsi D, = {F;Tl ie [[0,10" —III} (ou, selon 'usage,
I’ensemble des entiers naturels de 0 2 7 (ne N) est noté [[0,x]) et card(D,) =10".
Considérons ’expérience aléatoire consistant a tirer “au hasard ” un élément de D, ,

c’est-a-dire selon la loi équirépartie de D, (chaque élément est donc de probabilité #).

Donnons nous enfin deux réels fixés a et b de [0,1] tels que a<b.

Nous avons alors le résultat suivant :

La probabilité que l’élément X tiré dans D soit dans Uintervalle ]a,b] est telle

que :
[P(a<X <b)-(b-a) <107
Démonstration
Soit x un réel fixé de [0,1].
L’événement (0< X < x) n’est autre que {I(l)—k/ie Net0<i Slka}, ou encore, en

désignant par E la fonction “ partie entiére ”:
i /.
(0<X<x) ={W/ze [[O,E(lka)ﬂ}

L’hypothése d’équirépartition livre donc :
1
]P’(OSXSx)zIO—k(HE(IO"x)).

Comme [0,b] est la réunion disjointe des intervalles [0,a] et ]a,b], nous en déduisons
. r 1 24 144 . — 1
immédiatement 1’égalité : P(a< X <b)= W(E (10"b) - E(lok a)) .

Avec I’encadrement: x—1<E(x)<x (Vxe R), et quelques bricolages élémentaires

d’inégalités, il ne faut rien de plus pour affirmer que :

[P(a< X <b)-(b-a)|<10™.

Conséquences

Comme (b—a) est la probabilité uniforme sur [0,1] de n’importe lequel des intervalles

d’extrémités a et b, il en découle, selon la formule que nous empruntons a
D. DACUNHA-CASTELLE et M. DUFLO (voir [13], page 115) que :
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« a partir de “nombres au hasard ” sur D,, on peut, a 107 prés, fabriquer des

nombres au hasard sur [0, 1] ».

C’est donc le moment d’examiner les procédés de fabrication...

1.3.2 La fonction ALEA()

Cet ouvrage étant destiné a étre utilisé, nous voild quelque part sommés d’assurer un
cadre cohérent aux diverses simulations & venir et de plus, disponibles pour tout un
chacun. De ce point de vue, parce que d’usage relativement courant, nous allons
considérer que le logiciel Excel fait I’affaire et donc, effectuer par la suite toutes les
simulations & 1’aide du « générateur de nombres aléatoires appartenant a ’intervalle
[0, 1] » inscrit & son menu sous le nom de fonction Alea().

\

En ce qui concerne cette derniére, sans chercher a “ passer par 1’étamine ” tous ses
aspects, il convient de signaler que la fonction Alea() « renvoie un nombre aléatoire
supérieur ou égal & 0 et inférieur & 1" » (comme I’indique la fenétre reproduite ci-
apres), formulation 3 entendre comme suit: « Alea() est un générateur de nombres
pseudo-aléatoire pris “ quasiment'®  dans D,, (en conservant la notation du paragraphe

précédent) et ceci évidemment, quel que soit le nombre de décimales a I’affichage
(moins de 10 en général dans les simulations effectuées) ».

Yoir aussi
Rerwuaie un nombre siéatsire supérieur ou égal 3 O et inférieur & 1. Un nouveau nombre sléatoire est rermoyé chague fois que
| 1a feuille de caloul est recalodée.
| aUEa()
. Pour générer un nombre réel aléatoire compris enfre a eth, utiisez » -
ALEA A b-a)4a

» Sivous voulez uliliser ALEA pour générer un nombre aléatoire qui ne change pas dhaque fois que la ceflule est recalailée,
vaous pouvez taper =ALEA(} dansla barre de formude, puls appuyer sur FS pour transformer la formule en nombre
aléatoire.

Controler le caractére non mensonger de la “ publicité ” ci-dessus est une premiére
manipulation qui s’impose : il s’agit de “ constater ” (i. e. sans autre ambition que la
simple observation) que la fréquence d’appartenance a un intervalle [a,b] de [0,]]

tend a se stabiliser vers la longueur de I’intervalle [a,b]. Par ailleurs, I’occasion est
ainsi fournie de se familiariser avec la fonction Alea).

Voici donc -en détail- cette manipulation.

17 Le nombre 1 est exclus, ce qui ne géne en rien : comme toute autre valeur, elle est de probabilité nulle.

8 Tes nombres sont les décimaux de D,), avec une mantisse égale a 15 (on “trouvera” :

0,123456789123456 , mais aussi 0,000123456789123456.
— —_—
15 chiffres 15 chiffres
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Activité : « fonction Alea() et loi uniforme »

Objectif : obtenir la fréquence d’un intervalle [a,b] inclus dans [0, 1] pour la fonction
Alea() ’EXCEL et constater la stabilité de cette fréquence autour de la longueur de
I’intervalle.

Protocole : les réels a et b sont donnés dans [0,1] tels que a<b ( par exemple
=0,2 et 5b=0,5).

Réaliser une série de 30000 tirages d’un nombre aléatoire dans [0,1] & l’aide de la
fonction Alea() et calculer la fréquence de I’intervalle [a,b].

A I’aide d’une macro-commande, réaliser 100 séries de 30000 tirages et représenter sur
un graphique les 100 fréquences de I’intervalle [a,b] obtenues.

Présentation de la feuille de calcul EXCEL

@ Cellules A5 et A6 : les valeurs de a et b.

@ Colonne B : les numéros des tirages de 1 a 30000.
@ Colonne C : les nombres aléatoires.

@ Colonne D : le test d’appartenance a [a,b].

@ Cellule E5: la fréquence de [a,b] dans la série.

& Colonne G : les numéros de séries de 1 a 100.

@ Colonne H : la fréquence de [a,b] dans les 100 séries.

C [} H i J
100 séries de 30000 tirages
i Valeurs . N {éatoires:  Fraquence sur | Numérode | _ . .
i deaeth de bra@e entre Bet 1 Test 30000 tirages | la série Fréquences 100 fois ]

o rsmme(os 55001}/ 30000 T 30323333: o

9 %8408168}

b
E FWW—%%LH)‘SI(CS:-—sAss,ﬁI) l ot
g5 Tt eoieziess o
K 12 0507351356 s
oo % =N EELEEE SRS I3

Code de la macro

Sub foisl00 ()

' foislQg M&cral

' Macro enregistrée le 0370%/2002 par IREMI
1

Dim cpt As Integer

For cpt = 1 To 100

Cellsf4 + cpt, 8).Walwe = Cellsz{3, 5} .Value
Hext cpt

End Sub
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Représentation des fréquences sous forme de nuage de points.

0,356
0,34
033
0,32
0,31
0,30
0,29
0,28
027
0,26

0,25

Fréquences de l'intervalle [a,b]

.
* . . . - . .«
* 40 ‘e *. * * . LRI R AT MR KA e
¥ rYen g L 7o e - + - - +
I See e e e v RO R T SR IR M A
. - * .
>
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Numéro de série

Conclusion : aux fluctuations d’échantillonnage prés, on ne peut qu’étre convaincu.

Andrey KOLMOGOROV (1903-1987)

« Le concept méme de la probabilité mathématique serait sans utilité s’il ne
trouvait sa concrétisation dans la fréquence d’arrivée d’événements, suite a
des expériences nombreuses réalisées dans des conditions uniformes. »
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2. Les lois uniformes dans la classe

2.1 L'introduction du modéle uniforme

2.1.1 Point de vue

De maniére générale, nous entretenons la certitude d’une conviction :
« Uintroduction d’une nouvelle notion a pour finalité premiere ... d’introduire une
nouvelle notion ».

Autrement dit, elle se doit de faire toucher du doigt le “ pourquoi ”, le “ comment ” du
point de vue qui va étre adopté, de défricher le sens de la réponse qu’elle peut apporter
a quelques questions inaccessibles a ce qui prévalait jusqu’a présent, mais elle n’a pas
faculté & ausculter d’entrée de jeu tous les problémes qui ne manqueront pas d’étre
soulevés.

Bref, arrétons' de croire a I’exceptionnelle cuvée d’une introduction qui prétendrait
donner la mesure définitive des choses.

Nous nous méfierons donc de ces situations susceptibles “ d’attirer le chaland ” sur un
tel sujet, mais qui, examinées a la loupe, se révélent d’une facture délicate, voire
douteuse (il en est ainsi, par exemple du jeu de Franc-Carreau dont nous proposons une
étude extrémement détaillée dans le chapitre 4 (pages 164 a 171)).

Reste alors, sirement un peu aux antipodes de telles ambitions, la proposition que nous
ferons notre : reprendre paisiblement I’A B C des enjeux mathématiques et didactiques
de I’introduction du modéle uniforme, avec en préalable, 1’idée toute simple “ d’aller
voir ” un peu ce qu’il y a dans la téte des éleves®® ».

2.1.2 Des savoirs préconstruits chez les éléves ?

o Un essai « sauvage »

Nous avons soumis a la perspicacité de 126 éléves de terminale S répartis en cing
classes 1’étude des trois situations aléatoires que nous présentons ci-apres, dans les
conditions suivantes :

* épreuve réalisée en classe ;
o durée de I’épreuve : 30 minutes ;

* enseignement de probabilité et statistique non entamé dans chacune des
classes.

" Nous aussi, pour la simple raison que 1’on se souvient d’avoir cru au Pére Nogl...

20 pas d’inquiétude : la tournure va aller en s’améliorant.
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SITUATION 1 : La roue de la fortune

On lance wune roue de la fortune
traditionnelle.

Quelle est la probabilité de gagner ?

SITUATION 2 : Dans le carré

On choisit au hasard un point dans un carré ABCD. Préciser dans chacun des cas ci-
dessous s’il y a plus, ou moins, ou autant de chance que le point soit choisi dans la zone
K, que dans la zone X, .

o8y )) CcD C

SITUATION 3 : La puce électronique

Une puce électronique se déplace a vitesse constante sur le “ pourtour ” d’un triangle
toujours dans le méme sens (indiqué par la fléche).

Une panne se produit subitement et la puce s’arréte instantanément.
Quelle est, dans chaque cas, la probabilité :

<= p, que la puce s’arréte sur I’hypoténuse ;

= p, que la puce s’arréte au sommet de I’angle droit ?

C c c
V2
37 > IY 2
] > 1 A >3 B
A 4 B A 1 B
b= D= b=
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o Résultats
Sous I’hypothése de modéle uniforme®! dans chacune des situations, le taux de
réussite? des éléves est supérieur & 90 % dans les études suivantes :

- situation 1 (95 % environ) ;

- situation 2 ;

- situation 3 : calcul de la probabilité p,.

En ce qui concerne le calcul de p, dans ce dernier exercice, nous avons jugé utile
d’affiner le compte rendu des résultats, comme 1’indiquent le tableau ci-dessous et les
légendes qui I’accompagnent.

Réponse proposée % LEGENDE
Aucune 24 %
1 289 Par exemple 1/12 (triangle 1, situation 3) ou
longueur du pourtour ° | valeur approchée de1/12.

: . 1
Sont incluses les réponses : « — ou x tend vers

1
= 23 % . *
*° 400 » ; « 07 » ; « —, ninfiniment grand ».
n .
1 ) . o s
= 7% Il y a trois sommets (interprétation).
3 Ip
Réponse qualitative du \ . s :
P t(}lfpe ] 8 % Ou encore “trés faible”, “infiniment petite ”,
. 0

13 h 2
. trés peu de chance ”, etc..
« trés peu probable » P ’

Autres 10 % Voir ().

0 (tel quel) Une seule réponse.

(*) Autres : cela peut aller du chiffrage infinitésimal arbitraire en apparence
« (0,00000002 % » ( 7)) & « ¢a dépend de la taille du point » ou « ¢a dépend de Iunité
de longueur » en passant par « 6 fois sur 4 en 1 minute » ou encore « 1 sur la somme

des points du périmétre » etc..

21 Choqué ? Bien vu : les “legons” du paragraphe précédent ont été retenues. (Voir commentaires  suivre.)

22 1 es réponses “approchées” sous forme de pourcentage (par exemple 41,67 % pour le premier triangle
de la puce électronique) ont été comptabilisées comme exactes.
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o Commentaires
I1 nous semble loisible de tirer trois enseignements :

1. Pour les éléves, I’intervention du hasard dans les phénoménes aléatoires continus fait
systématiquement référence a ce que nous appelons le modéle uniforme®. Et si de
ce point de vue quelques tournures dans les énoncés peuvent étre inculpées en tant
que pousse-au-crime (roue « traditionnelle » (situation 1), panne d’électricité
« subite » (situation 3), il n’en va pas tout & fait de méme dans la situation 2 ou
I’énoncé est volontairement aseptisé : « On choisit un point au hasard », ce qui ne
rebute personne””.
Il importe donc, comme nous nous en sommes expliqués dans le paragraphe
précédent, de revenir sur 1’étude de ces situations et de jeter quelques doutes sur

1’adoption spontanée (et implicite) de la distribution uniforme?.

2. En ce qui concerne cette derniére - en dehors des “ cas de rupture ” (voir ci-aprés) -
le calcul de la probabilité d’un événement par le quotient

mesure de la zone des issues favorables a cet événement
mesure de la zone des issues possibles

(avec successivement pour mesure : angle, aire, longueur) ne met personne (ou presque)
sous tension.

Mieux, et quand bien méme ce constat ne saurait étre émancipé du contexte
géométrique®, il est 4 la portée de la plupart des éléves d’expliciter I’idée de
proportionnalité qui sous tend les calculs qu’ils ont effectués : ceci est évidemment
lourd de conséquences pour la suite.

3. Les “cas de rupture ”

Dés que la zone favorable est de mesure nulle, I’idée du rapport des mesures est
jetée aux orties et laisse sa place :

. o . 1
* aux retrouvailles avec ces bonnes cardinalités ensemblistes, type : « — »,
o0

avec 1 pour “ un point” (le sommet de I’angle droit) et +o pour “ tous les points
du pourtour ”;

* ou a un salmigondis ‘ cardinal-mesure ” type : « o (exercice 1, situation 3) »

2 Pour I’instant. . ., entre nous.

% Le lecteur attentif n’aura pas manqué d’observer que la carré ABCD est livré sans dimension (i.e. la
longueur du c6té n’est pas fournie), ce qui & I’évidence, biaise un peu les comportements. Nous en

sommes bien d’accord.

% Les éléves ont été informés que lorsque le chantier « Proba-Stat » sera & I’ordre du jour dans la classe,

le professeur reviendra sur les situations qui leur ont été proposées.

% Les situations sont volontairement installées dans le cadre géométrique, pour I’instant : « débroussailler
paisiblement les affaires, les unes aprés les autres » n’est pas €loigné de ce que nous avons écrit.
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avec 1 : “ 1 point ” et 12 :“ longueur du pourtour *;

* ou au doute, type : « trés peu probable »;

Ay . r 2
« ou encore & rien, type : « pas de réponse ».>’

11 semble donc bien que, tout compte fait, nous tenions 1a I’un des verrous essentiels (le
verrou ?) a faire sauter ...

En conclusion, munis de telles informations que, pensons-nous, chacun est susceptible
de recueillir par une “ vraie ” expérimentation solennelle et calibrée comme il se doit,
nous pouvons déposer 13 les prémices d’une introduction des lois uniformes et entrer
dans le vif du sujet.

2.1.3 Une proposition
En trois paliers :

1. Institutionnaliser le calcul de probabilité d’un événement dans le cadre des

distributions uniformes par :
mesure de la zone favorable a cet événement

) :

mesure de la zone possible
3 ’aide de situations semblables a celles présentées précédemment (en variant les
mesures : longueur, angle, aire, ...) :
- en mettant en évidence le trait finalement le plus voyant : la proportionnalité ,
- sans épiloguer pour I’instant sur I’adoption impulsive du modeéle uniforme ;
- en évitant les cas de rupture : zone favorable de mesure nulle.

2. Traiter le probléme des zones de mesure nulle en restant dans le cadre de la mesure.

Par exemple, en reprenant le probléme de la “puce électronique ” (toujours sous
1’hypothése uniforme), calculons la probabilité p, que la puce s’arréte en 4.

Meéthode 1 (sans état d’ame, expéditive).
On applique le calcul des probabilités conformément & la “ définition (*) ” ci dessus :

- zone favorable : point 4 ; longueur O ;

- zone possible : pourtour du triangle ;longueur 12.

0 C
D’ou p,=—=0
P27
Méthode 2 (sans contre indication™®).
Considérons les points I et J de la figure ci-contre ou
Al = AJ =a (a>0donné, pas trop grand). La puce a “plus de
chance ” de s’arréter sur la ligne brisée [Z4]U[AJ] qu’au point 4. 7
Comme cette ligne a comme longueur 2a, on obtient : a
2a a
0<p, S—=—. 4 alJ B
P22 127%

271 *ensemble de ces réponses représente 83 % de celles fournies par les éléves.

28 Voir remarque suivante.
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A supposer, pour fixer les idées que 1’on ait choisi a = 1 (avec n=>1), il vient :
n
0<p, S6i, pour tout entier n (n21) d’ou p, =0.
n

Remarques

Certains pourront ne pas se satisfaire d’abandonner aux seuls calculs les tentatives
d’élucidation de ce « phénoméne® ” : « Il est possible que la puce s’arréte en A, mais
la probabilité de cet événement est nulle ».

Notre meilleur atout, susceptible de dissiper ce mal-étre tient dans la réponse (déja
citée) d’un éleve : « la probabilité que la puce s’arréte au point A dépend de la taille
du point » qui décrit, de fagon inégalable, ce & quoi I’on doit s’attendre lorsqu’on fait
passer la réalité avant I’abstraction.

En clair, & pousser plus loin I’analyse, le phénomeéne « la puce s’arréte exactement au

point A » est inobservable®. Il reléve de la seule vue de 1’esprit, de I’idéalisation
pure et ne peut donc étre qualifié¢ d’* événement ” que dans un cadre théorique.

Faut-il en conclure que donner du sens a la probabilité d’un tel événement ne peut se
faire en dehors de ses références a ce cadre théorique ?
Strement, quitte & pousser naivement a la limite la validité de la loi :

mesure de la zone favorable a cet événement

’

mesure de la zone possible

qui est le point de vue adopté dans la méthode 2.

3. Accorder une insistance particuliére & la loi uniforme sur un intervalle de la droite
réelle :

* c’est le terrain naturel ol se posent, s’étudient et se résolvent nombre de problémes
concernant les phénomeénes aléatoires continus, et notamment quelques uns parmi les
plus élémentaires ;

e c’est le domaine d’exercice privilégié pour les procédures de simulation (cf. la
fonction ALEA()) ;

* enfin, parmi les lois uniformes, c’est le cas d’espéce inscrit noir sur blanc dans les
Programmes...

% Au sens premier du terme : « Tout ce qui se manifeste & la conscience que ce soit par 'intermédiaire
des sens (phénoménes extérieurs, physiques, sensibles) ou non (phénoménes psychologiques, affectifs) »

(PETIT ROBERT).

% En totale rupture avec les expériences aléatoires rencontrées jusqu’a présent : «  PILE OU FACE, la
piéce de monnaie s’immobilise sur PILE », « la somme des points obtenus en lan¢ant deux dés est égale a
7 », etc., et méme « la puce électronique s’arréte sur I’hypoténuse du triangle » sont des phénoménes qui
peuvent étre matériellement observés.
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2.1.4 Un constat

C’est en vain que I’on chercherait & cet endroit un quelconque intérét & introduire la
notion de densité, tant du point de vue scientifique que pédagogique, sauf peut €tre pour
suivre chronologiquement le libellé du Programme.

En tout état de cause, la voici :
Loi uniforme sur un intervalle [a,b).

Yy A

Q bemmmm el
[N .

><V

0

La fonction densité fest constante sur I’intervalle [a,b] : Vxe[a,b], f(x)= —I-)——l—

La probabilité de I’intervalle [c, ] contenu dans [a,b] est calculée par :

[ rman=E=2.
o -a

2.2 Evénement, probabilité d’'un événement

Si la mise en place de la répartition uniforme sur un domaine acceptable mérite -comme
nous venons de le voir- quelques égards attentionnés, elle ne saurait occuper seule le
devant de la scene.

Les notions d’événement et de probabilité d’événement réclament bien autre chose
qu’une vague analogie avec les modeles discrets®’. On ne peut se contenter de faire
appel a un bricolage de circonstance : « sans chercher a tout prix la couleur du camé-
léon°? », un détour s’impose.

2.2.1 Phosphore ou Probabilité ?

Voici une situation tout 4 fait banale, mais exemplaire, :

«On choisit au hasard un réel x dans [0,1].Quelle est la probabilité que
' 1
\/; >—7»

2

On peut aisément convenir que la résolution “ standard ” de cette question ne va guére
s’écarter de :

3! Quand bien méme, il ne serait pas interdit de penser que, parmi les prises de position a venir, certaines
auraient pu inspirer quelques maniéres de faire dans le cadre des probabilités discrétes.

32 CAVANNA.
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« Pour x appartenant a [0,1], on a I’équivalence :
1 1
Viz-o—<x<l.
2 4

Par suite, le réel x étant choisi “au hasard ” dans [0,1], c’est a dire selon la loi

1 1 3
uniforme, ona: P J—Z—)zl—-—z—.»
ifor. a (x 5 2"2

Et I’on a du mal a voir ce que 1’on pourrait ajouter.

Pourtant si : cet exemple, aussi modeste soit-il apporte déja son contingent d’interroga-
tions :

- qu’est-ce que (\/; 2 %) ? Un événement ? Si oui lequel ?

- que signifie la lettre “ P ” dans 1’écriture P(\/; 2 %) ? S’agit-il de I’initiale en lettre

capitale du mot « probabilité » ou d’un symbole mathématique désignant une loi de
probabilité ?

On (le lecteur) aurait tort de négliger de telles questions : il semble se dissimuler
derriére ces péripéties d’apparence puérile de solides raisons d’étonnement™,

Examinons cela de plus prés :

. (\/; 2 —lz—J désigne I’« événement »** A défini par: A= {xe [0,1]/«/; = —;—} ;

* comme [0,1] est muni de la loi de probabilité uniforme que nous notons &/ (et non P :
il est facile de comprendre pourquoi), la probabilité de I’événement A4 est 1/(A4) ;

* par suite, ’on se devrait d’écrire :
A={xe[0,1]/\/;2%}={xe[O,I]/xzi}, soitA=B,1]

Comme [0,1] est muni de la loi de probabilité uniforme I/, la probabilité® de A

3
t U(A)=—.
est U(A) 2

Et, pour établir I’inanité de I’argument (on I’entend déja) qui nous taxe de rigorisme
obsessionnel, passons a un autre exemple pas moins éloquent (et de plus
incontournable).

Il est légitime de penser qu’avec la seule fonction ALEA() d’Excel, nous n’allons pas
donner sans compter dans la simulation. Un premier pas est franchi (en attendant

% Verdict prononcé A I’aune des résultats de interview sur le sujet de quelques éléves, étudiants et aussi

enseignants...
% C’en est un : entre nous, il n’y pas a barguigner ; quant aux éléves, le probléme ne saurait &tre soulevé
(déja dit).

%5 En toutes lettres pour I'instant.
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mieux) grice a la propriété suivante qui permet de simuler la loi uniforme sur [a,b] a
partir de loi uniforme sur [0,1] :

«Si x suit la uniforme sur [0,1] alors y=a+(b—a)x suit la loi uniforme
sur [a,b] »

Pour cela, considérons un intervalle [c.,B] de [a,b]. Avec y=a+(b—a)x, nous avons
1’équivalence :

o—a B-—a

<x< .
b—a b—a

oay<fe

Comme x suit la loi uniforme sur [0,1], nous avons :

_B—a_oc—a_B—oc_longueurde[oc,B]
b—a b—a b-a longueurdel[a,b]’

P(a<y<B)

ce qui prouve que y suit la loi uniforme sur [a,b].

Et I’on est prié de noter que la lettre « P» ne désigne pas la loi de probabilité
uniforme [a,b] ; les (rarissimes) lecteurs qui penseraient le contraire sont conviés a
une session de rattrapage au chapitre 3 (paragraphe 1-3 pages 100 a 105), a moins qu’ils
ne se satisfassent des éclaircissements ci-apres.

L’événement A=(a<y<P) n’est autre que la partie de [0,1] définie
par A={xe[0,1]/ a<a+(b—a)x<P}, et, comme nous I’avons vu, 4 est I'intervalle

[“_“,B_a] de [0,1].

b—a b—a

Par suite, en désignant par U, (respectivement par U,,) la loi de probabilité

uniforme sur [0,1] (respectivement sur [a,b]) la probabilité de I’événement 4 est

calculée par U, (4)= [Z—:—Z, qui se trouve étre égale & U, ,; ([o,B]).

Et donc... C.Q.F.D.

Cet exemple d’une (trop ?) grande simplicité permet cependant d’entrevoir qu’une
écriture telle que « P(4) », qui semble couler sous la plume, n’a pas toujours la force
évocatrice d’un espace probabilisé qu’en général, on est prompt a lui accorder.

Ainsi, dans le Probléme de la rencontre (voir chapitre 4, page 154), peut-on considérer
comme allant de soi que 4 : «Les personnes se rencontrent» est une partie
“ convenable ” de [0,1]x[0,1] muni de la loi uniforme ? ‘

Par ailleurs, I’explicitation de la loi de probabilité P (ou méme son existence) n’est pas
toujours une évidence premiére (on pourra s’interroger, de ce point de vue, aussi bien
sur le cas accessible de I’exercice 2-18 que sur celui, “inabordable” du chapitre 5
(paragraphe 3, pages 243 a 247)).

En conséquence, nous utiliserons la notation « P(A4) » comme raccourci de la
probabilité de A4 » sans préjuger de I’espace probabilisé dans lequel nous sommes
censés travailler.

Contraignant ? Laborieux ? Etriqué ?
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Peut-€tre, mais c’est & coup slir le prix & payer pour obtenir de nos éléves des
productions “ intelligentes ” ou pour le moins que leurs efforts cessent de passer pour
des assauts de maladroits, faute (la ndtre) d’avoir tiré de ’ombre le sens exact des
objets, notions et symboles mathématiques manipulés.

Quant au phosphore, dont la présence saugrenue en titre de paragraphe n’a échappé a
personne, faut-il rappeler que son symbole chimique est P ?

2.2.2 Une “ vraie” loi de probabilité

L’additivité de la mesure fait que les propriétés usuelles d’une probabilité sont au
rendez-vous. Encore faut-il les mettre en évidence :

« il n’y a aucune raison en effet, pour que les procédures de calcul apprivoisées par les
éleéves dans le cas discret (probabilité du complémentaire, d’une réunion...) s’appli-
quent ipso facto dans le cas continu ;

* par ailleurs, ce serait une fausse bonne idée de passer sous silence que “ certaines ”
propriétés sont requises avant de baptiser “loi de probabilité ” telle ou telle
application (sous prétexte que 1’axiomatique compléte reste inaccessible aux éléves).

En ce qui concerne la loi uniforme sur un intervalle de R, ol, en Terminale, la tribu
d’événements est réduite & la seule branche des réunions finies d’intervalles®® (qui,
signalons le, est stable par réunion finie et passage au complémentaire), on peut, sans
risquer de se tromper, mettre en premiére ligne les “ observations ” suivantes :

Soit P la probabilité uniforme sur un intervalle 7/ de R.
1. Quel que soit [a,b] <1, ona:P([a,b])=P([a,b])=P(]a,b])=P(]a,5])

ce qui - dans ce contexte - rend commode de désigner par (a,b) 1’un quelconque des

quatre intervalles précédents.’’

2. Etant donnés deux intervalles disjoints 7, et I, de I:

P(I,ul,)=P(I,)+P(I,), dou découle sans gros effort que si 4 et B sont des
réunions finies d’intervalles de 7: P(4UB)=P(4)+P(B)-P(ANB) ;

P(4)=1-P(4) (4 étant le complémentaire de 4 dans E).

2.2.3 A propos d’indépendance
» Evénements indépendants

On distinguerait mal ici ’utilité d’une “théorie ” de 1’indépendance probabiliste
d’événements présentée dans une forme aboutie. L’idée majeure consiste a affirmer
qu’on éprouve « simplement » le besoin de donner une définition car, nous n’avons
pas le sentiment d’étre a c6té en voulant ruiner (une fois de plus) chez nos éléves

3 Conformément au Programme : choix raisonnable, qui, & notre sens, n’affaiblit en rien une initiation

aux lois continues de Probabilité.

37 C’est le point de vue adopté par le document d’accompagnement (voir [4], page 132).
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cette conception de la notion d’indépendance stochastique d’événements qui tient a
tout prix  la situer en dehors du calcul de probabilités.

Ce chapitre étant placé sous 1’enseigne de la loi uniforme, nous nous satisferons
pleinement - pour I’instant - de ce qui suit’.

Soit / un intervalle borné de R et P la loi de probabilité uniforme sur I . Deux
événements” A et B sont dits indépendants lorsque P(4/B)=P(A4) ou encore
lorsque P(ANB)=P(A)XP(B).

Exemple

e Un réel étant choisi au hasard dans [0,1] (i.e. selon la loi uniforme P de [0,1]),
les événements A et B définis ci-aprés sont indépendants :

A= «leréel choisi appartient a [0, %}UE—,I] »
11 1 2 5
B = «le réel choisi appartient a | —,— |U| =—,— U[—,l} ».
© ¢ PP [6 3:|U[2 3i| 6
En effet :

- d’une part P(A)=-§ et P(B)=%,

- d’autre part P(AmB)=P({—é—}U|:%,ID=P({%}j+P([§,1D=%, d’ou il

ressort que P(ANB)=P(A)xP(B).

o Nous ne tenons pas spécialement & décontenancer le lecteur en bouleversant tant
soit peu 1’agencement minutieux de cet ouvrage, mais, & cet endroit s’impose un
saut & I’intérieur du prochain chapitre.

Considérons donc un instant la fonction f définie sur [0,1] par la représentation

graphique suivante :

4 A
N : |
| |
1 1
1 1
I 1
1 1
1 |
2 | !
3 | |
NS i
| 1 | 1
i 1 [ 1
i i | |
i 1 | 1
1 | ] 1
Y i
i ! H 1
0 1 5 1 1
3 12 2

38 Qui ne se démarque pas - au moins formellement - du point de vue adopté dans le cas discret.

3 Comme nous venons de le dire dans le précédent paragraphe, nous ne considérerons comme
événements que des réunions finies d’intervalles.
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1
La fonction f est continue, positive sur [0,1] et J‘O f(x)dx=1 (jeu d’enfants) : par
suite, cette fonction est la densité d’une loi de probabilité sur [0,1] notée P’.

Nous avons alors :

iAo

Comme P'(ANB)# P (4)xP'(B), il faut en conclure que 4 et B sont des événe-
ments dépendants pour la loi de probabilité P’.

4 2
X—==.
3 9

Nous voila parvenus a nos fins : mettre en exergue, selon la formule particuliérement
bien sentie emprunté a [4] (page 118), que :

La notion formelle d’indépendance d’événements* est une propriété numérique
a Pintérieur d’un modéle probabiliste.

Mais, comme nous allons le voir dans la prochaine rubrique, s’arréter a ce seul
constat (qui fait trop souvent I’objet “ d’exercices ” dont la pertinence reste a
deviner) serait amoindrir la compréhension de la notion d’indépendance.

» Tirages indépendants

¢ En ce qui concerne 1’entendement naif de 1’expression “tirer deux réels au hasard

dans [0,1] indépendamment ’un de I’autre”, on est prié de croire que nul ne serait en

mal de vocabulaire. Une fois concédé*!

que tirer au hasard un réel dans [0,1], c’est
adopter le modéle uniforme sur [0,1], viendrait sGrement ’une de ces tournures

visant & exprimer que le résultat d’un tirage “n’influe pas” sur le résultat de 1’autre,
chacun ayant libre cours de piocher dans la copieuse liste d’expressions
avoisinantes :

(n'a aucun effet...

ne déteint pas...

Le résultat de I’un 1 est sans conséquence... sur le résultat de 1’autre

n'a aucune répercussion...

etc...

sans oublier le pléonasme : « Le résultat de I’'un ne dépend pas du résultat de
’autre ».

“ On dit également « indépendance stochastique ».

I Ce qui a été fait.
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Ce discours railleur dans la forme I’est beaucoup moins dans le fond, car il existe
une vraie difficulté a définir proprement la notion d’expériences aléatoires identiques
et indépendantes (voir par exemple [4], pages 122 et 123) ou est engagé le pari d’une
explication clarifiante sur ce point).

o C’est I'une des raisons” pour lesquelles nous différons au chapitre 4:
“ Modélisation ”, 1’énoncé de la propriété :

« Choisir au hasard deux réels x et y dans [0,1] indépendamment 'un de
I’autre signifie que 1’on choisit un point M (x,y) dans le carré [0,1]x[0,1] selon
la loi uniforme dans ce carré. »

Nous retiendrons pour I’instant que ce modéle est construit de telle sorte que les
variables aléatoires “abscisse” et “ordonnée” soient indépendantes43 .

En d’autre termes et de maniére plus générale, choisir n réels x,,x,,...,x, au hasard

dans un intervalle borné 7 de R, indépendamment les uns des autres, signifie que :

1° Chacun des réels x,x,,...,x, est choisi aléatoirement dans I, selon la loi
uniforme de cet intervalle.

2° Pour tous intervalles I,,1,,...,1, de I, 1a probabilité de I’événement « x, € I,
et x,el, ..et x,el, » est égale au produit des événements (x € 1),

(x,eL,), ... (x,eL,).

Exemple

~Trois personnes ont rendez vous en un lieu entre 12 heures et 13 heures. Les
instants d’arrivée sont supposés étre choisis au hasard entre 12h et 13 h,
indépendamment les uns des autres. Quelle est la probabilité que le dernier
arrivé soit arrivé entre 12h 30 et 12h 45 ?

Retenons I’heure comme unité de temps et désignons par 12+¢,, 12+¢,, 12+¢; les
heures d’arrivée respectives des trois personnes, avec #, ¢, et ¢, dans [0,1].

L’heure d’arrivée du plus tardif étant 12+max (#,1,,% ), notre probléme peut donc
étre formulé ainsi :

Soit trois réels t,, t,, t, pris au hasard dans [0,1], indépendamment les uns des

?

AW

autres. Quelle est la probabilité que -;—S max (t,,,,4,) <

Considérons pour cela I’événement 4, défini par :

A, = « max(t,t,,t,)<t » ol testunréel fixé de [0,1].

#2 La simple lecture du chapitre 4 fera aisément deviner les autres.

# Voir I’exercice 2.40.
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t <t
De I’équivalence max (#,,t,,t,)<t <> 41, <t, nous tirons que I’événement 4, n’est
t, <t

autre que I’événement* : (£, €[0,¢] etz,e[0,¢] et £, € [0,7]).

Les nombres #,, t, et ¢, étant choisis au hasard dans [0,1] (i.e. selon la loi uniforme
de [0,1]), la probabilité de chacun des événements (1 €[0,¢]), (£,€[0,¢]) et
(t,€[0,2]) est égale at.

L’indépendance (affirmée dans 1’énoncé) des tirages des réels ¢, ¢, et ¢, assure,

d’aprés ce qui précede, que la probabilité de A4, est égale au produit des ces trois

probabilités, autrement dit que P(4,)==¢".

Note : On obtiendrait de la méme maniére que la probabilité de 1’événement :
“max (#,1,,1,) <t (avec inégalité stricte) est aussi égale & 7.

Revenons a notre probléme en observant que :

(max(tl,tz,g)S%)=(max(tl,tz,t3)<%)U( —;—Smax(tl,tz,g)s%), tout en notant

au passage que le symbole |¢J signifie que la réunion considérée est disjointe.

En découle que la probabilité de 1’événement (% < max(tl,tz,g)éi-) est calculée
par la différence des probabilités des événements (max(tl,tz,g)ﬂzj et

1 . - o
(max (t,1,,1) < 5) . Compte tenu des résultats précédemment obtenus, il vient :

1 3) (3Y (1)3 19 .
P| —<max(¢,t,,t,)<—|=|—=| —| = | =— (29,7 % environ).
(2 SRR 4) (4) 2) “ea BT )

Remarques

1. Aucune des lourdeurs de la résolution n’a été épargnée au lecteur, selon un choix
délibéré de notre part, maniere de 1’alerter sur 1’affluence de méandres & parcourir
dans le moindre recoin par un débutant...

2. Comme nous le verrons dans le chapitre 3, I’introduction de la variable aléatoire
T =max (,,t,,t,) et lutilisation avisée de sa fonction de répartition offrent une

traverse avantageuse.

3
“ On pourrait le noter ﬂ ( t.eo, t]) ; cette commodité sera adoptée dans la suite.

i=1
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> Avec un générateur de nombres aléatoires

Nous considérerons que les tirages de réels dans [0,1[ & I’aide de la fonction

Alea() sont des tirages indépendants, quand bien méme les principales méthodes
mises en ceuvre pour engendrer des nombres (pseudo) aléatoires laissent
clairement entrevoir qu’il n’en est rien du point de vue théorique®.

Mais parce que cette dépendance est infime, voire insignifiante et de plus,
imperceptible, impalpable dans la pratique, c’est en vain que 1’on se refuserait le
luxe vraiment inoffensif de passer outre (quitte & ne rien avouer de cette histoire
aux puristes d’avance récalcitrants a I’idée de cohabiter avec une telle

“ anomalie ”...).

Pierre-Simon de LAPLACE (1749-1827) (et sa famille)*

«(...) dans le petit nombre des choses que nous pouvons savoir avec
certitude (...), les principaux moyens de parvenir & la vérité se
fondent sur les probabilités. »

(Essai philosophique sur les probabilités 1825)

5 Voir par exemple I’article de Bernard PARZYSZ ([30]) “ Quelques questions a propos des tables et des
générateurs aléatoires ” (3 paraitre dans “ Probabilités au lycée * COMMISSION INTER-IREM “ Statistique
et Probabilités ™).

“ Peints par Louis Léopold BOILLY dans I’atelier du sculpteur HOUDON.
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Détente

Ou est la loi uniforme ?

(900 points dans un carré)
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3- Exercices

Quatre thémes balisent le parcours :

e Themel « Loi uniforme sur un intervalle de R ou sur un segment
géométrique »
(exercices 2-1 a 2-16)
Il s’agit de combler une premiére nécessité : familiariser avec les modes de
calcul de probabilités uniformes en dimension 1, déduction faite de toute
surenchére probabiliste : probabilités conditionnelles, événements indépendants,

etc..

e Théme 2 « Loi uniforme sur un intervalle et conditionnement »
(exercices 2-17 2 2-22)
Signalons 1’exercice 2-22 ol s’annonce musclée la cohabitation entre loi
uniforme sur [0,1] et les probabilités conditionnelles...

e Théme3 « Tirages indépendants et loi uniforme »
(exercices 2-23 4 2-32)
La propriété mise en évidence au paragraphe 2-2-3 et I’exemple qui
1’accompagne seront nos références : nous voulons dire qu’il n’est pas fait appel,
pour Iinstant, 3 “I’identification” de tirages au hasard de réels de [0,1]

indépendamment les uns des autres au tirage d’un point dans le carré [0,1]* (ou

le cube [0,1]*) selon la loi uniforme .

e Théme 4 « Loi uniforme sur divers domaines géométriques »
(exercices 2-33 4 2-41)
A savoir pour I’essentiel : le carré, le cube, le cercle et le disque.




52

Note préliminaire
Rappelons les conventions adoptées dans cet ouvrage :
o Choisir un réel au hasard dans un intervalle [a,b] (ou sur un segment [AB],...)

signifie qu’un tel choix s’effectue selon la loi uniforme de [’intervalle [a,b] (ou du
segment [AB] ,...)
o Une telle loi de probabilité est notée U, (ou U p,...) ou plus simplement 2/

lorsque aucune ambiguité n’est a craindre sur le domaine de référence.

De telles clauses en vigueur dans tous les exercices ne seront par répétées.

Exercice 2-1

On choisit un point M au hasard sur le segment [ AB] ci-dessous.
Quelle est la probabilité que M soit :
e i égale distancede C et D ?

¢ plus présde C quede D ?
A C D B

0 0,8 1,3 2

Solution

Nous désignons par 7 le milieu de [CD].

o L’événement : « M est & égale distance de C et de D» n’est autre que I’issue
ponctuelle « M est le milieu de [CD] » de probabilité nulle.

o L’événement : « M est plus prés de C que de D »n’est autre que 1’événement « M
appartient a [ 4] » dont la probabilité est calculée par :

Al 1,05

u[AB] ([AI]) =7

=0,525.
AB

Exercice 2-2

On choisit un point M au hasard sur le segment [4B] ci-dessous.
Quelle est la probabilité que M soit plus prés d’un point marqué X que d’un point
marqué e ?

C D

1,8 2,4

o X
®
w X to

Solution

Soit E I’événement : « M est plus prés d’un point X que d’un point e ».
Introduisons le milieu 7 de [AC] et le milieu J de [BD].
Il est géométriquement évident que E est la réunion des segments disjoints [AI]

et [JB], d’ou: P(E)=U([AIlu[JB])=u([4I])+U([/B])= 0;9 + 0;3 =0,4.




Exercice 2-3
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On considére un segment [4B] de longueur ¢ (0</<1) et un segment [OI] de

longueur 1. On choisit un point M au hasard sur [OI].

Quelle est la probabilité de I’événement E :

« on peut construire un triangle de c6tés OM , IM et AB »?

A B

0 M

lc('1)*10('1):10('2)4202*l-0(°1);l:&:l)<lc('2;;1€2): 'oul';‘nof)} B

Solution
On note x la longueur OM : x suit donc la loi uniforme ;.
OM+IM > AB
L’événement E est réalisé si et seulement si le point M vérifie { OM + AB > IM
IM + AB>OM
X .- ,Jx+e>1-x 1-/¢ 1+4
Ce systéme est équivalent a ou encore <x< .
I-x+{>x 2 2
1-¢ 1+¢
Par suite, P(E)= U, —— |=4.
® ["’”u 272 D
Simulation
PEHAR GRY B v-c- @ -@ DT -0 -igz s EEE
ES tﬂx_‘_ﬂ ,.5{5&3 @ %}@%“, T T R .
L4C18 v A
i | 2 | 3 4 | &5 ' & | 1 . 8
_Le triangle de cotés AB, OM et IM existe-t-il 7
L = 20000 tirages
3 résultat e S 99991 ok )/ 20000 |
ST
. S A
6
7 ~
8 i T~
]
10
1
42
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Exercice 2-4

On choisit au hasard un point M sur
[4B].

Est-ce que x suit la loi uniforme sur [a,b]

—1

(x est défini par la figure ci-contre) ?

Solution 0 a x b

Comme x est a valeurs dans [a,b], considérons un réel z de [a,b] et P le point de
(4B) d’abscisse z.

Dans ces conditions, P(x€ [a,z])=P(Me[AP])=U ,; (4P]) = % .
i1 AP _z—a o i o
Compte tenu de 1’égalité B = 5 (propriété élémentaire d’une projection de droite &
—-a

droite), il vient :
]P’(xe [a,z]) =U, 4 ([a,z]) .

L’abscisse x de M suit donc la loi uniforme sur [a,b].

Exercice 2-5

On donne le triangle O4B de la figure ci-contre
et y est pris au hasard dans [0,a]. a

Quelle est la loi de la longueur 7 du
segment [PQ] ?

Solution 0

» Avec les données de la figure on a :
PQ_A4P
OB A0

d’ou I’on déduit la relation £ =

(Théoréme de Thalés) et j—g =477 (encore Thalés),
a .

a-y

, S0it £=é(a—y).
a

« Par suite, pour un réel x donné de [0,6], I’événement (£<x) n’est autre que:

{ye [O,a]/%(a—y)ﬁx}={ye [O,a]/yZa—ibx-}.

La probabilité de I’événement (£ < x) est donc :

oo | 4= 2.] )= 2 =t [0.5).

* Conclusion : la longueur £ suit la loi uniforme sur [0,5].
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Commentaire (Exercices 2-1 a 2-5)

Il s’agit d’enfoncer les premiers clous :

e dans le calcul de probabilités a 1’aide d’une loi continue, en ’occurrence la loi
uniforme : probabilité d’une issue ponctuelle, d’un intervalle, d’une réunion finie
d’intervalles disjoints, etc. ;

e dans la démarche, en décrivant soigneusement 1’événement considéré comme partie
de l’intervalle( référentiel muni de cette loi uniforme (les bonnes habitudes se

prennent tot...).

Signalons que dans les exercices 2-4 et 2-5 le recours & 'introduction de variables

aléatoires (X : M 1 abscisse de M dans ’exercice 2-4, X :y > longueur de [PQ]

dans I’exercice 2-5) ne s’impose pas.

comte Louis LAGRANGE (1736-1813)

« On estime la probabilité d’un événement par le nombre de cas
favorables divisé par le nombre de cas possibles. La difficulté ne
consiste que dans 1’énumération des cas. »
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Exercice 2-6

On considére le carré OIKJ de coté 1 et on choisit au hasard un réel » dans
l'intervalle [O,\/E ] .
1° Quelle est la probabilité p de ’événement E :

«le cercle & de centre O et de rayon r coupe la droite (1J) » ?

2° Quelle est la probabilité g de I’événement F :
«le cercle & de centre O et de rayon r coupe le segment [1J] » ?

Solution

Choisir le réel 7 au hasard dans I’intervalle [O, 2 ] revient J
a choisir un point M sur la diagonale [OK] du carré selon
la loi uniforme du segment [OK]. Le cercle & est donc le

cercle aléatoire de centre O passant par un point M pris au 4
hasard sur [OK].

1° Le cercle & ainsi défini rencontre la droite (1J)) si et 0
seulement si le point M appartient au segment [4K],
ou 4 est le centre du carré. & /

AK 1
Parsuite: p=U . ([4K])=—"—=—.
2° De méme, le cercle % rencontre le segment [IJ] siet J K

seulement si le point M appartient au segment [AB]
défini par la figure ci-contre.

N

Avec OA4A= 7’ OB =1, dou AB= 1——\{22 , hous avons

V2
Ty 2-1 0

2 2

Remarque : a1’évidence g < p ; la nature est bien faite.

donc : g = Uy, ([4B])=

Commentaire
On ne s’étonnera pas de 1’adoption du point de vue géométrique de préférence au point
de vue algébrique que 1’on pourrait résumer ainsi :

« La distance de O a la droite (1J) est % Par suite, le cercle de centre O et de rayon r

rencontre la droite (LJ) si et seulement si » > % D’ot le calcul de P(E) a I’aide de

la loi uniforme sur [O, \/-2— ] e
La raison ? Il est presque toujours plus facile de mesurer ce qui se voit que ce qui ne se
voit pas.

Le méme probléme avec M choisi au hasard dans le carré OIKJ (déja évoqué dans le
chapitre 2 page 26) est I’objet de 1’exercice 2-36.
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Exercice 2-7

On choisit x au hasard dans [0,4] . Déterminer la probabilité de I’événement E :

« P’intervalle [x,x+0,5] ne contient aucun entier ».

Solution
Comme Dintervalle [x,x+0,5] contient au plus un entier, I’événement E est la réunion

disjointe des événements E, : « [x,x+0,5] contient 1’entier n », pour ne |[O, 4].
« L’événement E, estréduita {0}.
« Pour nel,4],
« [x,x+0,5] contient entier n » signifie (x <n<x+0,5) soit « x&[n -0,5;n] ».

On peut alors donner une représentation graphique de E:

E, E, E, E, E,

0 | 2 3 4

Il slensuit que  P(E) =, ,, (10 U[0,5;1]U[L,5;2]U[2,5;3]V[3,5; 4])

—0+ 05 0,5 05 0,5 ~0,5.
4 4 4 4

La probabilité de E est donc 0,5.

Exercice 2-8

On choisit x au hasard dans [0,4].

Déterminer la probabilité de I’événement E : « intervalle [x,x+1,5] contient au

moins deux entiers ».

Solution
L’événement E est « 'intervalle [x,x+1,5] contient au plus un entier ». En procédant

comme 2 ’exercice 2-7 on obtient le schéma ci-aprés représentatif de £ :

0,5 L5 2,5 3,5

0 1 2 3 4

oolw

Ainsi P(E) = 4(1050,5[U11;1,5[U]2;2,5[U]3,4]) = % ot P(E)=
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Simulation

-5 -[s]z s E]
1 i 2 3 ! 4 ! 3 3 7 8 )
L'intervalle [x ; x +1,5] avec 0<x<4 contient au moins 2 entiers
1 20000 tirages

=

évolution de la fréquence
0,4000
0,3875
0,3750 -
0,3625 -
0,3500
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

20000
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Exercice 2-9

On choisit x au hasard dans [0,10]. Déterminer la probabilité I’événement E :

« P’intervalle [x—l,x+1] ne contient aucun des nombres 0,5 ; 3 et 6.»

Solution
Parce que I’intervalle [x—1,x+1] ne peut contenir plus d*un des nombres 0,5 ; 3 et 6, il
est commode de considérer 1’événement complémentairef :

« Pintervalle [x -1, x+1] contient au moins 1’un des nombres 0,5 ; 3 et 6 ». Alors :

x-1<0,5<x+1 0<x<15
xe E&{ oux-1£3<x+l &< ou 2<x<4 , d’oﬁlareprésentationdef :
ou x—1<6<x+1 ou 5<x<7
0,5 1,5
0 1 3 4 5 7 10
5,5

Par suite, ]P’(E)=L{([O;1,5]u[2,4]u[5,7])=Tb——=0,55.

Etdonc, P(E)=0,45.

Commentaire (Exercices 2-7 a 2-9)

Seule nouveauté (on 1’aura noté) : calcul de la probabilité du complémentaire.

Exercice 2-10

Soit x un réel fixé de [0,1], on choisit y au hasard dans [0,1].

Déterminer la probabilité que I’intervalle [y,y+0, 2] contienne x .

Solution

On désigne par E 1’événement : « I’intervalle [y, y+0,2] contient x » . Alors :
xe[y,y+0,2]© y<x<y+0,2x-0,2<y<x

Comme x appartient & [0,1], deux cas sont a distinguer :
e x<0,2,doux-0,2<0 et P(E)=Uy,, ([O,x])=x ;

o x20,2, doi P(E)=Uy,([x—0,2;x])=0,2.
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Commentaire

Une variante intéressante qui sera 1’objet de 1’exercice 4-6 est de considérer que le réel
x n’est plus fixé, mais pris au hasard dans [0,1].

Simulation :

Soit x fixé dans [0,1].

La feuille de calcul EXCEL ci-dessous permet de calculer la fréquence de 1’événement
(xe [,y+0,2]) sur 10000 tirages de y.

Premiere copie d’écran: 0<x<0,2.

A | B £ | i E

SH{ET($C$2>B6;$C$2<B6+0,2); 1;0)

0.4383717
0.28074714

C D E

,% H

5] /-

4

i : <x<y 2
6 e
_,,,.,,,é ..... = ALEA[) , f/ =SO0MME(C6:C10005)/ 10000
3 - SIUZ6322 | TRl v

10 $2<B6+0,2);1;0) |
—51 T | ~SHET($C$2>B6;$C$2<B6+0,2);1;0)

2 00331782 0 _
10000 000518687 | O
10001 ‘ 015156153 | 0
10002 . 069715685 @ |
10003 098875115 | O |
10004 _ |o7633831] 0
10005 6 |o7esesze3| 8 | e
10006
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Exercice 2-11

Soit 7 un entier naturel non nul .
On choisit un réel x au hasard dans [0,1] et ]’on pose y =nx.

Est ce que y suit la loi uniforme sur [0,7] ?

Solution

I1 est clair que y est & valeurs dans [0,#].Soit donc ae[0,7].

L’événement (0< y <a)est {xe[0,1]/0<nx < a} soit {xe [0,11/0<x sﬁ}.
n

Alors, P(0< y<a)=Uy, ({xe [0,11/0< x< %}j = Uy, ([o, %D =-;1

Ainsi, P(0< y<a)=

3|9

=Up, ([0, a]) : y suit la loi uniforme sur[0,n].

Commentaire

Anticipons sur la notion de variable aléatoire en désignant par Y la variable aléatoire
définie de [0,1] dans [0,n] par x> nx.

Nous venons simplement de constater que la probabilité de I’événement (¥ <a), qui
n’est autre que I, H(y-l (0, a])) est égale & U,,([0,a]) ; autrement dit, la loi de

probabilité de la variable aléatoire Y est la loi uniforme sur [0,7].

Exercice 2-12

Soit a et b deux réels tels que a<b.
On choisit un réel x au hasard dans [0,1]. On définit y par: y=(b—a)x+a

Est ce que y suit la loi uniforme sur [a,b] ?

Solution
Reprenons presque mot & mot ce que nous avons dit sur ce sujet (voir page 43).
Soit ze [a,b] ; I’événement (a< y<z) estégal a {xe [0,1]/a<(b-a)x+a< z} soit :

{xe [0,11/0<x< (Z:Z)}.

Alors la probabilité de ’événement (a< y<z) est calculée par

z—a)\ _z-a
Up, (Z’_';) = b—a = Uia,p) ([asz]) .

On peut donc conclure que y suit 1a loi uniforme sur [a,5].
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Exercice 2-13

Soit # un entier naturel non nul .
On choisit un réel x au hasard dans [0,7] et I'on pose: y=E(x) (partie entiére

dex).
Quelle est la loi de probabilité de y ?

Préliminaires
Rappelons que E(x) désigne le plus grand entier inférieur ou égal ax, autrement dit
I’'unique entier £ tel que :A<x<k+1.

Notons alors que 0 <x—E(x) <1 (ceci en vue de ’exercice 2-14).

Solution

Si xe[0,n] alors y = E(x) est valeurs dans{0,1,2,---n}.

e Soit kun entier naturel tel que k<n. L’événement (y=k) est égal a
{xel0,n]/ E(x) =k}, soit {xe[0,n] /k<x< k+1
Onadonc P(y=k)=U,, ([k,k+1[), puisque x suit la loi uniforme sur [0,7].
Dot P(y=k)=k.

n
e Si k=n, I’événement (y=n) est égal & {xe [0,n]/ E(x)= n} , soit I’événement

(x=n), de probabilité nulle.

Par suite, /a loi de probabilité de y est la loi équirépartie sur {0,1,2,---,n—1} .

Commentaire

Le fait de rencontrer une variable aléatoire discréte Y avec I’une des issues possibles
(Y =n) de probabilité nulle ne doit pas émouvoir outre mesure : cela résulte de la
définition méme de Y, d’un espace probabilisé ayant la puissance du continu, & valeurs
dans un ensemble fini.

Simulation
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Exercice 2-14

Soit # un entier naturel non nul.
On choisit un réel x au hasard dans [0,7]. On définit y par:y= x—E(x).

Montrer que y suit la loi uniforme sur [0,1].

Solution
~ D’aprés le préliminaire de I’exercice 2-13, nous savons que y est a valeurs dans [0,1] .
Soit a€[0,]1[. Par définition, I’événement :
(0<y<a)estégala {xe [0,n]/0< x— E(x)<a} soit
{xe [0,n]/ E(x)<x<E(x) +a} ou encore
{xe [0,7n] /3ke {0,1,2,...,n—1}/k <x< k+a} .
Ainsi (0<y<a) est la réunion des événements (k<x<k+a) avec

ke{0,1,2,...,n—1}, événements disjoints deux & deux (car 0<a< 1).

Comme pour tout k de {0,1,2,...,n}, P(k<x<k+ a)=U,,, ([0, al)= a (car x suit la
n

loi uniforme sur [0,7]), ona : P(O_<_y£a)=nx£=a.
n

Conclusion : y suit la loi uniforme sur [0,1].

Exercice 2-15

Soit # un entier naturel non nul et @ un réel tel que 0<a<1.
On choisit x au hasard dans [0,7], quelle est la probabilité que [x,x+a] ne

contienne aucun entier ?

Solution

Soit F I’événement « [x,x+a] ne contient aucun entier ».

Comme 0< a<1, intervalle [x,x+a] contient au plus un entier.

L’événement contraire F est donc la réunion disjointe des événements (k€ [x,x+a])

quand £ varie de 0 a n.
Avec les égalités suivantes : (k€ [x,x+a])=(x<k<x+a)=(k—a<x< k),

L’événement F est la réunion disjointe des événements ((k—a<x<k), ou k varie
deOan.

Autrement dit : F = {0} u( LnJ[k —-a, k]) .
k=1

La probabilité uniforme de F estdonc égale d 0+ Zg =a.
k=1 1

Par suite, la probabilité de F est 1-a.




64

Exercice 2-16 Loi de la k™ décimale

Soit & un entier naturel non nul. On choisit un réel x au hasard dans [0, et y

désigne la k™ décimale de x , notée D,(x) . On se propose de déterminer la loi de

probabilité de y .
1° Résoudre le probléme lorsque £ =1.

2° a) Vérifier que D, (x)=D, (10*"x)).
b) Conclure .

& Les résultats des exercices 2-11, 13 et 14 sont les bienvenus.

Solution

1° Pour un réel x de [0,1[, la premiére décimale de x est la partie entiére de 10x.
Autrement dit : D,(x) = E(10x).
D’aprés ’exercice 2-11, si x suit la loi uniforme sur [0,1] alors 10x suit la loi
uniforme sur [0,10] et par ailleurs, E(10x)suit la loi équirépartie sur
{0,1,2,---,9} (d’aprés ’exercice 2-13).

2° a) Soit x d’écriture décimale 0,4a,a,a4,........ e T 1R F .

. k-1 _
Alorsona: 10" x =aja,a;........ Ay A Qpygovevem
E10*'x)=aa, -a,
10" x— E(10*'x) =0, a,a,,, -, nombre dont la premiére décimale est

la k™ décimale de x .
b) D’aprés les exercices 2-11 et 2-14, si x suit la loi uniforme sur [0,1],

alors y=10""x suit la loi uniforme sur [0,10"‘1[, y—E(y) suit la loi uniforme
sur [0,1[ et donc d’aprés la question 1°, D,(y) suit la loi équirépartie
sur {0,1,2,---,9}.

Conclusion : D,(y) suit la loi équirépartie sur {0,1,2,---,9}.

Commentaires

1- Au menu de cet exercice : écriture décimale d’un réel, partie entiére, lois uniformes,
loi équirépartie, etc. ; il ne fait pas partie du tout venant.

2- La démonstration ci-dessus en sous-tend une autre mathématiquement inattaquable
(mais en dehors des capacités des €léves), car basée sur la notion d’écriture décimale.

A savoir :
oo
a
xX= el
,,Z=1:10"
k k Sa
10°x=(a,10*" +---+a, )+ > Lzt
n=1 10
10°x—E(10%x) = " Zemt
n=1 IOn

etenfin D, (10* x—E(10*x)) =a, .
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3- Une méthode combinatoire
Elle consiste & montrer que P(D, =n)=0,1 pour ne[0,9]. Voici les étapes pour

établir par exemple que P(D, =4)=0,1.
e D, =4 si et seulement si il existe une (k—1)-liste (a;,-,a,,) de {0,1,2,..9}

telle que 0,a,a,...a, 4 <x<0,a,a,..a,,5, ¢’est-a-dire que 1’événement D, =4

est la réunion des intervalles [O, a,a,..a,_ 4;0,a,a,..a,,5 l: quand (a,,-*,a,;)

déerit {0,1,2,..9) " ;

e les intervalles [0, a,a,..a;,,4 ; 0, alaz...ak_ISL sont disjoints ;

e ils sont au nombre de 10" (nombre de (k-1)-listes (ay,--,a,,)

de {0,1,2,..9});

e ils ont tous la méme probabilité : U,y ([0, alaz...ak_14'; 0, alaz...aHSD = T(_I)T
Finalement P(D, =4)=10*" x—l—k L
10 10

Ce raisonnement peut étre reproduit pour calculer P(D,=n) pour tout
n de {0,1,2,...8}. |

Pour P(D, =9), faire intervenir les intervalles

[0,a,0,.a,,9 ; 0,0,a,...,,9+107"] .

4- Dans la simulation que nous proposons ci-aprés, on notera que la formule qui définit
la colonne D, (x) est celle utilisée dans la démonstration.

Simulation
. - ———————————————r—
ieme g Coliote nommae K
AR k=" decimale Vous pouvez changer cette valeur
- mais

4 20000 tlra_ < k<16 et &k entier

2 15 B o e ‘
0.41764273572114
0.92518137824414

12 | 06328753751
13| 0,2128522099
14 | 0,3840750961 % . o
1510418218859 | e, D
16| 0403448421 o0a 7 / , /
17| 0467487, . i
e o i
19| 0,1199290304

20 0,341914
21 071
22| 0,047908023

%
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|13 i =NB.SI(FB$6:§8§20005,E6)/20000 |
]:ENT(m*(As*?10A($C$3¥1)-ENT(A6*10A($C$3—1)))) |

loi de distribition de Dki{x)

P NOONMMEONOIN—_ONDOO W

Christiaan HUYGENS (1629-1695)

« Quoique dans les jeux de hasard pur les résultats soient incertains, la
chance qu’un joueur a de gagner ou de perdre a cependant une valeur
déterminée »

(Ratiociniis in alea ludo 1657)
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Exercice 2-17
On choisit un réel x au hasard dans [0,1]. On définit y par :
st x<—;— alors y=x;
.1 .. 1
si ESxSI on choisit y au hasard dans [5,1}.
Est-ce que y suit la loi uniforme sur [0,1] ?

Solution
Avec y manifestement & valeurs dans [0,1], considérons un réel a de [0, 1] :

o si ()Sa<%, P(y<a)=P(0<x<a)=U,,[0,a]l=a ;

.1 . .
e si 5 <a <1, construisons 1’arbre suivant :

% Icarx suit la loi uniforme sur [0,1]]

|-

sachant que x < 0,5, il est a— 1 Jcestla probabilité uniforme dans
. (o1s 1 2
certain que y (égal & x) est T lil’l} de lintervalle [_l_,a}
inférieur & a (avec a 20,5) ) 2 2
(y<a)
a 1 :
1 1“5 1 1
Onadonc P(y<a)=—x1+—=X 2 - _tg--=aq
2 2 1 2 2

2
Finalement pour tout a de [0,1], P(y < a)=a=U,,([0,a]).
Donc, y suit la loi uniforme sur [0,1].

Commentaire
Les nombres x et y sont choisis au hasard dans [0,1] et il est clair que la probabilité de

1’événement (x =y ) n’est pas nulle : elle est a I’évidence supérieure ou égale a —;— (de

fait égale a %).

En revanche, comme il sera vu dans le chapitre 4 (Paragraphe 1-3-2 page 157) si ’on
suppose x et y choisis indépendamment I'un de I’autre, alors la probabilité de
I’événémént (x=y) est égale a 0.
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Exercice 2-18

On choisit un réel x au hasard dans [0,1]. Pour définir le réel y on réalise une
épreuve de Bernoulli indépendante du choix de x dont les issues S et E ont pour
probabilités respectivesp et g=1—p :

e silissueestS alors y=x ;

e sillissueest E alors y=1-x.
Est-ce-que y suit la loi uniforme sur [0,1] ?

Solution

Aprés avoir observé que si x appartient a [0,1], il en est de méme de 1—-x, évaluons la

probabilité de I’événement (y < a) ol a est un élément de [0,1].

Pour cela construisons 1’arbre suivant :

c'est la probabilité

S E
c'est la probabilité uniforme sur [0,1]
uniforme sur [0,1] | ¢ 1-(1-a) | de I'événement
de l'intervalle [0,a] (0<1-x<a)égala
y<a

(1-a<x<))

Ainsi, P(y<a)=pXa+gxa=(p+q)xa=a.

Donc, y suit la loi uniforme sur [0,1] .

Commentaire
Soit Z la variable aléatoire : Z= « somme de x et de y ».
Désignant toujours par S et E les issues contraires de I’épreuve de Bernoulli, nous

avons : P(Z =1)=P((x+y=1)/S)xP(S)+P((x+y=1)/ E)xP(E).
Or, d’une part ]P’((x+ y=1)/8 ) =0 (il s’agit de la probabilité uniforme de I’issue
ponctuelle ( x =%) ) et d’autre part ]P’((x+ y=1)/E ) =1 (évident).

Par suite P(Z=1)=0xp+1xg=gq.

Ainsi, la variable aléatoire Z “charge” le point 1: elle fait partie de cette
“redoutable ” catégorie de variables aléatoires ni discrétes, ni a densité.

(Cette remarque est destinée aux enseignants et a eux seuls.)
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Exercice 2-19 Rencontres conditionnées

Deux personnes A et B ont rendez-vous en un lieu donné entre 12h et 13h.

La personne A arrive a 12h 30 et repart a 12h 45.

L’instant d’arrivée de la personne B est choisi au hasard entre 12h et 13h : elle
attend un quart d’heure avant de repartir, sauf si elle est arrivée entre 12h 45 et
13h, auquel cas elle quitte les lieux a 13h.

1° Quelle est la probabilité que A et B se rencontrent sachant que, lorsque A arrive
au lieu de rendez-vous (a 12h 30 donc), elle ne trouve personne ?

2° Quelle est la probabilité que A et B se rencontrent sachant que, lorsque B arrive
au lieu de rendez-vous, elle ne trouve personne ?

Solution

1° On note E, 1’événement « La rencontre a lieu » et E, I’événement « B n’est pas au

lieu de rendez-vous a 12h30 ».
B(E,NE,)

P(E,)
L’événement E, N E, n’est autre que : « 'arrivée de B se situe entre 12h 30 et 12h
45 ».

1

Ainsi P(E, mE2)=Z :

Il s’agit de calculer ]P’(E1 /Ez) =

Quant 4 I’événement E, il signifie : « B arrive avant 12h 15 ou aprés 12h 30 ».

On a donc : P(E2)=%.

Par suite : IP’(E1 /Ez) =§-.

2° En gardant les notations introduites dans la premiére question, désignons par E,
1’événement : « A n’est pas au lieu de rendez-vous lorsque B arrive », ce que 1’on
peut exprimer par : « B arrive avant 12h 30 ou aprés 12h 45 ».

3
On a donc : IF’(E3)=Z.

Quant 2 I’événement E,NE,, il signifie que I’heure d’arrivée de B est dans

Tintervalle [12h 15, 12h 30], d’ou P(E, N E,) =?} :

On en déduit P(E,/ E,) = % Heure d’arrivée de B
127 12h15 12h30 12h45 13h
Commentaire E,NE, o . - " -

Un schéma analogue a celui
présenté ci-contre nous semble

faciliter la résolution de cet 2 v " " "
exercice, quand bien méme celui-ci
ne semble pas impénétrable. . R

pas 1mp E,NE, e . . . .
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Exercice 2-20  Deviner le plus grand (Version 1, Stratégie 1)

Soient a et b deux réels fixés dans [0,1] et distincts. Chacun des nombres est

inscrit dans une enveloppe. Le joueur doit deviner dans laquelle des enveloppes est
inscrit le plus grand des deux nombres. Pour cela, il a le droit de choisir au hasard
une des enveloppes et de prendre connaissance du nombre inscrit dans cette
enveloppe (ce nombre sera appelé dans la suite « nombre lu »).

Le joueur adopte la stratégie suivante .

Il tire un nombre z au hasard dans [0,1] et décide que :

® si z< «nombre lu », alors « nombre lu » est le plus grand ;
® si z2 «nombre lu », alors ¢’est ’autre nombre le plus grand .

Calculer en fonction de a et b la probabilité P, de gagner avec cette stratégie.

Solution

e Supposons a <b et construisons 1’arbre pondéré suivant :

Choix d’une

enveloppe
@ a b %Nombre lu
a l-a b 1-b
Choix de z au
hasard dans [0,1]
z<a z2a z<b z2b
PERDU GAGNE GAGNE PERDU

Donnons quelques explications sur la construction de 1’arbre.

- Par exemple, lorsque “nombre lu™ est a (c’est & dire le plus petit des deux
nombres), pour gagner le joueur doit prendre 1’autre nombre et cela se produit
lorsqu’il tire un nombre z supérieur ou égal 3 a.

La probabilité de gagner sachant que « nombre lu» =a est donc 1—a.

- On calcule de la méme fagon les autres probabilités conditionnelles.

En conclusion, lorsque a<b, P =l><(1—a)+—1—xb=l+b_a.
2 2 2 2

e Danslecasou b<a ona P{=%+aT_b.

1 |b-a . . s
e Dans tous les cas, P, =E+l 5 I (c’est mieux qu’en désignant systématiquement

- par exemple - le « nombre lu » comme le plus grand).
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Exercice 2-21 Deviner le plus grand (Version 1, Stratégie 2)

Les données sont identiques a celles de ’exercice 2-20, mais le joueur change de

stratégie :

1
¢ si «nombre lu»2 5 alors il déclare que « nombre lu »est le plus grand ;

1
¢ si « nombrelu » < 5 alors il déclare que I’autre nombre est le plus grand .

Calculer en fonction de a et b la probabilité P, de gagner avec cette stratégie.

Solution Trois cas sont & examiner :
1
1% cas: 5 est compris entre a et b
Le joueur gagne a tous les coups. En effet :

e si « nombre lu» est le plus petit des deux nombres, il est donc inférieur & — : le

N | =

joueur change et il gagne ;

e si « nombre lu» est le plus grand des deux nombres, il est donc supérieur a 5 :le

joueur ne change pas et il gagne encore.
On a donc dans ce cas P, =1.

2 o .1
2°™¢ cas : a et b sont tous deux inférieurs a e

Le joueur gagne si et seulement si « nombre lu » est le plus petit (car il change alors

d’enveloppe), ce qui a une chance sur deux de se p 4
produire.
. 1 1
Et cette fois, P, =—.
2 1 1
éme ;. N 1 1 2
3°"¢ cas : a et b sont tous deux supérieurs a 5 -
Le joueur gagne si et seulement si « nombre lu » est 1 1
le plus grand (car il garde I’enveloppe), ce qui a une 2
chance sur deux de se produire. 0 >
Laencore,ona: P, =—. 1 1 a
2 2
Le schéma ci-contre résume les résultats obtenus. b A
Commentaire 1
On compare les deux stratégies décrites dans les
exercices 2-20 et 2-21. S5 Si
Quelle est la meilleure stratégie ? 1
2
Lorsque P, =1, onaévidemment P, 2 F, s, S,
1 1 | —al
etlorsque P,=—, ona P,<—+—=H. 0 >
2 2 2 1 | a
D’ou le schéma ci-contre qui indique en fonction de a 5

et b la meilleure des stratégies S, ou S, .
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Exercice 2-22 Le probléme des enveloppes

On dispose de deux enveloppes, et on choisit un réel x au hasard dans [0,1].

e Six <—;— , on écrit x sur une feuille que 1’on place dans 1’une des enveloppes et
2x sur une autre feuille que I’on place dans la deuxiéme enveloppe.

e Six 2%, on écrit x sur une feuille que I’on place dans I’une des enveloppes et

x . .\
— sur une autre feuille que 1’on place dans la deuxiéme enveloppe.

On tire une enveloppe au hasard. Quelle est la probabilité P, que le nombre

inscrit dans I’enveloppe choisie soit compris entre 0 et a (a fixé dans [0,1]) ?

Solution
Soit y le nombre inscrit dans 1’enveloppe choisie.
Nous distinguerons trois cas : OSa<—1— , —I—Sa<l et lSaSI .
- 4’ 4 2 2
1
1% cas: 0<a<—
4
1 1
9 2

On a donc P =

Quelques explications :
e (1) et (2). Les probabilités sont calculées par la probabilité uniforme L{[ 1] de:

0,—
2

- I’événement (x < a) dans le cas (1) ;
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- I’événement (2x < a) soit (x < %) dans le cas (2).

e (3)Lorsque x2 % , xet —;— sont plus grands que % et donc plus grands que a.

Note : les deux cas suivants procédent de la méme démarche (le détail des calculs

est abandonné au lecteur).

cas: —Sa<—1—
4 2

zéme

N | =
N | =

le
2
l 1
2 2
3

y=L
2
a a2
1/2 1/2 2
y<a
Ta-1
P =
4
N 1
3™ cas: —<a<l
2
1 1
5 2
x<— le
2
1 1
2 2

a al2
12 12

y<a _3a+1

7
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Commentaire
La représentation de la fonction de répartition a+— F(a) =P(X < a) laisse voir que
nous n’obtenons pas une loi de probabilité & densité continue (car F n’est pas
dérivable).

|
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0 1 1 1
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Jacques BERNOULLI (1654-1705)

« Pour éviter la fatigue d’une circonlocution, j’appellerai
« féconds » ou « fertiles » les cas dans lesquels un événement peut
se produire, et « stériles » ceux dans lesquels le méme événement
ne peut se produire. »

(Ars Conjectandi 1713)




75

dans la simulation

cC

7

» Feuille de calcul utilis

Simulation

)

5

3

P

w

=0,75*H4 l

H13*0,75+0,25

.

//
|

v

7%

//

%

quences cumulées croissantes

{Frequence(E4:E10003;H4 :H2)}

‘Probléme d__e'.s,gﬁ\'feloppes,

/

—e— modéle

=) = PN o] [y pamy pummy ey o] [y [y Py [y Py Y] B o] S

N

\
MMIMINR
N

Histogramme des fré

SI(A4<0,5;2%Ad;A4/2)

NN

\ N\

du nombre inscrit dans l'enveloppe choisie

ENT@ ALEAQ+L)
rvy

1

0,82573308

05947529
0,69118823
0,80827931

0,2339758
059372736
0,89452313

026657286

009237439

0,25575034
0.41301433
087718012
0,75981055

0,04981821

055765,
ALEAQ
90951336

0
0/
0

B8

| 002586179
338
0,13580981

' X
i 063901
. | 054389731

» Exemple de graphique obtenu par simulation.

127
1
0.8 1
0.6 1
0.4 1
24
0
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Exercice 2-23 Le salon de coiffure (d’aprés [19])

Dans un salon de coiffure officient trois coiffeuses. Une cliente se présente a 11
heures et constate que les trois coiffeuses sont occupées et que deux personnes
attendent leur tour. Chaque coupe dure une demi-heure et on fait 1'hypothése
(faute de mieux) que les instants des débuts des coupes en cours sont indépendants
les uns des autres et choisis au hasard entre 10h 30 et 11h.

Quelle est la probabilité que la cliente ressorte coiffée du salon avant 11h 45 ?

Solution
L'heure est choisie comme unité de temps.

Soit T la variable aléatoire : T = temps d'attente de la cliente jusqu'au début de sa
coupe .

Il est clair que T est a valeurs dans {0,%] et que la probabilité cherchée est celle de
I'événement (T S%)

De maniére générale, pour f€ [0,%} , I'événement (T <t) signifie que :

“1les trois coupes en cours sont achevées avant I'heure 11+¢ ”

ou encore que :
“les trois coupes en cours ont débuté entre 10,5 et 10,5+¢ .

Pour chaque coiffeuse, la probabilité de 1'événement ““la coupe en cours a commencé

entre 10,5 et 10,5+¢ est calculée parL=2t, d’aprés I’hypothése : « I’instant du

1/2

début de la coupe est uniformément distribué dans l'intervalle [10,5;11] ».

Les instants des débuts des coupes étant indépendants, il vient P(T <¢)=(2¢)’ =8¢’.

Par suite, pour ¢ =%, ]P’(T < %) = % , (12,5% si I’on préfere).

Commentaires

1- Pour traiter le probléme dans toute sa généralité, il est commode d’introduire la
variable aléatoire 7, ce qui n’est nullement obligatoire pour 1’aborder avec les éléves
tel qu’il est posé.

2- La généralisation a »n coiffeuses avec n—1 clientes en attente - toujours sous les
mémes hypothéses - ne pose aucune difficulté.

Onapour t€ [O,%] (P(T<t)=2"1".

Par suite, dans un "grand" salon de coiffure (7 =9 par exemple), la probabilité que la

cliente sorte coiffée avant 11h 45 n'est plus que % (%environ).
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1
Notons cependant, qu'avec E(T)= IZ t(n2" t”'l)dt :lx—-n— , la durée moyenne du
0 2 n+l

séjour de la cliente dans le salon de coiffure est :
« pour un “ petit ” salon (3 coiffeuses) : 52 min30s;

« pour un “ grand ” salon (9 coiffeuses) : 57 min.

Abraham de MOIVRE (1667-1754)

« Cependant il y a des Auteurs, en fait d’une classe trés différente de celle
de James BERNOULLI, qui laissent entendre que la Doctrine des Probabilités
ne pourrait trouver de place dans une Recherche sérieuse ;et que des
Etudes de ce type, aussi simples et faciles soient-elles, disqualifient un
homme pour raisonner sur tout autre sujet. »

(The Doctrine of chances 1756)
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Exercice 2-24

Soit a un réel de [0,1]. On choisit deux nombres réels x et y au hasard dans [0,1]

indépendamment 1’un de I’autre.

1° Quelle est la probabilité de I’événement £ :

« Pintervalle d’extrémités x et y contient a »?

2° Pour quelle(s) valeur(s) de a, cette probabilité est-elle maximale ?

Solution
1°L’événement E, =EN(x<y) est I’événement (x<a)n(y=a) de probabilité

ax(1-a), puisque x et y sont choisis indépendamment 1’un de ’autre selon la loi

uniforme de [0,1].
Pour les mémes raisons, I’événement E, = EN(x 2 y) est de probabilité (1-a)xa.
Comme E=E, UE, et que E,NE,=(x=a)n(y=a) est de probabilité nulle, la

probabilité de E est la somme des probabilités de E, et E, , & savoir : 2ax(1—a).

2° L’étude d’une fonction du second degré (ou celle du maximum d’un produit de deux
nombres a et (1—a) de somme constante) méne immédiatement a :

« la probabilité est maximale lorsque a =% ».

Simulation

On se propose de simuler le choix au hasard de x et y et de tester ’appartenance de a a
I’intervalle de bornes x et y. On calcule la fréquence de réalisation de cet événement sur
10 000 tirages que 1’on compare avec la valeur théorique 2a(l1-a).

Fréquence | 2a(1-a)
04773 048 R\
=2*6*(1-C8) | _ |

Y
AN

A
4=SOMME(D6:D100

, ~

05)/10000
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Exercice 2-25

Soit a un réel de [0,1]. On désigne par I et J les intervalles [ =[0,a] et J =]a,1].

On choisit deux réels x et y au hasard dans [0,1] indépendamment 'un de

Pautre.

Quelle est la probabilité p del’événement E :
« X et y ne sont pas dans le méme intervalle / ou J »?
Existe-t-il des intervalles pour lesquels cette probabilité est maximale ?

Solution

L’événement E est la réunion,  I’évidence disjointe, des événements E; et Ej :
E =(xeletyel)); Ey=(xeJetyel).

Les réels x et y étant choisis indépendamment I’un de ’autre, la probabilité de E; est
u[o,l] (I)X%o,l] (']) = a(l—a) :

Il en est de méme de la probabilité de E, .

Ainsi, p=2a(l-a).

On en déduit que p est maximale pour a= —;— , valeur pour laquelle p = % .

Commentaires

1- L’exercice 4-3 propose une solution basée sur la modélisation par le choix «au

hasard » d’un point dans le carré [0,1]x[0,1].

2- Une premiére généralisation de cet exercice consiste a remplacer I et J par des
réunions finies d’intervalles avec toujours [0,1] réunion disjointe de I et J.

Onaalors p= Zﬂ(I)x(l—,u(I)) ou u(I) estla“longueur ” de I, ce qui conduit a
un résultat analogue quant a la valeur maximale de p.

3-Une deuxiéme généralisation est de considérer plusieurs intervalles deux a deux
disjoints de réunion égale & [0,1] : si elle se moule dans les études précédentes en ce
qui concerne le calcul de probabilités proprement dit, 1’affaire se complique en
revanche dans la recherche du maximum (utilisation d’une inégalité de convexité).
Le cas abordable de trois intervalles est I’objet de I’exercice 2-32.

4- On ne saurait s’étonner de retrouver a cet endroit les mémes résultats qu’a I’exercice
2-24 : ’événement de I’exercice 2-24 “ a appartient a I’intervalle d’extrémités x et
y” est en effet la réunion disjointe des événements E, et E, et (x=y=a) (avec les

notations précédentes).




80

Exercice 2-26

On choisit deux nombres réels x et y au hasard dans [0,1], indépendamment 1’un

de ’autre, et’'on pose : x'=1-x et y'=1-y.

Montrer que x' et »' peuvent étre considérés comme pris au hasard et

indépendamment I’un de I’autre dans[0,1] .

Solution

e Loide x'et y'.
Il est clair que x' et y' sont a valeurs dans [0,1] .
Soitaunréel de [0,1]; ona: (x'<a)={xe[0,1]/1-x<a}=[1-a,]
La probabilité de I’événement (x'<a) est donc U, , (1-a,1])=a.

Ainsi x' suit la loi uniforme sur [0,1], et il en est évidemment de méme y'.

e Indépendance
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