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Cette brochure a été écrite a l’origine a l’'intention des professeurs de lycée
de I’académie de Besancon qui ont assisté a un stage MAFPEN intitulé “Arithmétique
en vue de I’enseignement de spécialité en Terminale S”.

Le but de ce travail n’était pas de proposer des cours-types mais de rappeler
les notions fondamentales d’arithmétique dans Z tout en les rattachant aux notions
sous-jacentes d’arithmétique dans un anneau euclidien, principal ou factoriel.

Les lecons s’appuient chacune sur un point particulier de ces notions :

la lecon 1 donne le vocabulaire de la divisibilité commun a tout anneau commutatif
integre.

*

la lecon 2 s’attache & I’aspect “anneau euclidien” de Z (algorithme d’Euclide).

*

la leon 3 s’attache & I’aspect “anneau principal” de Z (théoréme de Bézout).

*

*

la lecon 4 s’attache a l'aspect “anneau factoriel” de Z (existence et unicité de la
décomposition).

Le point de vue pédagogique adopté face a des éleves de Terminale S sera
certainement différent de celui-ci.

Nous donnons en annexe quelques algorithmes permettant de programmer
certains calculs sur calculatrice (sauf, peut-étre, le crible d’}::)ratosthéne).

Les T.P. ne sont pas, a priori, a réinvestir tels quels en Terminale ; il s’agissait
principalement par leur biais d’appliquer et de développer, lors du stage, les résultats
énoncés dans les lecons. Ils ont donné lieu a des calculs pratiques et a l'utilisation
d’ordinateurs.
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LECON 1.

LECON 1.

Divisibilité dans N et Z.

1. Quelques propriétés utiles de N et Z.

Il existe dans N et dans Z une addition, une multiplication et une relation d’ordre total
vérifiant :

+ et X sont internes, commutatives, associatives, possédent un élément neutre noté 0
pour 'addition, 1 pour la multiplication.

Les éléments de N, a part 0, n’ont pas d’opposé dans N ; ce qui se traduit par :

VneN,VmeN, (n+m=0)=(n=m=0)

Tout entier relatif @ a un opposé dans Z, noté —a : a + (—a) = 0.
(Z,+) est un groupe abélien.
Tout élément de Z est régulier pour I’addition.

La multiplication est distributive par rapport a 1’addition dans Z.
(Z,+, x) est un anneau commutatif et intégre :

VaeN,VbeN, (ab=0) <= (a=00ub=0)
Tout élément de Z — {0} est régulier pour la multiplication.

Définition 1.1.
n est inversible dans N s’il existen' € N, nn' =1 ;
a est inversible dans Z s’il existe o' € Z, aa’' = 1.

Les éléments de N et Z n’ont pas d’inverses pour la multiplication sauf 1 inversible
dans N, et 1, —1 qui sont les seuls inversibles de Z :

VneN,VmeN, (nm=1)= (n=m=1)
VneZ,VYmeZ,(nm=1)=(n=m=1oun=m=-1)
La relation d’ordre définie dans N par
neN,meN, (n<m) < (deN, n+d=m)

est compatible avec 1’addition et la multiplication de N; de méme que l’ordre strict
(qui n’est pas une relation d’ordre) défini par :

neN,meN, (n<m) < (3deN,d#0,n+d=m)
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N est un ensemble bien ordonné par < c-a—d. :
Proposition 1.1. Principe du bon ordre
Toute partie non vide S de N admet un plus petit élément.

On en déduit que l'ordre sur N est total (S = {a,b} a un plus petit élément donc deux
entiers sont toujours comparables), que ]0,1[y= @ (sinon, il existerait z dans N plus
petit élément de ]0,1[; alors 0 < z < 1 entraine 0 < z? < £ < 1 en multipliant par z,
ce qui est contradictoire avec z plus petit élément de ]0, 1[).

Conséquence :
beN, (b>0) < (b2>1)
puis
neEN, (n>a) & (n2a+1) (¥
Tout entier naturel n a un successeur n + 1.

Tout entier naturel non nul n a un prédécesseur n — 1.
0 n’a pas de prédécesseur.

On prolonge la relation d’ordre a Z par :
neZ meZ, (n<m) < (AdeN, n+d=m)

Z,={n€Z,0<n}=NetZ_={n€Z;n<0}.

(Z,+, x, <) est un anneau totalement ordonné (compatibilités de < avec + dans Z et
avec x dans Z,), mais Z perd le principe du bon ordre.

On a encore la propriété (*) sur Z.

2. Définitions.

Définition 1.2.
Soient a € Z, b € Z, on dit que b divise a et on écrit

bla

si et seulement si il existe ¢ € Z, a = bg.

Vocabulaire :

b est un diviseur de a, a est divisible par b ou a est un multiple de b.
“b ne divise pas a” se note b { a.

Remarques :
1. Avec cette définition, 0 | O est correct.
2.Va€Z,alO.
3.Va€Z,1|aet—1]a.



LECON 1.

Définition 1.3.
Un entier naturel p > 1, est appelé nombre premier s’il n’a pas dans N d’autre

diviseur que 1 et lui-méme.
Un entier naturel plus grand que 1 qui n’est pas premier est dit composé.

Remarque :
Il est a remarquer avant toute chose que 1 n’est pas un nombre premier.

Notation :
a étant donné dans Z, on note aZ ’ensemble de tous ses multiples dans Z :

aZ = {ak, k € Z}
0, a, —a € aZ.

Proposition 1.2.

a€Z,beZ,(b|la) < (a€bZ) < (aZ C bZ)

Exercice 1 : Montrer que :
Va€Z,VbeZ,(a|betb|a)= (a==b).

Définition 1.4.

Sia|betb|a dansZ,a etb sont dits associés. Dans Z, les nombres associés sont
donc égaux ou opposés.

Un diviseur propre de a est un diviseur de a qui n’est ni inversible, ni associé a a.
Un élément irréductible est un élément qui n’est pas inversible et qui n’a pas de
diviseur propre.

Remarque :
Les irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs opposés.

3. Propriétés de la divisibilité dans N et Z.

Proposition 1.3.

l.Va€Z,a | a  réflexivité
2.Ya€Z,VbeZ,Vc€Z,(a|betb|c)=(a|c)  transitivité
3.VaeN,VbeN, (a|betb|a)= (a=b) antisymétrie.

Donc | est une relation d’ordre dans N.

Cet ordre est partiel : 2 { 3 et 3 1 2.

Ce n’est pas un ordre dans Z mais un préordre, car il n’y a pas ’antisymétrie.

Exercice 2 : Montrer :

Va€eZ,VbeZ, (d|aetd|b)=>(\7’a:,y EZ,d|(am+by)).
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Exercice 3 : Déterminer toutes les valeurs de n de N vérifiant :
D)n|(n+8).
2) (n=1)| (n+1).
3) (n—4) | (3n+ 24).

Attention : Il y a souvent de “fausses intuitions” en arithmétique :
a|cetb|cn'entraine pas ab | c. Exemple : 6 | 12 et 4 | 12 mais 24 1 12.
d | ab n’entraine pas d | a ou d | b. Exemple : 6 | 3 x 4.

(cf. théoreme de Gauss et corollaires).

Proposition 1.4. Lien entre < et |
Sia | b, alors |a| < |b] oud=0.

o Preuve :
Si b # 0, alors b = ag avec a # 0 et ¢ # 0, donc [b] = [a].|g| et lg| est un élément de N
non nul, donc |g| > 1 (cf. page 2), donc [b] > |a]. ©

Corollaire 1.4.1.
Sibe N—{0} et a € N est un diviseur propre de b, alors 1 < a <b.

4. Propriétés élémentaires des nombres premiers ou com-
posés.

Théoréeme 1.1.
Tout nombre entier naturel n > 1 a un diviseur premier.

D’apres le principe du bon ordre, S = {g €N, ¢ |n,1<g < n} est une partie non
vide de N. 1l est facile de montrer alors que le plus petit élément de S est premier.

Théoreme 1.2.
Tout nombre entier naturel n > 1 se décompose en un produit fini de nombres
premiers.

o Preuve :
e Si n est premier, c’est fini.
e Si n n’est pas premier, n admet un diviseur premier p; qui vérifie 1 < p; car 1 n’est
pas un nombre premier et p; < n car n n’est pas premier (donc p; # n) et p; divise n
(donc p; € m). On obtient alors n = p;.n; avec 1< n <n.

* Si ny est premier, c’est fini.

+ Si n; n’est pas premier, on recommence : il existe p, premier, 1 < py < 7, tel
que n; = pa.ng avec 1 < ng < nj.
Et ainsi de suite... On construit ainsi une suite strictement décroissante d’entiers
naturels tous strictement supérieurs a 1; cette suite est nécessairement finie; soit ny
son dernier terme (qui est aussi le plus petit) : n; est nécessairement un nombre premier,
sinon, toujours selon la méme construction, on obtiendrait un entier n4; et un nombre
premier piy; tels que ng = Pri1.nkg1 avec 1 < npyy < 1y et 1 < pr+1 < my ce qui est

10
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impossible d’aprés la définition de nj. Donc, n;, est premier et n = py.ps..... Pr.Nj qui
est bien une décomposition de n en un produit fini de nombres premiers. o

Théoréeme 1.3. (d’Euclide !)
L’ensemble des nombres premiers est infini.

o Preuve :
Par I’absurde : soit P ’ensemble des nombres premiers. Supposons qu’il est fini et
écrivons P = {p1,p2,...,Pn} o les p; sont rangés dans l'ordre croissant. Le nombre

Nn=p Xpy X+ Xpp+1>p, €P.
Il est donc composé et admet, d’apres le théoreme 1.1., un diviseur premier noté d qui

est I'un des p;. Mais alors d | n et d | [] p; donc d divise 1; donc d = 1; absurde car
=1
1 n’est pas premier. ©

e Crible d’Eratosthéne 2

Lemme 1.1.
Tout entier n > 1 , non premier, admet au moins un diviseur premier p vérifiant

p* < n.

o Preuve :

Montrons d’abord que n admet un diviseur propre m vérifiant m?> < n : en effet, n
étant composé, s'écrit n = a.f avec 1 < a <netl < B < n;donc m=min{a, }.

Si m est premier, on a terminé; sinon, m admet un diviseur premier p qui, d’'une part
divise n, d’autre part vérifie p> < m?> < n. o

C’est en s’appuyant sur le lemme 1.1. qu’Eratosthéne a construit sa méthode pour
donner tous les nombres premiers inférieurs ou égaux a un nombre donné n € N.
Supposons par exemple ici que n = 100.

— On écrit la liste des nombres plus petits que 100 ; on barre 1 qui n’est pas premier et
2 est un nombre premier car il n’a pas de diviseurs dans N autres que 1 et lui-méme.
— On barre alors dans la liste tous les multiples de 2 ; le premier nombre non barré
différent de 2 qui apparait est nécessairement premier. En effet puisqu’il n’est pas barré
c’est qu’il n’est multiple d’aucun nombre plus petit que lui-méme, sauf de 1.

3 n’est pas barré; il est donc premier.

— On barre ensuite dans la liste tous les multiples de 3 ; le plus petit nombre non barré
qui apparait alors, différent de 2 et 3, est premier, car s’il n’est pas barré c’est qu’il n’est
multiple d’aucun des nombres qui lui sont inférieurs; il est donc divisible uniquement
par 1 et lui-méme etc...

— D’apreés le lemme 1.1., on s’arréte quand le plus petit nombre qui n’a pas été rayé
est strictement plus grand que /n.

!Mathématicien grec (= 330 av. JC-= 275 av. JC).
?Mathématicien né & Cyréne (=~ 276 av. JC-=~ 194 av. JC).

11
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Nombres premiers de 1 a 100

FRIONOIVAICIFAICIE AR AR
@) | 12| @) | 14| 25 | 26| (D | 28] 19 | 20
or | 27| (33 | 24| 25| 26| 27 | 26| Q9 | 30
(B | 32| 38 | 34| 35| 36| B7) | 38| 39 | 40
@) | 42 | @) | 44| 45| 46| (@7) | 48| 45 | 56
5t | 57| 63) | 54| 55| 56| 57 | 58| 69 | 56
6)) | 67| 63 |84| 65| 56| €7) | 58| 59 | 2o
@) | 22| @) | | 75 | 26| 77 | 28| @) | 80
st | 87| @3) | 84| 85| 86| 87 | 58| (B9 | 9&
9t | 97| 93 | 94| 95| 96| (07) | 98| 99 | 166

On s’arréte a 11 non barré car 11 > +/100.
Tous les autres nombres qui restent non barrés sont premiers.

Voir en annexe page 65 un algorithme basé sur le crible d’Eratosthéne.

COMMENTAIRES :

On voit ici, adaptés & Z, le vocabulaire et les propriétés de la divisibilité dans tout
anneau commutatif et intégre. En revanche, I’existence d’un diviseur premier pour tout
nombre naturel est basée sur le principe du bon ordre < de N. On ne trouvera donc
pas nécessairement de propriété analogue dans un anneau non ordonné.

12
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LECON 2.

Division euclidienne dans N et Z et applications.

1. Division euclidienne dans N.

1.1. Existence de la division euclidienne dans N.

Théoréme 2.1. (Lemme d’Archiméde!)
Soit a,b € N, b# 0. Alors il existe un entier naturel n tel que nb > a.

Le lemme d’Archimede signifie qu’on peut toujours “dépasser” n’'importe quel entier
a, en ajoutant un certain nombre de fois un autre entier b # 0 & lui-méme, b étant
éventuellement plus petit que a.

| | | |
1 |

0 b 2b 3b - nb

En effet, puisque b > 0 est équivalent a b > 1, alors (a + 1)b > (a+ 1) > a.

Théoreme 2.2.
Quels que soient a € N et b € N — {0}, il existe un unique couple d’entiers naturels
(p,q) vérifiant :
a=bg+r
{0 <r<b

o Preuve :

La preuve de ce théoréme s’appuie sur le lemme d’Archiméde et le principe du bon
ordre.

— Existence : S = {s € N, bs > a}. S # @ (lemme d’Archiméde). D’apres le principe
du bon ordre, S admet un plus petit élément ¢.

t# 0 (sinon b x 0 > a > 0), il a donc un prédécesseur ¢ € N: ¢t = ¢ + 1.

(g < t) = (¢ € S) puisque ¢ en est le plus petit élément. Donc bg < a. D’autre part
(t € S) = (bt > a), soit

(2.1) bg<a<b(g+1)

D’ou lexistence d'un couple (g,7) répondant  la question, en posant 7 = a — bq.
— Unicité :

a=bg+r=0¢+7r

0<r<b

0<r<b

!Mathématicien grec né a Syracuse (262 av. JC-190 av. JC).

13
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Supposons ' > 7; on a b(g — ¢') = ' —r avec r —r > 0. D’autre part, » > 0
donc 7' —r < ' < b. Il vient alors 0 < b(g — ¢') < b, soit, puisque b n’est pas nul,
0<g—-¢ <1

Comme il n’y a pas d’entier strictement compris entre 0 et 1, on conclut que
nécessairement q = ¢' et, de ce fait,r =7'. o

Définition 2.1.

L’opération permettant de passer du couple (a,b),a €N, b €N, b # 0 au couple
(g,7) s’appelle “la division euclidienne de a par b,

q et r sont respectivement le quotient et le reste de cette division.

En général a est appelé le dividende et b, le diviseur de la division euclidienne.
Remarques :

1. Dans la division euclidienne, il est hors de question que b = 0 (cf. lemme
d’Archimeéde).

2.8Ma<bg=0etr=a;

3. a > bg puisque r > 0, et du fait que b > 1, alors a 2> ¢.

Dans N, le dividende est toujours supérieur ou égal au quotient.

Exemples :

26 = 4 x 6 + 2 représente la division euclidienne de 26 par 4, ou par 6.
25 = 7 x 3 + 4 représente la division euclidienne de 25 par 7.
10 = 3 x 2 + 4 n’est pas une division euclidienne.

1.2. Un critere de primalité.

Voici une méthode simple pour tester si un nombre est premier, issue du lemme 1.1.
(crible d’Eratosthéne) et de la division euclidienne dans N :

e Propriété: | Sin=pg+r, 07 <p, alors (g<p) <= (P*>n). |

o Preuve :

xSoitn=pg+r (0<r<p).DansN, ¢g<p < ¢+1<p;
pg+r<pg+p<plg+1) <P

*n < p? = pq+r<p2;doncpq<p2carr}O;d’oilq<p(p>0). o

Pour tester si un nombre est premier, on peut donc aussi regarder les quotients ¢ des
divisions euclidiennes de n par les différents p premiers. On s’arréte soit si un reste est
nul (dans ce cas le nombre est composé), soit lorsque le quotient devient inférieur au
diviseur sans qu’aucun reste n’ait été nul (dans ce cas le nombre est premier).

Tl faut d’abord disposer d’une table des premiers entiers premiers, obtenue par exemple
par le crible d’Eratosthéne.

On pourra affiner la recherche en utilisant des critéres de divisibilités apparentes (voir
les exercices & la fin de cette lecon).

14
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Exemple : n = 911.

lplg[r]
2 [ 455 1
3 303 2
5 182 1
7 [130] 1
11829
3] 70 | 1
17| 53 |10
19| 47 |18
23| 39 |14
29 | 31 | 12
31] 29 | 12

Dans la derniére division euclidienne, le quotient est strictement plus petit que le
diviseur premier, sans que le reste ne soit nul . Donc 911 est premier.

Voir en annexe page 66 un algorithme de critére de primalité.

Exercice 4 : On effectue une division euclidienne en base dix : le dividende est égal &
53 et le reste a 5. Quels peuvent étre le diviseur et le quotient ?

Exercice 5 : On divise un nombre a par un nombre b. On trouve pour quotient 109 et
pour reste 3057. Quels nombres entiers naturels peut—on ajouter a la fois au dividende
et au diviseur pour ne pas modifier le quotient ?

Exercice 6 : On divise deux entiers distincts a et b par leur différence a —b. Comparer
les quotients et les restes obtenus.

1.3. Systemes de numération dans N.

C’est la représentation de nombres entiers par un nombre fini de symboles appelés
chiffres, comme on écrit des mots avec des lettres.

Soit b € N, b > 2, soit 1’entier naturel :
b +a, 10"+t ab+a
avec 0 < a, < bet 0< a; <bpourtout:e {1,2,...,n—1}.

On convient de noter ce nombre de la maniére suivante :

(
Anlpn—_10n—2 ... alag\b)

b est appelé “base de numération”.

Théoréme 2.3.

Tout entier naturel admet une représentation unique dans le systéme de numération
de base b, b € N, b > 2.

15
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o Preuve :
Existence : Soit a un entier naturel :
e Sia < b, a est représentable par un des chiffres.
e Sia > b, on effectue la division euclidienne de a par b et on obtient a = bgy +7¢
avec q; #0 et 0 < 7o < b.
% Si g < b, a=q; X b+ ) se représente par qi7.
x Si g, > b, on divise & nouveau ¢; par b et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on
obtienne un quotient non nul g, et inférieur strictement a b.

On a alors la succession de divisions euclidiennes :

a = bgy + 7o, 0 mp <b, a1 #0
q1 = bga + 11, 0 <b, 92 #0

g2 = bgs + 72, 0L ry < b, g3 #0

Qn—l = bCIn + Tn—1, 0 < Tn—1 < b, 0 < qn < b
Ce qui donne en remplagant successivement :

a=qub" + 7 "+ ribtT

N ( . ’ .j® ’
Dot a = 57— 7m0, L’existence d’une telle décomposition est donc assurée.
dnTn—-1 170

Unicité : il s’agit de prouver que l'indice n est unique et les entiers an,an—1,...,a1,ao,
tous strictement inférieurs a b, a,, non nul, sont uniques.
Supposons que a admette deux décompositions selon la base b :

a=a,b"+ - +arb+ag=a,b"+ - +ap.b+ag

avecn € Nym € N,a; € Nya; < b,a, #0, a} € N,a} < b, al #0.

Supposons par exemple n < m.

On obtient par différence :

a b™+ -+ (a, — ay).b" + -+ (a] —a1).b+ (ag — ag) = 0. Donc :

a b™=—a b — ... —(a), — a,).b" — - — (a) — a1).b — (ag — ap). D’otr :

lal, b = |—ah b == (an —an)b" — - — (a1 — a1).b — (ag — )]
€ T [ v+ iy a2+ Lo — b+ e — ao

Or,lga’mgb 1,0<a, ;,<b-1,...,0<a;<b-1et0< a; <b—1donc

—(b-1)<a} - b—1 donc |a;} —aJI b—l on en déduit :
b'"<|a;n.bm| < (b-Db™ 4+ (=10 4+ (b-1)0+(b-1)
< (=10 4 b+ b+ 1)
< (b-1) 1—bm
soit : ™ £ b"—1 ce qu1 est impossible
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Donc n > m ; si I’on suppose m < n, par le méme raisonnement en échangeant les roles
de m et n, on arrivera & m > n, donc m = n. Ensuite, en reprenant le méme calcul,
on arrive a :

(al, — a,).b" = —(a,

L= ap_1) b = = (a] = a1).b = (af — ap).

Si I’on suppose que a), — a, # 0, en effectuant toujours les mémes calculs, on arrive a :

< lal —an| bt € (B=1)b0"t 4+ (b=-1)b+(b-1)
< (b=1).00" 4 +b+1)
-
soit : 8" < b" —1 ce qui est impossible

Donc a,, = a, ; en raisonnant de la méme facon, de proche en proche, on montre ainsi
que a; = a; pour tout ©. ©

Les nombres a;, tous strictement plus petits que la base b, constituent les symboles
utilisés pour “écrire” un nombre entier. On les appelle “chiffres de numération” en
base b.

e La base en général utilisée est la base “dix” (qui se représente par “10” en base dix !);
c’est la numération décimale. Les chiffres utilisés sont les “chiffres arabes”.

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Dans ce cas on ne met pas de trait au—dessus des chiffres.
Ainsi le nombre 1 x 10% 49 x 102 +9 x 10 + 8 s’écrit 1998.

¢ Si la base de numération b est inférieure ou égale a dix, on utilise les chiffres arabes
0,1,2... pour représenter les b premiers entiers naturels dans 1’ordre croissant. On
s’arréte au chiffre représenté par b — 1.

Exemple : 3 x 53 + 2 x 52 4+ 5 + 1 s'écrit 3211".

e Si b est strictement plus grande que dix, on rajoute des symboles qui sont des chiffres
(mais plus les chiffres arabes), en général o, 3,7, ...

Exemple : Si b vaut douze, (qui s’écrit 12 en base dix), on prend comme chiffres
supplémentaires o pour représenter dix, 8 pour représenter onze.

Le nombre 5 x 12* + a x 123 + 3 x 122 4+ 4 x 12 + 9 s’écrit 5aﬂ49(12).

Ce nombre se représente dans la base dix par :

5x 128 4+10x 122 +11 x1224+4%x 1249
5% 20736 +10 x 1728 +11 x 144 +4 x 12+9 = 122601

¢ Présentation pratique : Par exemple, écrire en base huit I’entier naturel a qui se
représente par 343 en base dix.

343 |8
23 |42 |8
71 2|5
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On obtient donc
a = 42x8+T7=[5x8+2)x8/+7
= Hx8&+2x8+7

et a est représenté en base huit par : a = 527 ®),

On remarque donc qu’on peut connaitre directement 1’écriture en base huit a partir du
tableau des divisions euclidiennes successives, en lisant de droite a gauche le dernier
quotient qui est le chiffre as, le dernier reste pour a; et ’avant-dernier reste pour a.

Exercice 7 : Quelle est 'écriture de b en base b, b€ N, b > 27
Exercice 8 : Ecrire en base sept, le nombre dont 1’écriture décimale est 1998.
Exercice 9 : Ecrire en base douze, le nombre qui s’écrit 53660 (®) en base huit.

¢ Comparaison de deux entiers écrits en base b :

Proposition 2.1.
Quel que soit I'entier naturel = écrit dans le systéme de base b :

(
T=0,0p—1.-- alao‘b)

avec a, # 0, on a
" < z < bn+1

o Preuve :

% Puisque chacun des nombres ag,ay,...,a, est strictement inférieur a b, d’apres la
propriété () page 8, chacun d’eux est inférieur ou égal a b—1, d’ou :

e (b=1)b"+---+(b—1)b+(b-1),

< (b= +b" 4+ b+1),

ce qui donne en utilisant 'identité remarquable 5"*! —1 = (b—1)(b"+b" "'+ -+ b+1)
z < b — 1, soit ¢ < b7

* D’autre part ¢ = a,b"+y avecy = 1.0 14 4aj.btaget0<a, <b=a, 2> 1.
On déduit que z > b*. o

Proposition 2.2.

o Si deux nombres = et z' écrits en base b n’ont pas le méme nombre de chiffres, le
plus grand est celui qui s’écrit avec le plus de chiffres.

e Si deux nombres z et z' écrits en base b ont le méme nombre de chiffres, on regarde
le premier rang en partant de la gauche ou les chiffres sont distincts. Le plus grand
nombre est celui qui a le plus grand chiffre a ce rang-Ia.

o Preuve :

e Siz =a,.  aiay® an+ 1 chiffres avec a,, #0 et ' =al, ... a’la’o(b) an' + 1 chiffres
avec a', 0, on a b” < = < b+l et bV < @' < bV

Sin <7, alors n+1 < n' et par suite b” < z < b"t! < W L < bVt Donz <.
oSiz=a——am® et =a ...da," ont n+ 1 chiffres avec a, # 0 et al, # 0,
—sia, < a, c’est-a-dire a,+1 < a,, puisque £ = a,.b"+7r,0 < r < V" et 2’ = @, 0" +7',

18



LECON 2.

0<r<b* ona
anb” < < (a, +1).0" et a,.b" <2z’ <(a,+1).0",
soit : anb” <z < (ap+1).b" € @, b" < &' < (a), +1).b" donc z < z'.
— si a, = a), et s'il existe un rang p tel que a, < a, et pour tout indice k tel que
p<k<n,a,=aj,ona:
T — (@nln 1. G0 )P = a1 aige® =1, et

{
! (b +1 _ 1 0 —
g — (@alno1 - GppD).bPT = ala), ;... aag = 7.
On raisonne comme précédemment avec r et r et, comme a, < a
immédiatement que 7 < 7’ donc que z < z'. ¢

!

» on en déduit

321642"" > 3915427 car au quatriéme rang en partant de la gauche 6 > 5, et
> BABB" car 123852 a plus de chiffres que ABBB"" .

2. Division euclidienne dans Z.

Théoreme 2.4.
Etant donnés a € Z et b € Z — {0}, il existe un couple unique d’entiers (g,) tels
que :
a=bg+r
{O <r< |y

q est encore appelé quotient de la division euclidienne de a par b et 7 le reste.

La preuve de ’existence de la division euclidienne tient lieu de méthode pratique de
recherche du quotient et du reste dans le cas ou un des entiers est négatif :

o Preuve :

¢ Existence :

1) Cas ot a € N, b € N — {0} : on est ramené au cas de la division euclidienne dans N.
2) Casoua€Z_,be N-—{0} : on effectue la division euclidienne de —a € N par
be N-{0}:

PR ¥ ]
{ 8 =i ¥ avec ¢ € N, 7' € N, uniques.

0<r'<b
a)sir" =0, alorsa=0b(—¢");g=—¢ et r=0.
b) sir' #0,a=0b(—q)—r"avec 0 < 7' <b.
Mais ce résultat n’est pas la division euclidienne de a par b car (—r') n’est pas positif.
Onécrit : a =b(—¢' = 1) +b—1r'.
L’inégalité : 0 < 7' < b entraine —b < —7' <0 et doncb—b<b—7' <b.
Sionposeq=—¢ —letr=b—7",onauraa=>bg+r avec 0 < r < b.
3)Sia €N, be Z_ - {0}, on effectue la division euclidienne de a par (-b) :

a=(-b)g +r,¢d eENreN, 07 < b

Ceci peut encore s'écrire : a = b(—¢') +7';9=—¢ et r=17'.
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4)Sia€Z_, be Z_— {0}, on effectue la division euclidienne de (—a) par (=b) :
—a=(-b)gd+r,d eNreN 0o <[}

a)sir' =0, alorsa=0b¢;¢g=q et r=0.
b)sir' #0,a=bg —r avec 0 < 7' < [b].
Mais (—r') n’est pas un reste car il est négatif.
Donca=b(¢ +1)—b—71',soita=0bg+7,avecg=¢ +1letr= |b| — 7', (alors
0<(=b=1")<1b]).
e Unicité de g et r. Supposons qu’il existe ¢ € Z, r € N, { g ; iq<+|;|
a="bgd +1
07 <|b

bg+r=0bq + 1 N o "o
a2 A { b—(lqb|_<q kil oy » =t { l)blélqlr_' 3l7«|—<|r|bl_r|
07 < bl %

Sir' #r,c-a~d |r' —r| # 0, on aurait |g— ¢'| # 0, donc |g —¢'| > 1 et |b].lg—¢'| > [b],
ce qui est contradictoire avec |7’ — 7| < |b]. Donc ' =r et delag=4q". o

et qu'il existe ¢ € Z, ' € N, {

Quand on effectue une division euclidienne dans Z, bien vérifier que le reste est un
nombre positif ou nul, inférieur a la valeur absolue du diviseur.

Exemples :
l.a=—-47Tetb=6":

47 = 6x7+5

a7 = X (=T + (-5)

47 = 6x(=8)+6+(=5)

—47 = 6x(-8)+1 avec0L1<6

Donc, dans la division euclidienne de —47 par 6, le quotient est —8 et le reste 1.

2. a=4Tetb=—6:

47 = 6x7+5

—47 = (-6)x (-7)+5 avec0<5<6
Donc, dans la division euclidienne de 47 par —6, le quotient est —7 et le reste 5.
3.a=—-4Tetb=-6:
47 = 6x7+5

—47 (—6) x 7+ (=5)

—47 = (—-6)x8+6+(-5)

—47 = (-6)x8+1 avec0g1<6

Donc, dans la division euclidienne de —47 par —6, le quotient est 8 et le reste 1.
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