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Cette brochure a été écrite a l’origine a l’'intention des professeurs de lycée
de I’académie de Besancon qui ont assisté a un stage MAFPEN intitulé “Arithmétique
en vue de I’enseignement de spécialité en Terminale S”.

Le but de ce travail n’était pas de proposer des cours-types mais de rappeler
les notions fondamentales d’arithmétique dans Z tout en les rattachant aux notions
sous-jacentes d’arithmétique dans un anneau euclidien, principal ou factoriel.

Les lecons s’appuient chacune sur un point particulier de ces notions :

la lecon 1 donne le vocabulaire de la divisibilité commun a tout anneau commutatif
integre.

*

la lecon 2 s’attache & I’aspect “anneau euclidien” de Z (algorithme d’Euclide).

*

la leon 3 s’attache & I’aspect “anneau principal” de Z (théoréme de Bézout).

*

*

la lecon 4 s’attache a l'aspect “anneau factoriel” de Z (existence et unicité de la
décomposition).

Le point de vue pédagogique adopté face a des éleves de Terminale S sera
certainement différent de celui-ci.

Nous donnons en annexe quelques algorithmes permettant de programmer
certains calculs sur calculatrice (sauf, peut-étre, le crible d’}::)ratosthéne).

Les T.P. ne sont pas, a priori, a réinvestir tels quels en Terminale ; il s’agissait
principalement par leur biais d’appliquer et de développer, lors du stage, les résultats
énoncés dans les lecons. Ils ont donné lieu a des calculs pratiques et a l'utilisation
d’ordinateurs.
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LECON 1.

LECON 1.

Divisibilité dans N et Z.

1. Quelques propriétés utiles de N et Z.

Il existe dans N et dans Z une addition, une multiplication et une relation d’ordre total
vérifiant :

+ et X sont internes, commutatives, associatives, possédent un élément neutre noté 0
pour 'addition, 1 pour la multiplication.

Les éléments de N, a part 0, n’ont pas d’opposé dans N ; ce qui se traduit par :

VneN,VmeN, (n+m=0)=(n=m=0)

Tout entier relatif @ a un opposé dans Z, noté —a : a + (—a) = 0.
(Z,+) est un groupe abélien.
Tout élément de Z est régulier pour I’addition.

La multiplication est distributive par rapport a 1’addition dans Z.
(Z,+, x) est un anneau commutatif et intégre :

VaeN,VbeN, (ab=0) <= (a=00ub=0)
Tout élément de Z — {0} est régulier pour la multiplication.

Définition 1.1.
n est inversible dans N s’il existen' € N, nn' =1 ;
a est inversible dans Z s’il existe o' € Z, aa’' = 1.

Les éléments de N et Z n’ont pas d’inverses pour la multiplication sauf 1 inversible
dans N, et 1, —1 qui sont les seuls inversibles de Z :

VneN,VmeN, (nm=1)= (n=m=1)
VneZ,VYmeZ,(nm=1)=(n=m=1oun=m=-1)
La relation d’ordre définie dans N par
neN,meN, (n<m) < (deN, n+d=m)

est compatible avec 1’addition et la multiplication de N; de méme que l’ordre strict
(qui n’est pas une relation d’ordre) défini par :

neN,meN, (n<m) < (3deN,d#0,n+d=m)
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N est un ensemble bien ordonné par < c-a—d. :
Proposition 1.1. Principe du bon ordre
Toute partie non vide S de N admet un plus petit élément.

On en déduit que l'ordre sur N est total (S = {a,b} a un plus petit élément donc deux
entiers sont toujours comparables), que ]0,1[y= @ (sinon, il existerait z dans N plus
petit élément de ]0,1[; alors 0 < z < 1 entraine 0 < z? < £ < 1 en multipliant par z,
ce qui est contradictoire avec z plus petit élément de ]0, 1[).

Conséquence :
beN, (b>0) < (b2>1)
puis
neEN, (n>a) & (n2a+1) (¥
Tout entier naturel n a un successeur n + 1.

Tout entier naturel non nul n a un prédécesseur n — 1.
0 n’a pas de prédécesseur.

On prolonge la relation d’ordre a Z par :
neZ meZ, (n<m) < (AdeN, n+d=m)

Z,={n€Z,0<n}=NetZ_={n€Z;n<0}.

(Z,+, x, <) est un anneau totalement ordonné (compatibilités de < avec + dans Z et
avec x dans Z,), mais Z perd le principe du bon ordre.

On a encore la propriété (*) sur Z.

2. Définitions.

Définition 1.2.
Soient a € Z, b € Z, on dit que b divise a et on écrit

bla

si et seulement si il existe ¢ € Z, a = bg.

Vocabulaire :

b est un diviseur de a, a est divisible par b ou a est un multiple de b.
“b ne divise pas a” se note b { a.

Remarques :
1. Avec cette définition, 0 | O est correct.
2.Va€Z,alO.
3.Va€Z,1|aet—1]a.
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Définition 1.3.
Un entier naturel p > 1, est appelé nombre premier s’il n’a pas dans N d’autre

diviseur que 1 et lui-méme.
Un entier naturel plus grand que 1 qui n’est pas premier est dit composé.

Remarque :
Il est a remarquer avant toute chose que 1 n’est pas un nombre premier.

Notation :
a étant donné dans Z, on note aZ ’ensemble de tous ses multiples dans Z :

aZ = {ak, k € Z}
0, a, —a € aZ.

Proposition 1.2.

a€Z,beZ,(b|la) < (a€bZ) < (aZ C bZ)

Exercice 1 : Montrer que :
Va€Z,VbeZ,(a|betb|a)= (a==b).

Définition 1.4.

Sia|betb|a dansZ,a etb sont dits associés. Dans Z, les nombres associés sont
donc égaux ou opposés.

Un diviseur propre de a est un diviseur de a qui n’est ni inversible, ni associé a a.
Un élément irréductible est un élément qui n’est pas inversible et qui n’a pas de
diviseur propre.

Remarque :
Les irréductibles de Z sont les nombres premiers et leurs opposés.

3. Propriétés de la divisibilité dans N et Z.

Proposition 1.3.

l.Va€Z,a | a  réflexivité
2.Ya€Z,VbeZ,Vc€Z,(a|betb|c)=(a|c)  transitivité
3.VaeN,VbeN, (a|betb|a)= (a=b) antisymétrie.

Donc | est une relation d’ordre dans N.

Cet ordre est partiel : 2 { 3 et 3 1 2.

Ce n’est pas un ordre dans Z mais un préordre, car il n’y a pas ’antisymétrie.

Exercice 2 : Montrer :

Va€eZ,VbeZ, (d|aetd|b)=>(\7’a:,y EZ,d|(am+by)).
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Exercice 3 : Déterminer toutes les valeurs de n de N vérifiant :
D)n|(n+8).
2) (n=1)| (n+1).
3) (n—4) | (3n+ 24).

Attention : Il y a souvent de “fausses intuitions” en arithmétique :
a|cetb|cn'entraine pas ab | c. Exemple : 6 | 12 et 4 | 12 mais 24 1 12.
d | ab n’entraine pas d | a ou d | b. Exemple : 6 | 3 x 4.

(cf. théoreme de Gauss et corollaires).

Proposition 1.4. Lien entre < et |
Sia | b, alors |a| < |b] oud=0.

o Preuve :
Si b # 0, alors b = ag avec a # 0 et ¢ # 0, donc [b] = [a].|g| et lg| est un élément de N
non nul, donc |g| > 1 (cf. page 2), donc [b] > |a]. ©

Corollaire 1.4.1.
Sibe N—{0} et a € N est un diviseur propre de b, alors 1 < a <b.

4. Propriétés élémentaires des nombres premiers ou com-
posés.

Théoréeme 1.1.
Tout nombre entier naturel n > 1 a un diviseur premier.

D’apres le principe du bon ordre, S = {g €N, ¢ |n,1<g < n} est une partie non
vide de N. 1l est facile de montrer alors que le plus petit élément de S est premier.

Théoreme 1.2.
Tout nombre entier naturel n > 1 se décompose en un produit fini de nombres
premiers.

o Preuve :
e Si n est premier, c’est fini.
e Si n n’est pas premier, n admet un diviseur premier p; qui vérifie 1 < p; car 1 n’est
pas un nombre premier et p; < n car n n’est pas premier (donc p; # n) et p; divise n
(donc p; € m). On obtient alors n = p;.n; avec 1< n <n.

* Si ny est premier, c’est fini.

+ Si n; n’est pas premier, on recommence : il existe p, premier, 1 < py < 7, tel
que n; = pa.ng avec 1 < ng < nj.
Et ainsi de suite... On construit ainsi une suite strictement décroissante d’entiers
naturels tous strictement supérieurs a 1; cette suite est nécessairement finie; soit ny
son dernier terme (qui est aussi le plus petit) : n; est nécessairement un nombre premier,
sinon, toujours selon la méme construction, on obtiendrait un entier n4; et un nombre
premier piy; tels que ng = Pri1.nkg1 avec 1 < npyy < 1y et 1 < pr+1 < my ce qui est

10
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impossible d’aprés la définition de nj. Donc, n;, est premier et n = py.ps..... Pr.Nj qui
est bien une décomposition de n en un produit fini de nombres premiers. o

Théoréeme 1.3. (d’Euclide !)
L’ensemble des nombres premiers est infini.

o Preuve :
Par I’absurde : soit P ’ensemble des nombres premiers. Supposons qu’il est fini et
écrivons P = {p1,p2,...,Pn} o les p; sont rangés dans l'ordre croissant. Le nombre

Nn=p Xpy X+ Xpp+1>p, €P.
Il est donc composé et admet, d’apres le théoreme 1.1., un diviseur premier noté d qui

est I'un des p;. Mais alors d | n et d | [] p; donc d divise 1; donc d = 1; absurde car
=1
1 n’est pas premier. ©

e Crible d’Eratosthéne 2

Lemme 1.1.
Tout entier n > 1 , non premier, admet au moins un diviseur premier p vérifiant

p* < n.

o Preuve :

Montrons d’abord que n admet un diviseur propre m vérifiant m?> < n : en effet, n
étant composé, s'écrit n = a.f avec 1 < a <netl < B < n;donc m=min{a, }.

Si m est premier, on a terminé; sinon, m admet un diviseur premier p qui, d’'une part
divise n, d’autre part vérifie p> < m?> < n. o

C’est en s’appuyant sur le lemme 1.1. qu’Eratosthéne a construit sa méthode pour
donner tous les nombres premiers inférieurs ou égaux a un nombre donné n € N.
Supposons par exemple ici que n = 100.

— On écrit la liste des nombres plus petits que 100 ; on barre 1 qui n’est pas premier et
2 est un nombre premier car il n’a pas de diviseurs dans N autres que 1 et lui-méme.
— On barre alors dans la liste tous les multiples de 2 ; le premier nombre non barré
différent de 2 qui apparait est nécessairement premier. En effet puisqu’il n’est pas barré
c’est qu’il n’est multiple d’aucun nombre plus petit que lui-méme, sauf de 1.

3 n’est pas barré; il est donc premier.

— On barre ensuite dans la liste tous les multiples de 3 ; le plus petit nombre non barré
qui apparait alors, différent de 2 et 3, est premier, car s’il n’est pas barré c’est qu’il n’est
multiple d’aucun des nombres qui lui sont inférieurs; il est donc divisible uniquement
par 1 et lui-méme etc...

— D’apreés le lemme 1.1., on s’arréte quand le plus petit nombre qui n’a pas été rayé
est strictement plus grand que /n.

!Mathématicien grec (= 330 av. JC-= 275 av. JC).
?Mathématicien né & Cyréne (=~ 276 av. JC-=~ 194 av. JC).

11
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Nombres premiers de 1 a 100

FRIONOIVAICIFAICIE AR AR
@) | 12| @) | 14| 25 | 26| (D | 28] 19 | 20
or | 27| (33 | 24| 25| 26| 27 | 26| Q9 | 30
(B | 32| 38 | 34| 35| 36| B7) | 38| 39 | 40
@) | 42 | @) | 44| 45| 46| (@7) | 48| 45 | 56
5t | 57| 63) | 54| 55| 56| 57 | 58| 69 | 56
6)) | 67| 63 |84| 65| 56| €7) | 58| 59 | 2o
@) | 22| @) | | 75 | 26| 77 | 28| @) | 80
st | 87| @3) | 84| 85| 86| 87 | 58| (B9 | 9&
9t | 97| 93 | 94| 95| 96| (07) | 98| 99 | 166

On s’arréte a 11 non barré car 11 > +/100.
Tous les autres nombres qui restent non barrés sont premiers.

Voir en annexe page 65 un algorithme basé sur le crible d’Eratosthéne.

COMMENTAIRES :

On voit ici, adaptés & Z, le vocabulaire et les propriétés de la divisibilité dans tout
anneau commutatif et intégre. En revanche, I’existence d’un diviseur premier pour tout
nombre naturel est basée sur le principe du bon ordre < de N. On ne trouvera donc
pas nécessairement de propriété analogue dans un anneau non ordonné.

12
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LECON 2.

Division euclidienne dans N et Z et applications.

1. Division euclidienne dans N.

1.1. Existence de la division euclidienne dans N.

Théoréme 2.1. (Lemme d’Archiméde!)
Soit a,b € N, b# 0. Alors il existe un entier naturel n tel que nb > a.

Le lemme d’Archimede signifie qu’on peut toujours “dépasser” n’'importe quel entier
a, en ajoutant un certain nombre de fois un autre entier b # 0 & lui-méme, b étant
éventuellement plus petit que a.

| | | |
1 |

0 b 2b 3b - nb

En effet, puisque b > 0 est équivalent a b > 1, alors (a + 1)b > (a+ 1) > a.

Théoreme 2.2.
Quels que soient a € N et b € N — {0}, il existe un unique couple d’entiers naturels
(p,q) vérifiant :
a=bg+r
{0 <r<b

o Preuve :

La preuve de ce théoréme s’appuie sur le lemme d’Archiméde et le principe du bon
ordre.

— Existence : S = {s € N, bs > a}. S # @ (lemme d’Archiméde). D’apres le principe
du bon ordre, S admet un plus petit élément ¢.

t# 0 (sinon b x 0 > a > 0), il a donc un prédécesseur ¢ € N: ¢t = ¢ + 1.

(g < t) = (¢ € S) puisque ¢ en est le plus petit élément. Donc bg < a. D’autre part
(t € S) = (bt > a), soit

(2.1) bg<a<b(g+1)

D’ou lexistence d'un couple (g,7) répondant  la question, en posant 7 = a — bq.
— Unicité :

a=bg+r=0¢+7r

0<r<b

0<r<b

!Mathématicien grec né a Syracuse (262 av. JC-190 av. JC).

13
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Supposons ' > 7; on a b(g — ¢') = ' —r avec r —r > 0. D’autre part, » > 0
donc 7' —r < ' < b. Il vient alors 0 < b(g — ¢') < b, soit, puisque b n’est pas nul,
0<g—-¢ <1

Comme il n’y a pas d’entier strictement compris entre 0 et 1, on conclut que
nécessairement q = ¢' et, de ce fait,r =7'. o

Définition 2.1.

L’opération permettant de passer du couple (a,b),a €N, b €N, b # 0 au couple
(g,7) s’appelle “la division euclidienne de a par b,

q et r sont respectivement le quotient et le reste de cette division.

En général a est appelé le dividende et b, le diviseur de la division euclidienne.
Remarques :

1. Dans la division euclidienne, il est hors de question que b = 0 (cf. lemme
d’Archimeéde).

2.8Ma<bg=0etr=a;

3. a > bg puisque r > 0, et du fait que b > 1, alors a 2> ¢.

Dans N, le dividende est toujours supérieur ou égal au quotient.

Exemples :

26 = 4 x 6 + 2 représente la division euclidienne de 26 par 4, ou par 6.
25 = 7 x 3 + 4 représente la division euclidienne de 25 par 7.
10 = 3 x 2 + 4 n’est pas une division euclidienne.

1.2. Un critere de primalité.

Voici une méthode simple pour tester si un nombre est premier, issue du lemme 1.1.
(crible d’Eratosthéne) et de la division euclidienne dans N :

e Propriété: | Sin=pg+r, 07 <p, alors (g<p) <= (P*>n). |

o Preuve :

xSoitn=pg+r (0<r<p).DansN, ¢g<p < ¢+1<p;
pg+r<pg+p<plg+1) <P

*n < p? = pq+r<p2;doncpq<p2carr}O;d’oilq<p(p>0). o

Pour tester si un nombre est premier, on peut donc aussi regarder les quotients ¢ des
divisions euclidiennes de n par les différents p premiers. On s’arréte soit si un reste est
nul (dans ce cas le nombre est composé), soit lorsque le quotient devient inférieur au
diviseur sans qu’aucun reste n’ait été nul (dans ce cas le nombre est premier).

Tl faut d’abord disposer d’une table des premiers entiers premiers, obtenue par exemple
par le crible d’Eratosthéne.

On pourra affiner la recherche en utilisant des critéres de divisibilités apparentes (voir
les exercices & la fin de cette lecon).

14
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Exemple : n = 911.

lplg[r]
2 [ 455 1
3 303 2
5 182 1
7 [130] 1
11829
3] 70 | 1
17| 53 |10
19| 47 |18
23| 39 |14
29 | 31 | 12
31] 29 | 12

Dans la derniére division euclidienne, le quotient est strictement plus petit que le
diviseur premier, sans que le reste ne soit nul . Donc 911 est premier.

Voir en annexe page 66 un algorithme de critére de primalité.

Exercice 4 : On effectue une division euclidienne en base dix : le dividende est égal &
53 et le reste a 5. Quels peuvent étre le diviseur et le quotient ?

Exercice 5 : On divise un nombre a par un nombre b. On trouve pour quotient 109 et
pour reste 3057. Quels nombres entiers naturels peut—on ajouter a la fois au dividende
et au diviseur pour ne pas modifier le quotient ?

Exercice 6 : On divise deux entiers distincts a et b par leur différence a —b. Comparer
les quotients et les restes obtenus.

1.3. Systemes de numération dans N.

C’est la représentation de nombres entiers par un nombre fini de symboles appelés
chiffres, comme on écrit des mots avec des lettres.

Soit b € N, b > 2, soit 1’entier naturel :
b +a, 10"+t ab+a
avec 0 < a, < bet 0< a; <bpourtout:e {1,2,...,n—1}.

On convient de noter ce nombre de la maniére suivante :

(
Anlpn—_10n—2 ... alag\b)

b est appelé “base de numération”.

Théoréme 2.3.

Tout entier naturel admet une représentation unique dans le systéme de numération
de base b, b € N, b > 2.

15
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o Preuve :
Existence : Soit a un entier naturel :
e Sia < b, a est représentable par un des chiffres.
e Sia > b, on effectue la division euclidienne de a par b et on obtient a = bgy +7¢
avec q; #0 et 0 < 7o < b.
% Si g < b, a=q; X b+ ) se représente par qi7.
x Si g, > b, on divise & nouveau ¢; par b et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on
obtienne un quotient non nul g, et inférieur strictement a b.

On a alors la succession de divisions euclidiennes :

a = bgy + 7o, 0 mp <b, a1 #0
q1 = bga + 11, 0 <b, 92 #0

g2 = bgs + 72, 0L ry < b, g3 #0

Qn—l = bCIn + Tn—1, 0 < Tn—1 < b, 0 < qn < b
Ce qui donne en remplagant successivement :

a=qub" + 7 "+ ribtT

N ( . ’ .j® ’
Dot a = 57— 7m0, L’existence d’une telle décomposition est donc assurée.
dnTn—-1 170

Unicité : il s’agit de prouver que l'indice n est unique et les entiers an,an—1,...,a1,ao,
tous strictement inférieurs a b, a,, non nul, sont uniques.
Supposons que a admette deux décompositions selon la base b :

a=a,b"+ - +arb+ag=a,b"+ - +ap.b+ag

avecn € Nym € N,a; € Nya; < b,a, #0, a} € N,a} < b, al #0.

Supposons par exemple n < m.

On obtient par différence :

a b™+ -+ (a, — ay).b" + -+ (a] —a1).b+ (ag — ag) = 0. Donc :

a b™=—a b — ... —(a), — a,).b" — - — (a) — a1).b — (ag — ap). D’otr :

lal, b = |—ah b == (an —an)b" — - — (a1 — a1).b — (ag — )]
€ T [ v+ iy a2+ Lo — b+ e — ao

Or,lga’mgb 1,0<a, ;,<b-1,...,0<a;<b-1et0< a; <b—1donc

—(b-1)<a} - b—1 donc |a;} —aJI b—l on en déduit :
b'"<|a;n.bm| < (b-Db™ 4+ (=10 4+ (b-1)0+(b-1)
< (=10 4 b+ b+ 1)
< (b-1) 1—bm
soit : ™ £ b"—1 ce qu1 est impossible
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Donc n > m ; si I’on suppose m < n, par le méme raisonnement en échangeant les roles
de m et n, on arrivera & m > n, donc m = n. Ensuite, en reprenant le méme calcul,
on arrive a :

(al, — a,).b" = —(a,

L= ap_1) b = = (a] = a1).b = (af — ap).

Si I’on suppose que a), — a, # 0, en effectuant toujours les mémes calculs, on arrive a :

< lal —an| bt € (B=1)b0"t 4+ (b=-1)b+(b-1)
< (b=1).00" 4 +b+1)
-
soit : 8" < b" —1 ce qui est impossible

Donc a,, = a, ; en raisonnant de la méme facon, de proche en proche, on montre ainsi
que a; = a; pour tout ©. ©

Les nombres a;, tous strictement plus petits que la base b, constituent les symboles
utilisés pour “écrire” un nombre entier. On les appelle “chiffres de numération” en
base b.

e La base en général utilisée est la base “dix” (qui se représente par “10” en base dix !);
c’est la numération décimale. Les chiffres utilisés sont les “chiffres arabes”.

0,1,2,3,4,5,6,7,8,9

Dans ce cas on ne met pas de trait au—dessus des chiffres.
Ainsi le nombre 1 x 10% 49 x 102 +9 x 10 + 8 s’écrit 1998.

¢ Si la base de numération b est inférieure ou égale a dix, on utilise les chiffres arabes
0,1,2... pour représenter les b premiers entiers naturels dans 1’ordre croissant. On
s’arréte au chiffre représenté par b — 1.

Exemple : 3 x 53 + 2 x 52 4+ 5 + 1 s'écrit 3211".

e Si b est strictement plus grande que dix, on rajoute des symboles qui sont des chiffres
(mais plus les chiffres arabes), en général o, 3,7, ...

Exemple : Si b vaut douze, (qui s’écrit 12 en base dix), on prend comme chiffres
supplémentaires o pour représenter dix, 8 pour représenter onze.

Le nombre 5 x 12* + a x 123 + 3 x 122 4+ 4 x 12 + 9 s’écrit 5aﬂ49(12).

Ce nombre se représente dans la base dix par :

5x 128 4+10x 122 +11 x1224+4%x 1249
5% 20736 +10 x 1728 +11 x 144 +4 x 12+9 = 122601

¢ Présentation pratique : Par exemple, écrire en base huit I’entier naturel a qui se
représente par 343 en base dix.

343 |8
23 |42 |8
71 2|5
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On obtient donc
a = 42x8+T7=[5x8+2)x8/+7
= Hx8&+2x8+7

et a est représenté en base huit par : a = 527 ®),

On remarque donc qu’on peut connaitre directement 1’écriture en base huit a partir du
tableau des divisions euclidiennes successives, en lisant de droite a gauche le dernier
quotient qui est le chiffre as, le dernier reste pour a; et ’avant-dernier reste pour a.

Exercice 7 : Quelle est 'écriture de b en base b, b€ N, b > 27
Exercice 8 : Ecrire en base sept, le nombre dont 1’écriture décimale est 1998.
Exercice 9 : Ecrire en base douze, le nombre qui s’écrit 53660 (®) en base huit.

¢ Comparaison de deux entiers écrits en base b :

Proposition 2.1.
Quel que soit I'entier naturel = écrit dans le systéme de base b :

(
T=0,0p—1.-- alao‘b)

avec a, # 0, on a
" < z < bn+1

o Preuve :

% Puisque chacun des nombres ag,ay,...,a, est strictement inférieur a b, d’apres la
propriété () page 8, chacun d’eux est inférieur ou égal a b—1, d’ou :

e (b=1)b"+---+(b—1)b+(b-1),

< (b= +b" 4+ b+1),

ce qui donne en utilisant 'identité remarquable 5"*! —1 = (b—1)(b"+b" "'+ -+ b+1)
z < b — 1, soit ¢ < b7

* D’autre part ¢ = a,b"+y avecy = 1.0 14 4aj.btaget0<a, <b=a, 2> 1.
On déduit que z > b*. o

Proposition 2.2.

o Si deux nombres = et z' écrits en base b n’ont pas le méme nombre de chiffres, le
plus grand est celui qui s’écrit avec le plus de chiffres.

e Si deux nombres z et z' écrits en base b ont le méme nombre de chiffres, on regarde
le premier rang en partant de la gauche ou les chiffres sont distincts. Le plus grand
nombre est celui qui a le plus grand chiffre a ce rang-Ia.

o Preuve :

e Siz =a,.  aiay® an+ 1 chiffres avec a,, #0 et ' =al, ... a’la’o(b) an' + 1 chiffres
avec a', 0, on a b” < = < b+l et bV < @' < bV

Sin <7, alors n+1 < n' et par suite b” < z < b"t! < W L < bVt Donz <.
oSiz=a——am® et =a ...da," ont n+ 1 chiffres avec a, # 0 et al, # 0,
—sia, < a, c’est-a-dire a,+1 < a,, puisque £ = a,.b"+7r,0 < r < V" et 2’ = @, 0" +7',
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0<r<b* ona
anb” < < (a, +1).0" et a,.b" <2z’ <(a,+1).0",
soit : anb” <z < (ap+1).b" € @, b" < &' < (a), +1).b" donc z < z'.
— si a, = a), et s'il existe un rang p tel que a, < a, et pour tout indice k tel que
p<k<n,a,=aj,ona:
T — (@nln 1. G0 )P = a1 aige® =1, et

{
! (b +1 _ 1 0 —
g — (@alno1 - GppD).bPT = ala), ;... aag = 7.
On raisonne comme précédemment avec r et r et, comme a, < a
immédiatement que 7 < 7’ donc que z < z'. ¢

!

» on en déduit

321642"" > 3915427 car au quatriéme rang en partant de la gauche 6 > 5, et
> BABB" car 123852 a plus de chiffres que ABBB"" .

2. Division euclidienne dans Z.

Théoreme 2.4.
Etant donnés a € Z et b € Z — {0}, il existe un couple unique d’entiers (g,) tels
que :
a=bg+r
{O <r< |y

q est encore appelé quotient de la division euclidienne de a par b et 7 le reste.

La preuve de ’existence de la division euclidienne tient lieu de méthode pratique de
recherche du quotient et du reste dans le cas ou un des entiers est négatif :

o Preuve :

¢ Existence :

1) Cas ot a € N, b € N — {0} : on est ramené au cas de la division euclidienne dans N.
2) Casoua€Z_,be N-—{0} : on effectue la division euclidienne de —a € N par
be N-{0}:

PR ¥ ]
{ 8 =i ¥ avec ¢ € N, 7' € N, uniques.

0<r'<b
a)sir" =0, alorsa=0b(—¢");g=—¢ et r=0.
b) sir' #0,a=0b(—q)—r"avec 0 < 7' <b.
Mais ce résultat n’est pas la division euclidienne de a par b car (—r') n’est pas positif.
Onécrit : a =b(—¢' = 1) +b—1r'.
L’inégalité : 0 < 7' < b entraine —b < —7' <0 et doncb—b<b—7' <b.
Sionposeq=—¢ —letr=b—7",onauraa=>bg+r avec 0 < r < b.
3)Sia €N, be Z_ - {0}, on effectue la division euclidienne de a par (-b) :

a=(-b)g +r,¢d eENreN, 07 < b

Ceci peut encore s'écrire : a = b(—¢') +7';9=—¢ et r=17'.
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4)Sia€Z_, be Z_— {0}, on effectue la division euclidienne de (—a) par (=b) :
—a=(-b)gd+r,d eNreN 0o <[}

a)sir' =0, alorsa=0b¢;¢g=q et r=0.
b)sir' #0,a=bg —r avec 0 < 7' < [b].
Mais (—r') n’est pas un reste car il est négatif.
Donca=b(¢ +1)—b—71',soita=0bg+7,avecg=¢ +1letr= |b| — 7', (alors
0<(=b=1")<1b]).
e Unicité de g et r. Supposons qu’il existe ¢ € Z, r € N, { g ; iq<+|;|
a="bgd +1
07 <|b

bg+r=0bq + 1 N o "o
a2 A { b—(lqb|_<q kil oy » =t { l)blélqlr_' 3l7«|—<|r|bl_r|
07 < bl %

Sir' #r,c-a~d |r' —r| # 0, on aurait |g— ¢'| # 0, donc |g —¢'| > 1 et |b].lg—¢'| > [b],
ce qui est contradictoire avec |7’ — 7| < |b]. Donc ' =r et delag=4q". o

et qu'il existe ¢ € Z, ' € N, {

Quand on effectue une division euclidienne dans Z, bien vérifier que le reste est un
nombre positif ou nul, inférieur a la valeur absolue du diviseur.

Exemples :
l.a=—-47Tetb=6":

47 = 6x7+5

a7 = X (=T + (-5)

47 = 6x(=8)+6+(=5)

—47 = 6x(-8)+1 avec0L1<6

Donc, dans la division euclidienne de —47 par 6, le quotient est —8 et le reste 1.

2. a=4Tetb=—6:

47 = 6x7+5

—47 = (-6)x (-7)+5 avec0<5<6
Donc, dans la division euclidienne de 47 par —6, le quotient est —7 et le reste 5.
3.a=—-4Tetb=-6:
47 = 6x7+5

—47 (—6) x 7+ (=5)

—47 = (—-6)x8+6+(-5)

—47 = (-6)x8+1 avec0g1<6

Donc, dans la division euclidienne de —47 par —6, le quotient est 8 et le reste 1.
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3. Algorithme d’Euclide.

On effectue la division euclidiennede a € Z parb € Z—{0}: a = bg+r avec 0 < r < |b;
puis on divise bparr : b=7r¢ +r' avec0 < 7' <7 ...

Jusqu’ou aller?

La succession des restes obtenus vérifiant |b| > » > r'--- > 0, est une succession
strictement décroissante d’entiers naturels; elle est alors nécessairement finie (au
plus |b| restes possibles de (|b] — 1) a 0). Il arrive une étape ot le reste est nul.

L’algorithme d’Euclide est cet algorithme des divisions euclidiennes successives :
pour des commodités d’écriture, on pose : 7_; = a et rg = b;

r_1 = Qoro + T1 , QEZ, 0<r<|rol;
Ty = qr1 + 2, @ €Z, 0<ry<ry
Ty = @rao + 13, @EZ, 0<r3<ry
) :
Tio1 = gri + Tiv1 , GEZ, 0<rip <7y
Th—2 = Qn-1Tn-1 + 7, y Qn—1 € Z, 0< Tn < Th-1,
Th—1 = gnTn y @n € Z.

e Propriétés de 'algorithme d’Euclide

A chaque étape de l’algorithme, chaque reste 7; peut s’exprimer comme combinaison
linéaire a coefficients dans Z des nombres de départ a et b.

Proposition 2.3.
Pour tout i compris entre —1 et n, il existe u;,v; € Z tels que r; = u;.a + v;.b.

o Preuve :
Par récurrence sur i, ’hypothése de récurrence étant :
(Hl) {Ti—l = Wi—s@ F 'l).,'_l.b
T; = Uu;.a + ’v,‘.b
roi=1xa + 0xb

*Aurangz:O,ona:{ro:QXG + 1><b;awecu.1=1,v_1=0;e‘cu0=0,

Vg = 1.

* Supposons qu’on ait (H;) et prouvons (H;;1).

Par l'algorithme d’Euclide, on a : 7,_; = ¢;v; + 7;+1. Mais en remplacant r;_; et r; par
leurs valeurs supposées dans (H;), on a :

U;—1.0 + ’U,‘_l.b = q,-(u,-.a -+ 'U,'.b) + Tig1-

Soit 741 = (ui—1 — qiti)a + (Vi1 — qivi)b = Uipy.a + vig1 b

r, = u;.a + v;.b

Et finalement (H;;;) { o

o
Tirl = Uig1.06 + Vipr.b

On remarquera que les coefficients 7;,u;, et v; se calculent par le méme procédé. En
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Tig1 =  Ti—1 — 4Ty
effetona:| uy1 = i1 — ¢y (*)-
Vi1 = V-1 — qiV;

e Une présentation pratique de l’algorithme d’Euclide : en utilisant les
récurrences indiquées ci-dessus (), on peut présenter I’algorithme d’Euclide sous forme

de tableau comme suit :
Division de a = 1997 par b= 17.

[~ [ r [ w [ w | i |
997 | 1 0| ~1
7 | 0 T | 0

Le quotient de la division euclidienne de 1997 par 17 est 117; on calcule alors 71, u;
et v; par les formules (%) et on obtient :

—q [ v [ wi [ v | i |

1997 1 0 -1
-117 17 0 1 0
8 1 -117 1

Le quotient de la division euclidienne de 17 par 8 est 2; on calcule alors 72, up et vy
par les formules (%) et on obtient :

[—a [ v [ wi [ o [ i |

1997 1 0 -1
-117 17 0 1 0
-2 8 1 -117 1
1 —2 235 2

Le quotient de la division euclidienne de 8 par 1 est 8 ; on calcule alors r3, u3 et v3 par
les formules () et on obtient :

[ - [ v [ w | v | i |
1997 | 1 0 | -1
117 | 17 | 0 T | 0
= 8 T | -7 | 1
8 T | -2 | 23 | 2
0 17 | -1997| 3

r3 = 0 donc on s’arréte la.
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Remarque : On peut exprimer chaque reste partiel comme combinaison linéaire de
1997 et de 17 en lisant le tableau. Par exemple :
8 = 1997 x 1 — 17 x 117 .
1 = 1997 x (-2) + 17 x 235.
A titre de vérification on a toujours : 0 = r,, 411 = QUp41 + bU4.
Soit ici 0 = 1997 x 17 + 17 x (—1997).
Vérifier que, pour a = 1998 et b = 185, le tableau est le suivant :

| —a [ 7 u; v; t
1998 1 0 -1

—10 185 0 1 0

-1 148 1 —10 1

—4 37 -1 11 2

0 5 —54 3

Exercice 10 : Ecrire ’algorithme d’Euclide pour les nombres a et b suivants :
a=5f , b=I17 :
a=-39 , b=16 :
a=452 , b=-35 ;
a=-67 , b=-19 ;
a=24 , b=-12

4. Congruences dans Z.

4.1. Définition.

Définition 2.2.

a,b € Z,n € N, on dit que a est congru a b modulon et on écrit a =b (mod n)
s’il existe k € Z tel que a — b = kn, c’est-a-dire si a — b € nZ.

On écrit parfois plus simplement a = b (n) au lieu de a =b (mod n).

Exemples :

1998 =3 (mod 5)

—224=1 (mod5)

npair < n=0 (mod 2)

n impair < n=1 (mod 2).

4.2. Propriétés.

1) Pour tout z € Z, ¢ = z (réflexivité);

2) Pour tous z, y € Z, z = y = y = ¢ (symétrie);

3)sia=b (modn)etb=c (modn)alorsa=c (modn) (transitivité).

En fait la congruence modulo n (n € Z) est un outil qui va permettre de trouver le
reste de tout nombre entier dans sa division euclidienne par n sans pour autant avoir
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a faire cette division.
En particulier, cela permettra de savoir si un nombre est divisible par n ou pas.

Théoreme 2.5.
Soient a, b € Z,n € N; a=b (mod n) si et seulement si a et b ont le méme reste
dans leur division euclidienne par n.

o Preuve :

— _ ]
_Si{a—nq+r et{ b=nqg +r

rerr Bl r € 5 ,alorsa—b=(g—¢)ndonca=b (modn).

) a=ng+r g b=ng +1
Soit { 0L ¥ < B la division euclidienne de a par n dans Z, et { 0<r <n celle
de b par n.

Sia=b (modn), alorsa—b=n.(g—¢)+(r—1")=kn, keZ D’ou r —r' € nZ.
Or0<r<net0<r <nimpliquent que —n <r —71' < n.

Le seul multiple de n strictement compris entre —n et n est 0. Donc r — r=0eta,b
ont le méme reste dans leur division par n. ©

Remarque :

Ainsi, il n’y a que n valeurs possibles de congruence modulo n pour tout entier relatif.
Dans la congruence modulo 8 par exemple, il n’y a que 8 valeurs possibles car 8 restes
possibles : 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

En particulier on retiendra :

Corollaire 2.5.1.
Soita €N, a=r (modn),avec0<r<n,alors—a=(n—-r) (modn)

Exemple :

-19= -3 (mod 8)

_3—8_3 (modS)} donc —19=5 (mod 8).

Voici maintenant des propriétés trés utilisées dans le calcul sur les congruences :
Proposition 2.4.
Cl1. ({ a=b (modn) ) => (a+a’§ b+ b (mod n)),

a'=b (modn)

a=b (modn) - ) _
o2 ({ d=§ (modn) ) = (axa'=bxb (mod 7)) ;
C3.Sia=b (mod n) alors, pour tout k € Z, ka = kb (mod n);
C4. Sia=b (mod n) alors, pour tout m €N, a™ =b™ (mod n).

Exemples :
n=0 (mod2)=n?=0 (mod2);
n=1 (mod2)=n’=1 (mod2).

Ce qui peut s’énoncer :
le carré de tout nombre pair est pair, et celui de tout nombre impair est impair.
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Remarque La réciproque de la propriété C3 est fausse en général :

[ac = bc (mod n)] n’implique pas que a = b (mod n).

Par exemple : 4 x 5 =4 x 8 (mod 6) et pourtant 5 n’est pas congru a 8 modulo 6.
On ne peut donc pas simplifier sans danger les deux membres d’une
congruence.

4.3. Criteres de divisibilité.

Par exemple par 3 : on a vu dans le paragraphe consacré a la numération qu’un
nombre entier peut étre décomposé sous la forme : z = z,,.10" 4 - - - + z¢, ou les z; sont
des entiers compris entre 0 et 9 sauf z,, qui est compris par convention entre 1 et 9 .
Onal=1 (mod 3);
10=1 (mod 3) et par la propriété C.4 : 10" =1 (mod 3) pour tout n positif.
En utilisant la propriété d’addition des congruences et celle de multiplication par un
entier quelconque (C.1 et C.3), on obtient z =z, + z,—1 + ... + 2o (mod 3) .
Donc z est divisible par 3 si et seulement s’il est congru a 0 modulo 3, c’est-a-dire si
et seulement si :

0=z,+2p1+ -+ (mod3)

On retrouve la regle bien connue :
“Un nombre entier est divisible par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est
divisible par 3.”

Quelques exercices
Exercice 11 :
Quel est le reste dans la division euclidienne par 3 de 153899 ?
Exercice 12 :

a) Un nombre s’écrit 1 101 010 011 en base deux. Ecrire ce nombre dans le systéme
de numération de base huit.

b) Soit b = 12. On note « le chiffre représentant dix et 3 celui représentant onze ;
écrire en base douze le nombre qui s’écrit 3203 en base dix.

c) Quels sont les nombres de 3 chiffres qui s’écrivent Zgz(") dans le systéme de
numération de base sept et Z7Z(!!) dans le systéme de base onze ? (z, y et z représentent
des chiffres).

d) Dans le systéme de numération de base z (z > 2), démontrer que les nombres
N = (2 —1)? et P = 2(z — 1) s’écrivent respectivement ab™ et 5a™®
des chiffres en base z.

, ou a et b sont

Exercice 13 :

1. Existe-t-il un systéme de numération de base z dans lequel on a

I x 12@ = 1922@ 2
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2. Déterminer b > 2 telle que 6" +53® =132,
Effectuer ensuite 46" x 53/ dans cette base. :
3. Dans quel systéme de numération 13* (écriture décimale) s’écrit—il 12641 ?

Exercice 14 :

On donne la table d’addition en base deux :

b
NLIE!
1
1 [1]10

Effectuer directement en base deux ’addition suivante :
1.0°1 1 0@ 1
+ 1 01141

Exercice 15 :
Quel est le reste de la division euclidienne par 19 de 5738340 7
Exercice 16 :

Montrer en utilisant les congruences que :

1. Un nombre est divisible par 2 (respectivement par 5) si et seulement s’il se termine
par un chiffre divisible par 2 (respectivement par 5).

2. Un nombre est divisible par 3 (respectivement par 9) si et seulement si la somme de
ses chiffres est divisible par 3 (respectivement par 9).

3. Un nombre est divisible par 4 (respectivement par 25) si et seulement si le nombre
formé par les deux chiffres de droite (dizaines et unités) est divisible par 4 (respec-
tivement par 25).

Remarque : on peut aussi prouver que si n s'écrit anan_1...a1a9 en numération
décimale, il est divisible par 4 si et seulement si 2a; + ag est divisible par 4.

4. Un nombre est divisible par 11 si et seulement si la différence entre la somme de ses

chiffres de rang pair et de ses chiffres de rang impair est divisible par 11.

Exercice 17 :

1) Déterminer selon les valeurs de n de N le reste de la division euclidienne de 4™
par 7.
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2) Déterminer selon les valeurs de n de N, le reste de la division euclidienne de
A = 851%™ 4 851°" 4 851" + 2 par 7.

3) On considére le nombre B qui dans le systeme a base quatre s’écrit
B =2103211 @. Déterminer dans le systéme décimal le reste de la division euclidienne
du nombre B par 7.

Exercice 18 :

Soit N un nombre entier naturel qui s’écrit en base douze :
——(12
N = aabc?

ou a, b, c sont des chiffres en base douze, tous non nuls.
On représentera le chiffre dix en base douze par « et le chiffre onze par 3.

1. En utilisant les congruences adéquates, déterminer les conditions portant sur les
chiffres a, b, ¢ exprimant le fait que NV est divisible par 6. Montrer alors que ¢ = 6.
Dans la suite de I’exercice, on supposera que ¢ = 6.

2. Si N est divisible par 9, quelles sont les valeurs possibles de b ?

3. Exprimer les conditions portant sur les chiffres a, b, ¢ pour que le reste dans la
division euclidienne de N par 11 soit 7 et que le reste dans la division euclidienne de
N par 13 soit 9. En déduire la valeur de b puis celle de a.

4. Ecrire alors le nombre N en base dix.

COMMENTAIRES :
On prouve ici que Z est un anneau euclidien, c-a—d. un anneau A commutatif,
intéegre et possédant une application :

¢ : A—N

vérifiant : 1.(p(a) =0) < (a=0)
2.(a | b, b#0) = (¢(a) < (b))
3.(b#0)=> (Eq,r € A? tels que {

Ainsi, dans Z, ¢(a) = |al.

L’intérét d’un anneau euclidien est qu’on peut obtenir effectivement un p.g.c.d. par
un algorithme, alors que dans un anneau non euclidien, on doit se débrouiller avec les
relations de Bézout s’il est principal ou avec les décompositions en irréductibles s’il est
factoriel, ce qui est loin d’étre simple effectivement (voir lecons 3 et 4).

a=bg+r )
o(r) < ¢(b)
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LECON 3.

P.g.c.d. — Nombres étrangers — P.p.c.m.

Souvent, dans la littérature, on présente le p.g.c.d. de deux entiers comme le plus
grand, au sens de la relation €, des diviseurs communs aux deux entiers. Or, dans
I’arithmétique des anneaux commutatifs (qui ne sont pas nécessairement ordonnés),
un p.g.c.d. est le plus grand, au sens de la relation “divise”, des diviseurs communs
aux deux entiers. C’est ce dernier point de vue qui est adopté dans cette lecon.

1. P.g.c.d.(a,b).

1.1. Existence et définitions.

L’ensemble des diviseurs communs & a et a b est non vide, car il contient toujours au
moins 1 et —1.

Théoreme 3.1.
Le dernier reste non nul de l’algorithme d’Euclide est le plus grand des diviseurs
communs & a et b (au sens de la relation “divise” dans N).

La preuve se fait par récurrence “descendante” sur ¢, pour 0 < 7 < n.

o Preuve :

Soit r,, le dernier reste non nul de ’algorithme d’Euclide (voir page 21). Posons r, = d.
1) Soit ’hypotheése de récurrence au rang ¢ :

(H,) : d | T3 et d | Ti—1

x Au rang ¢ = n (récurrence descendante, on commence par I'indice le plus élevé),
onad|r, (car d=r,) et d |1 (car rh_1 = ¢,Tn = gnd).

x Au rang 7 (1 < i € n), on suppose que (H1) est vraie; a-t-on alors (H;_i)
vraie ? (récurrence descendante).
D’apres ’algorithme, on a r;_» = ¢;_;.7;_1+7;. Donc, comme d | r; et d | r;_; (hypothése
de récurrence), alors d | 7;_. On obtient bien d | r;_y et d | r;_s.
L’hypothése de récurrence est vraie au rang n; si elle est vraie au rang i (1 < 7 < n),
alors elle est vraie au rang ¢ — 1 ; elle est donc vraie pour tout 7,0 < 7 < n.
Conclusion : pour tout ¢ (0 i < n),d|r et d|ri;.
En particulier,d |rp =bet d|r_; = a.
2) On a 7, = a.u, + b.v, avec u,, v, € Z (voir proposition 2.3. page 21). Tout diviseur
commun a a et a b divise r, = d.
Conclusion : d est un diviseur commun a a et a b, et tout autre diviseur commun est
plus petit que lui au sens de la relation divise. ¢
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Définition 3.1.

On appelle p.g.c.d.(a,b), et on note souvent simplement (a,b) ou a Ab (et on choisit
la notation la plus adaptée), tout diviseur commun & a et b, qui est plus grand que
tout autre au sens de la relation divise.

B 1) d|laetd]|b; )
(d—p.g.c.d.(a,b)) — ({ 9) sid|aetd|b, alorsé|d

Corollaire 3.1.1.
Le dernier reste non nul de I’algorithme d’Euclide est un p.g.c.d. de a et b.

Voir en annexe page 66 un algorithme utilisant ’algorithme d’Euclide pour la recherche
d’un p.g.c.d. de deux entiers.

Remarques :

1. p.g.c.d.(0,0) = 0.

2.a € Z,b € Z, non tous les deux nuls, admettent exactement deux p.g.c.d opposés
(qui sont des associés). En effet, si d et d’ sont deux p.g.c.d. de a et b, alors d | d' et
d' | d, donc d = £d' (voir P’exercice 1 page 9).

3. Le p.g.c.d. positif (le dernier reste non nul de 'algorithme d’Euclide) est parfois
appelé p.g.c.d. canonique de a et b.

4.Si6 | det§ > 0, alors § < |d|. Dans N, la notion de p.g.c.d.(a,b) au sens de la
relation “divise” coincide donc avec la notion de “plus grand” au sens de <.

1.2. Propriétés des p.g.c.d.

Je parle ici de p.g.c.d. positif.
a) Pour tout a € Z, p.g.c.d.(a,0) = |a];
b) Pour tout a € Z, p.g.c.d.(a,1) =1;
c) Pour tout k € Z, pour tous a € Z, b € Z, p.g.c.d.(ka, kb) = |k|. p.g.c.d.(a,b).

Exercice 19 : Pour tout k € Z, pour tous a,b € Z, (a,b+ ka) = (a,b) = (a,—b).

1.3. Théoréme de Bézout .

Théoréme 3.2. de Bézout
Soient a,b € Z, alors il existe u € Z, il existe v € Z tels que :

p.g.c.d.(a,b) = au + bv

Posons d = p.g.c.d.(a,b) :

~sid>0,d=r, = au, + bv, (cf. algorithme d’Euclide et proposition 2.3. page 21).
On peut prendre u = u,, et v = v,.

—sid <0, alors d = —7, et d peut s’écrire d = a.(—u,) + b.(—v,).

1Etienne Bézout (1730-1783). Ce théoréme devrait en réalité s’appeler théoréme de Bachet (1581-1638)
qui est le premier & I’avoir établi pour des entiers naturels. Bézout I’a appliqué aux polynémes.
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Attention : wu et v ne sont pas uniques (voir en T.P. la résolution des équations
diophantiennes).

Remarque :
L’existence d’une relation du type au + bv = c entre a et b, n’entraine pas que c est le
p.g.c.d.(a, b), comme l'indique le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1.
M = {az+by; z,y € Z} = dZ avec d = p.g.c.d.(a,b).

AAutrement dit, si au + bv = ¢, avec a, b, u, v € Z, alors ¢ est un multiple du

p.g.c.d.(a,b).
o Preuve :
-Sim€ M, m=az+by;alorsd | az + by = m puisque d |a et d | b; soit m € dZ;
-d € M, d=au+ bv (théoreme de Bézout) ;
m € dZ = m = dq = (au + bv)g = a(qu) + b(qv) € M. o

1.4. Une caractérisation des p.g.c.d.

Théoreme 3.3.

B (1) d|aetd]|b )
(d = P-g-C~d-(a>b)) g ({ (2) il existe u € Z, il existe v € Z, d = ua + vb

o Preuve :

= : C’est le théoréme de Bézout.

<=:5id |aetd |balorsd | (au+ bv), donc d' | d donc d est p.g.c.d. de a et b par
définition. o

2. Nombres étrangers.

Définition 3.2.
On dit que les nombres a et b sont étrangers, si leur p.g.c.d. (positif) est 1.

Remarque :

La terminologie souvent employée est “nombres premiers entre eux”. Mais cela entraine
un risque de confusion avec le terme de “nombres premiers”.

On a vu (cf. corollaire 3.2.1. page 31) que la réciproque du théoréme de Bézout est
fausse en général.

Cependant elle est vraie dans le cas particulier ou ils sont étrangers :

Corollaire 3.2.2. Identité de Bézout
Soienta € Z,be Z,u € Z,v€ Z,(au+bv =1) < ((a,b): 1).
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Autrement dit, deux entiers sont étrangers si et seulement si 1 peut s’écrire comme
combinaison linéaire a coefficients dans Z de ces deux entiers.

La relation au + bv = d, ot d est un p.g.c.d. de a et b porte le nom de “relation de
Bézout entre a et b”. Dans le cas particulier oi d = 1, on 'appelle aussi “identité de
Bézout” entre a et b.

Remarque :

Deés qu’on trouve une identité de Bézout entre deux nombres, cela suffit a conclure

qu’ils sont étrangers.

Mais inversement il existe une infinité d’identités de Bézout liant deux nombres
étrangers. Par exemple, on a vu lors de la recherche de l'algorithme d’Euclide pour
1997 et 17 (page 22) que 1997 x (—2) 4+ 17 x 235 = 1; mais on a aussi :

1997 x 15 + 17 x (=1762) = 1.

Voir en annexe page 67 un algorithme de recherche de coefficients de Bézout.

Les conséquences du théoreme de Bézout qui vont suivre sont trés importantes. Il
s'agit des caractérisations des p.g.c.d., et des propriétés liées aux nombres étrangers,
avec surtout ’essentiel théoréme de Gauss.

2.1. Une autre caractérisation des p.g.c.d.

Théoreme 3.4.
Soient a, b, a', ¥, d € Z, tels que : a = da' et b= db'.

(d = p.g.c.d.(a,b)) < (a' et b’ sont étrangers).

o Preuve :
d = p.g.c.d.(a,b) = p.g.c.d.(da’,dV') = |d|.p.g.c.d.(a',V) [propriété c) page 30]. Donc,
(d = p.g.c.d.(a,b)) < (p.g.c.d.(a’,b') = £1) <= d' et ¥’ sont étrangers. o

2.2. Nombres étrangers et nombres premiers.

Proposition 3.1.
1) Un nombre a € Z est étranger a p premier si et seulement si p ne le divise pas.
2) p premier et q premier, (p | ¢ <= p = q) ou aussi (p # q) <= (p.g.c.d.(p,q) = 1).
3) p est un nombre premier si et seulement si p est étranger a tous les nombres
strictement positifs qui le précédent : 1,2,3,...,p—2,p— 1.
o Preuve :
1) Les deux seuls diviseurs positifs de p sont 1 et p donc :
* si p | a, alors p.g.c.d.(a,p) =p#1
* si pta, alors p.g.c.d.(a,p) = 1.
2) on applique 1) avec a = g premier. 3)
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— : en effet, les nombres qui précédent p ne peuvent avoir de diviseur commun
avec p autre que 1 puisque, si un tel diviseur existait, ce serait un diviseur propre de
p strictement inférieur a p, mais p est premier.

<= : si p n’est pas premier, il admet un diviseur ¢ dans N qui vérifie 1 < ¢ < p;
donc p n’est pas étranger a tous les entiers strictement positifs qui le précedent (il n’est
pas étranger a q). ©

2.3. Propriétés des nombres étrangers.

Proposition 3.2.
((a,c) =1et(bec)= 1) =5 ((ab, g) = 1) ;
((a,b) = 1) == (pour tousn, p €N, (a™, ) = 1)

Exemple : (9,35) =1 et (12,35) = 1 donc (108,35) = 1.

o Preuve : )
- { m,t + cv,— donc, en effectuant le produit membre a membre :
bu' +cv' =1

abuv' + c.(bvu' + auv' + cvv') =1

ce qui signifie bien (a,c) = 1.

- Si (a,b) = 1 alors (a™,b) = 1 (récurrence et application de ci-dessus) ; puis on inverse
les roles de a et b. ©

Proposition 3.3.

Si a et b sont étrangers, alors :

alc
ot = (ab| ).
b|c
¢ Preuve : b
({au+ v=1 )=>(c=acu+bcv=abmu+banv=ab.k) °
c=na=mb

En fait, sous ’hypothése que a et b sont étrangers, on a une équivalence car le sens :
(ab|c)=(a|cetb]|c)

est trivial.

Exemple :
12 | 840
35 | 840 = (12 x 35 =420 et 420 | 840)
(12,35) =1
Remarque :

Si a et b ne sont pas étrangers, la propriété est fausse :
4112, 6 | 12, mais 24 { 12 comme nous ’avions déja indiqué dans la legon 1 page 10.
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2.4. Théoreme de Gauss>.

Le théoreme de Gauss peut étre vu comme une conséquence immédiate du théoreme
de Bézout.

Théoréme 3.5. de Gauss
Sia | be et si a est étranger a b, alors a | c.

o Preuve :
({aIbc ) — ({bc:ka )
(a,b) =1 au+bv=1
- ({bczka ) o

acu +bcv = ¢
= (a(cu + kv) = c)

3. Applications aux congruences.

3.1. Résolution de az = b (mod n).

e Si (a,n) = 1 alors il existe u € Z, v € Z, tels que au+bn =1, soit au = 1 (mod n).
Donc, auz = ¢ (modn). Or, az = b (modn) = auz = bu (mod n). Par
transitivité des congruences, il vient z = bu (mod n). On vérifie immédiatement
que z = bu (mod n) est bien une solution convenable.

Donc l’équation congruentielle a une solution unique (mod n).

Exemple :
(3z=2 (mod 14)) <= (z=10 (mod 7))

En effet :

3x5=1 (mod 14)
5x(3xz)=5x%x2 (mod 14)
donc1 xz=10 (mod 14)

e Si (a,n) # 1, soit on n’a aucune solution, soit on a plusieurs solutions distinctes
modulo n.

Exemples :
*(3z=3 (mod6))=(z=1 (mod6)ouz=3 (mod86)).
* 3z =4 (mod 6) n’a pas de solution.

?Karl Friedrich Gauss (1777-1855).
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3.2. Simplification de az = ay (mod n).

Théoréeme 3.6.
Si a et n sont étrangers alors, pour tout b et tout c de Z :

(ab =ac (mod n)) == (b =c¢ (mod n))

o Preuve :
(a,n) =1; montrons que :

dés que ab= ac (mod n), alors nécessairement b=c (mod n).

Or, (ab =ac (mod n)) b (a(b —c)=kn,ne€ Z).
D’apres le théoreme de Gauss, ((a,n) = 1) =% (n | (b— c)), doib=c (modn). o

Remarque : Sia et n ne sont pas étrangers, on peut toujours trouver deux nombres

ab=ac (mod n)
betcdeZtelsque{bic (mod n)

En effet, soit p.g.c.d.(a,n) =d > 1 et a = a'd et n = n'd avec (a’,n’) = 1. Prenons par
exemple b quelconque et ¢ =n' +b; on a ac = a(n’ + b) soit ac = an' + ab; mais alors
ac = a'dn' + ab = a'n + ab.

Ainsi ce choix de b et ¢ fait que ab = ac (mod n) et b # ¢ (mod n); en effet, on a
bienb# ¢ (mod n) sinon c—b pourrait s’écrire kn, c’est-a -dire ' = kn d’oti n’ = kn'd
et kd = 1; puisque ces éléments sont dans Z et que d est positif, on aboutiraita d =1,
ce qui est contraire a ’hypothese faite.

Autrement dit, on ne peut simplifier par a les deux membres d’une congruence modulo
n que si a et n sont étrangers. '

Ainsi : (15u = 15v (mod 4)) =5 (u =v (mod 4)) ; mais (15u = 15v (mod 6))
ne peut se “simplifier” par 15 ; (en revanche, on peut la simplifier par 5).

4. Généralisation : p.g.c.d. de n nombres (n > 2).

Les notions de p.g.c.d. et nombres étrangers se généralisent & un nombre fini d’entiers
A1, A2y oy Qpy, N 2 2.

Définition 3.3.

aiaz...0, #0,0a; € Z,

p.g,c,d,(al,az,,,,,an)zd Py {1. dlal,d|a2: -.-,d‘an

2. sid|ai, é|az, ...,0|an, alorsd|d

Proposition 3.4. Associativité des p.g.c.d.
p.g.c.d.(a1,as,a3) = p.g.c.d.[p.g.c.d.(a1,as),a3] = p.g.c.d.[a1, p.g.c.d.(az, a3)]
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¢ Preuve :
Posons d1,2 = (al,az), d= d1 9,&3 y d23 = (ag,ag) et d = (al,d2 3)

1

{d ai
({d|d12 e d|as
d|a3 dla
3

d|a1 \
——— {dla‘2

d|a3 )
d|a1

— ({d|d23 )

= (d|d)

et réciproquement, donc d = d' (si on se restreint aux p.g.c.d. positifs).

Ceci se généralise immédiatement & n entiers (n > 2). o

Définition 3.4.

a1, s, ..., an € Z sont dits étrangers dans leur ensemble (ou premiers entre eux dans
leur ensemble, ou relativement étrangers) si p.g.c.d.(a1, as, ..., an) = %1

Proposition 3.5.

Si a1, as, ..., a, sont étrangers deux & deux, alors ils sont étrangers dans leur
ensemble.

¢ Preuve : ;

On utilise I’associativité des p.g.c.d. ©

Remarque : Le fait d’étre étrangers dans leur ensemble n’est pas équivalent a étre
étrangers deux a deux.

Exemple :

6, 10 et 15 sont étrangers dans leur ensemble car leur p.g.c.d. est 1.

En revanche, 6 et 10 ne sont pas étrangers : ils ont pour p.g.c.d. 2;

6 et 15 ne sont pas étrangers : ils ont pour p.g.c.d. 3;

15 et 10 ne sont pas étrangers : ils ont pour p.g.c.d. 5.

Théoreme 3.7.
1) d = p.g.c.d.(ai,as,...,a,). Alors il existe des entiers relatifs ui, u, ..., u, tels
que

n
d= Z a;u;
1=1

2)8 = {Z a;yi, Y € Z} est I’ensemble de tous les multiplesde d et d € S (S = dZ).

=1
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o Preuve :
1) Avec les mémes notations que précédemment :

d = p.g.c.d.(aj,as,a3) = p.g.c.d.(di2,0a3);
le théoréme de Bézout nous donne :
Ja € Z, Jug € Z tels que d = ad; » + uzas. Appliquons encore le théoreme de Bézout
a dl,g .
vy, € Z, v, € Z tels que dy o = v1a1 + vaay. Alors :
d = avia; + avsas + uzaz = uia; + uzag + uzas.
La généralisation au cas de n entiers se fait par récurrence.
2) Soit d = p.g.c.d.(a1,02,...,a,). Soit m = a1y; +asy2 + -+ an¥Yn (tous les y; étant
éléments de Z). Alors, il est clair que d | m puisque d divise chaque a;. Donc, m € dZ.
Réciproquement, si m € dZ, alors m = dg. Or, d = aju; + - - - + a,u, (nous venons de
le démontrer) ; donc, m = a;(qu1) + az(qua) + - - + a.(qun) et m est bien un élément
de S. o
Le corollaire suivant donne les relations de Bézout pour des nombres étrangers dans
leur ensemble :

Corollaire 3.7.1.
p.g.c.d.(ai,as,...,a,) =1 <= il existe des entiers relatifs uy, ug, ..., u, tels que

n
l= Z a;u;
i=1

5. P.p.c.m.(a,b).

5.1. Existence et définition.

L’ensemble des multiples communs & a et b est non vide; il y a le produit ab par
exemple.

D’autre part, si on considére que a = da’ et b = db' ol d est un p.g.c.d de a et b, alors
le nombre m = da't’ est aussi un multiple commun a a et b.

En effet m = (da’).b =a.t/ = d'.(dV') = a'b.

Si on considére un autre multiple commun p & a et a b, alors il existe k € Z, k' € Z
tels que

(3.1) p=ka =k'b=k.(da') = k'.(db')

Puisque d est un p.g.c.d de a et b, on sait alors que a’ et b’ sont étrangers.

(3.1) entraine ka' = kb avec (a',d") = 1. D’apres le théoréme de Gauss, on peut déduire
que a' | k', donc il existe A € Z tel que k' = Aa'.

En remplacant dans (3.1), on obtient :

(3.2) p=ka=Fkb=Fk.(db)=Xd.(dV) = A.(da'V) = Dm

Donc si g est un multiple commun a a et a b, il est multiple de m.
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m = da'b est donc un “plus petit commun multiple” au sens de la relation divise.
Définition 3.5.

On appelle p.p.c.m.(a,b) tout multiple commun de a et b, qui est plus petit que tout
autre au sens de la relation divise :

b (ab)(:){l' a|metb|m
m = p-p-cmAd, 2. sia|petdh|p, alorsm|p
Remarques :
1) De méme que pour les p.g.c.d, on trouve dans Z exactement deux p.p.c.m. de a et
b qui sont m = da'b’ défini plus haut et —m.
On choisit en général le p.p.c.m. positif et on appelle canonique.
D’apres ce qui précede, si a = da’ et b= db' avec (d/, b') = 1, alors le p.p.c.m. canonique

de a et b s’exprime par : | m = |da'b'| |

2) Sim | u et m > 0, alors m < [u|. Dans N, la notion de p.p.c.m.(a,b) au sens de la
relation “divise” coincide donc avec la notion de “plus petit” au sens de <.

5.2. Propriétés du p.p.c.m.

On considere ici le p.p.c.m. canonique :

e Pour tout a € Z, p.p.c.m.(a,1) = |a|.

e Pour tout a € Z, p.p.c.m. (a,0) =0.

e Pour tout k € Z, pour tous a,b € Z, p.p.c.m.(ka, kb) = |k|. p.p.c.m.(a,b) .

e De la définition de m on déduit la relation trés importante suivante (en considérant
également le p.g.c.d. canonique de a et b) :

(3.3) p.g.c.d.(a,b) x p.p.cam.(a,b)=|abd|

e enfin une caractérisation des nombres étrangers utilisant le p.p.c.m. :

Théoréme 3.8.
p.p.c.m.(a,b) = +ab <= a et b sont étrangers

5.3. Généralisation : p.p.c.m. de n nombres (n > 2).

Définition 3.6.
aas...a, #0, a; €Z,

B 1. a1|m,aa|m,...,a,|m
p.p.cm.(a1,8,...,an) =M {2. siay | p, a2 | fy ooy @nl|p, alorsm|p

On a ’analogue de la proposition 3.4. page 35 : associativité des p.p.c.m.
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Quelques exercices

1
Exercice 20 : Quel est le reste dans la division par 3 de M ?

Exercice 21 : Déterminer les entiers naturels s’écrivant abca dans le systeme de nu-
mération décimale, divisibles par 7 et congrus a 1 modulo 99.

Exercice 22 :

a) Résoudre dans N? : a? — b% = 24;

b) Résoudre dans N? : n® — m? = 999.

c) Déterminer le p.p.c.m. des nombres n, n 41, n+2, ot n est un entier naturel
quelconque .

Exercice 23 : Trouver les nombres qui, divisés par 12, donnent pour reste 5 et qui,
divisés par 15, donnent pour reste 14.

Exercice 24 :
a) Déterminer deux entiers naturels connaissant leur p.g.c.d. et leur somme, ou
leur p.g.c.d. et leur produit. On note d = p.g.c.d.(a,b) :

a+b|72|96 ab | 360 | 6480
d 9 |32 d| 5 18

b) Trouver deux entiers naturels a et b tels que la différence entre leur p.p.c.m.
et leur p.g.c.d. soit égale a 187.

Exercice 25 :

a et b sont deux entiers relatifs non nuls. On note m un de leurs p.p.c.m. et d un de
leurs p.g.c.d.

Déterminer a et b pour qu’ils vérifient les 3 conditions suivantes :

a<b a+b=105 m=12d

Exercice 26 :

k étant un entier relatif, on pose z = 2k — 1, y = 9k + 4.

Montrer que tout diviseur commun a z et a y divise 17. En déduire, suivant les valeurs
de k, le p.g.c.d. de z et y.

Exercice 27 :
Résoudre dans N? : 22 — 9y% = —35.

Exercice 28 :

n!
m Montrer que p est premier si et

k
seulement si p divise tous les Cp 1<k<p-1).

k
On rappelle que, pour 0 < k < n, Cn =
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COMMENTAIRES :

Un anneau principal est un anneau A intégre commutatif dont tout idéal est principal,
C’est-a-dire engendré par un seul élément (on note I = aA sia est un générateur de I).
L’essentiel de cette lecon est basé sur la principalité de Z :

« les idéaux aZ +bZ = {au+bv, u € Z, v € Z} et aZ NYZ sont principaux, c’est-a-dire
engendrés par un seul élément.

% un générateur de aZ + bZ est un p.g.c.d. de a et b; un générateur de aZ N bZ est un
p.p.c.m. de a et b.

Ainsi, dans tout anneau principal, on peut exprimer le p.g.c.d. de deux éléments a et
b par une relation de Bézout : aA + bA = dA.

La principalité nous offre des relations de Bézout entre deux nombres et entraine le

théoréeme de Gauss.
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Factorialité de Z.

Un anneau factoriel est un anneau commutatif intégre dans lequel tout élément non
inversible a une décomposition unique en produit d’irréductibles aux inversibles pres
et a 'ordre des facteurs pres.

1. Existence et unicité d’'une décomposition d’un entier.

Proposition 4.1. Lemme d’Euclide
Si p est un nombre premier et sip | ab alors p | a ou p | b.

o Preuve :
On applique le théoréme de Gauss. ¢

Théoréme 4.1. Théoréme fondamental de ’arithmétique

Tout nombre naturel n > 1 peut s’écrire comme produit de nombres premiers, et
cette représentation est unique, a part I’ordre dans lequel les facteurs premiers sont
écrits.

o Preuve :
Nous allons procéder en deux temps :
— Démontrons d’abord par récurrence l’existence de la décomposition : on vérifie
aisément que 2 s’écrit comme produit de nombres premiers (2 = 2).
Hypothése de récurrence : au rang n (n > 2), on suppose que, pour tout k vérifiant
2 < k< n,ona:k sedécompose comme produit de nombres premiers.

* si n+ 1 est premier, alors n + 1 s’écrit trivialement sous la forme n+ 1 =n + 1.

* si m + 1 n’est pas premier, alors il peut s’écrire n+1=pgavecl <p<n+1et
l<g<n+1,s0it2 < p<net2< qg< n;onapplique alors I’hypothése de récurrence
a p et g et on obtient ainsi une décomposition de n+1 en produit de nombres premiers.
On a donc bien montré que ’hypotheése de récurrence est vraie au rang n + 1, donc
qu’elle est vraie pour tout n de N — {0,1}.
— Unicité : cette décomposition est unique car, si I’on suppose qu’un entier n admet deux
décompositions distinctes, cela signifie qu’il existe au moins un nombre premier p; qui
n’apparait pas avec le méme exposant dans les deux décompositions : n = p{*.q; = pfa ‘g0
avec p; { q1, p; 1 g2 et o; # B; ; si 'on suppose, par exemple, a; < f; alors, en simplifiant
par pX, on obtient : g; = PP "% .gs et, comme B; — a; > 0, on en déduit que p; divise
g1, ce qui est faux par hypothése. Ceci prouve que tous les nombres premiers qui
apparaissent dans les deux décompositions apparaissent avec le méme exposant, donc
que les deux décompositions sont identiques. ¢
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Corollaire 4.1.1.
Tout nombre naturel n > 1 peut s’écrire de fagon unique sous la forme :

(¥) n=q.q5*...q",

oti les g; sont des nombres premiers distincts et ou les o; sont des entiers strictement
positifs.

On appelle souvent 1’égalité (x) la décomposition canonique ou la forme canonique
d’un entier n.

Exemples :
1) La forme canonique de 756 est : 756 = P s nT.
2) Décomposition de 1998 en produit de facteurs premiers et présentation pra-

tique : n
1998 | 2
999 | 3
333 3
111 3
37| 37
1

D’ou 1998 s’écrit : 1998 = 2 x 3% x 37.
Voir en annexe page 67 un algorithme de décomposition en produit de facteurs
premiers.

Corollaire 4.1.2. Factorialité de Z
Tout nombre de Z — {—1,0,1} se décompose de fagon unique en produit de facteurs
premiers de la fagon suivante :

= (e% (s (¢73
n=¢€p; Py’ . P »

avec € = 1 et a; € N — {0}, pour tout i de 1 a k.

Grace A cette décomposition, on va pouvoir caractériser les différentes opérations
arithmétiques que nous avons vues dans la legon précédente.

2. Applications.

Par convention, sia = £.q]" ...qY (avece = +1ety; € N—{0}) et b=¢'.s}* ... s{* (avec
¢ = +1 et §; € N— {0}), on écrira P = {q1,...,¢,} U{s1,...,5¢}, avec k = card(P);
donc, P = {py,...,px} et a = ep*...pp* avec o; = 0 si p; n’appartient pas a

{q1,---,¢,} et o; = 7; si p; = g;. Il en sera de méme pour b : b=¢pit... P
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Exemple :
a=1960=28x5'x7T2:e=1,1=2,m1=3,2=5,2=1,3=7,13=2.
b:77175=32><52x73:6’:1,51=3,51=2,32=5,52=2,33=7,63=3.
P={2,3,5}U{3,5,7}={2,3,5,7} :p1=2,p2=3,p3=5,p4=7.
011=3,012=0,013=1,oz4=2:a=23x30><51><72
ﬂ1=0,ﬂ2=2,,6’3=2,,64=3:b=2°x32x52><73

2.1. Divisibilité.

Théoreme 4.2.
Soit a = €.p{* .p*....pp", et b= e

(a|b) <= (pourtoutidel ak, o <fpi)

Exemple :

a=Bx3 x5l xT2etb=2"%x32x52xT7;

a ne divise pas b car I’exposant de 2 dans a est supérieur a celui de 2 dans b; en
revanche, ¢ = —2° x 3! x 5! x 72 divise b.

2.2. Nombres étrangers.

Théoreme 4.3.
Deux nombres sont étrangers s’ils n’ont aucun diviseur premier commun.

Exemple : e = 22 x 5% et f = 3! x 7 sont étrangers.

2.3. P.g.c.d et p.p.c.m de deux nombres.

Théoreme 4.4.
Sia=eppd...p2%, etb=¢ P py .. . P, alors :

p.g.c.d.(a, b) _ pilnf(ahﬁﬂ'piznf(az,ﬁz) L p'}cnf(ak,ﬂk);
p.p.C.m.(a, b) = piup(alvﬂl).p;up(021ﬁ2) . .piup(ak’ﬂk)

(on consideére ici le p.g.c.d. et le p.p.c.m. canoniques).

Autrement dit :

e Le p.g.c.d. de deux nombres s’obtient & partir de leurs décompositions en produit
de facteurs premiers en prenant tous les facteurs premiers communs affectés de
lexposant le plus petit figurant dans les deux décompositions, et le p.p.c.m. en
prenant tous les nombres premiers figurant dans les deux décompositions communs
ou non, avec I’exposant le plus grand.
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Exemple :

Sia=22x5'x72 et b=23%x52x 7, alors

p.g.c.d.(a,b) =2° x 30 x 5! x 7* =5 x 49 = 245

et p.p.c.m.(a,b) = 23 x 3% x 5% x 7® =8 x 9 x 25 x 343 = 617400.

Exercice 29 : Nombre de diviseurs d’un entier naturel
Soit @ un élément de N — {0, 1} dont la décomposition en produit de facteurs premiers
s’écrit :
a=p®...py* aveca; >0 pourtouti=1,...,k
On note d le nombre de diviseurs strictement positifs de a.
Montrer que d = (1 + 1) ... (1 + o).
Application : Donner le nombre de diviseurs de 108 et la liste des diviseurs de 108.

COMMENTAIRES :

Dans un anneau factoriel, pour tout nombre il existe une décomposition unique en
produit d’irréductibles. On définit alors un p.g.c.d. de deux nombres comme étant
le produit des irréductibles affectés du plus petit exposant figurant dans chacune
des décompositions (aux inversibles prés), et un p.p.c.m. comme le produit des
irréductibles affectés du plus grand exposant figurant dans chacune des décompositions
(aux inversibles preés).

On dispose encore du théoréme de Gauss, issu du lemme d’Euclide qui est lié a
Dexistence et & 'unicité de la décomposition.
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Solutions des exercices

1. Solutions des exercices de la legon 1.

Exercice 1 : (page 9).

On suppose que a et b sont deux entiers relatifs vérifiant a | bet b | a ; ceci signifie qu’il
existe m dans Z tel que b = ma et qu’il existe n dans Z tel que a = nb. Remarquons
d’abord que, si a = 0, alors b = 0 et que, si b = 0, alors a = 0. Dans la suite, nous
supposerons donc a et b non nuls (et alors, m et n sont non nuls). On a alors a = mna
et b = mnb, soit mn = 1. Donc, |m|.|n| = 1. Puisque m # 0, [m| > 1 et il en est de
méme pour |n|. Si 'on suppose |m| # 1, alors |m| > 2, donc |m|.|n| > 2 ce qui est
impossible; on en déduit donc que |m| = 1, donc que |n| = 1. Comme mn = 1, si
m=1,alorsn =1 et, si m = —1, alors n = —1; donc m = n = %1 et on en déduit
que a = +b (résultat qui reste d’ailleurs valable pour a = b = 0).

Exercice 2 : (page 9).
Va€ZVbeZ, (d]|actd|b) = (Vz€Z, VyeZ, d|(az+1by)).

(dla) < @ke€Z,a=kd) (1)

(d|b) <= @K eZb=Fkd) (2)
D’oti, pour tout z et y de Z, az + by = kdz + k'dy = (kz + k'y)d. Il existe donc
k” € Z, k" = kz + k'y, tel que : az + by = k”d, donc d | (az + by).

Exercice 3 : (page 10).

n|(n+8):
e On utilise l’exercice précédent 2. Comme n divise n et que n divise (n + 8), n divise
toute combinaison linéaire & coefficients dans Z de n et (n + 8), en particulier n divise
la différence (n + 8) — n, soit n divise 8.
e Réciproquement : (n |8 et n € N) = (n | (n+ 8))

Conclusion : {n € N; n | (n+ 8)} = {1,2,4,8} I"ensemble des diviseurs positifs de 8.
2) (n—1) | (n+1) :

Toujours en utilisant les combinaisons linéaires a coefficients entiers, on a :

e (n=1) | (n—1) et (n—1) | (n+1)) = ((1=1) | [(n+1) ~ (n—1)}), soit (n—1) | 2.

Onadoncquen—1=-1,n—1=1oun—1=2, cest-a-dire quen =0, n =2 ou
n=3.

e Réciproquement :

sin=0, alors n — 1 = —1 et —1 divise tout nombre, en particulier (n + 1);

sin=2, alorsn—1=1 et 1 divise tout nombre, en particulier (n + 1);
sin=3alorsn—1=2etn+1=4;2|4.
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Conclusion : {n €N ; (n—1) | (n+1)} = {0,2,3}.
3)(n—4)| (3n+24) :
o (n—4)|(n—4)et (n—4)|(3n+24) donc (n—4) | [(3n+24) -3 x (n—4)] soit
(n—4) | 36.
Or on cherche n > 0, donc n — 4 > —4. Une condition nécessaire est donc que (n—4)

soit un diviseur de 36 supérieur ou égal a —4.
e Réciproquement si (n—4) | 36, alors (n—4) | (3)( (n—4)+36) ,donc (n—4) | (3n+24).

Conclusion : (n — 4) € {—4;-3;-2;-1;1;2;3;4;6;9;12; 18; 36}

n € {0;1;2;3;5;6;7;8;10;13; 16; 22;40}

2. Solutions des exercices de la legon 2.

Exercice 4 : (page 15).

Notons b le diviseur et g le quotient ; on doit avoir 53 = bg + 5 avec 0 < 5 < b. Donc,
bg = 48 avec b > 5 : b doit étre un diviseur de 48 strictement supérieur a 5, c’est-a-dire
que b vaut 6 (et alors ¢ = 8) ou 8 (et alors ¢ = 6).

Exercice 5 : (page 15).

On a : a = 109b + 3057 avec 0 < 3057 < b et on veut trouver n de N tel que
a+n=109(b+n)+ravec 0 < 7 <b+n.

Comme a = 109b + 3057, il vient alors 1096 + 3057 + n = 109(b + n) + r, donc
3057 = 108n+r. Comme n est positif, on en déduit que r < 3057 et, puisque 3057 < b,
on a alors » < b donc 7 < b+ n. D’autre part, r doit étre positif, donc 108n doit
étre inférieur & 3057. On en déduit alors facilement les valeurs possibles pour n : ce
sont toutes les valeurs positives qui vérifient 0 < 108n < 3057, donc n appartient a
{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13, 14,15,16,17, 18,19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28}.

Exercice 6 : (page 15).
On divise deux entiers distincts a et b par leur différence a — b. Comparer les quotients
et les restes obtenus.
a # b, supposons par exemple que a > b.
{ a=(@-ba+n { b=(a—bg+7

0K <a->b ’ 0Krs<a—-b ’
Faisons la différence : a—b = (a—b)(q1 —g2)+(r1—72) soit (a—b) [1— (1 —qz)] =1 —Ts.
Orb—a<r —ry<a—bpuisquedry<a—bet0Lrya<a—b
On voit donc que a — b doit étre un diviseur de |r; — 3. Or |r; — 73] lui est strictement
inférieur. La seule possibilité est |r; — ra| = 0, soit 71 =73 et alors ¢; = g2 + 1.
Finalement,sia > b, a=(a—b)g+ravec0 L r<a—betb=(a—b)(g—1)+r.
Exemple : Sia =57, b=49,alorsa —b=8et 57=8x7+1; 49=8x6+1.
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Exercice 7 : (page 18).
Clest bien évidemment T0® (b =1 x b! 40 x )

Exercice 8 : (page 18).

1998 | 7
59 2857
38| 05(40|7

Donc, 1998 = 5553,

Exercice 9 : (page 18).

536600 = 5x8' +3x8 +6x8 +6x8+0
= 5%x4096+3 x5124+6x644+6x8+0
— 20480 + 1536 + 384 + 48
— 22448

22448 | 12
104 1870 | 12
84 | 67 |155 12
08 70| 35|12|12
8| 10| 11| 0|1

Donc, 53660 = T08a8"”.

Exercice 10 : (page 23).

[(—@ [ ri [ wi [ w [ ¢ | [—@[ m [ w | v |i |
57 | 1 | 0 | -1 =39 | 1 | 0 | -1
3 17 | 0 | 1 |0 3 | 16 T |0
3 || & | 1 | =8 {1 19 [ 1| 3 |1
1| 5 | 2| 7 |2 1 7 | 1| -2 ] 2
=5 | 1 | 3 | -10] 3 =3 | 2 | 2 | 5 |3
0 | -i7 | 57 | 4 2 | 1 | -7 |17 | 4
0 | 16 | 39 | 5
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(e[ v [w [ o [ ¢ | [—a[ e[ wl® | ¢ ]
452 1 0 —1 —67 1 0 -1
12 -35 0 1 0 —4 —19 0 1 0
2 32 1 12 1 3 9 1 —4 1
—1 29 2 25 2 -1 8 3 -11 | 2
-9 3 -1 | -13| 3 -8 1 -2 7 3
-1 2 11 142 4 0 19 —67 | 4
-2 1 -12 | -155| 5
0 35 452 6
—g; [ ri [wi [ v [ ]
264 1 -1
2 —126 0 1 0
11 12 1 2 1
-2 6 11 23 2
0 —-21 | —44 | 3
Exercice 11 : (page 25).
Ona:
153899 = 1+5+3+8+9+9 (mod3)
1+5+3+8+9+9=35 = 3+5 (mod3)
3+45=8 = 2 (mod 3)

Donc, le reste de la division euclidienne de 153899 par 3 est égal a 2.

Exercice 12 : (page 25).
a) Il n’est pas utile de passer par la base dix. On peut répondre a la question en
faisant apparaitre directement les puissances de 2® dans I’écriture du nombre. Ainsi :

2 +28 4261204241

(2) + (29)" x 2+ (2) + (2°) x2+3
= 8 +8(4+1)+8x2+3

_ m(s)

1101010011

b)
3203 | 12
80 26612
83| 262212

11 21101

En base douze, 11 s’écrit 3 et 10 s’écrit «, donc on a 3203 = 1a2ﬂ(12).
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c) Soit n = zyz(") = zgz!Y ; par convention z,y, z sont des chiffres en base sept
(et onze). Donc ils sont inférieurs ou égaux a 6 nécessairement.
D’autre part, par convention, le chiffre de gauche n’est jamais 0 (0 < a, < b). Donc
z#0et z#£0.
Nvient:0<y<6,1<z<6,1<2K6.
n s’écrit donc :

n = gz = xT+yxT+z = 49z4+Ty+z
n = zgg = zx1124yx1ll+z = 121z+1ly+=z

On est donc ramené & résoudre dans N 1’équation :
48z — 4y — 1202 =0

soit
1<z<K6

12c =y +30zavec { 0<y<6
1<2K6

Or12 < 12z < 72 et 30 < y + 30z < 6 + 180, ce qui donne comme conditions
nécessaires :

{ (1) 30122 <72 soit encore 5 < 2z < 12
(2) 30z < 30z +y < 72

Comme 1 { z<6et 1< 2«6 on déduit:

{(1) 3€zK6
(2) 1<2<2

esiz=1:122=y+30.0r30 < y+30 <36 dans N, donc 5 € 2z < 6 et z = 3, par
conséquent y = 6.

Vérification :

361 =3x49+6x7+1=190

163" =1 x 121 46 x 11 + 3 = 190.

esiz=2 12z =y+60. Or 60 < y+60 < 66, soit 10 € 2z < 11, donc z =5 et y = 0.
Vérification :

502" =5 x 49 + 2 = 247

205" = 2 x 121 + 5 = 247.

d) N = (z —1)? = 2 — 2z + 1. Ce n’est pas I’écriture du nombre en base en base
z car —2 ne peut représenter un chiffre.
On écrit (z — 1) = z(z — 2) + 1. Alors, puisque par hypothése z > 2, on a bien
0 < z—2 < z et z— 2 représente bien un chiffre non nul en base z. Si on pose
z—2=a, N s’écrit :
N = H(z)
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P = 2z —2, ne donne pas l'’écriture de P en base z car —2 ne peut étre un chiffre. Mais
P =z + (z — 2) et s’écrit donc avec la méme convention de chiffrage que ci-dessus :

P s 1_a($)

Exercice 13 : (page 25).
1
Nécessairement = > 5, puisque le chiffre 4 est utilisé dans 1'écriture de ces nombres.

Ona:

(4z+1)(z+4) = 3+ 222 + 22+ 4
422 +17z = ° + 2¢% + 2z
z(4z +17) = z(z® + 22+ 2)

et, puisque z > 5, z # 0 donc 4z + 17 = 2% 4 2z + 2 soit a résoudre :
-2z —15=0avecz €N, z2>5

Or z2 — 2z — 15 = (z — 5)(z + 3).
Seul £ = 5 convient.

Vérification :
(4x5+1)(5+4)=21x9=189;
1224 = 125 + 50 + 10 + 4 = 189

2.
D’apres les chiffres utilisés, il est nécessaire que la base de numération soit supérieure
ou égale & 7, puisque 6 figure dans I'écriture.
Si nous additionnons les unités, nous avons 64+-3=9 en base dix, qui doit s’écrire avec
2 pour chiffres d’unités en base b, soit a effectuer 6 +3 = nb+ 2.
7 =nb, avec b > 7, ce qui entraine b="T7 et n = 1.
La base cherchée ne peut étre que 7.
Vérification :
(AXT+6)+(BXT+3)=9xT+9=9(7T+1)=(T+2)(7T+1) =T +T+2xT7+2=
7 +3x7+2=132"

Essayons de faire la multiplication demandée directement en base 7. Pour cela, écrivons
d’abord la table de multiplication en base 7 :

x|2]3]4]|5]|6 il
2416 |11]1315 « &3
3 12 (15 | 21 | 24 R
1 AP il
5 34|42 332

6 51 = 352407
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La multiplication s’effectue ainsi : 3 X 6 = 24" : on pose 4 et on retient 2.
3x4=12,1242 = 20 etc. On convertit & chaque fois en base sept le résultat calculé
en base dix, en tenant compte des retenues qu’il faut.

134 = 14641 entraine que = > 7, puisque le chiffre 6 figure dans 1’écriture. On a
13* = 2% + 42% + 622 + 4z + 1 = (z + 1)* d’apres la formule du bindme de Newton.
D’ou 13 = z + 1, puisqu’on est dans N et finalement z = 12.

Exercice 14 : (page 26).

ONONO) @
1 0 110 01
-+ 1811 b1
= ¥ BLg-0 0 k-l 0
La ligne du haut est constituée des retenues.
Exercice 15 : (page 26).
57383 =3 (mod 19) car 57383 =19 x 3020 + 3.
D’apres les propriétés des congruences, on a :
57383" = 3" (mod 19).
Calculons les puissances successives de 3 modulo 19.
3 = 3 (mod19)
3> = 9 (mod 19)
33=3"x3=9x3 = 8 (mod19)
3¥=3x3=8%x3 = 5 (mod19)
3¥=3"x3=5x3 = 15 (mod 19)
3¥=3"x3=15x3 = 7 (mod19)
3"=3"%x3=7x3 = 2 (mod19)
3¥=3"x3=2x3 = 6 (mod19)
3¥=3x3=6x3=18 = -1 (mod 19)

Le but est d’obtenir une puissance de 3 congrue a 1 modulo 19.
Or,si 3= -1 (mod 19), alors (3%)2=(-1)2=1 (mod 19), soit :

3¥ =1 (mod 19).
Ecrivons alors la division euclidienne de 40 par 18 :

40=2 x 18 4+ 4.
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Diots : 340 = 32X18+4 = 32x18 x 3¢ — (38)" x 34 =1x5=5 (mod 19).
573834 = 3% (mod 19), donc le reste de la division euclidienne de 57383% par 19
est 5.

Exercice 16 : (page 26).
Si un nombre entier naturel A s'écrit : @pm@m_1 -+ -a1aq en base 10, cela signifie que

A=a, X 10"+ ap_1 X 10™ 14 ...4+a; x10+aq
D’aprés les propriétés des congruences, si 10 =« (mod n) alors :
A=a, X 0™ +amy Xa™ 4+ 4+a; xa+ay (modn)

Appliquons cela successivement avec n = 2,5,3,9,4,25,11.

1.10=0 (mod2)ou (mod5);donc10™ =0 (mod2)ou (mod 5) et
A=gay (mod2)ou (mod 5)
Donc modulo 2 ou 5, un entier naturel est congru & son chiffre d’unités; il est donc
divisible par 2 quand ag est divisible par 2, c’est-a-dire lorsque son chiffre d’unités est
pair, il est divisible par 5 quand son chiffre d’unités est divisible par 5, c’est-a-dire si
ag est égal a 0 ou 5.
Exemple :
Le reste de la division de 1738 par 5 est congru & 8 modulo 5, donc c’est 3 car
8 =3 (mod 5).

2.10=1 (mod3)ou (mod9);doncl0™=1 (mod3)ou (mod9) et

A=am+am1+--+a (mod3)ou (mod?9).

Un nombre est congru a la somme de ses chiffres modulo 3 ou modulo 9. Donc en
particulier, il est divisible par 3 (resp. 9), si sa somme des chiffres est divisible par 3
(resp. 9).

Exemple :

41738 = 4+1+7+3+8=1+14+14+0+2=2 (mod 3). Le reste de la division
euclidienne de 41738 par 3 est 2.

41738 =4+1+7+3+8=4+7+3=5 (mod 9) Le reste de la division euclidienne
de 41738 par 9 est 1.

3. Par 4 et par 25, on s’intéresse & 100 car 100 = 4 x 25. Or
100=0 (mod 4) ou (mod 25).
A=10%(am x 10™ 2 4+ apg x 10™7% + .- + a3) + 10a; + a0.
Donc A = 10a; + ag (mod 4) ou (mod 25). Donc A est divisible par 4 ou 25 si et
seulement si le nombre 10a; + ag, qui s’écrit ajag en base 10, Iest.
Exemple : 1738 n’est ni divisible par 4 ni par 25 car 38 ne l’est pas.
Les nombres de deux chiffres divisibles par 25 sont 00, 25, 50, 75 ; donc un nombre est
divisible par 25 si et seulement s’il se termine par 00, 25, 50, 75.
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Les nombres de deux chiffres divisibles par 4 sont moins visibles “a I’ceil nu”. On peut
donc améliorer la régle en constatant que si A = 10a; +a¢ (mod 4) alors A = 2a;,+ay
(mod 4) car 10 =2 (mod 4).

Ainsi 1738 = (2 x 3+8) =2 (mod 4). Donc 1738 n’est pas divisible par 4, mais son
reste dans la division par 4 est 2.

4.10= -1 (mod 11); donc 10™ = (—-1)™ (mod 11) et :

A=a,(-1)"+ am_l.(—l)'""1 +.--4ay—a;+ay (mod1l)

A= (am+ama+t- - -+a+ay) = (@Gmn1+am3+- - +a;) (mod 11) si m est pair
A= (@mo1 +am3+ - +as+0ag) = (@Gm+amoa+---+a1) (mod 1l) sim est impair
D’ol1 la régle : un nombre est divisible par 11 si la somme de ses chiffres de rang pair
moins la somme de ses chiffres de rang impair est divisible par 11.
Exemples : 1738 = (7+8) — (1 +3)=15-4=0 (mod 11).
2318582 = (24+14+5+2)—(3+8+8)=10-8=2 (mod 11).
2 318 582 n’est pas divisible par 11 et le reste de la division euclidienne de 2 318 582
par 11 est 2.

Exercice 17 : (page 26).
1)Ona:4'=4 (mod7),42=2 (mod7),4=2x4=8=1 (mod7).
Par suite, pour tout entier naturel & :

% =1 (mod7),4¥! =4 (mod7),4¥*?=2 (mod?7)

2) On a 851 =121 x 7+ 4 donc 851 =4 (mod 7).
Il en découle que A = 4%" + 4" + 4" +2 (mod 7).
— Sinest multiplede 3, A=14+1+14+2=5 (mod7);
-sin=3k+1,A=14+4244'4+2=1+4+24+4+2=2 (mod7);
~sin=3k+2,A=14+4'+42+2=1+4+2+2=2 (mod7).
A a pour reste 5 dans sa division par 7, si n est multiple de 3, et pour reste 2 sinon.
3) B =2103211™¥.
Puisque B = 2 x 4% + 45 43 x 4% 4+ 2 x 42 4+ 4 + 1, le résultat de la premiére question
montre que B=2x14+2+3x1+2x2+4+1 (mod7),c-a-d. B=2 (mod?7).
Donc, le reste (dans la numération décimale) de la division euclidienne de B par 7
est 2.

Exercice 18 : (page 27).

1) En numération décimale, on a : N = @.12% + a.12% + b.12 + ¢, donc N est
divisible par 6 si et seulement si (123 + 12%)a+ 126+ c=0 (mod 6).
Or, 12 = 0 (mod 6), donc cette condition devient : ¢ = 0 (mod 6), c’est-a-dire,
puisque c est un chiffre de la numération en base douze et qu’il est supposé non nul,
c = 6.

e = B.

2) N est divisible par 9 si et seulement si (123 +12%)a+12b+6 =0 (mod 9) et,

comme12=3 (mod 9),onal22=9=0 (mod9)et123=12x12>=0 (mod9);

53



ANNEXE A.

donc (123 +12%)a+12b+6=3b+6 (mod 9). On obtient alors : N est divisible par
9 si et seulement si 3b+6=0 (mod 9)ou3b=3 (mod9),soit3b=3+9k (k€Z
et 0 < b < 11). On voit immédiatement que les seules valeurs possibles pour b sont 1,
4, 7 et 10.

(Les seules valeurs possibles pour b sont 1, 4, 7 et 10. |

3)
1 = 1 (mod11)
12 = 1 (mod 11)
122 = 1 (mod 11)
122 = 1 (mod 11)
donc N = al+al+bl+c (modll)

Le reste de la division euclidienne de N par 11 est 7 si et seulementsi N =7 (mod 11),
soit 2a +b+c=7 (mod 11).

1 = 1 (mod13)
12 = -1 (mod 13)
122 = 1 (mod 13)
12> = -1 (mod 13)

donc N = a.(-1)+al+b(-1)+c (mod13)

Le reste de la division euclidienne de N par 13 est 9 si et seulementsi N =9 (mod 13),
soit —b+c=9 (mod 13).
Or,c=6,doncona —b+6=9 (mod13), soit b=10 (mod 13) et, comme b est
un chiffre de la numération en base douze, il vient : b = 10 (« en base douze).
D’autre part, on a 2a +b+c =7 (mod 11) et, comme b = 10 et ¢ = 6, on obtient
%2 =2 (mod 11) ou 2a =2+ 11k (k € Z et 0 < a < 11). On voit immédiatement
que la seule solution est k =0 et a = 1.
la=1letb=a. |
4) On a alors : N = a6 donc, en base dix :

N = 1x12241x122410x12+6
= 1728 +144+120+6
1998.
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3. Solutions des exercices de la lecon 3.

Exercice 19 : (page 30).

e Soit d = (a,b) ; d est un diviseur de a et de b, donc il divise (b+ka) (k € Z); comme
il divise également a, il divise le p.g.c.d. de a et de (b+ ka).

Réciproquement, soit d' = (a,b+ ka); d’ est un diviseur de a et de (b + ka), donc il
divise ((b + ka) — ka), c’est-a-dire b; on a : d’ divise a et b, donc d' divise le p.g.c.d.
de a et de b.

On en déduit donc que d = d', c’est-a-dire (a,b) = (a,b+ ka) pour tout a de Z, pour
tout b de Z et pour tout k£ de Z.

e Soit d = (a,b); d est un diviseur de a et de b, donc il divise aussi (—b); comme il
divise également a, il divise le p.g.c.d. de a et de (—b).

Réciproquement, soit d’ = (a,—b); d" est un diviseur de a et de (—b), donc il divise
(—(—b)), c’est-a-dire b; on a : d" divise a et b, donc d" divise le p.g.c.d. de a et de b.
On en déduit donc que d = d”, c’est-a-dire (a,b) = (a, —b) pour tout a de Z et pour
tout b de Z.

Exercice 20 : (page 39).
Il est & remarquer que le produit n(n + 1) est toujours pair car n et n + 1 sont deux
n(n+1) €N

entiers consécutifs et un des deux est pair. Donc A = 5

On va raisonner modulo 3 sur la nombre 24.

-Sin=0 (mod3),alorsn(n+1)=0 (mod3),dou24=0 (mod 3).

Comme 2 et 3 sont étrangers, d’aprés le théoréme 3.6. page 35, on peut “simplifier”
par 2 la congruence modulo 3.

Doncsin=0 (mod 3),alors A=0 (mod 3).

-Sin=1 (mod3),alors n(n+1) =2 (mod3), dout 24 =2 (mod 3), et par
suite, toujours d’apres le théoréme 3.6., A=1 (mod 3).

Doncsin=1 (mod 3),alors A=1 (mod 3).

-Sin=2 (mod3),alorsn(n+1)=3=0 (mod3),dou24=0 (mod 3), on est
ramené au premier cas A=0 (mod 3).

Conclusion : A est divisible par 3 si et seulement si n est de la forme n = 3k ou
n=3k+ 2.

Le reste de la division euclidienne de A par 3 est 1 si n est lui-méme congru a 1
modulo 3.

Exercice 21 : (page 39).

n = 1000.a+100.b+10.c+a = 1001.a+ 100.b+ 10.c avec a # 0 puisque a est le premier
chiffre.

Les relations 10 = 3 (mod 7), 100 =2 (mod 7) et 1000 = —1 (mod 7) montrent
que n est divisible par 7 si et seulement si 26 +3c =0 (mod 7) (x).

n doit étre congru a 1 modulo 99, c’est-a-diren —1=0 (mod 99).

Puisque 9 et 11 sont premiers entre eux, pour que n — 1 soit divisible par 99 il faut et
il suffit que n — 1 soit divisible par 9 et par 11 (en effet a | ¢, b | c et a et b étrangers
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implique que ab divise ¢ (voir corollaire 3.3. page 33), le sens ab |lc=>alcetd]|c
étant trivial).
D’ou le systeme :

0 (mod 9)

{20, +
0 (mod 11)

+ ¢ — 1
— c — 1

b
b
Puisque b et ¢ sont deux entiers naturels inférieurs a 9, la derniere condition impose
b=c+1.

La premiére condition se réduit alors & 2a +2c =0 (mod 9), ou encore, puisque 2 et
9 sont étrangers, en appliquant le théoréme 3.6. page 35,a +c=0 (mod 9).
Ainsia=9—-coul £c<K8.

D’autre part b =c + 1 entraine c =1 (mod 7) d’apres (). D’ou les solutions :

1, b = 2, a = 8 n = 8218
=8 b =09 a =1, n = 1981

Exercice 22 : (page 39).

2)

Conditions nécessaires :

On doit résoudre (a — b)(a + b) = 24 avec a et b entiers naturels.

On remarque que (a — b) et (a + b) sont de méme parité, que a —b << a+bcarb >0,
que (a — b) est positif ou nul car (a+ b) I'est et leur produit aussi (= 24). Donc (a —b)
et (a + b) sont a chercher parmi les couples de diviseurs associés de 24 vérifiant ces
conditions, a savoir :

a—bla+bd
1 24 | non
2 12 | oul
3 & | non
4 6 oui

(les cas exclus 1’étant car pas de méme parité).

. .. [a—b=2 . Ja—b=4
Ilv1ents01t{a+b=12 SOlt{a+b=6
et b=1.

On vérifie réciproquement que ces deux couples conviennent.

§={(7,5);(5,1)}

c’est-a-dire : soita=Tet b=5;s0it a =5

b) e Conditions nécessaires : n® — m® = 999 = (n — m)(n® 4+ nm + m?) (identité

remarquable)

n3 —m® =999 > 0 => n > m = n > m. Donc (n — m) est un diviseur positif de 999
ainsi que (n? + nm +m?).

D’autre part (n?4nm+m?) = (n—m)?+3nm > (n—m)?, ou encore n
(on peut avoir ’égalité pour n = m).

3_m3 > (n_m)3
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Soit 999 > (n—m)? c’est-a-dire 10* > (n—m)?® ce qui entraine que 10 > (n—m). Donc
(n —m) est un diviseur positif de 999 inférieur strictement a 10 et (n—m) € {1,3,9}.
xsin—m=1:(n—m)(n’+nm+m?) = (n—m)[(n—m)2 +3nm] =1x [1+ 3nm)].
Ceci est impossible car alors on aurait : 3nm = 999 — 1 et 998 n’est pas divisible par
3.

xsin—m=23:999 = 3 x (94 3nm) d’ou nm = 108. n et m sont alors solutions

entieres du systéme :
{ n—m=3
nm = 108

c’est-a-dire m est solution de ’équation m? + 3m — 108 = 0.
On trouve m = 9 (I’autre solution est & exclure, c’est —12) et n = 12.
xsin—m=9:ona999 =9 x (81 + 3nm) soit nm = 10, ce qui donne

{n—m=9

nm = 10
et m est solution de m2 + 9m — 10 = 0. On trouve m =1 et n = 10.

e Conditions suffisantes :
(n,m) € {(12,9);(10,1)} sont bien solutions : 12® — 9® = 1728 — 729 = 999 et
103 — 1 =999.

c) D’abord :

p.pecmda,b,e) = ppecm. [p.p.c.m.(a, b), c]
= p.p.c.m.[a,p.p.c.m.(b, c)]
= p.p.c.m.[b,p.p.c.m.(c, a)]

(c’est ’associativité des p.p.c.m.).
n et n+1 sont étrangers car 1 = (n+1)—n (relation de Bézout). De méme, n+1 et n+2
le sont. Alors p.p.c.m.(n,n+1) = nx(n+1) et il faut chercher p.p.c.m.[n(n+1), n+2].

Or (n+2) — n = 2 (relation de Bézout), donc 2 est un multiple du p.g.c.d.(n,n + 2).
* Si n est impair, n + 2 aussi et 2 n’est pas diviseur de n ni de n + 2; alors 2 ne peut
étre le p.g.c.d.(n,n + 2) et celui-ci vaut 1. On a :

n, (n + 2) sont étrangers } ;

(n+1), (n+2) sont étrangers = n X (n+ 1) et (n+ 2) sont étrangers
(voir la proposition 3.2. page 33)

et p.p.cm.(n,n+1,n+2) = p.p.c.m[n(n +1),n+ 2] =n(n+1)(n+2).

* Sin est pair : n + 2 aussi et 2 est a la fois diviseur commun de n et n + 2 donc
diviseur de leur p.g.c.d. et multiple de leur p.g.c.d. toujours d’apres la relation de
Bézout : 2 = (n+2) — n.
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Donc, p.g.c.d.(n,n+2) =2; dot :

n(n+1)(n+2)
p.g.c.d. [n(n +1),n+ 2]
n(n+1)(n+2)
2

p.p.c.m. [n(n +1),n+ 2]

Exercice 23 : (page 39).
< n=5 (mod 12)
n=14 (mod 15))

D’olt 12k — 15k' = 9, soit encore 4k — 5k’ =3 (%)
Or 4 et 5 sont étrangers. D’apres I'identité de Bézout il existe u et v, tels que 4u+5v = 1.

} )¢é(m:wa:dM%&$k€ZH€Z)

Ici on peut facilement trouver u = —1 et v = 1 (dans des cas plus compliqués, on peut
trouver les coefficients u et v grace A 1’algorithme d’Euclide).

Une solution particuliere de I’équation (*) est donc k = 3u et k' = —3v, soit k = -3
et k' = -3.

Cherchons toutes les solutions de 1’équation (*).

4k - 5K = 3
4x(-3) — 5x(-3) = 3

En soustrayant membre & membre ces deux égalités, on obtient :
4x(k+3)—5x (K +3)=0,

soit :

4x (k+3)=5x(kK+3) ()

Mais, d’apres le théoréme de Gauss, 4 divisant le produit 5 x (k' + 3) et étant étranger
4 5, alors 4 divise (k' + 3). Il existe A € Z tel que k' + 3 = 4.} et en remplagant dans
(xx) , il vient :

4x(k+3)=5x(4)\);douk+3=>5\ A€Z.

Finalement on obtient toutes les valeurs de k et k' par: k =5 A—3 et £’ = 4)1-3, X € Z.
En reportant ceci dans I’expression de n, on a : n = 12(5A — 3) +5 = 15(4A — 3) + 14,
soit :

n = 60X — 31 ou encore : n = 60X + 29 (avec X' =\ —1).

Donc, les nombres qui divisés par 12 donnent pour reste 5 et divisés par 15 donnent
pour reste 14, sont les nombres congrus a 29 modulo 60.
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Exercice 24 : (page 39).
a) Soit d = p.g.c.d.(a,b) alors a = da’ et b = db avec o’ et b’ étrangers.
e On connait le p.g.c.d. et la somme :

a+b=d(a' + V). Cela revient a chercher a’ et b' étrangers tels que leur somme vaut
a+b

qui est connue. On a nécessairement que a’ et b’ ne sont pas tous les deux pairs

(car étrangers). On peut remarquer que le probléme est symétrique en a et b, donc
en a’' et b'. Dés qu’on aura trouvé un couple solution, le couple “symétrique” le sera
aussi.

2 .
—ad+b= = 8 avec (a',b') =1, o' et b’ non tous les deux pairs :

o =1letb =Tcequidonne:a=9etb=063; et a=63, b=29 aussi.

a =3et b =>5cequidonne:a=27etb=45; et a =45 et b =27 aussi.
—-d+¥V = Z—g =3 (d,V) € {(1,2);(2,1)} ce qui donne a = 32 et b = 64 ou le

symétrique.

e On connait le p.g.c.d. et le produit :

ab = da'db' = da't/. On cherche donc deux nombres naturels étrangers tels que leur

produit soit un nombre donné Z—g.
- a't = % ; impossible car 25 ne divise pas 360.
gy 88

(1,20) et (4,5) sont les seules possibilités (avec les couples symétriques), ce qui

donne

= 20. On cherche les diviseurs naturels de 20 deux a deux étrangers.

(a,b) € {(18,360); (360, 18); (72,90); (90, 72) }

b) Posons d = p.g.c.d.(a,b) et m = p.p.c.m.(a,b). On a a résoudre dans N x N :

md = ab

{m—d=187

Conditions nécessaires : d | m (puisque d | a et a | m par exemple) donc d | (m — d);
0<dgm
Or 187 =11 x 17. L’ensemble des diviseurs de 187 est donc : d € {1,11,17,187}

d=1: Alors, m = 187 + 1 = 188 = ab, avec a et b étrangers.

ab = 2% x 47, a et b étrangers, donne : a =1, b= 188 ou a = 4 et b = 47, et les cas
symétriques.
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d=11: Alors, m = 187 + 11 = 198 = 11 x 18; m = da'b’ = 11a'b’. Cela revient a
chercher deux entiers naturels a' et b’ étrangers tels que leur produit soit égal a :

11 x 18
11

m
W =—= =18 =2 x 32
a d X

Ontrouvea =l et b =18 oua =2 et b’ =9 et les cas symétriques; finalement

(a,b) € {(11,198); (198, 11); (22, 99); (99,22)}

d = 17 : Alors, m = 187 4 17 = 204, a'b' = 12 avec o’ et b’ naturels étrangers; il vient
o' =1etd =12 0ud =4etd =3 et les cas symétriques.

(a,) € {(17,204); (204, 17); (68, 51); (51, 68) }
d = 187 : Alors, m = 187 + 187 = 374, o't/ = 2 avec o’ et V' naturels étrangers; il vient
a' =1et b =2 et les cas symétriques.

(a,b) € {(187,374); (374,187) }.

Exercice 25 : (page 39).

Posons a = da' et b = db' avec o' et b/ entiers relatifs étrangers. Alors, m = da't’ (ou
m = —da't'); or, par hypothése, m = 12d, donc a'b’ = 12 ou a't = —12. Comme
12 = 22 x 3, on a les solutions suivantes pour (a’,?') :

(1,12) (-1,12) (1,-12) (-1,-12) (3,4) (-3,4) (3,-4) (-3,-4)

D’autre part, a + b = 105, donc d(a' + ¥') = 105, donc (@’ + b') doit diviser 105 :

(@[ ¥ |d+b][(@+0b)divisel05] d | a | b |a<b]

1 12 13 non
-1| 12 11 non
1 | -12| -11 non
-1|-12| -13 non
3 4 7 oui 15 45 60 oui
-3| 4 1 oui 105 | =315 | 420 oul
3 | -4 -1 oui —105| 315 | —420 | non
-3| -4 -7 oui —15 | =315 | —420 | non

On s’apercoit finalement qu’il n’y a que deux solutions :

(a,b) = (45,60) et (a,b) = (—315,420).
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Exercice 26 : (page 39).

Tout diviseur commun & z et & y divise 2y — 9z, c’est-a-dire 17.

Donc le p.g.c.d. de = et y ne peut étre que 1 ou 17.

Pour que z soit divisible par 17, il faut et il suffit que 2k = 1 (mod 17), c’est-a-
dire 2k = 18 (mod 17), soit encore k est congru & 9 modulo 17 (car 2 et 17 sont
étrangers).

Dans ces conditions, le nombre y est congru a 9 x 9+ 4 = 85 = 0 modulo 17 (car
85 =17 x 5).

En résumé :

-sik=9 (mod17),lep.g.c.d. de z et y est 17;

-sik#9 (mod17), z et y sont étrangers.

Exercice 27 : (page 39).
L’équation z% — 9y? = —35 s’écrit encore : (3y — z)(3y + ) = 35.
Comme z et y sont des entiers naturels, il en est de méme pour (3y + z) et donc aussi
pour (3y — z). En outre : 3y — ¢ < 3y + z.
Il y a donc deux possibilités :
Jy—=z
{ Jy+z = 35

1 {3y—z = 3
Jy+z = 7

On obtient respectivement les couples (17,6) et (1,2). Les deux couples étant constitués
d’entiers naturels conviennent.

Exercice 28 : (page 39).

On sait que CI; est un entier (0 < k < p). Notons-le A. On a :
pl=Akl(p—k)!

Si p est premier :

p divise p!, donc p divise Ak!(p—k)!;sil < k<p—l,alorsl<p—k<p—1let
tous les termes de k! et de (p—k) ! sont des entiers strictement positifs et strictement
inférieurs a p, donc étrangers & p (voir proposition 3.1. page 32). On en déduit que p
est étranger a k! et & (p — k) !, donc (théoréme de Gauss), p divise A, c’est-a-dire : p

k
divise Cp pourtout k (1< k<p—1)
Si p n’est pas premier :

Soit p = k.p; avec k premier et 1 < p; < p. Considérons A = C: (qui est un entier) :
e Pt _pp-1)...(p—k+1)
kl(p—k)! k(k—1)...1

Supposons que p divise A : A = p.A; avec A; entier; il vient :
plp—1)...(p—k+1)

P-M k(k—1)...1
Mk(k—1)...1 = (p=1)...(p—k+1)
(A1) AMk(k=1)...1 = (kpr—1)(kp1—2)...(kpy —k+1)
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4.

Or:

kpr—k+1 1 (mod k)
kpr—k+2 = 2 (modk)

k.py —2 k—2 (mod k)
kpi—1 = k-1 (modk)

I

k est premier, ces (k — 1) congruences successives prouvent que les (k — 1) entiers
(kpy —k+1), (kpr —k+2), ..., (kp1 - 2), (k.p1 — 1) sont tous étrangers a k,
donc qu'il en est de méme pour leur produit; or, dans I’équation (A.1), on a k qui
divise le membre de gauche, il doit donc aussi diviser le membre de droite, ce qui est
impossible. Il y a donc contradiction, donc p ne divise pas ) ; on a donc trouvé un k

k
(1 < k < p—1) tel que p ne divise pas Cp : par contraposition, on a donc le résultat
cherché.

Solutions des exercices de la legon 4.

Exercice 29 : (page 44).
a=pd...p%* avec ; > 0 pour tout i =1,...,k. Soit b un diviseur strictement positif

de a.

=R

Montrons que :
(b]|a) < (bsécrit b=p” ... p* avec 0 < B; < a; pour tout i =1,...,k)

c’est immédiat : si b = p?‘ p'g" avec 0 € B; € o; pour tout ¢ = 1,...,k alors,
en posant ¢ = pl—P ...p‘,:"—ﬂ", on a c entier naturel (car 0 < B; < o; pour tout
i=1,...,k) et a=bc,donc b |a.

e si b= 1, alors b est bien de la forme b =p}...p}.

e si b # 1, alors, soit p un diviseur premier quelconque de b, alors p divise b qui
divise a, donc p divise a ; d’aprés le lemme d’Euclide (proposition 4.1. page 41), on
en déduit que p divise I'un des p; et, comme il s’agit de deux nombres premiers, on
a alors p = p;. Donc, tout diviseur premier de b est un des p; ; b s’écrit donc sous la

forme b= pI* ...p}* avec v; > 0 pour tout ¢ = 1,...,k. Il est immédiat d’autre part
que ~; doit étre inférieur & o; pour tout 4 = 1,...,k sinon b ne serait pas un diviseur
de a.

On vient donc de caractériser les diviseurs de a ; considérons maintenant deux diviseurs
dea:b=p" .. .p* et c=p]...pJ*. Comme la décomposition d’un entier en produit
de facteurs premiers est unique, on a :

(b#c) &= {Br,.. ., B} # {7, s W}
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Si ’on appelle D I’ensemble des diviseurs de a, on a donc :
D= (o0 < B <0< B < )

On a donc (1 4 ;) choix possibles pour i, ..., (1 4 ;) choix possibles pour S, ce
qui nous donne (1 + a;)(1+ a3) ... (1 4+ o) diviseurs possibles.
d=14+a)(l+a2)...(1+az).

Remarque : On a un procédé pratique pour obtenir tous les diviseurs de a : on
effectue les produits

(L+pr+pi - +pP)1+p2+pp+- 4557 (L +pe+pi + - +70)

et chacun des termes obtenus dans le développement est un diviseur de a.

Exemple : 108 =2x54=2?x27=22x3x9=22x32x3=22x3%
Donc, k =2, 01 =2 et g = 3, ce qui nous donned = (1+2)(1+3)=12:ilya 12
diviseurs de 108. Pour les obtenir :

(14+2+4)(1+34+9+27)=1+2+4+3+6+12+9+18+36+ 27+ 54+ 108

Les douze diviseurs de 108 sont donc 1, 2, 4, 3, 6, 12, 9, 18, 36, 27, 54 et 108.
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ANNEXE B.

Quelques algorithmes

1. Crible d’Eratosthéne

Lire n

Déclarer T comme tableau booléen de dimension n

T(1) = fauzx

Pour ¢ = 2 jusqu'a n
T (i) = vrai

Fin Pour

a=2

M=+n

Tant que a < M

Si T'(a) = vrat

b=axa

Tant que b< n
T(b) = fauzx
b=b+a

Fin Tant que

Fin Si

a=a+1

Fin Tant que

Pour i =1 jusqu'a n

Si T'(z) = vrai
Afficher ¢

Fin Si

Fin Pour
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2. Savoir si un nombre est premier ou non

Lire n

p=2

M =./n

r=1

Tant que (p < M et 7 #0)
== (3)

p
r=n-—-pxgq
Sip=2
| =3
Sinon
| p=p+2
Fin Si

Fin Tant que
Sir=0
n
P=—-
g
Afficher p et ¢
Sinon
Afficher “n premier”
Fin Si

3. Algorithme d’Euclide d’obtention du p.g.c.d. de deux nom-
bres.

Lire a et b

TantquebZEO
a
1=E(3)

r=a—bxgqg
a=5b
b=r
Fin Tant que
Afficher a
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4. Coefficients de Bézout

Lire a et b
u=1:v=0;uu=0;vw=1

Tant que b # 0

()

r=a-—-bxgqg
a=15b

b=y

YUY = U — UU X ¢
U= Ul

UL = YUY

VYV =V — VU X ¢
v = v

VY = VUV

Fin Tant que
Afficher u et v

5. Décomposition d’un nombre en facteurs premiers

Lire n

= 2
==
Tant que r =0
M =/n
|
Tant que (p < M et 7 #0)
=2 (3)

P
r=n—pxgq
Sip=2

p=3
Sinon
\ p=p+2
Fin Si
Fin Tant que
Sir=0
n
p=-—

g
Afficher p
n=gq

Sinon
Afficher n
Fin Si
Fin Tant que
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ANNEXE C.

Travaux pratiques

Les TP qui suivent ne sont pas, a priori, a réinvestir tels quels en Terminale ; il s’agissait
principalement par leur biais d’appliquer et de développer, lors du stage, les résultats
énoncés dans les legons. Ils ont donné lieu a des calculs pratiques et a l'utilisation
d’ordinateurs.
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TP 1

Equations diophantiennes

e Equations diophantiennes’

Soit & résoudre dans Z x Z 1’équation

(C.1) az + by = c.
a) Il est nécessaire que c soit un multiple de p.g.c.d. de a et b (justifiez pourquoi).
b) Dans ce cas on divise (1) par p.g.c.d.(a,b) et on obtient

(C.2) dz+by=_

avec a' et b’ étrangers.
On peut déterminer une solution particuliére z, et yo de (C.2) en utilisant une relation
de Bézout et ’algorithme d’Euclide, ou en utilisant les congruences.

c) On trouve enfin toutes les solutions de (C.2) en soustrayant membre a membre :

dz+by = ¢
dzg+by = ¢

7

!

(C.3) d(z—zo)+b(y—y) = 0
puis en utilisant le théoréme de Gauss pour résoudre (C.3).

¢ Recherche d’une solution particuliere dans Z? de au + bv = c:

On peut chercher une solution particuliére avec les coefficients d'une relation de Bézout,
grace 3 l'algorithme d’Euclide, ou bien utiliser les congruences ainsi :

Soit par exemple : 121u 4 37v = 3.

x L’équation implique 121u =3 (mod 37);

mais 121 = 10 (mod 37) (car 121 = 37 x 3 + 10); le travail se ramene donc a la
recherche de la solution de 10u =3 (mod 37);

x10u =3 (mod 37) équivaut a : il existe w € Z tel que 10u+37w = 3; ce qui signifie
37w =3 (mod 10) qui équivaut & 7w =3 (mod 10).

% Tw+ 10k =3 ou 10k =3 (mod 7) soit encore : 3k =3 (mod 7);

Or, d’apres le cours, comme 3 et 7 sont étrangers,

(3k=3 (mod7)) «= (k=1 (mod7)).

On peut prendre par exemple k = 1 et on trouve alors : 7w + 10 = 3 soit w = —1 et
10u — 37 = 3 soit u = 4 ; puis 121 x 4 + 37v = 3 donc v = —13.
Applications : Résoudre les équations diophantiennes suivantes :

(1) 3z-4y =1 ; (2) T7z-9 =5
(3) 8z + 14y 3 ; (4) 24z -90y = -12

1du nom de Diophante, mathématicien grec (325-409) qui le premier les étudia.
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TP 2

Théoreme des restes chinois

¢ Probleme du cuisinier chinois[1]

Une bande de 17 pirates s’est emparée d’un butin composé de pieces d’or d’égale valeur.
Ils décident de se les partager également et de donner le reste au cuisinier chinois. Celui-
ci recevrait alors 3 pieces. Mais les pirates se querellent et 6 d’entre eux sont tués. Le
cuisinier recevrait alors 4 piéces. Dans un naufrage ultérieur, seuls le butin, six pirates
et le cuisinier sont sauvés et le partage laisserait alors 5 pieces d’or a ce dernier.
Quelle est la fortune minimale que peut espérer le cuisinier quand il décide d’empoi-
sonner le reste des pirates?

e Méthodes de résolution

Soit X le nombre cherché ; on doit avoir :

X =3 (mod 17)
X =4 (mod 11)
X =5 (mod6)
Premiére méthode :
e On écrit ¢ =3 + 17k.
e puis: 3+ 17k =4 (mod 11), ce qui équivaut & 3+ 6k =4 (mod 11), donc :
6k=1 (mod 11).
Comme 6 et 11 sont étrangers, il y a une solution ; on cherche I'inverse de 6 modulo

11 (identité de Bézout en général), ici on a immédiatement 6 x 2 =1 (mod 11).
Donc k=2 (mod 11), c’est-a-dire : k =2+ 11X

z=3+172+11)) 1, .
{a:55 (mod 6) D'ou

:37T+17x 11 x A=5 (mod 6) ou encore :
1+A=5 (mod 6);
donc A =4 (mod 6), c’est-a-dire : A = 4+ 6.

e on remonte et on obtient :

z=3+17[2+11(4+6p)| =3+34+ 748 +17x 11 x 6 x p =785+ 17 x 11 X 6 X p.

La plus petite solution est donc 785 et toutes les autres solutions lui sont congrues
modulo 17 x 11 x 6 = 1122.
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Deuxieme méthode : 17 et 11 x 6 sont étrangers donc il existe u; tel que
11x6xu; =1 (mod 17); on trouve, par exemple, u; = 8.

11 et 17 x 6 sont étrangers donc il existe uy tel que 17 X 6 X up = 1 (mod 11); on
trouve, par exemple, uy = 4.

6 et 17 x 11 sont étrangers donc il existe ug tel que 17 x 11 x ug =1 (mod 6) ; on
trouve, par exemple, ug = 1.

Soit Xp =3 %66 x8+4x102x 4+5x 187 x 1; alors X est une solution du systéme.
Soit z une autre solution de ce systéme ; on doit avoir :

X-Xy=0 (mod17)
X -X;=0 (mod11)
X -Xo=0 (mod6)
X — Xo =17k, = 11ky = 6k;3
11 et 17 sont étrangers donc 11 | ky ; k1 = 114; et ky = 174,.

X—X0=11X17£1=6k3

11 x 17 et 6 sont étrangers donc 6 | £; ; £1 = 645 et k3 = 17 x 114,.
D’ou :

X—X0=17X11X6-€2
Les solutions du systéme sont les X congrus & X, modulo 6 x 11 x 17.

La solution recherchée (minimale) est 785.
e Cas général

Théoreme des restes chinois

Soient my, my, ..., m, des entiers étrangers deux a deux; soient a1, s, ...,ar des
T

entiers quelconques ; on pose p; = || m; et on définit b; par : p;.b; = 1 (mod m;).

j=1
. J#i

Alors, le systéme
r=a; (modmy)
T =a; (modmy)
t=a, (modm,)

,
a une solution ¢y = Zpi.bi.ai.
i=1

De plus, toutes les solutions sont congrues a zo modulo le produit des m;.
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TP 3

Période du développement décimal illimité d’un
rationnel

Tout nombre rationnel admet un développement décimal illimité périodique et,
réciproquement tout développement décimal illimité périodique représente un ra-
tionnel. Pour une démonstration, voir [7].

d s 17
¢ Exemple : —;—; = 0,459459459... = 0,459. 459 est le cycle de 37 et sa période

est 3.
e Résultat

Théoreme

. m . oy s y s . s oy 5 5 g%
Soit x = — un rationnel positif non décimal écrit sous forme irréductible (c’est-a-dire
n

m €N - {0}, n €N = {0}, (m,n) =1)
1. n s’écrit sous la forme n = 2% x 5% x q avec (10,q) =1 et ¢ > 1
2. Il existe un plus petit entier strictement positif h tel que 10* =1 (mod q)

3. La période du développement décimal illimité de = est égale a cet entier h.

Preuve :

1. Un rationnel est un décimal si et seulement si le dénominateur de sa forme irréductible
se décompose sous la forme 2* x 5°; comme z est supposé non décimal, dans la
décomposition de n en facteurs premiers : n = 2% x 5% x [I1»5 (avec p; premier

différent de 2 et de 5), les o; ne sont pas tous nuls; on pose alors ¢ = pr“ et l'on
a bien ¢ > 1 et (10,¢q) = 1 puisque ni 2, ni 5 ne divisent q.

2. Démontrons maintenant I’existence de h : lorsque I’on écrit 10/ = §; (mod q) (avec
0 <6 < g—1)pour j > 1, on a en réalité 0 < §; puisque (10,q) =1 et
donc I’ensemble des §; ne contient que (¢ — 1) éléments au plus. Dans ’ensemble
{101, 10?%,..., 10‘1}, deux (au moins) éléments sont donc congrus au méme §; (mod g),
donc congrus entre eux (mod q) :

a#b
3a€{1,2,...,q} Elbe{l,?,...,q} tels que
10* = 10° (mod q)

On peut prendre par exemple a > b; alors 107 x 10° = 10* (mod gq); par
hypothese, g et 10 sont étrangers, donc g et 10° sont étrangers ; d’aprés le théoréme
3.6. p. 35, on en déduit 10°® =1 (mod q). L’ensemble des entiers p strictement
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positifs vérifiant 10 =1 (mod g) est donc non vide, il posséde donc un plus petit
élément que I’on note h.

3. Posons ¥ = max{a, 8}. z s’écrit alors :

—27aX57ﬂx = ] av (’)—la Stran a2 abeta
&= — ec (m =1 car g éetr era 2, aoetam.
107 x q 10" x g 4 9 8 :

m’
On pose alors y = — = 107 x z donc y a la méme période que z (on obtient y en

décalant la virgule dans lécriture de z de -y rangs vers la gauche).

On effectue ensuite la division euclidienne de m' par q :
m=qxe+/ avec 0 < £ < gq.

On a méme, plus précisément, 0 < £ < ¢ car (m',q) = 1.

X 4 4 4
Alors,y:q——i—=e+—, et on pose z = —-
q

q q
z est la partie décimale de y (e en est sa partie entiére), donc z a la méme période

£=m'—qx

que y, donc que z. Remarquons de plus que { ) € donc que (£,q) = 1.
(m',g)=1

. . 4
Nous sommes donc ramenés & étudier la période de z = — avec 0 < £ < g, (£,9) =1
q
et (10,9) = 1.
Supposons alors que la périodicité commence au rang ¢ +1 apres la virgule et que la

période soit égale a d (d > 0); on écrit :

Z=0,21...Z,'Z,'+1...Z,'+d

Alors :
100'xz—21...2 = 0,2,’+1...Z;+d
d : IS —
10% % (IO‘xz—zl...z,-) = Zi41---Zi4dyRitl .- Ritd
= Zigd e Zid 0T - o Riad
= 2,‘+1...Z,’+d+(101XZ—Zl...Z,;)
Donc :

(10d—1) X (].01 XZ—Zl...Z.") = Zi41:--2i+d

= donc (10d—1)x(lOixf—qle...zi) = @ X Zigl -+ Zisd

q
q divise ¢ X 241 ...2i+q donc g divise (10" - 1) X (10i XL—qX2z... zi) ; comme
q est étranger & 10 et & £, il est étranger & 10° x £ donc étranger également &

74



ANNEXE C.

(10i XL—qX2z.. .z,-) : le théoréme de Gauss nous permet alors d’affirmer que
g divise (lOd - 1) donc que 102 = 1 (mod g). Donc, d’apreés la définition de A, on
en déduit que d > h (on peut méme démontrer que d est un multiple de k).

Enfin, traduisons le fait que 10" =1 (mod g) :
10" = 1+4Axq AeN-{0}
10"xz = z4+Axgxz
Blovs BhyZhfl e = 0,21...+)\qu§

= 0,z7...+Ax£¢ etAxfleN-{0}

Donc :
21...2n=AX%{L
241 = 21

Zht2 = 22

Ceci prouve, d’une part, que h est un multiple de la période du développement
décimal de z (c’est-a-dire : h multiple de d) et, d’autre part, que ce développement
décimal de z est périodique & partir du premier rang apres la virgule.

On en déduit donc que h = d (ce que I’on voulait démontrer) et que le développement
décimal de z est périodique & partir du premier rang apres la virgule.

Exemple : m=£- Onam=11et n=42.
11 5x 11 55 55
Alors, o= o = Towol ~ o2l Ot 2™ =5 r=lLa=2Ly=op
55=2x21+13donconae=2,£=13,q=21,z=g-
Cherchons h :
10" = 10 (mod 21)
10> = 16 (mod 21)
10* = 13 (mod 21)
10* = 4 (mod 21)
10° = 19 (mod 21)
10° = 1 (mod 21)

Donc, h = 6. La période du développement décimal de z (donc de z) est égale a 6. En
effet, on vérifie immédiatement que z = 0,2619047 (z = 0,619047).

75



ANNEXE C.

TP 4

Tests de primalité : Fermat® et Wilson 2

Théoreme de Wilson
p entier naturel est premier si et seulement si (p—1)!+1=0 (mod p).

Preuve :
=

p-1!'+1 = kp
kp—(p-1)! =1

Donc p est étranger a (p — 1) !, donc étranger a tous les entiers compris entre 1 et
(p —1). On en déduit que p est un nombre premier.

p=2et p=23: Clest immédiat.

p > 3 : on va multiplier entre eux tous les éléments non nuls de Z/pZ en les
regroupant par couple d’inverses; il faut donc d’abord chercher ceux qui sont leur
propre inverse.

e Cherchons les z compris entre 0 et (p — 1) tels que z2 =1 (mod p) :
z = 0 ne convient pas; ¢ = 1 convient ; résolvons danslecas 2 <z < p—1:

-1 = kp
(c-1)+1) = kp

1< z—-1< p—2etp premier donc p et z — 1 sont étrangers; d’apres le
théoréme de Gauss, on en déduit que p divise z +1; or 3 < £+ 1 < p, donc
z+1l=p,soitz=p—1.
Les deux seuls nombres compris entre 0 et p — 1 qui sont leur propre inverse
modulo p sont 1 et p — 1.

1Pierre Simon de Fermat (1601-1665).
2John Wilson (1741-1793).
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e Pour 2 < z < p — 2, cherchons son inverse modulo p :
On cherche a résoudre 1’équation en y :

(C.1) zy=1 (mod p) avec0y<p—1;
y =0,y =1, y = p—1 ne conviennent pas d’aprés ce qui précede, donc
2y<p-2

On rappelle que ’équation ay = b (mod n) a une solution unique modulo
n lorsque a et n sont étrangers. Or, = et p sont étrangers; on en déduit que
’équation (C.1) a une solution unique en y modulo p.

Notons E = {2,3,...,p — 2} (ensemble & p — 3 éléments) et f I’application de
E dans F qui a z associe y ; vu la symétrie du probleme, f est une involution,
donc une bijection de E dans E, c’est-a-dire une permutation de E. De plus,
d’apres ce qui précéde, pour tout z de E, f(z) # «.

On obtient donc P

paires {z, f(z)} qui forment une partition de E.

pli[2 = (p-2)!
= 1 (modp)
Donc (p—1)! = p—1 (mod p)

Donc (p—1)!4+1=0 (modp).?

Théoréme de Fermat (petit)
Il y a deux formes équivalentes du petit théoréeme de Fermat qui sont :

1. Soit p premier,a €N, p{a, alorsa? ! =1 (mod p).

2. Soit p premier, a € N, alors a? =a (mod p).

Prouvons 1 < 2:
1=>2:Sipta,alorsa”'=1 (modp)=>a?=a (mod p) (compatibilité)
Sip|a,alorsa=0 (modp)donca?=a (mod p).
2=>1:

aP

a (mod p)
a’ —a 0 (mod p)
a(@®!'—-1) = 0 (mod p)

Si p { a, alors a et p sont étrangers; d’aprés le théoreme de Gauss, p divise
aP~! — 1.

3Cette preuve utilise uniquement des notions élémentaires ; cependant on peut obtenir une preuve plus
élégante en utilisant la théorie des groupes.
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Prouvons 1 : p{a donc les produitsa x 1, a X 2, ..., a X (p — 1) donnent, modulo p,
tous les entiers compris entre 1 et p — 1 (cf. théoreme 3.6. page 35).

Donc (a x 1) x (ax2) x -+ x (ax (p—1)) = (p—1)! (mod p)
Donc a?1(p—1)!=(p—1)! (mod p).
Or, p et (p — 1)! sont étrangers puisque p est premier, donc, d’apres le théoreme de
Gauss, a? ' =1 (mod p).

Prouvons 2 : Nous allons démontrer, pour un p premier fixé, a? = a (mod p) en faisant
une récurrence sur a.
Pour a = 0, c’est vrai.

Pour a > 0, supposons a? = a (mod p):

p_l k
(a+1P=a?+1+ 3. Ca
k=1

k
Or, si p est premier, p divise Cp pour 1 < k < p— 1 (cf. exercice 28 page 39). Donc,
(a+1)f=a?+1 (modp)=a+1 (modp).

Application : soit p un nombre premier et a un entier non multiple de p. On cherche
les n de N solutions de I’équation a® =1 (mod p).

Le petit théoréme de Fermat donne une solution : p — 1. Soit m la plus petite solution
strictement positive de 1’équation; on a 0 < m < p — L Effectuons la division
euclidienne de p — 1 par m :

0<r<m
e ! = 1 (modp)
a™*t" = 1 (mod p)
(@™)%a” = 1 (mod p)
donca” = 1 (mod p)

Par définition de m et de 7, il vient » = 0. Donc la solution strictement positive
minimale est un diviseur de p — 1 et toute solution est un multiple de cette solution
minimale (méme démonstration).

Exemple : 1998 =1 (mod 17).

1998 =9 (mod 17), donc 17 ne divise pas 1998. D’apres ce qui précede, la solution
minimale est un diviseur de 17 — 1 = 16. Le calcul montre que c’est 8.
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TP 5

Messages secrets

Un cryptosystéme[8] est un procédé mathématique pour coder ou transformer une
information afin qu’elle soit inintelligible pour ceux a qui elle n’est pas destinée.

Le procédé de codage débute généralement par la transcription du texte en clair, ou
message non codé par une suite de nombres a 1’aide d’un alphabet numérique tel que
celui indiqué ci-dessous.

Alphabet décimal

A[B[C|D|E[F|[G[H|I|J]JK|L M
01 |02]03]04]05[06|07|08|09]10]|11 12|13
N|O|P|Q|R|[S|T|U|V|W]|X]|Y]Z
141516 |17 |18 |19 |20 |21 | 22|23 |24 | 25| 26

Nous allons étudier deux types de cryptosystémes : les cryptosystémes conventionnels
ou “a clef secréte” et les cryptosystémes “a clef publique” ou “a clef révélée”.

Cryptosystemes a clef secréte

Quiconque veut envoyer un message codé utilise un algorithme, ou procédé général de
codage G, et regoit une clef K.

La clef (qui doit étre tenue secréte) est un ensemble de parameétres permettant d’utiliser
I’algorithme, lequel peut étre rendu public. En d’autres termes, I’algorithme C et la
clef K déterminent ensemble le codage C'x envisagé.

Ainsi, si M est le message numérisé, on code :

P=Cg(M)
Le décryptage s’effectue par un autre algorithme public D et la clef K tels que
Dy (P) = Dx(Cx(M)) =M

Par suite, la streté de tels systémes repose entiérement sur le secret de la clef.
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Sans décoder

“ET J’EN AI ASSUREMENT TROUVE
L’ADMIRABLE DEMONSTRATION. LA MARGE
TROP EXIGUE NE LA CONTIENDRAIT PAS.”

Voici 'annotation qu’écrivit en 1660 Pierre de Fermat dans son “Précis de 'arithmé-
tique” de Diophante & propos de sa fameuse conjecture : “Une puissance n®™¢ d’entier
ne peut se décomposer en somme de deux puissances n®™es d’entiers dés que n > 3”.
Nous avons crypté la phrase de Fermat de diverses maniéres. Votre mission, si vous
I’acceptez, sera de découvrir les différents processus de codage et de les expliquer.

Nous vous indiquons & chaque fois la clef secréte K utilisée (sauf pour le premier
exemple). A vous de découvrir Cx connaissant M, K et Cg(M) et de donner une
interprétation mathématique du processus de codage.

1. A la maniére de Jules César'® : (pas de clef)
TIYTCPXPHHIJGTBTCIIGDIJ
KTAPSBXGPQATSTBDCHIGP

IXDCAPBPGVTIGDETMXVIJT

CTAPRDCIXTCSGPXIEPH
2. A la maniére de Vigénere? : (clef K = HAUSDORFF)

MUEXRPAGYAVMXQTFZZZPP
OIASIJSQSVUPTVKSWONMVP

LOUVMVFEGYKZZPKXBXYAK

VFGTGDFZOMOYKEXLVGA

1Jules César (101 av. JC-44 av. JC).
2Vigénere (1523-1596).
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3. Processus MIAS : (clef K = PHILON)

BDLHBNNHOTCRBZSLNTBPG

DWLPFMDIJNFRSVWZFHOFIJN

HTELXNZHFFWTBPNHVVHLS

LWLPXELNVBHJHOVHXIT
4. A la maniére de Jefferson?® : (clef K = NEPER, 11)

CWDHDYLUVISUYPULWNUES

YYOQBPCUQZOYGUKRHVIPD

NLELOUPQPJYWHMSYAYEXY

QUJDWRDRLYQTPDCWFYV
5. A la maniere de Jefferson (bis) : (clef K = NEPER, 11)

QQVHPYZAFSKUSRULQBUAK

MSGCFRKUCJGSWUANNFDDP

BZALGARCDDSQHWYSIMMBS

CUPPWNPZZSCIDPKQLYF

3Thomas Jefferson (1743-1826).
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Décodons un peu

Voici trois messages que nous avons cryptés en utilisant les mémes processus que ceux
donnés ci-dessus. Pour chacun, nous vous donnons la clef et la méthode. Pouvez-vous
les décrypter 7

1. A la maniere de Vigénere : (clef K = VANDERMONDE)

MVSNFAZTOJFESSGTFAPWXWAVB

RTEOGSYYEMSEZPFPUIXENASWL

RAOVHDJAIIW
2. Processus MIAS : (clef K = GAUSS)

FEDVQARAMQBEXGPDAQYDIEDSDO

JAXRQFEBSXKSRQRANDSILAHQW

BERSCIOMQPVIA
3. Processus MIAS : (clef K = ZERMELO)

ZSFMATJZADMSTYZZRZYJJZBVMNL

JWZYDMEFWZWNMYFWZVLMQTQZYV
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Cryptosystéme a clef publique :
’exemple du systéeme RSA.*

On se donne deux grands nombres premiers p et g et on pose n = pq.
Soit A = (p—1)(g—1). On choisit un entier m assez grand tel que m soit étranger a A.

D’apres I'identité de Bezout, il existe des entiers u et v tels que :
um — Av = 1.

On s’impose de plus 0 < u < A.
La clef publique sera le couple (u;n). La clef secrete sera m.

Algorithmes de codage et de décodage :

— On numérise le message (alphabet décimal).

— On partage la succession de chiffres en blocs de longueur £ fixe (£ est strictement
inférieure au nombre de chiffres de n).

— Chaque bloc constitue un entier z que I’on va coder, grace a la clef publique du récepteur,
par z* (mod 7); on obtient ainsi un nombre y (mod n).

— Le récepteur décode, grice a sa clef secréte, par y™ =z (mod n).

Pourquoi ¢a marche ?

™ = !  (mod n)

= m.(x’\)v (mod n)

Or:
1. Si p ne divise pas z, d’apres le petit théoreme de Fermat, zp1 =1 (mod p), donc
z* =1 (mod p) et donc :
(C.1) " =z (mod p).

2. Si p divise z, on a alors

0 (mod p), donc la relation (C.1) reste vraie. En
résumé, pour tout z, ™ (

z (mod p). De méme :

(C.2) " =z (mod g).

4Rivest, Shamir et Adleman, 1978.
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Des relations (C.1) et (C.2), on déduit :

{m”mzm (mod p) — { " =z+kp (k€Z)
g™ =z (mod q) " =z+kq (Ke€Z)
= kp=Fkgq

D’aprés le théoreme de Gauss, il vient : p divise k'. Par conséquent, z*™ = z + k"pq,

donc :
" =z (mod n).

A vous de jouer
La clef publique étant (715;513581), codez le message suivant par le processus RSA :

EUREKA

(I'usage des calculatrices programmables ou des ordinateurs est indispensable).
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Une autre présentation du crible d’Eratosthéne
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Table des nombres premiers inférieurs a 2000

11

13

17

19

23

29

31

37

41

43

47

53

59

61

67

71

73

79

83

89

97

101

103

107

109

113

127

131

137

139

149

151

157

163

167

173

179

181

191

193

197

199

211

223

227

229

233

239

241

251

257

263

269

271

277

281

283

293

307

311

313

317

331

337

347

349

353

359

367

373

379

383

389

397

401

409

419

421

431

433

439

443

449

457

461

463

467

479

487

491

499

503

509

521

523

541

547

557

563

569

571

577

587

593

599

601

607

613

617

619

631

641

643

647

653

659

661

673

677

683

691

701

709

719

727

733

739

743

751

757

761

769

773

787

797

809

811

821

823

827

829

839

853

857

859

863

877

881

883

887

907

911

919

929

937

941

947

953

967

971

977

983

a91

997

1009

1013

1019

1021

1031

1033

1039

1049

1051

1061

1063

1069

1087

1091

1093

1097

1103

1109

1117

1123

1129

1151

1153

1163

1171

1181

1187

1193

1201

1213

1217

1223

1229

1231

1237

1249

1259

1277

1279

1283

1289

1291

1297

1301

1303

1307

1319

1321

1327

1361

1367

1373

1381

1399

1409

1423

1427

1429

1433

1439

1447

1451

1453

1459

1471

1481

1483

1487

1489

1493

1499

1511

1523

1531

1543

1549

1553

1559

1567

1571

1579

1583

1597

1601

1607

1609

1613

1619

1621

1627

1637

1657

1663

1667

1669

1693

1697

1699

1709

1721

1723

1733

1741

1747

1753

1759

1777

1783

1787

1789

1801

1811

1823

1831

1847

1861

1867

1871

1873

1877

1879

1889

1901

1907

1913

1931

1933

1949

1951

1973

1979

1987

1993

1997

1999
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