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Présentation du document :

La notion de vecteurs est un concept difficile & faire passer chez nos
éleves de seconde, c'est pourquoi le groupe lycée de I'TREM de Besangon a
travaillé sur ce theme, depuis les rappels des notions rencontrées au collége
jusqu'a la caractérisation vectorielle du centre de gravité.

La traduction vectorielle du théoréme de Thalés est volontairement
exclue de ce document, car il nous semble plus intéressant de la placer dans
le chapitre homothétie.

Ce document propose des fiches d'activités éléves avec une
présentation des objectifs, des fiches d'exercices et des fiches
d'institutionnalisation.

Toutes ces fiches ont été expérimentées dans des classes de seconde.

Le temps de travail avec les éléves est compris entre 12 et 15 heures.

Plan du document:

1- Les objectifs des programmes de 4°,3°,2° & @ o < page 4
2- Mise en situation = & @ o - = & T - - - o page 6
3- Vecteurs : présentation et premiéres propriétés = = o page 10
4- Exercices d'application et activités en module = <« < page 14
5- Produit d'un vecteur parunréel @ @ = o « * = page 16
6- Milieu, centre de gravité et vecteurs = @ @ @ o < page 22
7-Undevorrentempslibre @ o o o o - o o o page 27
8- Un devoir dévaluation = o = o o & = o - < page 28
9-Anmnexe . & & = F T * F F F F F T T > @ page 29
Extrait des cahiers d'évaluation de début de seconde
concernant des tests sur les vecteurs :
fiche-¢léves : septembre 92.
fiche-éléves : septembre 93.
fiche-éleves : septembre 94.

Complément : quelques propositions

Présentation



| RAPPELS DES PROGRAMMES |

Classe de 4éme:

Translation et vecteur.

Pour l'ensemble de cette rubrique, il s'agit d'un
travail d'initiation ; l'étude de ces notions sera
poursuivie en Troisiéme.

a) La translation sera reliée au parallélogramme

b) Les vecteurs sont introduits « naivement » par
direction, sens, longueur. A toute translation, on
associe son vecteur. Si, dans une translation, A' est
Iimage de A et B' limage de B, on écrit

44" =BB".

Construire  limage, par une
translation, d'un point, d'une
droite, d'une demi-droite, d'un
cercle.

Classe de Troisiéme:

Translation et vecteur. Egalité vectorielle. Dans le
plan rapporté & un repére, effet d'un déplacement
par translation sur les coordonnées d'un point ;
coordonnées d'un vecteur. Addition vectorielle.

Les travaux partiront de l'expérience acquise en
Quatriéme. II s'agit essentiellement, sur des
situations simples, de familiariser les éléves au
maniement des vecteurs.

L'addition vectorielle, qui ne fera l'objet que d'un
travail d'initiation, sera reliée a la composition de
deux translations.

On évitera de donner une place excessive au calcul
des coordonnées de limage d'un point par une
translation, a celui des coordonnées d'un vecteur ou
de la somme de deux vecteurs.

Aucune compétence sur le calcul vectoriel n'est
exigible des éleéves. Le produit d'un vecteur par un
réel n'est pas au programme.

Savoir relier l'égalité vectorielle
au parallélogramme.

Savoir construire limage d'un
point par translation connaissant
le vecteur de la translation.

Savoir que AB +BC =4C .

Relier la  construction de
AB™ + AC” a celle du
parallélogramme.

Savoir calculer, lire sur un
graphique, les coordonnées du
vecteur AB  connaissant les

coordonnées des points A et B.

Objectifs des programmes de 4°, 3° et seconde




Classe de Seconde:

X Les vecteurs ont été introduits au collége (par direction, sens, et longueur) ; on n'y
reviendra pas et on conservera le méme point de vue pour étudier les opérations sur
les vecteurs (le programme de troisiéme ne comporte qu'une initiation a la somme).

X La mise en oeuvre des vecteurs sur les configurations et les transformations joue un
rle essentiel, aussi bien pour la compréhension de la notion de vecteur que pour la
résolution des problémes de géométrie ; le calcul vectoriel ne doit donc pas constituer

un terrain d'activités purement algébriques.

X Le programme comporte la notion de repére (quelconque) du plan. Pour la résolution
de problémes de géométrie on se limitera a I'emploi de repéres orthonormaux ; le
recours & un tel repére n'est qu'un outil parmi d'autres, il reléve de seules

considérations de commodité et d'efficacité.

Opérations sur les vecteurs

e Représentation géométrique d'un vecteur
interprétation géométrique de I'égalité # =

e Norme d'un vecteur.

e Addition de vecteurs, opposé d'un vecteur ;
relation de Chasles ; représentation
géométrique des vecteurs i+ V et i — V.

e Multiplication d'un vecteur par un nombre
réel, représentation du vecteur ai.

e Vecteurs colinéaires.

TR
V.

< Caractérisation vectorielle du milieu d'un
segment, du centre de gravité d'un triangle.

La notation # et le vecteur nul n'ont
pas été introduits au collége.

Les éleves doivent connaitre et savoir
utiliser les relations entre le
parallélogramme, la  translation,
I'égalité et 'addition des vecteurs.

Les éleves doivent savoir utiliser la
colinéarit¢ pour caractériser le
parallélisme de  deux  droites,
l'alignement de  trois  points,
l'appartenance a une droite définie par
deux points ou par un point et un
vecteur directeur.

Objectifs des programmes de 4°, 3° et seconde



MISE EN SITUATION
Fiche professeur

Objectifs et attentes ;

C'est une premiere activité sur les vecteurs dans l'année de seconde qui doit permettre de
mettre en oeuvre les connaissances de premier cycle et de montrer I'efficacité de l'outil
vectoriel, en particulier de la somme, dans une démonstration.

Plusieurs types de démonstrations devraient étre proposées.

Un débat en classe permettra de déterminer la démonstration la plus performante.

Enoncé :
Soit un rectangle ABCD. On considére un point M quelconque situé a l'intérieur du

rectangle, cotés inclus . On trace, passant par M, les droites (A) et (A") respectivement
paralléles a (AB) et (AD). (A) coupe [AD] enE et [BC] et F ; (A") coupe [AB] en G et
[DC] en H.

Déterminer, en justifiant, image de A par la translation de vecteur EH  suivie de la

translation de vecteur GF .

Consignes données aux éléves :

< travail individuel de 10 & 15 minutes.
@ travail d'une heure en groupes pour rédiger sur une affiche une démonstration.

Fonctionnement :

= Le travail est prévu pour une durée de deux heures.
(une heure de travail éléve, une heure de débat et synthése en demi classe).

= les éléves se mettent en groupes de 3 a 4 par affinité.

= a l'intérieur du groupe, ils disposent, soit de rectangles isométriques avec des
dispositions différentes du point M (fiche 1), soit de rectangles de dimensions
différentes (fiche 2).

w laisser l'activité se dérouler en ayant distribué des grandes feuilles et des feutres.

= faire un choix dans les affiches proposées pour organiser un débat, classer les
démonstrations afin d'arriver & celle utilisant la somme vectorielle.

Bilan :

Au cours de I'expérimentation les éléves ont adopté les démarches suivantes :

X utilisation de la conclusion comme donnée, en appelant, d'emblée, C le point cherché.
X utilisation exclusive des parallélogrammes.

X utilisation de la somme vectorielle (peu fréquente).
X utilisation conjointe de parallélogrammes et de translations.

Mise en situation



MISE EN SITUATION
Fiche-éléve

Enoncé du probléme

Soit un rectangle ABCD. On considére un point M quelconque situé a I’intérieur du
rectangle, bords compris.

On trace, passant par M, les droites (A) et (A°) respectivement paralleles a (AB) et (AD).
(A) coupe [AD] enE et [BC] en F.

(A®) coupe [AB] en G et [DC] en H.

Déterminer, en justifiant, I"image de A par la translation de vecteur £H  suivie de la

translation de vecteur GF .
Le résultat est-il changé si I’on considére ABCD parallélogramme non rectangle ?

Consignes

= Pendant 10 & 15 minutes, travail individuel de recherche.
= Pendant une heure, travail en groupes pour rédiger une démonstration sur une affiche.

Figure
D C
M—i—
'
A B

Mise en situation



Fiche 1

A

Mise en situation



Fiche 2

Mise en situation
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VECTEURS : PRESENTATION ET PREMIERES PROPRIETES

L Rappels

1. Etant donnés quatre points A, B, C et D
avec A différent de B et C différent de D, on \
admet que les quatre propriétés suivantes sont, ‘\

soit toutes vérifiées, soit toutes non vérifiées. \

les demi-droites [AB) et [CD) sont de

\
a) les droites (AB) et (CD) sont paralléles, \ D
\
i
méme sens et les longueurs AB et CD \

sont égales. C

b) les segments [AD] et [BC] ont le méme
milieu.
¢) ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati).

d) la translation qui améne A en B améne aussi C en D.

Lorsque I'une au moins des propriétés précédentes est vérifiée, on dit que les couples

de points (A, B) et (C, D) représentent le méme vecteur et on écrit : AB = CD .

— R
Un vecteur peut étre noté par une lettre ( par exemple). Il peut aussi étre noté AB

> . - 'Y r
ou CD , aT’aide des points d’un quelconque de ses représentants.

2. On appelle vecteur nul et on note 0 (pour des raisons calculatoires), le vecteur

dont les représentants sont (A, A), (B, B)... On a donc A4 =BB =0.

>

AB = (—)> entraine A = B.
A =B entraine 21? = 6> )

Vecteurs : présentation et premiéres propriétés



3. Norme d’un vecteur

Soit  un vecteur et (A, B) un de ses représentants. La distance AB s’appelle la
— —
norme de # et se note “ u

4. Remarques

a) Soit O un point fixé du plan. Pour

—
tout vecteur u , il existe un unique

=l

point M tel que OM =u . A

-
- -
- -

- -

-y — .
Danslecasou u = 4B, le point M

tel que OM =u estle quatrieéme

-
-

sommet du parallélogramme OABM.

b) Pour quatre points A, B, C et D deux a deux distincts :
AB =CD siet seulement si AC =BD .
AB =CD  siet seulement si B4 =DC .

AB = cD si et seulement si DB = CA .

5. Milieu d’un segment
Etant donnés un segment [AB] et son milieu I :
a) on a ’égalité Al =18 .
b) st un point M est tel que AM =MB ,alors M =1.

Voir, a ce propos, la partie consacrée a d’autres caractérisations vectorielles du

milieu d’un segment.

Vecteurs : présentation et premiéres propriétés

11
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II. Somme de vecteurs

1. Relation de Chasles

Quels que soient les points A, Bet C, on a : AB + BC = AC .

C

- -
u+yv

—
\'%

=

B

Cela permet de construire v +v_ a laide de représentants (4, B) de u et B, O

—
de v disposés « bout a bout ».

2. Régle du parallélogramme

Quels que soient les points O, Aet B, ona 04 +OB = 5A7>, ou M est le point tel
que AOBM est un parallélogramme.

Cela permet de construire ' +v_ a l'aide de représentants (0,4) de u et (O,B) de

vV« de méme origine ».

3. Propriétés.
- bt~ - -2

- —>
Quels que soient les vecteurs # etv ,ona: u +u =v +u .
. —> —_> = - > —
Quel que soit le vecteur # ,ona: u +0 =0 +u =u .

Vecteurs : présentation et premiéres propriétés
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4. Opposé d’un vecteur. Différence de deux vecteurs.
a) On dit que deux vecteurs sont opposés lorsque leur somme est égale au vecteur
nul.

— —
* Tout vecteur # admet un opposé, noté —u .
— ey
* Quels que soient les points A et B, les vecteurs AB et BA sont opposes, donc
BA =-4B .

b) La différence # —v de deux vecteurs u et v est ¢égale par définition &
— —
u +(—v )

Vecteurs : présentation et premiéres propriétés
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FICHE PROFESSEUR

Exercices d’application :

Exercice 1 : Destiné a faire découvrir une propriété par le dessin et a utiliser
la relation de Chasles pour la démontrer.

Exercice 2 : L’objectif est de faire construire des sommes de vecteurs dans

toutes les situations :

e Le point « inconnu » est a I’extrémité du représentant cherché ou a son
origine.

e Le point « inconnu » figure plusieurs fois dans 1’écriture de la somme.

e Les vecteurs sont écrits a ’aide de deux points ou a I’aide d’une lettre
unique.

Module :

Exercice 1 : Pour montrer qu’ajouter des vecteurs, ce n’est pas ajouter des
normes.

Exercice 2 : Peut étre utilisé & plusieurs niveaux, ce qui justifie sa place
dans une séquence de module.

e Premier objectif : faire la distinction entre égalités vectorielles et égalités
concernant des distances. Pour la recherche des ensembles de points, on
peut soit se contenter de la partie directe, soit envisager parties directe et
réciproque.

e Deuxiéme objectif : Travailler sur la notion de propriété caractéristique
d’un ensemble de points (cercle (d), segment (j), médiatrice (b)). Ceci
présente d’autant plus d’intérét que, dans la suite, seront étudiées des
propriétés caractéristiques du milieu d’un segment et du centre de gravité
d’un triangle.

Vecteurs : présentation et premieres propriétés
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EXERCICES D'APPLICATION

EXERCICE 1
A, B, C et D étant deux points distincts du plan,

a) construire le point M tel que AM =4D + BC .
b) construire le point N tel que AN =4AC + BD .
¢) que peut-on dire des vecteurs AC +BD et AD +BC 7 Justifier.

EXERCICE 2
Soit ABCDEF un hexagone régulier de centre O.
1. Construire :

a) le point P tel que AP +4B =0 .
b) le point S tel que OF +OE = os .
c)lepointRtel que BE +FE =BR.
d) le point T tel que TC +7E = TF .
e) le point U tel que ER +FA +EB = EU .
2. Soit u = ﬁi vV =FA4 etw = CD . Le vecteur 7. est tel que

-> — —>

{ +u +v +w =0 . Construire le point J tel que JB =71 .

MODULE
EXERCICE 1
Soit le rectangle ABCD tel que B4 =2+/3 et AC=4. Soient # =BD ety = DC
Donnerl u , ” v , puis calculer’ u +v
EXERCICE 2

A et B sont deux points distincts du plan.
Déterminer les ensembles des points du plan vérifiant les égalités suivantes :

2 |AM =MB b | 4M = MB

C | AM =48 d | AM = 4B

€ |AM +MB =0 f |aM+MB=0
8 |MA +MB =0 h |MA+MB=0

\ \MB +AM =48 J |MB+ AM = 4B

Vecteurs : présentation et premiéres propriétés
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PRODUIT D’UN VECTEUR PAR UN REEL

1. Définition

Considérons un vecteur # et un nombre réel k.

Le produit du vecteur u par le réel k est le vecteur noté ku défini par :
a) lorsque k =0 ou u =0 , alors ku =0 .

b) lorsque k # 0 et u #0 , alors ku estle
vecteur : -0,7

—
~ . . - u
® de méme direction que u’ \

@ de norme || xn u

@ de méme sens que u lorsque k> 0 et de

- Y - e
sens contraire a celui de # lorsque k <0

Remarque :

>

1l résulte de la définition que, pour tout vecteur u , onalu =u et(-Du =-u .

EXERCICE

L
4=
-

4

La droite ci-dessus est munie d’une graduation réguliére.
— — b —
Onnoteu =AB etw =CB.
1) Parmi les égalités ci-dessous, entourer celles qui sont vraies et barrer celles qui sont

fausses.

W =5u w =(=Su AD =(-3)u | 4D ==w
5

— - —_— > —> 5 >
DC =% |w =—9-DC w =(——,DC

9

2) Construire le point E tel que BE = (—\/5) AD .

Produit d’un vecteur par un réel
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II. Vecteurs colinéaires

— —
On dit que deux vecteurs ¥ et v sont colinéaires lorsque :
-soit I’'un des deux au moins est nul.

-soit ces deux vecteurs sont non nuls et ont la méme direction.

—> —_—
Propriété : Deux vecteurs u et v sont colindaires lorsque I’un des deux au moins

est égal au produit de I’autre par un nombre réel.

EXERCICE

A, B, C,D, M, N et P sont des points qui vérifient les conditions suivantes -

>

AD =AB +CB

>

S— l‘—"‘>
cP = —ECN

AM et AD sont colinéaires, de méme que BM et CA AN =A4D +MB

Parmi les 7 informations ci-dessous, 4 exactement permettent de décrire cette figure.

Entourer ces 4 informations.

B est le milieu de [DC] la parali¢le a (AC) passant par B coupe (AD) en M

ACBM est un trapéze les droites (DN) et (CA) sont paralléles

le point C appartient au segment [PN] et la distance CN est le double de la distance CP

MBND est un parallélogramme |la droite (CB) coupe la droite (AM) en D

Produit d’un vecteur par un réel
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1. Propriétés de la multiplication d’un vecteur par un réel

Propriété 1

Pour tout vecteur # et tous réels k et k’ ona:

k() = (e x k)

Remarque : Par conséquent , pour tout vecteur u et pour tout réel k, ona:
(~k)u = —(ku> )

Par exemple, le vecteur (=3)u est I’opposé du vecteur 3u .

Propriété 2

Pour tout vecteur # et tous réels k et k’,

ona:

ku +k'u =(k+k)u .

Produit d’un vecteur par un réel
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Propriété 3

. - hard I - ’ .
Activités préparatoires : ¥ et v sont deux vecteurs donnés non colinéaires.

1. Choisir deux points I et J.

a) Construire les points A, B et C tels que : A =(2u , IB =(-2)v et

IC =(-2u +(-2)v .

b) Construire les points E et F tels que : JE =u +v et JF = (~2)(z_¢> +7).

¢) Que peut-on conjecturer a propos des vecteurs (—2)u +(-2)v et

(—-2)(? +;>) ?

2. Choisir un point O et construire les points M, N, P, M’, N’ et P’ tels que :
OM =u ,0N =v,0P =u +v,OM" =154, 0N =15v,

oF 197 +7).

a) Quelle est la nature du quadrilatére OMNP ? (Justifier).

b) Montrer que les droites (M’P’) et (MP) sont paralléles, ainsi que les droites
(N°P’) et (NP). En déduire la nature du quadrilatére OM’P’N’.

c¢) En déduire que 1,5(;> +;>) = 1,5; +1,5\—2> .

Les études faites en 1. et 2. permettent de conjecturer la propriété suivante, dont on

admet qu’elle est vraie :

..9
v
—— 2
Pour tous vecteurs # et v et tout réel
k,ona:
k(;> +;>)=k;> +k{;> /
k(u+v
( ) 7
kT
KO+ KV

Produit d’un vecteur par un réel
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EXERCICES

1. Utiliser les instruments de

dessin pour placer les points N, M
P, R et T vérifiant les
conditions suivantes : - D
MN =348 A
> 2— B- e« E
MP = -——3— AB
SR =05AE +2CD ¢

TS =DE -2BC

2. Calcul vectoriel
- = - . . 7
a)u ,v etw désignent trois vecteurs donnés.
. . . -> sl - — —
Ecrire plus simplement 1’expression 3u — 4(u -V )+ w -V )
- — .
b)i et j étant deux vecteurs donnés, soient les vecteurs :

v =27 -37 v =7 457 W =i +7

Exprimer a I’aide des vecteurs i et 7 le vecteur 4 —3v +w .

¢) Soient A, B et C des points vérifiant AB =34C .

Exprimer AC en fonction de AB, AC en fonction de BC et BA en fonction de BC .

d) Simplifier les vecteurs suivants (donner un vecteur égal a chacun d’eux) :

34B +3CA 34B +BC -3AC AB +BD —4A4D -2DB

3. Démonstrations avec les vecteurs :

1.Colinéarité et alignement
Etant donnés trois points A, B et C du plan,

*si A, B et C sont alignés, alors AB et AC sont colinéaires.

*si AB et AC sont colinéaires, alors A, B et C sont alignés.
2. Colinéarité et parallélisme :
Etant donnés quatre points A, B, C et D du plan, avec A= B et C#D,

* si (AB) et (CD) sont paralléles, alors AB et CD sont colinéaires.
*si AB et CD sont colinéaires, alors (AB) et (CD) sont paralléles.

Produit d’un vecteur par un réel
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a) Exemple de mise en oeuvre de ces énoncés.

Etant donnés trois points A, B et C non alignés, on considére les points M, N, D et O
tels que :

[ 1 et T e 1 —_— e > Jo

MB =—§BA , BN =§BC » BD =-BA , O est le milieu de [AC].
1°) Comparer les directions des droites (MN) et (BO). Expliquer.
2°) Les points O, N et D sont-ils alignés ? Pourquoi ?

b) Remettre dans ordre une démonstration.

Soit un parallélogramme ABCD, I le milieu de [AB] et E le point du segment [ID] tel
que /IE =%ID.

Etablir que les points A, E et C sont alignés et préciser la position de E sur (AC). Toutes
les étapes de la démonstration sont données ci-dessous. Les réécrire dans I’ordre en

ajoutant les mots de liaison.

A, C et E sont alignés. AE AT +IE
IE =§}5> AD =711—>+E>
AC =4B +4D . AE>=§Z(7>
AB =241 AE =AT +%E>

1
E est le point situé sur [AC] tel que —3—AC = AE

AE =3(347 +T5) AC =34 +1D

¢) Justifier les étapes d’une démonstration.

Soient quatre points ABCD non alignés tels que ABCD soit un parallélogramme. On
appelle E le point tel que B soit le milieu de [AE] et F le point tel que D soit le milieu de
[AF].

Montrer que C est le milieu de [EF].

1. Voici la premiére partie de la démonstration. Justifier chaque étape.

AD =DF
AD =BC
DF =BC
DB =FC

2. Démontrer que DB =CE et donner les étapes pour conclure.
(Une autre démonstration de cet exercice pourra étre proposée quand la formule

—_— 1 - ‘s
Ml = ~2-(MA +MB ), I étant le milieu de [AB], aura été vue).

Produit d’un vecteur par un réel
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MILIEU-CENTRE DE GRAVITE-VECTEURS
Commentaires

Cette séquence est structurée classiquement en trois phases :
activités, institutionnalisation et exercices d’application.
Les activités et institutionnalisation sont présentées sous forme de fiches-éléves.

Les objectifs retenus :

& Réinvestissement des connaissances antérieures (milieu, centre de gravité).

& Réinvestissement des connaissances nouvelles sur les vecteurs.

& Acquisition d’outils vectoriels de manipulation du milieu et du centre de gravité.
& Préparation a la notion de barycentre.

& Approche de la notion de caractérisation.

Il ne nous a pas semblé excessif de proposer des énoncés du style « Le milieu du segment
[AB] est caractérisé par... ». Il ne s’agit évidemment pas d’aborder la notion de CNS
mais plus simplement de faire passer une caractérisation d’un objet mathématique comme
une propriété qui lui appartient en propre (n’ayons pas peur des pléonasmes !) une
propriété qui le distingue des autres objets.

Les activités prennent comme point de départ les connaissances et représentations du
milieu et du centre de gravité qui devraient étre celles d’éléves sortant de 3éme. Leur
esprit est de faire fonctionner ces connaissances avec évidemment pour but de mettre en
place la « vectorialisation » de ces notions.

Elles fonctionnent par couple (condition nécessaire puis suffisante). Le deuxiéme couple
(activités 3 et 4) est, bien entendu, I’occasion d’un réinvestissement des résultats obtenus
dans le premier.

Quelques remarques de détail sur ce qui peut étre attendu dans les activités :

1-a) Il n’est pas question d’obtenir une liste exhaustive, mais une liste suffisamment riche
(sommes, opposés, produits).

1-b) 1I s’agit de forcer la relation MA +MB =2M .

2-a) On demande la position sur chaque médiane. Le but est de faire utiliser les résultats
de collége sur le centre de gravité. L’exercice 1 propose une démonstration compléte de
toutes les propriétés, fondée uniquement sur I’existence d’un point d’intersection pour
deux médianes.

Bien qu’elle ne soit pas trés utile au niveau de seconde, nous avons tenu & faire

apparaitre la relation de « contraction » MA +MB +MC = 3MG>, d’une part parce
qu’elle est le pendant de la relation sur le milieu, d’autre part parce qu’elle présente une
percée vers le calcul barycentrique.

Les exercices d’application ne sont pas tous des exercices faciles. Mais il s’agit en
quelque sorte d’une fin de parcours sur les méthodes vectorielles. Notre choix s’est
plut6t orienté vers des questions ou les notions abordées étaient d’une efficacité non
négligeable. Ils devront éventuellement étre reformulés en fonction du niveau de la
classe.

Milieu, centre de gravité et vecteurs
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MILIEU-CENTRE DE GRAVITE-VECTEURS
ACTIVITES

ACTIVITE 1

ABCD est un parallélogramme de centre 1.
a) Quelles relations peut-on écrire entre les

vecteurs AT , AC et IC 9

b) Ecrire la somme B4 + BC en fonction d’un seul vecteur de deux fagons différentes.

c) Justifier les résultats précédents.

> ——
d) Sans ajouter de point 4 la figure, exprimer la somme O4 +OC  en fonction d’un seul
vecteur et justifier ce résultat.

Milieu, centre de gravité et vecteurs
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ACTIVITE 2

Construire les points P et Q A N
qui vérifient

2MP =MA +MB et
2NQO =NA +NB
Quelles remarques peut-on
faire ?

oo e e L L e ]
ACTIVITE3

a) Rappeler la définition du centre de gravité d’un triangle ABC et sa position. Traduire
vectoriellement cette position.

NB : 11 est possible de démontrer toutes ces propriétés vectoriellement. C’est le but de
l’exercice 1.

b) Calculer la somme G4 +GB +GC .

S
ACTIVITE 4

A, B et C sont trois points du plan non alignés.
M est un point du plan qui vérifie MA +MB +MC =0 .
B’, C’ et A’ sont les milieux respectifs de [CA], [AB] et [BC].

a) Trouver une relation entre MA et MA .
b) Montrer que M est le point d’intersection des médianes du triangle ABC.

Milieu, centre de gravité et vecteurs
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MILIEU-CENTRE DE GRAVITE-VECTEURS
SYNTHESE

L. Caractérisations vectorielles du milieu d’un seement

Le milieu I d’un segment [AB] est caractérisé par chacune des propriétés
suivantes :

a) 24] =4B

b) 2IB =AB

&) IA +IB =0

d) Pour tout point M on a MA +MB =2MI .

A

IN. Caractérisations vectorielles du centre de gravité d’un triangle

Le centre de gravité G d’un triangle ABC est caractérisé par chacune des propriétés
suivantes :

a) GA +GB +GC =0 .
—_— 2
b) A’ étant le milieu de [BC], 4G = —?’-AA' (on peut remplacer, dans cette égalité, les

points A et A’, respectivement par B et B’ ou encore par C et C’).
c) Pour tout point Mona MA +MB +MC =3MG .

CI

Milieu, centre de gravité et vecteurs
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EXERCICES D'APPLICATION

1. Le but de cet exercice est de démontrer les

propriétés admises dans 1'activité 3. A

B’, C’ et A’ sont les milieux respectifs de [CA], V E

[AB] et [BC].

Les médianes (BB’) et (CC’) se coupent en G. F |

E est le symétrique de G par rapport a B’ et F le

symétrique de G par rapport 4 C’. ' c
Al

a) Prouver que les quadrilatéres AGCE, AGBF, B
AEGF sont des parallélogrammes.
b) Préciser la position du point G sur le segment [BE] et justifier ce résultat.

¢) En déduire que GA +GB +GC =0 .
g 2—
d) Démontrer que BG = —3—BB‘ :

€) Montrer que A, A’ et G sont alignés.
f) M étant un point quelconque du plan, montrer que MA +MB +MC =3MG .

2. Soit un quadrilatére ABCD dont trois sommets quelconques ne sont pas alignés.

a) Soient I et J les milieux respectifs de [AB] et [CD]. Montrer que pour tout point T du
plan on a I’égalité TA +1B +TC +TD =2T1 +2T7 .

b) Montrer qu’il existe un unique point H tel que HA +HB +HC +HD =0 .
Construire le point H.

c) Soient K, L, M, N les milieux respectifs de [AD], [BC], [AC], [BD]. Que peut-on dire
des segments [1J], [KL] et [MN] ?

d) G est le centre de gravité du triangle ABC. Montrer que HD +3HG =0 .

3. A, B et C sont trois points non alignés. B’, C’ et A’ sont les milieux respectifs de
[CA], [AB] et [BC].
Montrer que le centre de gravité du triangle ABC est aussi celui du triangle A’B’C’.

4. A, B et C sont trois points non alignés. I est le milieu de [AB] et J, le point du
segment [BC] tel que 3CJ = BC et K le symétrique de A par rapport a C.
Montrer que les points I, J et K sont alignés.

S. ABCD est un parallélogramme. E et F
sont les milieux respectifs de [AB] et
[CD].

Montrer que DI = IJ = JB. 0

Milieu, centre de gravité et vecteurs
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Un devoir en temps libre

Erercice 1 (D 'wn tréangle L autre)

Pour une fois le triangle donné s’appelle IJK...

On note A le symétrique de K par rapport a J, B le symétrique de I par rapport 8 K et C

le symétrique de J par rapport a L.

1. Exprimer AK en fonction de 4B et Al puis Al en fonction de AJ et AC et
enfin 47 en fonction de 4K .

—_— 2 — — BT
En déduire que 4K = ~;/~(ZAB + AC ) Etablir deux relations analogues pour Bl et
cJ .
——— l — — —_— ——
2. Soit P le point défini par BP™ = EBC . Exprimer AP en fonction de AB et AC .
3. Déduire des questions 1 et 2 que A, K, J et P sont alignés.
Montrer que I'on a aussi B, I, K et Q alignés ainsi que C, J, I et R, les points Q et R
pre—-d 1 _—> a4 1 —
¢tant définis par CQ = —?:CA et AR =§AB .
4. Le triangle ABC est donné. Construire le triangle IJK tel que I soit le milieu de [CJ],
J le milieu de [ 4K] et K le milieu de [ BI].

Enencice £

On considére un quadrilatére ABCD ainsi que les milieux I et J des segments [ 4B] et

[CD].

1. M étant un point quelconque du plan, exprimer MA +MB +MC +MD en
fonction de MI et MJ .

2. Montrer qu’il existe un unique point O tel que 04 +0B +0C +0D =0 .
Construire le point O.

3. Soit G le centre de gravité du triangle ABC. Montrer que les points D, G, et O sont
alignés.

Remangues sun lexencice 1:

C’est un remaniement d'un exercice du Terracher de Seconde. Il nous a semblé
intéressant de proposer un exercice o le raisonnement vectoriel permet de simplifier
une construction (sur le plan du tracé).

La derniére question pose probleme car la réciproque est éludée. Il n’était pas possible
de faire traiter cette question sans alourdir considérablement 1'énoncé.

Une « complétion » de cet exercice peut étre proposée aprés 1'étude de la géométrie
analytique.

Cet exercice peut étre une occasion de poser la problématique de la construction. On
peut, par exemple, consacrer un module a ce sujet.

Apreés étude du centre de gravité, on peut proposer de montrer que ABC et IJK ont
méme centre de gravité. Un autre prolongement possible est la détermination du
rapport des aires de 1JK et ABC (vu dans Tangente n°37, mai-juin 95).

Remargue sun { evencice E:
Cet exercice est une reprise de I'exercice 2 sur les milieux et centres de gravité. Il est
Jormulé de facon plus ouverte.

Un devoir en temps libre
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Un devoir d’évaluation

Evencice 1

>

ABCD est un parallélogramme de centre O. Soit # = AB etv=4D .
— 1
1. Placer le point M tel que 4B = 5(17 +V).

Placer le point K tel que XD =ii.

Placer le point N tel que NB =4B +A4D .

Placer le point P tel que _C—'ﬁ> E—IT + 51—;

Placer le point R tel que C CR BO -CO .
2. Exprimer les vecteurs BD et OA en fonction des vecteurs i et ¥.
3. Justifier I’égalité BN =RD . Que peut-on en conclure ?

Erercice 2 |
Soient deux points distincts A et B. On note # = AB
1. Placer :
— 8
a) le point I tel que 4] = —3—17
2.

b) le point J tel que BJ = -3~u

2. Exprimer le vecteur BJ enfonction de 47 et le vecteur 1J en fonction de 7.

Erencice 5

Soit un triangle ABC, A’ le milieu de [ BC] et O le centre du cercle circonscrit 8 ABC.

Soit H le point défini par OH =04 +0B +0C . (on ne cherchera pas a placer le

point H sur la figure)

1. a) Exprimer OB +0C _ en fonction de OA' .
b) Montrer que AH =204" . Conclure pour les droites (4H) et (0A4").
¢) En déduire que (4H) est une hauteur du triangle ABC. On montrerait de méme
que (BH) est une hauteur du triangle ABC. Que représente le point H pour le triangle
ABC?

2. Soit G le centre de gravité du triangle ABC. En utilisant la somme GA +GB +—G-6>,
montrer que 04 +0B +0C =30G .

3. Exprimer OH’ en fonction de OG . En déduire la position des points O, G et H.

Un devoir d’évaluation
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ANNEXE,

Documents publiés avec I'autorisation de la DEP
Evaluation & I'entrée en Seconde générale et technologique :

exercices concernant les vecteurs.

_ Ministre de I'éd_ucation nationale _
Direction de I'évaluation et de la prospective
évaluation a I'entrée en seconde



Exercice 9 A.

NN/
e

>§>

A l'aide du pavage régulier ci-dessus :

1°  Compléter les égalités suivantes :

— —
a) AB= F.

—_ =3
b) AB=.D

%

¢) BC+CG'=

d) DE+DG =

—
2°  Colorier l'image du triangle ABC par la translation de vecteur AH:

Annexe - DEP septembre 1992



Exercice 9 B.

A l'aide du pavage régulier ci-dessus :

10

20

Compléter les égalités suivantes :

a)
b)
©)

d)

—_ —
FE = D
—_ —
FE = .M
GF+FE= ...
EC+MT = ..

—
Colorier I'image de CDKLMN par la translation.de vecteur KG.

Annexe - DEP septembre 1992



Exercice 8A Dans chacun des cas ci-dessous, entourer la bonne réponse.

. ) . . s . o, i .
1°  Pour chacune des figures ci-dessous, 'égalité AB = MN est-¢lle vraie ?

A N| A M Al M

OUI NON 0]0)1 NON OUI NON

2°  Le vecteur tracé représente-t-il AB + BC ?

A A A A
\$C ) ~_lC 1

OUI NON OUI NON OUI NON

3°  Le vecteur tracé représente-t-il AB + AC ?

A A A
C y C C
y \\ 7
/ N .
Bl [\ B
QOUI NON OUI NON QOUI NON

4°  Le vecteur tracé représente-t-il AB + CD ?

D cl b -1 Db
%
Al A~ A A
PN
B/ N
| !
OUl  NON OUI  NON OUI  NON

Annexe - DEP septembre 1993



Exercice 8B Dans chacun des cas ci-dessous, entourer la bonne réponse.

1°  Pour chacune des figures ci-dessous, 'égalité AB = MN est-elle vraie ?

OUuIl NON OUI NON 018} NON

2°  Le vecteur tracé représente-t-il AB + BC ?

OUI NON 010} NON OUI NON

3°  Le vecteur tracé représente-t-il AB + AC ?

OoUul NON OuIl NON OUI NON

4°  Le vecteur tracé représente-t-il AB + CD ?

OUI NON OUI NON OUI NON

Annexe - DEP septembre 1993



Exercice 6A

Sur la figure ci-dessous, le quadrilatére ABCD est un carré ; les points E, F, G et H sont les
milieux des c&tés de ce carré €t le point O désigne son centre.

1° Dans le tableau ci-dessous entourer la ou les bonnes réponses.

Le vecteur HE est égal au vecteur EE GE OB oG

La longueur HE est égale a la longueur EF GF OB oG

DH + DG = HE | G | DO | HF

DH+DG = HE HG DO HF

Le triangle HAE a pour image le triangle

GOF par la translation de vecteur EF OA GH HF
2° Construire, sur la figure donnée, le symétrique du carré EFGH par rapport 2 la
droite (EF).

Annexe - DEP septembre 1994



Exercice 6B

Sur la figure ci-dessous, le polygone ABCDEF est un hexagone régulier de centre O.

1° Dans le tableau ci-dessous entourer la ou les bonnes réponses.

Le vecteur AF est égal au vecteur BE OB oC CE

Le longueur AF est €gale 4 la longueur | BE OB oC OE
FA + FE= AE | FC | D | FO
FA+FE= AE FC ED FO

Le triangle @ a pour image le triangle ®

par la translation de vecteur FE OA oD AD

2° Construire, sur la figure donnée, le symétrique du losange OFED par rapport 4 la droite (DE).

Annexe - DEP septembre 1994




LES VECTEURS EN CLASSE DE SECONDE ... QUELQUES

PROPOSITIONS.

Le groupe Lycée de I'IREM a publié en juin 1995 une brochure concernant I’enseignement de la
notion de vecteurs en classe de seconde.

Ce document était composé d’activités, de bréves synthéses de ce qu’il faut savoir et d’exercices
d’application et d’entrainement.

Nous avons poursuivi ce travail au premier trimestre de 1’année scolaire 1996-1997 en analysant des
productions d’éléves 2 partir de trois exercices extraits de devoirs surveillés.

Le groupe vous propose donc quelques exercices de remédiation possibles face a certains types

d’erreurs.

Plan du document :

Page I :

Page I :
Pages IV a VIIL :

Pages IX a XI:

Le groupe Lycée de I'IREM de Besangon.

Les trois exercices proposés.

Analyse des obstacles et principales erreurs rencontré{s;
Quelques exercices de remédiation possibles.

Exemples d’erreurs.




Les frois exercices proposés a nes éléves.

Enoncé 1 : ,

Dans le trapéze ABCD, L, J, KetL
désignent les milieux respectifs de [BC],
[AD], [BD] et [AC].

Démontrer vectoriellement que les points
J, K, L, par exemple, sont alignés.

Enoncé 2 :

ABCD est un quadrilatére quelconque.

L J, K, L sont les milieux de ses c6tés.
Vous admettrez, sans le démontrer, que
KL est un parallélogramme. On appelle O
son centre.

1). Calculer le ygcteur : N
OA + OB +0OC + OB .

2) Vérifiez votre réponse en construisant ce
vecteur.

Enoncé 3 :
ABC est un triangle et O un point quelconque.

G et P sont les points tels que : A—(_“; =% A_B> et (ﬁ =30

1. Faire une ﬁgure

2. Montrer que 3 GA (}_]_3} —~—6

3. Montrer que 3 OA OB =2 OG

4. En déduire que (OP) et (GC) sont paralléles.



Obstacles et principales erreurs renconirés.

L’analyse des copies de nos éléves permet de regrouper les difficultés qu’ils ont rencontrées dans les
catégories suivantes :

1. Difficultés a changer de cadre :

Certains éléves ne parviennent pas a traduire vectoriellement de manicre correcte I’énoncé décrivant
une configuration élémentaire.

(Voir page IX pour un exemple concernant I’énoncé 1).

2. Difficultés de calcul vectoriel :

On renco_rg)rc les erreurs « classiques » de calcul vectoriel, par exemple la confusion du type
KEF +FG =k EG pour k différent de 1

3. Erreurs de construction :

La plus fréquente est celle qui consiste, lorsque I’éléve doit construire un représentant d’origine
imposée d’une somme vectorielle donnée, a ne pas « accrocher la construction au bon point ».

P 5 . . 1 —>
Par exemple, certains €léves cherchant a construire le point E tel que E_E) =5 Xé’ + 2AB ,

. (qiz . 1
construiront en réalité le point T tel que zﬁ) =5 /ﬁ + 2ATB) .

(Voir par exemple page X).

4. Problémes de choix d’une stratéeie dans les calculs qui nécessitent de metire en ccuvre la relation de
Chasles :

Ceci est particulicrement évident dans des exercices du type suivant :
Déterminer et construire le point F tel que 2 FA +3FB - 1;8 = AB .

Trop d’éléves « tournent en rond » faute d’un fil directeur leur permettant de choisir judicieusement
les vecteurs a décomposer.

(Voir les pages X et XI pour des exemples de ce type relatifs aux énoncés 1 et 2).



Quelgques exercices de remédiation.

1. Exercices pour entrainer les éléves a traduire vectoriellement des configurations.

Exercice 1 :

ABCD est un quadrilatére quelconque.
L J, K et L sont les milieux des cotés.

a) Montrer (vectoriellement) que IJKL est un
parallélogramme.

b) A quelle condition est-ce un losange ?
un rectangle ? un carré ?

Exercice 2 :

ABC est un triangle quelconque.

A’, B’ et C’ sont les milieux des cOtés.

M est un point distinct de A, B et C.

M; , Mz et M3 sont les symétriques respectifs de M par
rapport a A’, B’ et C’.

a) Démontrer que la droite (AB) et la droite (M;M, )
sont parall¢les.

b) Démontrer que les segments [AM; ], [BM; ] et
[CM3 ] ont le méme milieu.

v




Exercice 3 :

Dans le trapéze ABCD, L, J, K et L appartiennent
respectivement aux segments [BC], [AD], [BD] et
[AC] et Vérifient :

BC AD BD AC

BI="37, AT=757, BK =" et AL="5

Démontrer vectoriellement que les points
J, K, L, par exemple, sont alignés

Exercice 4 :

Les diagonales du trapéze ABCD se coupent
enl

La paralléle a (CD) menée par I coupe le segment
[AD] en M et le segment [BC] en N.

Démontrer que I est le milieu du segment [MN].

Exercice 5 :

Les diagonales du trapéze ABCD se coupent
en L.

Les paralléles a (BC) et (AD) menées par I
coupent (AB) respectivementen E et F .

Démontrer que les segments [AB] et [EF] ont le
méme milieu.




VI

2. Exercices pour apprendre aux éléves a choisir une stratégie dans les calculs vectoriels

Exercice 1 :

1. ABC est un triangle. I est le milieu de [BC] et J est celui de [AI].
M désigne un point quelconque du plan.

z % .
a) Ecrire différemment 2 MA + l\ﬁ + M~C? comme somme de trois vecteurs.
b) Trouver une somme de d%} vecte_u_)rs. égaleda 2MA + MB + MC .
c¢) Exprimer la somme 4 2 MA + MB + MC 4l’aide d’un seul vecteur.

2. ABCD est un parallélogramme de centre O. Reprendre les questions précédentes dans le cas du
vecteur - MA + MB + MC .

Exercice 2 :

—>

ABC est un triangle. D est le point tel que BD = el

%BC et E est le point tel que E = 1&8 +2A?.

Montrer que les points A, E et D sont alignés.

Exercice 3 ;

ABC est un triangle. P est le milieu de [AB). Q est le point tel que BTj =- % BC et R est le point tel

4
ae &R - R |

Montrer que les points P, Q et R sont alignés.

Exercice 4 :

ABC estun tn'ang_l_e; D est le milieu de [AC]. E est le symétrique de B par rapport & C et F est le point
telque BF =2 AB .
Montrer que les droites (BD) et (EF) sont paralléles.



Exercice 5 :

Voici I’énoncé d’un exercice :

VI

. 1 =
ABCD est un parallélogramme, O est le milieu de [BD], E et I sont les points tels que E =1 AB et

(ﬁ? = '}i é—ﬁ) . Démontrer que les points E, O et F sont alignés.

Que pensez-vous des deux rédactions suivantes, extraites de copies d’éléves ?

Rédaction @

o

L)

P&mmm%e 0, Ec,f' rsz azsrnvs Aersenl q

clem onloren que OE - OF

ABCD porallclo

ek 0 mcllew e LBDJ clonc Ow‘zw cle [AC]

-> - o
HE T Ao +OF

4

- - -~
4 A8 - Ao + OF

~> -5

Aone HO- OC

~>. -> Y
CF-CO+OF
-
'(cp CO-t-OF

4

., ABCD PW@POKLWe, bchc Ffé P~é

0Lo'no CD :~fré

s <
done 4 A8 - 90+0F o ~1 Hrs '60+0F
Z'_~ (COfOﬁ

- f-)

a(o'no AO f—_OE;
_ R
Bo +0F

- o

Ao+ 0F

"

-
-

-Co oF

oc OF o'bf-)o GC (woin (,&

e
dene | OE :-GF jw,‘gca.»[

Rk




Rédaction @

> F
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o OF el lidasen et di qu D

&y N
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Y
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=
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Commentaires :

Voici ce qui se dégage principalement des réactions des éléves Jace a ces deux rédactions :

1) I'apparence confuse, par absence de fil conducteur, de la rédaction @ ;

VIII

2) une disposition facilitant la compréhension de la solution proposée dans la rédaction @,

mais des erreurs et un manque de justification.

Cette analyse comparée et critique de productions d’éléves s’ avere souvent riche d’enseignements.
Elle peut étre renouvelée lors des corrections de devoirs.



IX

Exemple de difficulié a iraduire vecioricllement 'énoneé 1.

I . '
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Exemples d’erreurs de consfruction veciorielle.

Exemples de mauveais choix de stratégie dans les exercices 1 ef 2.
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