De la difficulté d'étre omniscient

. Le moyen fait partie de la recherche de la vérité, aussi -
bien que le résultat.

Il faut que la recherche de la vérité soit elle-méme vraie;
la recherche vraie, c'est la vérité déployée, dont les
membres épars se réunissent dans le résultat.
Karl Marx, cité par Georges Perec dans Les Choses

Résumé

Depuis les résultats de consistance relative de 'axiome de choix et de sa négation, de
T'hypothése du continu et de sa négation, il est difficile d'accorder foi au réalisme platonicien
selon lequel un Univers Mathématique Cantorien (ou plutét Zermelo-Frankelien) existe de
maniére idéale quelque part, garant du sens des énoncés mathématiques cantoriens usuels.
Pour Godel, par exemple, qui défend ce point de vue, on doit un jour trouver des axiomes
raisonnables qui permettront de décider I'hypothése du continu. Mais est-ce vraiment un
programme raisonnable ?

La contradiction entre l'axiome du choix et 'axiome de détermination pose un probléme plus
délicat encore, celui de l'impossibilité d'étre omniscient en ce qui concerne l'infini actuel, s'il
existe. On peut interpréter ce paradoxe en disant qu'il est impossible de vouloir extrapoler du
fini & l'infini tout ce qui semble raisonnable dans le domaine fini.

Dans l'article, aprés avoir situé les problémes soulevés, on essaiera de montrer comment une
problématique d'infini potentiel relativise ces problémes et change l'interprétation méme du
vocabulaire ensembliste.

Introduction

Les affirmations du langage courant se prétent trés mal a la logique du Vrai et du Faux.
Lorsqu'on dit par exemple : «Ceci est une grosse pomme» la limite entre Vrai et Faux est
entourée d'une zone de flou importante. Tout d'abord concernant la partie “ceci est une pomme”
(s'il manque la queue ? si elle est coupée en deux, si on a enlevé les pépins, etc...) et aussi
concernant 'affirmation que la pomme est “grosse”.

En un certain sens on peut dire que I'homme a inventé des étres mathématiques abstraits tels
que “les nombres” ou “le plan euclidien” de maniére 2 pouvoir raisonner “sans ambigiiité de
sens”, c'est-a-dire de maniére 2 pouvoir raisonner avec une logique du Vrai et du Faux. Une
fois définies les opérations élémentaires sur les nombres entiers une affirmation telle que :

si p estun nombre premier et si T est un entier < p , alors
le nombre 1 est divisible parp ”

est vraie, et on peut en donner une démonstration parfaitement convaincante.

Cependant 'introduction par Cantor des ensembles infinis dans les mathématiques a jeté
une certaine confusion au sujet de la notion de Vrai et Faux. La question du Vrai et du Faux se
pose en effet de maniére différente selon qu'un énoncé mathématique est testable par un
processus fini ou par un processus infini, ou encore par une infinit€ en cascade de processus
infinis, ou méme par des processus encore plus “mystérieux”.

On pourrait croire que 1'infini en mathématiques existait bien avant Cantor, dés que la
notion de nombre entier fut mise au point. La collcctlon des entiers naturels, en effet ala
particularité de n'étre “jamais finie”.
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En fait, avant Cantor, personne n'avait eu I'audace de considérer “lI'ensemble de tous les
entiers naturels” comme une totalité donnée, actuelle. L'esprit humain, en effet, ne peut appré-
hender qu'un nombre fini d'objets, les uns apres les autres.

Avant Cantor donc, la collection des entiers naturels était seulement un infini en
puissance, un infini “potentiel” et non “actuel”. Lorsqu'on parle d'infini potentiel, ce que l'on a
clairement en téte, c'est le processus qui permet de passer de l'entier n a l'entiern + 1,
processus qui fait que la collection des entiers n'est jamais finie.

La croyance en un infini actuel équivaut en fait de maniere quasiment logique ala
croyance en un “Dieu mathématicien” capable, lui, d'appréhender “d'un seul coup” 'ensemble
de tous les entiers naturels. C'est ce que nous essayerons d'illustrer dans cet article.

Les philosophes grecs ne croyaient pas en l'infini actuel, ou tout au moins s'en
interdisaient I'usage en mathématiques.

Zénon d'Elée, 3 sa maniére et A juste titre, avait soulevé la contradiction existant entre
'homme et “Dieu” puisque “Dieu” est capable de diviser en un temps fini (en une seconde !)
l'intervalle de temps constitué par 1 seconde en une infinité de subdivisions, alors que 'homme
n'arrive jamais au bout de la description compléte de cette “subdivision a l'infini”, ni en une
seconde, ni en un si¢cle.

Un paradoxe de Zénon

:

0 1=/2 3/4 1
Y a-t-il VRAIMENT une infinité d'instants “en
acte” entre l'instant 0 et l'instant 1 7

La solution proposée par les Grecs et acceptée
jusqu'a Cantor :

Seul l'infini potentiel est autorisé en
mathématiques.

De méme Euclide, dans ses Eléments, ne considére pas “un espace infini & 3 dimensions”
mais seulement “un espace A 3 dimensions qui n'est jamais fini”. Il ne considere pas
“l'ensemble de tous les entiers naturels” mais seulement “des entiers naturels” (collection
ouverte, jamais finie). Il ne considére pas “I'ensemble des nombres réels” mais se contente de
comparer entre eux des rapports de grandeurs homogenes qui viennent se présenter a lui dans
sa quéte géométrique. Interprétation en langage moderne : deux rapports sont égaux selon
Eudoxe(l) si et seulement si ils définissent des coupures égales selon Dedekind. Mais Euclide
se refuse & considérer la coupure en tant que telle, elle représenterait un infini actuel. A fortiori
refuse-t-il de considérer l'infini actuel de telles coupures.

1 On attribue 2 Eudoxe la théorie des proportions mise au point par les Grecs pour faire face au problemes des
grandeurs “sans commune mesure” comme le coté et la diagonale d'un carré. '



De la difficulié d'étre omniscient v 27

La notion d'infini mathématique actuel s'est avérée extrémement “pratique” et a été
adoptée par la majorité des mathématiciens.

Cependant, le prix & payer est en fin de compte assez cher. En effet, les notions logiques
de base, qui ne posent pas probléme lorsqu'elles sont utilisées pour des propriéiés bien définies
portant sur des collections finies d'objets mathématiques, ne peuvent s'appliquer aux propriéiés
concernant des ensembles infinis qu'au prix d'une extrapolation douteuse.

La question du tiers exclu pour des énoncés du type de la
conjecture de Goldbach

La conjecture de Goldbach est la suivante :
Tout entier pair supérieur @ 4 est somme de 2 nombres premiers.

Nous sommes tellement habitués & raisonner avec l'infini actuel comme avec le fini, que si vous
lisez

La conjecture de Goldbach est forcément vraie ou fausse.
Vous avez l'impression de lire une trivialité.

Or ce n'est pas du tout une trivialité.

Dire que la conjecture est fausse c'est dire qu'on peut trouver un entier pair supérieur a 4 qui
n'est pas somme de 2 nombres premiers. Donc il suffit d'une vérification pour monirer que la
conjecture est fausse.

Par contre dire que la conjecture est vraie c'est signifier, ou bien qu'on en possede une
démonstration convaincante, ou bien qu'il faut faire une infinité de vérifications. Or non
seulement I'homme ne sait pas faire une infinité de vérifications, mais on peut penser qu'une
infinité de vérifications est a priori hors des “capacités de calcul de I'univers”. Autrement dit,
une “machine 2 calculer infinie” semble inconcevable. Méme si l'univers avait une durée de vie
infinie et si une machine 2 calculer pouvait étre construite qui dispose de I'éternité du temps a
venir, la conjecture de Goldbach ne serait pourtant “jamais vérifiée en entier”.

Maintenant supposez que la situation concréte soit la suivante
— I'homme ne trouvera jamais de démonstration convaincante de la conjecture,
— I'homme ne trouvera jamais de contre-exemple prouvant que la conjecture est fausse.
— il ne peut exister de machine a calculer infinie

Alors dans ce cas, seul un “Dieu mathématicien” (s'il existe) peut dire que la conjecture
est forcément vraie ou fausse.

Vous direz sans doute que je coupe des cheveux en quatre. En fait je souligne seulement
qu'il n'est pas du tout trivial de considérer que la loi du tiers exclu s'applique aux ensembles
infinis, méme dans le cas d'un €énoncé dont la structure est extrémement simple.

Le coup de génie de Cantor a été de transformer la fameuse démonstration d'im}jossibilité
«l'infini actuel ne peut exister en mathématiques puisque le tout doit toujours étre supérieur a la
partie» en une définition a contrario «j'appelle infini un tout qui est en bijection avec I'une de
ses parties». Cet acte fondateur est le refus d'admettre comme définitive une évidence qui a lieu
dans le domaine du fini. Mais d'autres évidences qui ont lieu dans le domaine du fini, comme le
tiers exclu, sont alors ipso facto elles-mémes sujettes a caution et a discussion. Si j'appelle
distribution la dérivée d'une fonction continue non dérivable, je dois bien évidemment m'atten-
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dre 2 ne pas pouvoir faire avec les distributions tout ce que j'avais le droit de faire avec les fonc-
tions continues. Et celui qui ne prendrait pas de précautions de peur de se faire accuser de
couper les cheveux en quatre serait sfirement accusé de laxisme.

Reprenons en le détaillant, ce genre d'extrapolation, du fini & I'infini, qui se cache
derritre la phrase : «La conjecture de Goldbach est forcément vraie ou fausse»

Notons «A(n)» pour «2n+4 est somme de 2 nombres premiers »

L'affirmation A(n) peut étre testée pour tout entier n . En effet I'affirmation A(n) est
parfaitement décidable puisqu'on dispose d'un processus effectif qui permet de calculer tous les
nombres premiers inférieurs & 2n + 4 . On est donc assuré que A(n) est “Vrai ou Faux” en un
sens fort(2), pour chaque entier n . Cela s'écrit en langage formalisé€ constructif :

(1) Yne N ( A(n) ou nonA(n) )
Dire que la conjecture de Goldbach est forcément vraie ou fausse consiste a affirmer :
(2) Vne N A(n) ou Ine N nonA(n)
Le fait qu'un énoncé du type (1) implique 1'énoncé correspondant du type (2) est, du
point de vue de l'interprétation constructive de la vérité, un principe d'omniscience. Dans la
littérature constructive, on 'appelle «le petit principe d'omniscience»(3).

Ce principe est couramment admis par les mathématiciens actuels, en général au nom du
réalisme platonicien : il y aurait, quelque part, au moins de maniére idéale, un ensemble infini
actuel des entiers naturels, pour lequel la logique du tiers exclu s'applique tout comme dans les

ensembles finis.
C'était en tout cas le point de vue de Gddel, qui étendait d'ailleurs le réalisme platonicien

3 toute la hiérarchie cumulative des ensembles.

Le réalisme platonicien

Un ensemble infini “en acte” 1IN existe, au moins
de maniére idéale, et, dans cet ensemble, la
logiqgue du “Vrai ou Faux”, valable pour les
ensembles finis, s'applique tout aussi bien.

2 11 est vrai que pour un entier dépassant 10100 chiffres, la possibilité de vérifier A(n) semble excéder &
jamais en pratique nos capacités de calcul. Néanmoins, on peut considérer que cette possibilité n'est pas
exclue en principe mais seulement en pratique. Admettre qu'un énoncé du type A(n) peut, au moins en
principe, &tre testé vrai ou faux pour tout entier n reléve de I*‘exrapolation du potentiellement réalisable™.
Dans ce genre d'extrapolation, on extrapole un résultat vrai depuis le fini raisonnable jusqu'au fini méme
déraisonnable, mais on reste dans un cadre fini.

3 Ce principe d'omniscience peut &tre compris et discuté sans recours 2 aucun systeme formel. Dans les
systdmes formels classiques, on admet le principe du tiers exclu, qui est une sorte de méga principe
d'omniscience. Dans de tels systémes formels, aussi bien les énoncés du type (1) que les énoncés du type (2)
sont des théoremes, et donc a fortiori les énoncés du type (1) = (2). Dans un systéme formel constructif, il
n'y a pas de preuve générale des énoncés (1) = (2). Néanmoins, si on rajoute le schéma d'axiome (1) = (2).
on obtient un systtme formel o le tiers exclu n'est pas pour autant valable. D'autres principes
d'omniscience, plus faibles ou plus forts que le «le petit principe d'omniscience» peuvent étre discutés. Le
degré de non-effectivité des théordmes usuels de mathématiques classiques peut éire analysé en référence aun
nombre relativement restreints de tels principes d'omniscience.
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Ce réalisme platonicien semble difficile & distinguer de la croyance en un “Dieu mathématicien
connaissant la vérité de tous les énoncés sensés concernant les entiers naturels”.

Une autre approche était celle de Hilbert, qui pensait pouvoir réduire le recours aux ensembles
infinis 3 une simple “maniére de parler”, un peu comme lorsqu'on dit «V-3 est un nombre» ou
encore «toute fonction continue est dérivable (au sens des distributions)». En ce sens I'énoncé
(2) peut évidemment &tre décrété «Vrai de maniére purement conventionnelle», mais alors le

mot «Vrai» est privé de sa signification habituelle.
Le probléme est alors de démontrer, (au sens de : emporter la conviction intime), que les

preuves purement formelles qu'on déroule n'aboutissent jamais & affirmer vraies des
propositions douées d'une signification concréte précise et cependant fausses dans la réalité.

La solution formaliste (Hilbert)

On introduit IN comme “maniere de parler”,
(exactement comme ~ —3), on raisonne avec la
logique du “Vrai ou Faux” wvalable pour les
ensembles finis.

On prouve, par une argumentation séparée, qu’un
| théoréme démontré “idéalement wvrai” mn'est
| jamais “concrétement faux”.

Le programme de Hilbert sous sa forme la plus stricte (Hilbert demandait que la preuve de
consistance du systéme formel considéré soit d'un type particulierement élémentaire) a €té ruiné
par le théoréme d'incomplétude de Godel. Néanmoins, on peut considérer qu'il a été réalisé
pour l'essentiel, sous une forme légérement affaiblie, pour la théorie formelle «arithmétique de
Peano», notée PA, qui se limite & décrire les entiers naturels & un niveau assez élémentaire.

Par contre, le programme de Hilbert n'a jamais été réalisé pour la théorie des ensembles infinis
actuels de Cantor, formalisée aujourd'hui dans le systéme axiomatique noté ZF(4), ni méme
pour ce qui concerne des théories, beaucoup moins puissantes que ZF, qui cherchent a décrire
ne serait-ce que I'ensemble des parties de IN .

4 Le systdme proposé par Zermelo, noté Z , permet la construction de tous les P (P (..P(N))..). Le
systéme ZF, qui est le précédent “amélioré” par Frankel, permet d'itérer de manigre infinie la construction
précédente. Dans ZFC, on rajoute l'axiome du choix. Les mathématiques usuelles ne dépassent pas

PP .
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La solution constructive

On introduit IN comme “infini potentiel”.

On raisonne avec une logique absolument siire.
Tout théoréme démontré a une signification algo-
rithmique.

Outre que le programme de Hilbert semble totalement hors de notre portée en ce qui concerne
7ZF, il est extrémement désagréable de démontrer des théorémes avec l'arri¢re pensée qu'ils
n'ont pas de signification réelle, c'est pourquoi la philosophie spontanée des mathématiciens est
le réalisme platonicien & la Godel plutdt que le formalisme & la Hilbert.

L'hypothése du continu a-t-elle une signification ?

Nous abordons dans cette section un domaine véritablement au dela de l'arithmétique, faisant
partie du noyau dur de la théorie des ensembles infinis actuels.
L'hypothése du continu est l'affirmation suivante (notée HC) :
il n'existe dans l'ensemble des nombres réels R aucune partie A qui contienne les
entiers naturels, et qui ne puisse étre mise en bijection ni avec N ni avec R

Si les “infinis actuels” IN et R existent réellement “quelque part, au moins de maniére
idéale” (du point de vue du réalisme platonicien) alors I'hypothése du continu semble bien avoir
une signification. Cantor s'est acharné toute la fin de sa vie a trouver une preuve de cette
conjecture.

Voyons la chose de maniére un tout petit peu plus formalisée et technique en théorie des
ensembles classique.
Une application étant caractérisée par son graphe, les bijections dont il est question dans HC
peuvent étre considérées comme des parties de R X R . L'énoncé HC se réécrit donc sous la
forme suivante :
VAe PR) 3Ke PR xR) telsque: si A contient IN alors K estle
graphe d'une bijection de IN sur A ou d'une bijection de R sur A
Faisons en outre les remarques suivantes :
- l'ensemble IR peut étre mis en bijection avec 'ensemble P (IN) des parties de IN.
- via la bijection précédente, une partie A de R s‘identifie 2 un élémentde (P (IN))
- les graphes d'applications g:IN— A ou h:R— A s'identifient alors a des
éléments de P(P(IN) x P(IN)).
- l'ensemble P(P () x P(IN)) peut lui-méme étre mis en bijection avec P (P (IN)).
L'énoncé HC a donc une structure logique du type suivant :
VAe P(P(N) IKe PP)) tel que
si A représente un ensemble compris entre IN et R
alors K représente une bijection de IN sur A ou une bijection de IR sur A

Ainsi, une formalisation possible de I'énoncé HC utilise en fait uniquement les ensembles IN,
PN) et PP . |

Du point de vue de la théorie des ensembles infinis de Cantor, c'est trés peu.



De la difficulié d'étre omniscient 31

Les variables de cet énoncé ont “seulement” pour domaine P(P (IN)) , ou I, ou () ().

Pour un réaliste platonicien 2 la Gédel qui pense que $(P (IN)) existe quelque part, au moins

de maniére idéale, et que les énoncés qui ne font référence qu'a ce “petit” infini sont forcément
239

Vrais ou Faux “en réalité”, I'hypothése du continu admet certainement une réponse positive ou
négative.

Pourtant Gédel et Cohen ont démontré les deux résultats selon lesquels I'hypothése du continu
ne peut ni étre prouvée fausse, ni étre prouvée vraie dans le systeme formel ZFC, qui semble
pourtant intégrer tous les ingrédients raisonnables de la théorie cantorienne.

Beaucoup de logiciens et de mathématiciens s'accordent a interpréter ces résultats de la maniére
suivante : I'homme ne saura jamais démontrer si 'hypothése du continu est vraie ou fausse.

Certains autres, 2 la suite de Godel, pensent qu'on finira par découvrir un axiome raisonnable
qui prouvera que l'hypothése du continu est fausse (ou, plus improbablement, vraie).

On voit donc que l'introduction des trois infinis actuels IN, P(IN) et # (P(IN)) suffit a
produire des problémes sans doute a jamais insolubles pour I'homme, méme en utilisant des
preuves hautement abstraites et absolument pas constructives. Voici qui jette un flou
considérable sur la notion de “Vérité” appliquée dans I'ensemble P (P (IN)) !

En fait, 'attitude qui semble la plus naturelle, au vu des résultats de consistance relative de
Godel et Cohen, serait de déclarer que I'hypothé&se du continu est insoluble pour la bonne
raison qu'elle n'a pas de signification réelle précise, mais seulement une signification purement
conventionnelle. A savoir la signification d'une «régle du jeu» qu'on décide d'introduire ou
non dans la théorie des ensembles infinis actuels. C'était par exemple le point de vue d'A.
Robinson, le créateur de 1'Analyse non standard (cf. son texte “Formalisme 64”). Cette attitude
trouve un autre argument en sa faveur dans le théoréme de Lowenheim-Skolem :

la théorie des ensembles infinis, une fois formalisée, par exemple dans le systéme
axiomatique ZFC, admet des modéles dénombrables

Dans un tel modéle, la vraie cardinalité de P (IN) est le dénombrable, mais aucune des
bijections existant entre IN et P(IN) n'est dans le modele.

La majorité des réalistes platoniciens adopte sur ces questions une position de repli confortable :
tout ceci n'est pas bien grave puisque I'hypothése du continu n'a aucune conséquence
importante pour les mathématiques couramment pratiquées.

Peut-on imaginer un jeu sans partie nulle mais sans
stratégie gagnante pour aucun des deux joueurs ?

Un des axiomes de la théorie des ensembles qui a fait couler beaucoup d'encre est
l'axiome du choix, qui est en fait un axiome de choix infini uniforme. Combiné avec le principe
du tiers exclu, cet axiome permet de démontrer l'existence d'objets idéaux (par exemple : une
cloture algébrigue d'un corps arbitraire, ou une fonction réelle non Lebesgue-mesurable) pour
lesquels aucune construction explicite n'est possible. Donnons un énoncé parmi d'autres pour
cet axiome du choix.

Vg:X— Ysurective, 3h: Y— X telleque Vye Y gh(y) =y

5 Des variables quantifiées sont cachées dans les morceaux de phrases en frangais : «représente une bijections.
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Si I'ensemble X est fini ou si c'est I'ensemble des entiers naturels, l'axiome est évidemment
“vrai dans la réalité”: on prend pour h(y) le premier x de X qui vérifie g(x) =y . Le
probléme avec 1'axiome du choix est donc un probléme d'extrapoler un énoncé depuis l'infini
dénombrable jusqu'a des infinis de structure arbitraire.

Je vais maintenant montrer une autre extrapolation a 1'infini qui semble a priori tout
aussi légitime et qui, en réalité, ne l'est pas du tout (pour les adeptes de Cantor eux-mémes).

Il s'agit de considérer un jeu ou deux adversaires s'affrontent sans intervention du
hasard. Ce jeu, par exemple le jeu d'échec, est d'abord supposé de nature finie, c'est-a-dire que
le nombre de coups dans une partie est limité a priori (par exemple a 1000) et que dans chaque
situation le joueur ne peut choisir qu'entre un nombre fini de possibilités (mettons par exemple
200). La partie peut alors grosso modo étre décrite de maniére formalisée comme suit : le
premier joueur choisit un nombre entre 1 et 200 : x; , le deuxiéme joueur choisit 2 son tour un
nombre entre 1 et 200 : x, etc...

Au bout de 1000 coups la partie s'arréte (si elle est terminée avant, on peut convenir, pour
simplifier notre description formalisée, que tous les coups de la fin sont d'un type donné,
réservé a cet effet).

La partie ainsi completement décrite est une suite (X, ¢ (1,...,1000; de 1000 nombres entiers
compris entre 1 et 200 . Sij'appelle 4 l'ensemble de toutes les suites de 1000 nombres
entiers € C :={1,...,200} (I'ensemble 4 possede 2001000 gl¢ments), l1a “reégle du jeu”
peut étre considérée comme donnée par un sous-ensemble B de 4 pour lequelona:

2

- si (Xpne (1,..1000) € B, c'estle joueur 1 quia gagné

- si (Xphne (1,....1000y € B, clestle joueur 2 quia gagné

Comme 2001%% est un nombre hors d'atteinte des ordinateurs les plus puissants, il est possible
que le jeu en question (si le sous-ensemble B est suffisamment compliqué) reste a jamais un
mystére pour I'homme. C'est peut étre le cas du jeu d'échec par exemple. Néanmoins, on peut
affirmer(8)

- ou bien le premier joueur dispose d'une stratégie gagnante

—  ou bien le deuxieme joueur dispose d'une stratégie gagnante.
En effet, la premiére affirmation peut s'‘écrire :
*) IxeC VxeC Ixe C...dxy90e C V906 C  laliste [xy,...,X5000] € B
et Ia deuxiéme affirmation est simplement la négation de la premiére :
(**) ¥V x€ C %96 C V36 C...Vx199€ C dx990e C laliste [xy,...,x5000] € B

En admettant l'extrapolation du potentiellement réalisable, une et une seule ces 2 affirmations
est forcément vraie, car ceci est vérifiable en un nombre fini d'opérations purement mécaniques
(cela pourrait faire I'objet d'un programme d'ordinateur) .

Passons maintenant au probléme de “I'extrapolation a 1'infini” de cette affirmation («ou bien le
premier joueur dispose d'une stratégie gagnante, ou bien c'est le deuxieéme» ) . On se trouve
face a la question d'interpréter la signification d'une écriture

Ix;€ C Vxe Cdx3e C ...

ou on trouverait une infinité de quantificateurs en cascade.

V

6  $ion admet U'extrapolation du potentiellement réalisable : c'est 2 dire l'extrapolation du fini “raisonnable” au
fini “déraisonnable”
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Il faut pour cela donner une formulation équivalante a cette écriture dans le cas “fini” et pour
laquelle “I'extrapolation a l'infini” soit plus facile a écrire.
Pour cela, notons L l'ensemble des listes finies d'éléments de C , limitées 2 1000 éléments, y
compris la liste vide.
Voici alors une formulation équivalante a (*)
# 3Jf:L — C Vg x4 ..., X000€ C,

laliste [ £([1), x5, f([X,]), X4, £([X9,%41), Xg5---of ([X3,X45...,Xg08]), X1000] € B
Un examen un peu attentif convaincra le lecteur que la formulation (#) est équivalante a (*) : en
effet le “ 3 £ 7 dans (#) signifie que le premier joueur a le moyen de riposter a tous les choix
faits par le deuxiéme joueur. '
De méme on obtient une formulation équivalante a (**)
@) Af:L — C Vxy, X3, ..., Xgg0€ C,

laliste [ xq, f([x;1), X3, f{{x1,X3]), X5,..., Xgg9, f([X1,X3,...,X999]) ] & B
Nous sommes maintenant en mesure de donner une signification a la phrase “le premier joueur
dispose d'une stratégie gagnante” lorsqu'on “extrapole & l'infini” c.-a-d. lorsqu'on remplace les
ensembles finis C= {1,2,...,200} et {1,2,...,1000} par IN .

Prenons en effet pour 4 l'ensemble NN de toutes les suites infinies de nombres entiers. Si
nous notons x un élément de 4 nous noterons x, le n®Me terme de la suite x . Prenons pour
B un sous-ensemble arbitraire de 4 . Notons L l'ensemble des listes finies d'éléments de
IN, sans limitation du nombre d'éléments. L'énoncé (=) qui signifie “le premier joueur a une
stratégie gagnante pour le jeu B 7 est le suivant :
(=) 3f:L—C Vxe NN,

la suite infinie  ( f([1), xq, f(x11), x5, f([X1,%5]), X3, ...) € B
De la méme maniere, on a 1'énoncé (==) qui signifie “le deuxiéme joueur a une stratégie
gagnante pour le jeu B 7.
(~~) 3f: L — C Vxe NN, |

la suite infinie  ( xq, f([x;1), g, f([X1,X2]), X3, ...) € B
On s'attend alors, en extrapolant la forme particuliere de tiers exclu(’) examinée,  !'infini, 2
avoir le résultat suivant :

Pour tout jeu infini B C NN ou bien le premier joueur dispose d'une stratégie
gagnante, ou bien le deuxiéme joueur dispose d'une stratégie gagnante.

Disons plutdt : on s'attend & ce que ce résultat soit vrai (ou au moins que son coniraire ne soit
pas un théoréme) dans la théorie des ensembles couramment pratiquée. Eh bien, surprise! ce
résultat est démontré FAUX dans la théorie des ensembles infinis actuels habituelle, formalisée
dans le systéme ZFC (fonctionnant selon les régles de la logique “classique”, donc admettant la
version ordinaire du tiers exclu).

Des logiciens ont proposé de modifier la théorie ZFC en supprimant 1'axiome du choix
et en introduisant comme nouvel axiome “de tiers exclu”, I'énoncé ci-dessus en italique,
rebaptisé axiome de détermination.

Mais cette solution, qui sauve le tiers exclu dans le cas des “jeux infinis”, ne sauve
nullement le principe général d'extrapolation 2 l'infini.

7 11 ne s'agit pas du "tiers exclu" au sens ordinaire de la logique classique, il s'agit néanmoins d'une forme
“intuitive" de tiers exclu, apparemment parfaitement raisonnable, ni plus ni moins "contestable” que ia forme
ordinaire du tiers exclu.
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En effet, I'axiome du choix est “évidement vrai” dans le cas d'ensembles finis, et il n'y a
aucune raison de refuser son extrapolation a I'infini pour un mathématicien classique.

Godel a d'ailleurs démontré que l'axiome du choix était “non contradictoire avec les
autres axiomes de ZF”. Plus précisément, “s'il existe” un “univers mathématique” ou les
axiomes de ZF sont vérifiés, alors on peunt décrire en son sein un autre “univers mathématique”
ou tous les axiomes de ZFC (ZF avec l'axiome du choix) sont vérifi€s.

L'enseignement que je tirerai de cet exemple est que, d'un point de vue cantorien, toutes
les extrapolations & l'infini “raisonnables” ne sont pas compatibles entre elles. Clest le
témoignage d'une fragilité interne certaine du systéme de pensée cantorien. Pour les réalistes
platoniciens de la hiérarchie cumulative des ensembles, ce devrait tre un sacré coup dur(®).
Non seulement cette “réalité existante idéale” nous cache ses secrets (comme I'hypothése du
continu), mais elle nous tend des pi¢ges carrément méchants, comme celui d'avoir a choisir, en
toute ignorance de cause, entre deux axiomes parfaitement raisonnables mais cependant contra-
dictoires, celui du choix infini uniforme et celui de la détermination des jeux infinis.

Au risque de se faire condamner par un Ayatollah, par 'Inquisition ou par I'Opus Dei,
on peut désormais avancer la “preuve d'inexistence” suivante :

si l'infini existe il ne saurait étre infiniment savant

en effet, ou bien il est savant au point de savoir choisir simultanément un élément dans chaque
ensemble d'une collection infinie arbitraire, ou bien il est savant au point de savoir élaborer une
stratégie gagnante pour un des deux partenaires de n'importe quel jeu infini; mais il ne peut étre
savant au point de savoir faire les deux choses a la fois.

Que les croyants se rassurent, ce n'est ni le premier ni le dernier sophisme au sujet de I'infini en
acte(%).

D'ailleurs, puisque nous avons commencé par une citation de Marx, en voici une autre,
qui nous conseille de nous méfier de 'omniscience en politique :

La doctrine matérialiste qui veut que les hommes soient des produiis des circonstances
et de l'éducation, que, par conséquent, des hommes transformés soient des produits
d'autres circonstances et d'une éducation modifiée, oublie que ce sont précisément les
hommes qui transforment les circonstances et que l'éducateur a lui-méme besoin d'éire
éduqué. C'est pourquoi elle tend inévitablement a diviser la sociéié en deux parties
dont l'une est au-dessus de la société

(Theéses sur Feuerbach)

La question de la comparaison des cardinaux en
mathématiques constructives

Revenons 4 la question de I'hypothése du continu.

On peut remarquer que 1'homme ne pourra, quant a lui, jamais définir qu'une quantité
“dénombrable” de nombres réels : un nombre réel défini par un homme sera toujours en fin de

8 Mais en matidre de philosophie, les coups durs ne sont jamais mortels.

9 Le plus célebre est bien évidemment le pari de Pascal. Mais dans son calcul d'espérance mathématico-
religicuse, Pascal a oublié de compter comme non nulle la probabilité de l'existence d'un dieu “non
conforme”, qui assurerait le paradis post mortem aaux seules femmes et hommes qui ne le consid@reraient pas
comme tout puissant, combattraient I'aspect obscurantiste de toutes les religions et refuseraient de se
soumetire aux diktats de n'importe quel dogme irrationnel.
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compte défini par une phrase imprimée dans un livre. Donc 'homme ne dispose que d'un infini
“potentiel” de parties de IN, pas plus gros que l'infini “potentiel” des nombres entiers.
L'affirmation selon laquelle «l'ensemble R -a un cardinal strictement plus grand que I'ensemble
IN» est donc une vérité moins “absolue” que 2 + 2 = 4 ; elle est entachée d'un certain flou ; elle
nécessite certainement “les nombres réels que 'homme ne pourra jamais définir, méme 2 1'état
potentiel”.

Si on examine en détail la preuve diagonale de Cantor selon laquelle l'infini IN des
entiers naturels est de cardinalité strictement plus petite que l'infini IR des nombres réels, on
est frappé par le caractére constructif de cette preuve. Par exemple, a partir d'une énumération
explicite des nombres réels algébriques, la preuve de Cantor fournit un procédé explicite pour
construire des nombres réels transcendants, c.-a-d. non algébriques. En fait, la preuve de
Cantor peut étre affinée et rendue entiérement constructive et fournit alors le théoréme suivant
(cf. [BB] théoréme 2.19 p.27) :

étant donnés une suite (X)), « Iy de nombres réels, et deux réels a,b avec a<b,on
peut construire un réel ¢ clairement distinct de tous les x; et compris enire a et b

11 s'agit d'une version précise du théoréme selon lequel R n'est pas dénombrable. C'est une
affirmation de caractere positif (on peut construire ... ) susceptible de fournir un programme qui
“exécute” le théoreme.
Quelle doit donc étre l'interprétation constructive de cet énoncé en termes de cardinaux ? La
notion de cardinal a ét¢ élaborée par Cantor pour comparer entre eux des infinis actuels. L'idée
était de les comparer selon leur taille.
Constructivement, la question de comparer entre eux des infinis potentiels tels que IN et R
est également légitime. Mais en tant qu'infinis potentiels, ils n'ont pas réellement de taille, et il
serait sans doute impossible d'attribuer une signification a l'affirmation qu'un infini
potentiel est plus gros qu'un autre, ne serait-ce qu'en raison de l'argument avancé au tout
début de cette section. Ce que dit la preuve du théoréme de Cantor, c'est que les nombres réels
ne peuvent pas étre générés de maniére automatique comme les nombres entiers, selon un
processus clairement défini une fois pour toutes. Chaque fois qu'on aura défini un processus de
mani¢re claire, il produira une suite de nombres réels, et il manguera tout plein de nombres réels
dans cette suite. En deux mots :

L'infini R est plus compligué que l'infini N ,
Si on adopte le point de vue des constructivistes russes selon lequel tout nombre réel doit
pouvoir étre calculé de maniére purement mécanique(1?), on peut produire une preuve que
l'ensemble R peut &tre mis en bijection avec le quotient (par une relation d'équivalence) d'un
sous-ensemble R de IN . Cela ne contredit pas l'interprétation constructive du théorgme de
Cantor, en effet :

“La partie” R est nettement plus compliquée que “le tour” IN.

Cela contredit par contre les mathématiques classiques.
Le point de vue constructif minimal développé par Bishop (cf. [BB] et [MRR]) ne

prétend pas donner de définition du mot «effectif», qui est pris comme une notion primitive. En
conséquence, tous les théorémes obtenus avec ce point de vue sont vrais pour a peu prés tous

10 En mots de tous les jours : tout procédé effectif doit pouvoir étre mécanisé de maniére automatique.
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les mathématiciens(}1). En outre, ils ont toujours un contenu algorithmique et constituent en
quelque sorte des schémas de programmes informatiques.

Il est intéressant d'analyser I'hypothése du continu quand on se place du point de vue
constructif minimal. La premiére chose que l'on constate, c'est que des tas d'énoncés
équivalents &2 HC en mathématiques classiques, ne peuvent plus &tre prouvés équivalents en
mathématiques constructives, ce qui fournit autant d'hypotheses du continu distinctes, n'ayant
pas la méme signification intuitive. Si nous comparons deux infinis selon le point de vue des
applications injectives de 1'un vers l'autre, alors I'hypothése du continu s'avere plutot fausse, et
certainement indémontrable(12). En effet l'infini IN peut étre injecté dans l'infini ol qui peut
lui-méme étre injecté dans l'infini R, (cf. I'ensemble triadique de Cantor), mais I'infini R ne
sera (sans doute) jamais injecté de maniére constructive dans 2N cette impossibilit€ est un
théoréme des constructivistes russes, et ce théoréme “russe” empéche qu'on puisse construire
l'injection au moyen d'un procédé purement mécanique.

Conclusion

Face aux problémes posés par la “signification réelle” des énoncés mathématiques de la
théorie des ensembles infinis actuels(1?) d'une part, et par la “validité réelle” des résultats
obtenus dans cette théorie (probléme de validité qui se pose lorsque ces résultats ont une
signification concréte évidente), la tentation est grande de se rabattre sur un systéme formel du
genre “théorie axiomatique des ensembles ZFC™.

C'est pourtant une option bien contestable, car quel intérét porter a une théorie formelle
dont les “théorémes” ne prétendent plus énoncer des Vérités ?

Le point de vue “constructif”’ en mathématiques est le point de vue “réaliste concret” qui,

3 propos de chaque énoncé mathématique, pose le probleme de sa “signification algorithmique”.
Le point de vue “constructif” demande que toute affirmation mathématique ait un sens. Celane
revient pas 2 jeter bas toutes les mathématiques “classiques” mais a les aborder d'un autre point
de vue.
E. Bishop, auteur de “Fondements de I'analyse constructive”, fait & ce sujet la remarque
suivante :

« Le point de vue constructif ne signifie pas que les mathématiques classiques sont

“sans valeur” . Ce serait aussi stupide que de dire que, d'un point de vue “classique”

les mathématiques “non rigoureuses” seraient “sans valeur” .

Tout théoréme de mathématiques classiques pose un défi au mathématicien constructif

—  Soit en trouver une démonstration constructive

- soit en donner une version constructive. »

Je terminerai en remarquant que dans les applications “concrétes” des mathématiques (en
physique théorique, en astronomie...) il s'agit toujours en fin de compte de décrire des

11 11 y a des mathématiciens qui n'admettent pas I'exirapolation du potentiellement réalisable, et qui donc ne
sont pas satisfaits par les mathématiques consiructives 2 la Bishop.

12 1 'affirmation peut paraitre un peu présomptueuse. I1 faudrait préciser “indémontrable dans tous les systémes
formels constructifs connus”. Une caractéristique des systémes formels constructifs actuels est que toute
preuve d'existence “contient en filigrane™ une preuve d'existence explicitée par des procédés purement
mécaniques.

13 Ce qu'on appelle ordinairement la "théorie des ensembles” est en fait une "théorie des ensembles infinis
actuels”.
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processus de calcul qui, & partir de certaines données numériques, permettent d'obtenir des
résultats sous forme numérique, & vérifier ou infirmer par l'expérience. Ainsi seule la partie
“constructive” des mathématiques s'avérera en définitive un jour ou l'autre “utile” et
“vérifiable”(14). La partie non constructive, elle, consiste essenticllement en un discours
concernant des étres mathématiques dont I'existence réelle est tout sauf évidente. Et personne
(sauf & croire en un Dieu mathématicien) ne peut étre slir que ce discours n'est pas en grande
partie “vide de sens”.

14 1] ne faut pas prendre cette affirmation pour la défense d'un point de vue "utilitaire”. Méme la partie
constructive d'une théorie mathématique donnée n'est pas forcément directement ou immédiatement
"uiitisable" en physique théorigue par exemple (son utilité peut n'apparaitre que bien longtemps aprés sa
construction comme théorie mathématique : cf. l1a théorie des groupes). Cependant, foute mathématigue
constructive est toujours "immédiatement utile” en tant que partie de la "théorie générale des processus” : ce
qui revient & dire : tout énoncé de mathématiques constructives démontré constructivement a bien un sens.



