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Introduction

Le célébre cercle des neuf points, plus connu en France sous le nom de cercle d’Euler,
a fait Pobjet de nombreuses recherches, démonstrations et découvertes. Le document
que vous vous apprétez a lire se veut accessible a un public d’éléves en fin de Lycée
avec une spécialité Mathématiques, a des étudiants suivant un cursus scientifique
ou a des enseignants qui veulent approfondir leurs connaissances en géométrie et
plus particuliérement sur ce cercle.

L’histoire a retenu, semble-t-il & tort, le nom de cercle d’Euler car aucun document écrit
par ce grand mathématicien ne permet de dire qu'on peut I’associer au cercle portant
son nom. Cependant, le centre du cercle est sur une droite particuliére qu’on associe
également a Euler et qui, elle, est bien le fruit d’un de ses nombreux travaux! Il semble
donc indispensable de parler du cercle « et » de la droite d’Euler dans cet ouvrage.

Concernant le nom du cercle, on aurait trés bien pu associer les noms des francais
C. Brianchon et J.-V. Poncelet ou le nom de P’allemand K. Feuerbach pour les résultats
qu’ils ont obtenus concernant ’association entre le cercle et les neuf poins remarquables
qui lui sont associés. Nos voisins allemands n’ont d’ailleurs pas hésité a le nommer
« cercle de Feuerbach ». Cette question concernant la paternité mathématique du cercle
des neuf points, ainsi que 'intérét porté au travers de I'histoire pour lui nous motivent
a nous plonger dans des démonstrations historiques et modernes des mathématiciens
nommeés précédemment ainsi que d’autres plus ou moins connus.

Le premier chapitre est consacré a des rappels et notions, parfois nouvelles, peut-étre,
pour le lecteur qui se veulent indispensables a la compréhension de démonstrations
centrales de cet ouvrage.

Dans le second chapitre, nous verrons des démonstrations modernes des propriétés
associées a la droite et surtout au cercle d’Euler. La derniére démonstration de
ce chapitre, consacrée au théoréme de Feuerbach, pourra éventuellement faire le
bonheur des candidats aux concours de 'agrégation interne et de ’agrégation externe
en quéte d’un point de développement inédit, ou encore d’enseignants en quéte de
belles applications géométriques pour leur cours ou pour un devoir en temps libre.
Le troisiéme et dernier chapitre, quant a lui, traitera de nombreuses démonstrations
et commentaires historiques liés au cercle d’Euler. Cette partie nous fera découvrir
la facon dont ces joyaux du passé ont été abordés a leur origine.
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1. Rappels

Ce chapitre aborde des définitions et propriétés nécessaires a la compréhension
de certaines démonstrations modernes données dans le chapitre suivant, et plus
particuliérement a celles relatives au théoréeme de Feuerbach.

On se place dans un plan affine euclidien noté &2, muni d’un repére orthonormé
(0;7,)). Le plan &; pourra étre identifié au plan complexe C.

On suppose connues les notions de mesure algébrique et de produit scalaire.

1.1 Puissance d’un point par rapport a un cercle

On désigne par (6q.r) un cercle de centre Q et de rayon R (> 0).

Propriété 1.1. Soit M un point de &,. Si on note A et B les points d’intersection d’une
droite passant par M (qui coupe (6q.r) en deux points distincts) et de (6q.r), alors :

MA - MB = OM? — R%.

Démonstration
M
On note A’ le point de (¥ g) diamétralement
opposé a A. B
A
— e — 3 —
MA - MB = MA - (MA” + A’B)
_
= MA - MA’
— — — A
= (MQ + QA) - (MQ — QA).
Donc MA - MB = QM? — R, FIGURE 1.1 - Puissance d’un point par rapport

a un cercle.

Définition 1.2. On appelle puissance de M, point du plan &, par rapport au cercle
(€a.r) le réel o
P(M) = MA - MB

13



1. Rappels

ou A et B sont deux points distincts de (6o r) tels que M € (AB).
Ainsi : P(M) = QM? — R%,

Remarque

On constate que £(M) > 0 lorsque M est extérieur au disque dont la frontiére

est (Ya.r)-

Propriété 1.3.

Soit M € & extérieur au disque dont la fron-

tiére est (6ar), et T, T’ les points de contact des R
tangentes a (€' ) issues de M. T
Alors P(M) = MT? = MT’2, Q

FIGURE 1.2 - Tangentes.

Démonstration

On applique le théoréme de Pythagore aux triangles MTQ et MT'Q rectangles,
respectivement, en T et en T’. Ainsi, on obtient :

QOM? = MT? + QT? = MT"? + QT'2.

Propriété 1.4. Soit A, B, C, D € &, quatre points, trois a trois non alignés et tels que
(AB) ne soit pas paralléle a (CD). On nomme M le point d’intersection de (AB) et
(CD).

A, B, C et D sont cocycliques si et seulement si MA - MB = MC - MD.

Démonstration
— SiA, B, C et D sont cocycliques, alors MA - MB = P (M) = MC - MD.
— Réciproquement, supposons MA - MB = MC - MD. Notons D’ le point d’inter-
section de (MC) et du cercle circonscrit 4 ABC.
Pour le cercle circonscrit 8 ABC : MC - MD = MA - MB = (M) = MC - MD'.
Or M # C. Donc D’ = D.

Définition 1.5. L’axe radical de deux cercles de centres distincts est I’ensemble des
points ayant la méme puissance par rapport a ces deux cercles.

Propriété 1.6. L’axe radical de deux cercles de centres distincts est une droite perpen-
diculaire a la droite passant par les centres des cercles.

14 Mathématiques vivantes n° 72



Cercle d’Euler et de Feuerbach

Démonstration
On note O et O’ les centres des deux cercles, et R et R” leurs rayons respectifs.

L’ensemble des points M de méme puissance par rapport aux deux cercles vérifie
MO? — R* = MO’ — R”? ou encore MO? — MO’? = R? — R”2.

Le second membre de I’égalité est constant. Notons-le k.
— — — —
Ainsi: (MO = MO’) - (MO +MO’) = k.
Soit | le milieu de [OO’] et H le projeté orthogonal de M sur (OO’).
On déduit de I’égalité précédente :

- 5 — > —

-
0’0 - (MH +HI+10+MH+HI+10") = k.

—_—  —
Comme | est le milieu de [OO’] et que les vecteurs O’O et MH sont orthogonaux,
on obtient finalement, en sachant que les points O, I, H et O sont alignés, I’égalité
suivante :

— —

20’0 - HI =20’0O - HI = k.

Donc HI =

et on en déduit alors que H est fixe.

200’
L’ensemble des points M ayant la méme puissance par rapport aux deux cercles est
donc une droite perpendiculaire a (0O0").

Corollaire 1.7. Pour deux cercles sécants, ’axe radical est la droite passant par les
points d’intersection des cercles.

Pour deux cercles tangents, [’axe radical est la tangente commune aux cercles.

Démonstration

Pour deux cercles sécants, les deux points d’intersection ont une puissance nulle par
rapport a chacun des cercles et appartiennent donc a I’axe radical.

Pour deux cercles tangents, la tangente commune a ces cercles est perpendiculaire a
la droite passant par les centres de ces cercles. Ainsi, cette tangente est paralléle a
I'axe radical des cercles. Par ailleurs, le point de contact appartient a ’axe radical
puisqu’il est de puissance nulle par rapport a chacun des cercles. On en déduit ainsi
que I’axe radical de deux cercles tangents est la tangente commune aux deux cercles.

Corollaire 1.8. Les axes radicaux de trois cercles, notés €1, 65, €, de centres respectifs
01, O, O3 non alignés concourent en un point.

Démonstration

Soit (d;) 'axe radical de % et 63, (d;) 'axe radical de 4] et %3, et (d;) 'axe radical
de %1 et (52.

Mathématiques vivantes n° 72 15



1. Rappels

Comme les trois centres des cercles ne sont pas alignés, les axes radicaux (d;) et
(d) ne sont pas paralléles.

Soit | le point d’intersection de (d;) et (dz).

I appartient a (d;). Donc la puissance de | par rapport a %> et la puissance de | par
rapport a 63 sont égales.

| appartient a (d,). Donc la puissance de | par rapport a 6] et la puissance de | par
rapport a %3 sont égales.

On en déduit que la puissance de | par rapport a %} et la puissance de | par rapport
a 6, sont égales. Donc | appartient a (ds).

Ainsi, les trois axes (d;), (d2) et (ds) sont concourants en |.

Définition 1.9. Le point d’intersection des axes radicaux de trois cercles de centres non
alignés est appelé centre radical des trois cercles.

1.2 Inversion plane

Définition 1.10. Soit O € & et k € R}. On appelle inversion de péle (ou centre) O
et de rapport k, 'application :

&N{0} — &\ {0}
Ioj M — M

—_— k —
telle que OM" = —— OM.
oM

Propriété 1.11 (évidente). Iox est une involution de &\ {0}, c’est-a-dire que I . oIo
est Uapplication identité.

Propriété 1.12. On considére le centre O de I'inversion Io ;. comme origine du repére
orthonormé.

k k
Pour tout M(x, y) de & \ {O}, Io x (M) a pour coordonnées (xz—_fyz’ Wyyz) .
Démonstration

En notant M(x, y) et M'(x’, y’), avec M" = Io (M), il existe A € R tel que x” = Ax,
Yy = Ay, et:

Y 7 2 2 k
OM-OM' =k = Ix"+ly" =k & A= —F5—
xt+y
k k
dou:x" = sz,y’z 2yz'
xX“+y xX“+y

16 Mathématiques vivantes n° 72



Cercle d’Euler et de Feuerbach

Propriété 1.13. L’ensemble des points de &, \ {O} invariants par Io i est le cercle de
centre O et de rayon Vk, appelé cercle d’inversion de Io .

Démonstration
On a, pour tout M de & \ {O} :

—
OM < k=0M>

— k
Ior(IM)=M < OM =
0k(M) Y

Propriété 1.14. L’image par Ioj d’un cercle passant par O (et privé de O) est une
droite ne passant pas par O, et celle d’un cercle ne passant pas par O est un cercle ne
passant pas par O.

Démonstration

Io k est involutive donc est bijective.

On consideére le centre O de I'inversion I comme origine du repére.
Soit ¢ d’équation x? + y? + 2ax + 2by + ¢ = 0, (a,b,c) € R®.

Alors, pour M(x, y), distinct de O, un point de Io (%), Io k(M) a pour coordonnées

( kx ky

m, xz—+y2) d’aprés la propriété 1.12 et appartient a ¢ (I x est une involution).

On en déduit alors que le couple (x, y) vérifie :

kx \° ky 2 kx ky
| tl =] +t2a 2+2b 5 +tc=0,
xt+y xt+y xt+y xt+y

ce qui revient, aprés simplification par x? + % (# 0) & :

c(x* +y?) + 2akx + 2bky + k* = 0.

Sic =0 (c’est-a-dire si O € %), alors Ip (%) est une droite ne passant pas par O.
Sic # 0 (c’est-a-dire si O ¢ ), alors Ip (€ est un cercle ne passant pas par O.

1.3 Cercles orthogonaux

Définition 1.15. Deux cercles sécants dans un plan sont dits orthogonaux si et seulement
si, en chacun des deux points d’intersection, les tangentes a I'un et a I’autre cercle sont
orthogonales.

Remarque : par raison de symétrie, il suffit de vérifier qu’on a l'orthogonalité en un seul
des points d’intersection.

Mathématiques vivantes n° 72 17



1. Rappels

Propriété 1.16. Pour une inversion I k. de centre O et de rapport k, un cercle orthogonal
au cercle d’inversion est globalement invariant.

Démonstration

Soit M un point d’un cercle (%) orthogonal au cercle d’inversion. Si M n’est pas sur
le cercle d’inversion, alors on note M’ le second point d’intersection de la droite
(OM) avec le cercle (¥). Donc, d’apreés la propriété 1.3 :

OM - OM =Vk =k

Et on en déduit que M’ est I'image de M par I'inversion Ip x considérée.

1.4 Division harmonique

La division harmonique, suite a 'avénement des mathématiques modernes au début
des années 1970, fut supprimée des programmes de ’enseignement secondaire. On
Pétudiait alors dés la Seconde en prévision de I’étude des sections coniques. Les
sections coniques, étudiées analytiquement en Terminale C (puis S) en tant que
courbes du second degré, ont également disparu des programmes actuels.

Définition 1.17. On dit que deux points C et D sont conjugués harmoniques par rapport
aux points A et B si et seulement s’ils sont tous alignés et vérifient une des relations suivantes :

CA DA

1. CB - DB et l'un des points appartient au segment [AB], tandis que Uautre lui
est extérieur;
CA DA

2. — = ——;
CB DB

3. AC.BD +AD.BC =0;

, CA DA _

' CB DB

On dit aussi que C et D divisent harmoniquement le segment [AB].

Propriété 1.18. Soit a, b, c, d les abscisses des quatre points A, B, C, D d’une division
harmonique d’un axe (Ox) gradué.

Alors (a+b)(c+d) = 2(ab + cd).

De plus, si l'origine est en |, milieu de [AB], alors

—2 —

A’ =B’ =1C.1D.

18 Mathématiques vivantes n° 72



Cercle d’Euler et de Feuerbach

Démonstration
La relation AC - BD + AD - BC = 0 s’écrit :

(c—a)(d-b)+(d—a)(c—b) =0,

ou:
2(ab+cd) =ac+ad+bc+bd=(a+b)(c+d).

Ainsi, on a

() (a+b)(c+d)=2(ab+cd).

Par ailleurs, si 'origine est en |, milieu de [AB], on a :
b=IB=-lA=-a;, c=ICetd=ID.

La relation () devient :

0 = 2(—a® + cd), soit a® = b% = cd.

_2 —2 @ — —
DonclA =IB =IC-ID.
Propriété 1.19. Si les points C et D sont conjugués harmoniques par rapport a A et B,
alors les points A et B sont conjugués harmoniques par rapport a C et D.

Démonstration
. _CA DA . AC  BC
La relation — = —— entraine — = ——:
CB DB AD BD
Propriété 1.20 (voir la figure ci-dessous). Les pieds des bissectrices intérieure et
extérieure issues de A du triangle ABC sont conjugués harmoniques par rapport aux
points B et C.

Mathématiques vivantes n° 72 19



1. Rappels

A1

7 D C E

FIGURE 1.3 — Division harmonique.

Démonstration

On pose AB =¢c,AC =betBC =a.

En comparant les angles ABA; et BA;A a DAC, puisque (AD) // (BA,), on constate
qu’ils sont égaux, de par les propriétés des angles alternes-internes et correspondants.
ABA; est donc isocéle en A, et AA; = AB =c.

En appliquant le théoréme de Thalés dans le triangle BCA;, on trouve :

DB _ AAl Cc

DC AC b
De méme, ACC, est isocele en A, et AC, = AC = b.

En appliquant le théoréme de Thales dans le triangle BAE, on trouve :

AC, EC b

AB  EB ¢

o lut ainsi DB EB
n con insi _—= =
conclut a squeDC EC

20 Mathématiques vivantes n° 72



Cercle d’Euler et de Feuerbach

1.5 Droites antiparalléles

Définition 1.21. Deux couples de droites (D,D’) et (A, A”) sont antiparalléles si et
seulement si les angles de droites (D, A) et (A’, D’) sont égaux mod r.

On dit aussi que D' est antiparalléle a D par rapport aux droites A et A.

FIGURE 1.4 — Droites antiparalléles (1).

Dl

A A’

FIGURE 1.5 — Droites antiparalléles (2).

Mathématiques vivantes n° 72 21



1. Rappels

Définition 1.22. Un quadrangle est la figure formée par quatre points A, B, C, D
tels que trois quelconques d’entre eux ne soient pas alignés : ce sont les sommets du
quadrangle.

Les six droites joignant ces points deux a deux sont les cotés du quadrangle.

Définition 1.23. Un quadrangle est dit inscriptible si et seulement si ses quatre sommets
sont sur un méme cercle.

On rappelle la propriété suivante qui est un corollaire du théoréme de I’angle inscrit :

Propriété 1.24. Soit A, B, C, D quatre points distincts du plan.

Alors A, B, C et D sont cocycliques ou alignés si et seulement si on a I’égalité d’angles
orientés :

— —> — —
(CA,CB) = (DA, DB) mod 7.

Corollaire 1.25. Pour que deux couples de cétés opposés d'un quadrangle ABCD soient
antiparalléles, il faut et il suffit que ce quadrangle soit inscriptible.

Démonstration

Pour que (AB) et (CD) soient antiparalléles par rapport a (AD) et (BC), il faut
— — — —

et il suffit que (AB,AD) = (CB,CD) mod =, c’est-a-dire que le quadrangle soit

inscriptible, d’aprés la propriété précédente.

Propriété 1.26. Pour que deux couples de droites sécantes (D, D’) et (A, A’) soient

antiparalléles, il faut et il suffit que les bissectrices des angles (D, D’) et (rA’) aient
méme direction, autrement dit qu’elles soient paralléles.

Démonstration

Si (D, D’) et (A, A’) sont antiparalléles, alors on a la relation :

(1.1) m = (A’,,D\’) mod 7.

Et, si (Ou) est la direction d’une bissectrice de 'angle (DT—D\'); alors on a la relation :
(12) (D, (Ou)) = ((Ou), D’) mod .

Par différence, cela entraine :

(13) (D, (Ou)) = ((Ou), A") mod .

Réciproquement, la relation (1.1) est conséquence des relations (1.2) et (1.3).

Propriété 1.27. Soit un triangle ABC.

Alors, en notant (Ax) la tangente au cercle circonscrit a ABC en A, les couples de droites
((AB), (AC)) et ((BC), (Ax)) sont antiparalléles.

22 Mathématiques vivantes n° 72



Cercle d’Euler et de Feuerbach

D

FIGURE 1.6 — Tangente au cercle circonscrit et droites antiparalléles.

Démonstration

On note A’, B/, C’ les pieds des hauteurs issues respectivement des sommets A, B, C.
—_ = —_— = I
(B’'B,B’C) = (C’'B,C’C) mod (: 5 mod 71) .

Donc, d’apreés la propriété 1.24, le quadrangle BCB’C’ est inscriptible.

Ainsi, d’apreés le corollaire 1.25, les couples de droites ((AB), (AC)), ((BB’), (CC’))
et ((BC), (B’C’)) sont deux a deux antiparalléles.

Soit D le point diamétralement opposé a A sur le cercle circonscrit au triangle ABC.
Alors ADC est rectangle en C, et donc

T & &@—— ——
5" DAC = CDA mod 7.

Par ailleurs, d’apreés le théoréme de I’angle inscrit :

CDA = CBA mod 7.

Mathématiques vivantes n° 72 23



1. Rappels

On déduit alors du fait que (Ax) et (AD) sont perpendiculaires la relation suivante :

@c:%—DACmodn:CDAmodn:CBAmodﬂ.
Cette derniére égalité ainsi que le fait que les couples de droites ((AB), (AC)) et

((BC), (B’C’)) sont antiparalléles nous permettent de conclure que ((AB), (AC)) et
(BC), (Ax)) sont antiparalléles.

24 Mathématiques vivantes n° 72



2. La droite et le cercle d’Euler

On se place dans &3. A, B et C sont trois points non alignés.

Nous adopterons les notations habituelles : dans le triangle ABC, les milieux des
cotés [BC], [CA], [AB] sont respectivement A’, B/, C’, les pieds des hauteurs issues
de A, B, C respectivement I, J, K, le centre de gravité est G, 'orthocentre H et le
centre du cercle circonscrit O.

2.1 Ladroite d’Euler

Soit ABC un triangle.

Propriété 2.1. L’orthocentre H du triangle ABC vérifie :
_— = = —
OH =0A+ OB + OC.
Le barycentre G du triangle ABC vérifie :

—

— 1 —
0OG = g(OA+ OB + 0C).
La démonstration qui suit est issue de [2].
Démonstration
—_ = = —
Cherchons le point S tel que OS = OA + OB + OC.
11 est unique de par sa définition qui permet d’écrire :
_ - = — — —
OS — OA = OB + OC ou encore AS = 20A’.
C’est-a-dire que (AS) est perpendiculaire a (BC) : c’est donc la hauteur issue de A.

De méme, (BS) et (CS) sont les hauteurs issues I'une de B, I'autre de C et le point S
n’est autre que ... 'orthocentre H du triangle!

H est donc I'unique point vérifiant :

—

—_— —>
OH=0A+ 0B+ OC.

25



2. La droite et le cercle d’Euler

De plus, en tant qu’isobarycentre des sommets, G vérifie en particulier :
— 1 > = —
0G = 5(0A+ OB + 0QC).

Propriété 2.2 (corollaire de 2.1). Le centre du cercle circonscrit @ ABC, le centre de
gravité de ABC et ['orthocentre de ABC sont alignés.

Définition 2.3. Soit ABC un triangle non équilatéral. Dans ce cas, le centre O du cercle
circonscrit a ABC, son centre de gravité G et son orthocentre sont distincts, et on appelle
droite d’Euler la droite passant par ces trois points.

Remarque

Il existe d’autres démonstrations permettant de justifier I'existence de cette droite.
En particulier, vous trouverez dans plusieurs ouvrages ou sites internet I'utilisation
de ’homothétie de centre G et de rapport —2 qui transforme les médiatrices de ABC
en les hauteurs de ABC, et donc qui transforme O en H.

Attardons-nous plut6t sur une démonstration accessible au collége.

1
|-

\‘\
N

I
\

\

I
[
B A
|
I

FIGURE 2.1 — Droite d’Euler.

Soit D le point diamétralement opposé a A sur le cercle circonscrit & ABC, noté %

(AB) et (BD) sont perpendiculaires, puisque le triangle ABD est inscrit dans % et
[AD] est un diametre de ce cercle.

(AB) et (CH) sont perpendiculaires, puisque (CH) est une hauteur de ABC.

On en déduit ainsi que les droites (BH) et (CD) sont paralléles, étant toutes deux
perpendiculaires a une méme droite.

De facon similaire, on montre que (BH) et (DC) sont toutes deux perpendiculaires
a (AC), et donc paralléles entre elles.

26 Mathématiques vivantes n° 72



Cercle d’Euler et de Feuerbach

On peut ainsi conclure que BHCD, en tant que quadrilatére ayant ses c6tés opposés
paralléles, est un parallélogramme. On en déduit alors que (AA’) est une médiane
de ADH, et G est donc aussi le centre de gravité de ADH. Enfin, comme (HO) est
une autre médiane de ADH, G appartient a cette droite.

2.2 Le cercle d’Euler ou cercle des « neuf points »

Soit ABC un triangle.

Propriété 2.4. Les pieds des hauteurs, les milieux des cotés et les milieux des segments
[AH], [BH] et [CH] sont cocycliques; et le centre du cercle passant par ces points est
le milieu de [OH].

Pour la démonstration qui suit, nous nous sommes inspirés de [3].

Démonstration

Utilisons une homothétie pour démontrer la cocyclicité des neuf points.

Intéressons-nous tout d’abord aux milieux des c6tés du triangle ABC.

Le centre de gravité G du triangle ABC étant situé aux deux tiers de chaque médiane

R . s e -1

a partir du sommet, ’homothétie h; -1 de centre G et de rapport > transforme
22

chaque sommet en le milieu du c6té opposé, donc le cercle (¥) circonscrit au triangle
ABC en le cercle médian, (¢”), passant par les milieux des cotés et de rayon la moitié

de celui de (%).

Précisons le centre de (¢”) : 'homothétie h - 2 transforme, en effet, les hauteurs

du triangle ABC en ses médiatrices; donc I’ orthocentre H en le centre O du cercle
circonscrit (%). Le point O, lui, est transformé en O’, milieu de [OH] puisque

—_— 1— —> —

GO’ = EOG’ et OH = 30G entrainent
— = - 1=
00’ =0G+ GO’ = EOH'

Donc O’ est le centre du cercle (6”), c’est-a-dire que le milieu de [OH] est le centre
de (€”).

Cela permet de dire que le centre de (%”) appartient a la « droite d’Euler » !
Intéressons-nous maintenant aux pieds des hauteurs.

La projection orthogonale sur (BC) transforme H en I, pied de la hauteur issue de A,
O en A’ milieu de [BC] et O’ en I’ milieu de [IA"]. O’ appartient donc a la médiatrice
de [IA’] et O’l = O’A’. Les pieds des trois hauteurs sont donc, eux aussi, sur le cercle
médian (€”).

Intéressons-nous enfin aux milieux des segments [AH], [BH] et [CH].
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Il existe une deuxiéme homothétie h’, de rapport positif cette fois, qui transforme
— 11—
(€) en (¢”’) : comme HO” = —HO, k" a pour centre H. Elle transforme les sommets

A, B et C du triangle en les milieux respectifs «, 5, y des segments [AH], [BH] et
[CH], qui sont donc eux aussi sur le cercle (¢”).

Ainsi le cercle (¢”) contient les neuf points : A’, B’, C’, I, J, K, a, S, y.

Définition 2.5. On appelle cercle d’Euler le cercle passant par ces neuf points : les
pieds des hauteurs, les milieux des cotés et les milieux des segments d’extrémités un
sommet et Uorthocentre du triangle.

(¥) a
(")

OI

FIGURE 2.2 — Cercle d’Euler.

2.3 Le théoréme de Feuerbach

Le théoréme de Feuerbach nous permet de découvrir quatre nouveaux points remar-
quables appartenant au cercle d’Euler.
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Définition 2.6. Un cercle exinscrit d’un triangle est un cercle qui est tangent aux droites
supportant les cotés du triangle, mais qui n’est pas le cercle inscrit.

Théoréme 2.7 (de Feuerbach). Le cercle d’Euler d’un triangle ABC est tangent au
cercle inscrit et aux trois cercles exinscrits du triangle ABC.

FIGURE 2.3 — Théoréme de Feuerbach.

Nous donnons deux démonstrations faisant intervenir une inversion. Chacune d’elles
est élégante et rapide et il nous a semblé important pour le lecteur d’étre confronté
a ces deux preuves. En effet, nous trouvons peu ou pas d’ouvrages récents dans
la littérature mathématique qui font appel a une inversion pour prouver ce théo-
réme, et les outils utilisés ne sont pas bien connus et peu abordés aujourd’hui dans
I'enseignement secondaire ou supérieur.

Mathématiques vivantes n° 72 29



2. La droite et le cercle d’Euler

Pour la premiére démonstration, nous nous sommes inspirés de [5]. La deuxiéme
démonstration, quant a elle, est issue de [8].

2.3.1 Premiére démonstration du théoréme de Feuerbach

— Supposons tout d’abord que : AC = AB.

FIGURE 2.4 — Premiére démonstration du théoréme de Feuerbach (cas AC = AB).

Dans ce cas, le cercle d’Euler, le cercle inscrit et le cercle exinscrit % sont
tangents a4 (BC) en A’, milieu de [BC].

— Supposons maintenant que : AC > AB.

A c’ Z B C: Xc

FIGURE 2.5 — Premiére démonstration du théoréme de Feuerbach (cas AC > AB).
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A’, B’ et C’ sont les milieux respectifs de [BC], [AC] et [AB].

Le cercle inscrit dans ABC touche [BC] en X, [AC] en Y et [AB] en Z.

Le premier cercle exinscrit, noté 6, de centre I5 touche [BC] en Xa, [AC) en
Xg et [AB) en Xc.

La tangente commune au cercle inscrit et au cercle exinscrit éa, qui est dis-
tincte de (BC), est une droite qui intersecte (AC), (BC) et (AB) respectivement
en By, S et C;. Nous voyons également sur le dessin le cercle w de diametre
[XXa] et les points S, B et C”” qui sont respectivement les points d’intersec-
tion de (B;C;) avec (BC), (A’B’) et (A’C’).

+b+
Posonss=%,oﬁ:azBC,bzAC,czAB.

, b-c\®
Fait n°1 : I'inversion I, (Bs<)? de centre A’ et de rapport — est telle
A

que I'image du cercle d’Euler est une droite ne passant pas par A’.

Les triangles IXB et IBZ étant rectangles d’hypoténuse [IB], et vérifiant IX =
1Z, on en déduit (théoréme de Pythagore) :

BZ = BX.
Par un raisonnement similaire, on trouve :
CX=CYetAY = AZ.

Ainsi, on en déduit : BX+ CY + AY =s. D’ou BX =s —b.
Puisque InXAC et InXgC sont deux triangles rectangles d’hypoténuse [IoC],
et : [AXa = IaX3, on en déduit (théoréme de Pythagore) :

XAC = XBC
Par un raisonnement similaire, on trouve :
XcB = XAB et XBA = XcA

Or:BC+AC+AB = 2s.
On a ainsi : (XAB + XAC) + (AXB - XBC) + (AXC - XcB) = 2s.
Donc, grace aux égalités de longueurs établies précédemment, on obtient :

ZAXB = 2s.

Puis : XAC = CXg = AXg —AC =s —b.
On a alors montré que : BX = XoC =s — .
Le centre de w est donc A’ (le milieu de [BC]) et le diamétre de w est :

XXpa=a—-2(s-b)=b-c.
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Ainsi, on en déduit que I'image du cercle d’Euler par I'inversion I,, bocy? est
A2
une droite ne passant pas par A’.

Fait n° 2. La droite image du cercle d’Euler par I, (b2)? contient les points
4 2

B’ et C”, et passe donc par les points B, et C;.

Pour justifier ce fait, on va montrer que B”” et C"” sont les images de B’ et C’
ar | _en2.

P ()’

S appartient a la bissectrice intérieure de ’angle BAC. Pour la suite, nous

allons nous aider du dessin suivant :

A ’ B

FIGURE 2.6 — Premiére démonstration du théoréme de Feuerbach (suite).

Soit B, le point de [AC] tel que AB; = AB (remarque : B, = B;) et Bs le
symétrique de B par rapport a S.
Puisque AC > AB,on a: B; € [BC].

B3SB, = 7 — (ASB + B3SA).

Or: AB, = AB et BAS = SAB,.
Donc les triangles ASB et AB,S sont isométriques, puis :

B3SB, = 7 — 2ASB, et: SB, = SB (= SB;).
Ainsi SB,B3 est isocéle en S, et :

o —BsSB;,  —
ByB3S = SB,B; = % = ASB.

Donc :
B3B,C = 7 — (AB,S + SB,B3) = 7 — (SBA + ASB) = BAS = SAC.
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On rappelle, pour la deuxiéme égalité, que ASB et AB,S sont isométriques.

Cela nous permet de dire que (B;B3) // (AS). D’ou, a 'aide du théoréme de
SB

Bz SB3 . C
,puls : — = +-

AC ~ sC SC b

ab ac
t SB = .
b+ce b+c

Aussi, CS = CXa + XaS = XB + XpS et SB = XB + SX.

Donc :

CS —SB =XaAS —SX = XaA” + A’S = SX = A’X = SX + A’S = 2A’S.
a(b—-c¢)
2(b+c)

Thalés, on trouve :

Et comme S € [CB], on a alors CS =

On déduit de ce qu’on vient de montrer que SA’ =

De plus, BC; =AC; —AB=b—-cetCB;=b—c.
Ainsi, puisque les triangles SA’B” et SBC; sont semblables et que les triangles
SA’C" et SCB; sont, eux aussi, semblables, nous avons les égalités suivantes :

A'B”  A'B” SA" b-c AC’ AC” SA b-c
= = = et = = = .
b-c BC; SB 2c b-c CB; SC 2b

-(b—c)z =(b—c)2

D’ou:A’B’ - A’'B” =

C

2 2 2
b (b-c? (b-c\?
o5

et A'C’ - A'C” = =
2b 2

Les images respectives par I,, (bs2)? de B’ et C’ sont donc B” et C”'.
4 2

Conclusion

On déduit du fait n° 2, a savoir que les images respectives par I,, (Bse)? de B’
’ 2

et C’ sont B” et C”, que I'image du cercle d’Euler est (B;C).

De plus, puisque w est le cercle d’inversionde I, (b52)? et que w est orthogonal

A2

au cercle inscrit dans ABC et au premier cercle exinscrit éa, ces deux derniers
cercles sont globalement invariants par I, (Ese
(7=

Le cercle d’Euler est donc tangent a ces cercles.

2.3.2 Deuxiéme démonstration du théoréme de Feuerbach

Pour cette deuxiéme démonstration, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme 2.8. Dans un triangle ABC, le point d’intersection de la bissectrice intérieure
issue de A et du cercle circonscrit @ ABC (noté Py dans la démonstration) est le milieu
du segment [11p], ou | est le centre du cercle inscrit et |5 est le centre du cercle exinscrit
tangent a [BC].
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Démonstration

— On s’intéresse d’abord au cas ou ABC est non isocéle en A.

Py

FIGURE 2.7 — Démonstration du lemme 2.8, cas non isocéle.

D’apres le théoréme de I'angle inscrit et le fait que (AP;) est la bissectrice de
l’angle BAC, on a les égalités suivantes :

P;BC = P;AC = BAP, = BCP;.

BP;C est donc isocéle en Py, et Py appartient a la médiatrice de [BC].

Par ailleurs, 1IoB et I1oC sont deux triangles rectangles d’hypoténuse [l15].
Donc I, B, C et I5 sont cocycliques sur le cercle de diametre [I14].

Or le centre de ce cercle est a la fois sur la bissectrice (Al) et sur la médiatrice
de [BC].

Ainsi, comme ABC n’est pas isocéle, ces deux droites sont distinctes, et le
centre du cercle est leur point d’intersection, c’est-a-dire P;.
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— Intéressons-nous maintenant au cas ou ABC est isocéle en A.

A

FIGURE 2.8 — Démonstration du lemme 2.8, cas isocéle.

Deux angles inscrits dans un cercle interceptant des arcs de cercles complé-
mentaires sont supplémentaires.

Donc BP{C =7 — BAC.

De méme : BIAC = 7 — BIC.

On en déduit :
JE— 1l /(— —— 1 —
BIAC =1 - (n - (CBA+ BCA)) = > (- BAC).

Finalement, on a donc I’égalité suivante :

BIAC =

BP,C.

[N Y

1
Ainsi, Py est I'unique point de [l1s] tel que BIAC = EBP1C~
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Les triangles I1oB et 11oC sont deux triangles rectangles d’hypoténuse [l14].
On en déduit que les points I, 15, B et C sont cocycliques. Et, d’apres le
théoréme de l'angle inscrit, le centre P du cercle de diametre [llI5] vérifie

1 —
I’égalité BIAC = EBPC. Donc P = P;.

Continuons maintenant avec la deuxiéme démonstration du théoréme de Feuerbach

FIGURE 2.9 — Deuxiéme démonstration du théoréme de Feuerbach (cas non isocéle).

Dans un triangle ABC, désignons par M, D et A’ les pieds de la médiane, de la
bissectrice intérieure et de la hauteur issues de A, par G le centre de gravité, par | le
centre du cercle inscrit, par J le centre du cercle exinscrit tangent a [BC] (noté I
précédemment) et enfin par E et F les points de contact des cercles inscrit et exinscrit
de centre J avec le coté [BC].

D’apreés la propriété 1.20, | et ] sont conjugués harmoniques par rapport aux points
A et D. De plus, d’aprés le lemme 2.8, le milieu de [1]] est sur la médiatrice de [BC].
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Ainsi, par projection orthogonale sur (BC), on en déduit que E et F sont conjugués
harmoniques par rapport aux points A’ et D, et que M est le milieu de [EF].

D’apreés la propriété 1.18, on en déduit :
J—} — 2 -
ME" = MF = MD - MA’.

—2
Pour l'inversion de pole M et de rapport ME | le cercle inscrit dans ABC et le cercle
exinscrit a ABC de centre ] sont des cercles orthogonaux au cercle d’inversion.

——2
D’apreés la propriété 1.16, 'inversion de pole M et de rapport ME  laisse invariants
ces cercles.

Le cercle d’Euler o du triangle ABC, passant par M et A’, est transformé en une
droite A passant par D et parallele a la tangente en M au cercle w.

-1
Or, ’homothétie de centre G de rapport — transforme A en M, et le cercle circonscrit
au triangle ABC en o, le cercle d’Euler au triangle ABC.

La tangente en M au cercle w est donc paralléle a la tangente en A au cercle circonscrit
a ABC et, par suite, antiparalléle a (BC) par rapport aux droites (AB) et (AC), d’apres
la propriété 1.27. Il en est de méme de la droite A qui est par conséquent symétrique
de (BC) par rapport a la bissectrice (AD). La droite A est donc la deuxiéme tangente
commune intérieure (E'F’) aux cercles inscrit dans ABC et exinscrit 4 ABC de
centre .

Il en résulte que le cercle w est tangent a ces deux cercles aux points S et T, distincts
respectivement de E’ et F’, o (ME’) et (MF’) les intersectent.

Définition 2.9. On appelle point de Feuerbach chacun des points de contact du cercle
d’Euler avec les quatre cercles, inscrit et exinscrits.

Remarque
Le cercle des « neuf points » en contient maintenant treize avec les points de Feuerbach.

A travers ce chapitre, nous avons mis en avant les définitions et propriétés de base
relatives a la droite d’Euler et surtout au cercle d’Euler. Nous pouvons d’ailleurs
rappeler que ce cercle est aussi appelé cercle de Feuerbach en Allemagne et il était
donc naturel d’aborder le théoréme de Feuerbach en fin de chapitre, d’autant plus
que, comme cela a été signalé précédemment, quatre nouveaux points remarquables
ont alors été repérés sur le cercle, en plus des neuf points connus.

Les différents points commentés auparavant sont des prérequis indispensables pour
aborder I'aspect historique de ces figures géométriques.
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A la fin du x1x¢ siécle, la géométrie du triangle était vue comme 1'une des plus
grandes réussites mathématiques, et la droite d’Euler, tout comme le cercle d’Euler,
était I'un de ses joyaux. Les mathématiciens qui délaissaient la géométrie du triangle
pour étudier de nouveaux domaines comme la logique, ’algébre abstraite ou la
topologie prenaient alors de vrais risques pour leur carriére professionnelle.

3.1 Apercu historique du document a ’origine de la
droite d’Euler

Ce paragraphe est essentiellement une traduction de I’article [10]. Comme cela a été
signalé en introduction de ce document, rien ne permet d’associer L. Euler au cercle
qui porte son nom. L’unique lien qu’on peut faire entre cet illustre mathématicien et
ce cercle est la droite qui, elle, porte son nom a juste titre. Nous rappelons d’abord
ici le contexte historique dans lequel il a publié I'article relatif a la droite d’Euler,
puis nous donnerons les grandes lignes de ce travail.

En 1767, dans le journal de I’académie de Saint-Pétersbourg, L. Euler a publié Solutio
facilis problematum quorundam geometricorum difficilimorum (traduisez : « Solutions
faciles de problémes difficiles en géométrie »). Il a écrit son texte en 1763 alors qu’il vivait
a Berlin et travaillait a 'académie de Frédéric II de Prusse, dit Frédéric le Grand.

Les sept années de guerre (de 1756 a 1763) venaient juste de se terminer. Durant les
derniéres années de guerre, Berlin était occupée par des troupes étrangeéres. Euler
et les autres académiciens vivaient ces années dans la peur concernant leur propre
sécurité et celle de leur famille. Cependant, suite a des événements dramatiques,
Frédéric le Grand évita la défaite et il remporta cette guerre. Quand il retourna a
Berlin, il essaya de diriger I’académie des sciences de la méme facon qu’il avait dirigé
ses troupes. En seulement trois ans, Euler et lui étaient en discorde. Euler partit
alors a Saint-Pétersbourg, en Russie, ou il travailla a ’académie de 'impératrice
Catherine II, dite Catherine la Grande. C’est pour cette raison que le travail d’Euler
auquel nous nous intéressons a été publié dans cette ville.
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Nous I’étudions maintenant. Pour faciliter la lecture, nous gardons ses notations,
ainsi que les intitulés des figures de son document. Les figures ne sont pas modifiées
par rapport au document original.

Euler commence en nous rappelant que le triangle a quatre points particuliers
importants.

1. Le point d’intersection des hauteurs qui, depuis 1870, grace a E. Since, est
appelé orthocentre apres avoir été appelé le point d’Archimede. Euler n’a pas
utilisé cette derniere appellation. Il a noté ce point E.

2. Le point d’intersection des médianes. Euler 'appelle, comme nous, le centre
de gravité. Il ’a noté F.

3. Le point d’intersection des bissectrices. Euler I’a noté G et, comme c’est le cas
aujourd’hui, I’a appelé le centre du cercle inscrit.

4. Le point d’intersection des médiatrices. Euler I’a noté H et, comme c’est le cas
aujourd’hui, 'a appelé le centre du cercle circonscrit.

Dans son document, Euler énonce ce qu’il considére comme étant le résultat principal
de cet ouvrage :

Si les quatre points sont distincts, alors le triangle est déterminé. Si deux points sont
confondus, alors les quatre sont confondus et le triangle est équilatéral, mais il peut
avoir n’importe quelle taille.

Pour préparer son analyse, Euler donne quelques notations. Il appelle son triangle
ABC, il note a, b, c les longueurs des cotés opposés respectivement aux sommets A,
B et C. De plus, il note A l'aire du triangle et se fie au lecteur pour faire la distinction
entre « le point A » et « Paire A ».

Il connait la formule de Héron, sans la nommer. Cela peut étre dit a ’époque ou au
fait que Euler ne connaissait tout simplement pas ce nom. Ici, tout comme dans un
document qu’il a écrit en 1747-1748 intitulé Variae demonstrationes geometriae, c’est
juste une formule qu'Euler suppose connue. Il la donne sous deux formes :

AA:1—16(a+b+c)(a+b—c)(b+c—a)(c+a—b),

1
AA = R(Eaabb + 2aacc + 2bbec — a* — b* — ¢*),

ou AA désigne le carré de I'aire du triangle ABC, conformément aux habitudes de
I’époque ot1 I'on notait en général AA a la place de A2,
Avec les notations établies, Euler souhaite donner les positions de chacun des centres
E, F, G et H en fonction des longueurs a, b et ¢ relativement au point A en tant
qu’origine et le c6té AB en tant qu’axe (des abscisses).

Il commence avec 'orthocentre E.
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c P

FIGURE 3.1 — Orthocentre.

Soit P le point d’intersection de la droite issue de C perpendiculaire a AB intersectant
AB (cf. figure 3.1). Alors AP sert d’abscisse et EP d’ordonnée du point E.
De méme, Euler prend MA perpendiculaire a BC et NB perpendiculaire a AC.
cc+bb—aa

2c ‘
Il ne nous donne pas de raison, mais cela se justifie simplement a I’aide de la formule

AP
d’Al-Kashi : a® = b% + c? — 2bc cos(A), et de I'égalité : cos(A) = —-

Aussi, il nous dit que : AP =

b
Ainsi, on a I’abscisse du point E.
+cc—bb
De méme : BM = 2 © %7,
2a
1

La formule d’aire du triangle nous donne : A = EAM -BC.

I 2A
Ainsi : AM = —-

a
Les triangles ABM et AEP sont semblables (car ils sont rectangles tous les deux et
-~ AM AP
ils ont un angle A commun). D’ot : — = —-
BM EP

Cela nous améne aisément a I’'ordonnée du point E :

_ (cc+bb - aa)(aa+cc - bb) .
- 8cA

EP

Euler répéte une étude similaire pour chacun des autres centres.

Il introduit les points Q, R et S, points de AB associés aux abscisses des centres F,
G et H respectivement (autrement dit, ce sont les projections orthogonales de F, G
et H sur la droite AB).
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Pour les coordonnées du centre de gravité F, il trouve :

3cc+bb — aa 2A
AQ=———¢etQF = —-
6¢C 3c
Pour les coordonnées de G, le centre du cercle inscrit, il obtient :
c+b—-a 2A
AR= —etRG= ——.
2 a+b+c
Finalement, pour H, le centre du cercle circonscrit, il trouve :
c(aa+bb - cc)
8A

Cela conclut la premiére partie du document d’Euler.

1
AS=EcetSH=

Il a ainsi repéré « ses » quatre centres en fonction des longueurs des trois cotés du

triangle. La partie que nous venons d’étudier représente environ cinq pages sur un
total de vingt-et-une pages.

Euler s’est ensuite intéressé aux distances entre les centres. Il a donné les égalités
suivantes :

EF? = (AP - AQ)® + (PE + QF)?,
EG? = (AP — AR)? + (PE — RG)?,
EH? = (AP — AS)? + (PE — SH)?,
FG? = (AQ — AR)? + (QF — RG)?,
FH? = (AQ — AS)? + (QF — SH)?,
GH? = (AR — AS)? + (RG — SH)?,
ot EF? désigne le carré de la longueur du segment EF, etc.
Pour étudier ces distances, il a posé :
a+b+c=p, ab+ac+bc=gqetabc=r.
Cette définition de p, g et r nous donne les longueurs a, b et ¢ égales aux solutions
de I'équation : 2> — pzz+qz —r = 0.
Par la suite, Euler donne les égalités utiles :
aa+bb + cc = pp — 2q,
aabb + aacc + bbcc = qq — 2pr,
a* +b* +c* = p* — 4ppq + 2qq + 4pr.
Ainsi, pour laire A, il obtient 'expression :

—p* +4ppq — 8pr

AA= L p(—p® +4pq—8r) =
= PP g = 16

42 Mathématiques vivantes n° 72



Cercle d’Euler et de Feuerbach

E G

FIGURE 3.2 — Démonstration d’Euler (1).

Six pages de calculs plutot pénibles ameénent Euler aux six égalités numérotées qui
suivent.

En se référant a la figure 3.2, il finit par obtenir :

rr

) EFf =~ = —(pp - 29).
(II) EG* = —pp+3q - 4—r
4AA p’
9rr
() EH? = m - pp +2q,
2r
v FG®=_= -
1v) 9pp 961 >
rr 1
v) FH' = = = 5 (pp ~ 20).
(VD) cHt= " _TL
16AA p

Bien que cela ne semble étre qu'une nouvelle liste de formules, il y a un joyau caché

. . 3 1 .

ici. En effet, Euler voit que EH = 3 EFetFH = 3 EF (douziéme page de son document)
et il remarque que cela implique que, si les points E et F sont connus, alors le point H
peut étre trouvé sur la droite passant par E et F. Il ne mentionne pas spécifiquement
que P'égalité EF + FH = EH entraine I’alignement des trois points.

Rien dans la présentation d’Euler ne suggére qu’il pensait que c¢’était trés important
ou méme trés intéressant. Il précise simplement qu’il peut trouver H a partir de E et
F, mais pas que E et F peuvent étre déterminés en connaissant les deux autres points.
De facon plus moderne, nous donnons ce résultat en disant que 'orthocentre, le
centre de gravité et le centre du cercle circonscrit sont alignés. De plus, EH est égale
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3
a 5 EF. La droite associée est appelée droite d’Euler.

Par la suite, dans son document, Euler semble s’intéresser a une conséquence des
égalités données plus difficile a montrer et certainement moins importante que le
résultat énoncé ci-dessus, qui est I’égalité suivante :

4GH? + 2EG? = 3EF? + 6FG2.

Mais Euler n’en reste pas la! Son probléme n’est pas de découvrir les propriétés des
« centres » du triangle, mais d’essayer de reconstruire le triangle a partir des centres.
Dans ce but, il introduit trois nouvelles valeurs P, Q et R définies & I'aide de p, g et r par :

EzR, 1%=Qetpsz(oil:4s=4pq—p3—8r, donc : 4AA = ps).

s

Puis il réécrit les relations données dans les formules I a VI en fonction de P, Q et R.
Par la suite, il utilise seulement les trois formules :

1

@ GH? = R0

2_lp 1,4 2QQ
(1) FH? = R 18 Q

2 _ l 8 5QQ
(II1) FG” = 6t Q

Finalement, Euler est prét a établir et résoudre le probleme suivant qui est la raison
de I’écriture de son document :

PROBLEME : étant donné quatre points relatifs au triangle, construire le triangle.

e

G

FIGURE 3.3 — Démonstration d Euler (2).

Euler ne résout pas le probléme trés clairement.
Il sépare le probleme en deux cas.

Le premier cas est celui ou le point G n’appartient pas a la droite d’Euler ou, comme
Euler le dit, le cas ou les points F, G et H forment un triangle.

Dans le second cas, les quatre droites sont confondues (voir la figure 3.3 pour deviner
de quelles droites il s’agit).

Euler commence son raisonnement en posant :

GH=f, FH=getFG=nh.
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Alors, a I’aide du théoréme établi de la droite d’Euler et de ce qui suit ce théoréme,
on obtient :

1
EF =2gcar FH = EEF,

3
EH =3g car EH = EEF,

et EG = +/6gg + 3hh - 2f f.

La derniére égalité est obtenue a partir de 1’égalité
4GH? + 2EG® = 3EF* + 6FG*.

Alors les formules I, II et III se réécrivent ainsi :

0 ff=3R-0.

e lpt ZQQ
(In) 99 = 7R- 3P Q
(III) hh=_Lp_ -Q+@~

36 9 9R

Euler trouve ensuite :

_ 4f"
~ 3gg + 6hh — 2ff
o= 31 (ff — g9 —2hh)
3gg + 6hh — 2ff ’

B 27f*
"~ 3gg+6hh —2ff

00 _ 9(ff —gg—2hh)*

R~ 4(3gg + 6hh — 2ff)
Puis il écrit p, g, r en fonction de P, Q et R (ce qui sous-entend que les expressions
de ces nombres en fonction de f, g et h sont connues) et il obtient :

—12ff — 15gg + 6hh.

Ainsi :

p=\/ﬁ, q:iP+2Q+Q—RQetr=Q\/I_J.

Finalement, il nous rappelle que les trois longueurs des c6tés du triangle sont les
trois solutions de I'équation : z°> — pzz + gz — r = 0.

Dans le cas ou nous n’avons pas I’assurance que la solution d’Euler résout le probleme,
il donne un exemple.

Il consideére un triangle de cétés a =5, b = 6 et ¢ = 7. 1l utilise la premiére version

35 155
de ses formules I a VI pour trouver : ff = 32°99= 3e5 et hh = 6
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Puis il prétend ne pas connaitre a, b et ¢ et qu’il a juste les valeurs de ff, gg et hh.
Les formules données pour P, Q et R en fonction de f, g et h permettent d’obtenir :
R 1225 35 Q0 24 8

/=, Q==, P=324 et =
24 3 R 9 3

35
Celadonneensuite:pz\/ﬁz18,q=107,etr=?X18=5><7><6=210.

L’équation devient alors : z> — 18zz + 107z — 210 = 0.
Comme prévu, les trois solutions de cette équation sont 5, 6 et 7.

Ensuite, Euler considere séparément le cas ou les quatre centres appartiennent a
une méme droite. Il trouve que I’équation a une racine double et que cela donne
un triangle isocéle. Il ne donne pas de détails concernant le fait que le triangle est
équilatéral si les quatre centres sont confondus.

En fait, Euler a fait sa découverte en cherchant autre chose. Il a essayé de trouver
une maniére de reconstruire un triangle a partir des positions de ses « centres ». Il
n’a pas nommé sa découverte et ne I’a jamais donc appelée « droite d’Euler ». Euler
n’était méme pas conscient de 'importance de celle-ci. Par la suite, avec sa formule
des polyédres et son probléme des ponts de Konigsberg, il passa a autre chose et
n’étudia plus cette fameuse droite.

3.2 Le cercle des neuf points en 1821

En 1821, les mathématiciens francais Charles Brianchon (1785-1864) et Jean-Victor
Poncelet (1788-1867) ont donné une premiére démonstration pour justifier 'existence
du cercle des « neuf points ».

Nous nous permettrons, dans un premier temps, de recopier cette démonstration
puis, dans un deuxiéme temps, nous la traduirons sous une forme plus « moderne ».

3.2.1 Démonstration historique de Brianchon et Poncelet

Au début du x1x° siécle, de 1810 & 1832, le mathématicien nimois Joseph-Diaz Ger-
gonne (1771-1859) publie un journal intitulé Annales de Mathématiques pures et ap-
pliquées, premier grand périodique consacré aux mathématiques tant de recherches
qu’a visée didactique. Il fut aidé, dans les deux premiéres années, par un autre
mathématicien de la méme ville, Joseph Esprit Thomas-Lavernede.

Puis Gergonne gere seul I’édition de son périodique, y compris apres sa nomination
a la faculté de Montpellier en 1816.

Ce journal est plus connu sous le nom d’Annales de Gergonne®.

1. Les Annales de Gergonne sont numérisées et visibles sur le site http://www.numdam.org.
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C’est dans le volume XI de ce journal qu’on trouve la démonstration de nos deux
mathématiciens (cf. [1]).

THEOREME 1IX. Le cercle qui passe par les pieds des per-
pendiculaires abaissées des sommets d'un triangle quelcongue sur
les cbtés qui leur sont opposés , passe aussi par les milicuz de
ces trois cbtés , ainsi que par les milieux des distances qui sé-
parent les sommets du point de croisement des perpendiculaires.

" Démonsiration. Soient P, Q, B les pieds des perpendiculairc‘s
abaissées des sommets du triangle ABC sur les cOtés opposés ; et
soient K, I, L les points milieux de ces cétés.

Les triangles rectangles CBQ et ABR étant semblables , on aura

BC:BQ::AB: BR ;
d’'olt , 2 cause que K et L sont les points milieux de BC et AB,
BK.BR=BL.BQ ;
c’est-a-dire que les quatre points K, R, L, Q appartiennent a
une méme circonférence.

On prouverait semblablement que les quatre points K, R, I,P
sont sur un cercle, aussi bien que les quatre points P, I, Q, L.

Cela posé, s’il était possible que les trois cercles en question ne
fussent pas un seul et méme cercle’, il faudrait que les directions
des cordes qui leur sont deux a deux communes concourussent en
un point unique ; or, ces cordes sont précisément les c6tés du triangle
ABC, lesquels ne sauraient concourir en un méme point ; done
il est également impnssible de supposer que les trois cercles diff2-
rent entre eux; donc ils se confondent en un seul et méme cercle.

Soi:ent maintenant G/, A/, B/ les points milieux des distanceg
DC, DA, DB qui séparent le point de croisement D des hauteurs
du triangle ABC de chacun de ses sommets respectifs. Les triahgles
rectangles CDR et CQB étant semblables , on aura

i
i

CD:CR::CB:CQ ;

d’olr', 3 cause que les points C’ et K sont les milieux des distances

CD et CB, ‘
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CC/.CQ=CR.CK ;

cest-a dire que le cercle qui passe par K, R, Q passe aussi par C/.
On prouverait de la méme maniére que ce cerele passe par les
deux autres points A/, B’; donc il passe a la fois par les neuf

points P, Q, R,1,K, L, A", B, C; ce gu'il fallait démonirer.

Voici une figure qui aurait pu accompagner cette démonstration parue dans les
Annales de Gergonne en 1821 :

H T

N

3.2.2 Démonstration de Brianchon et Poncelet « actualisée »

FIGURE 3.4 — Démonstration de Brianchon et Poncelet.

Nous nous permettons maintenant de reprendre la démonstration évoquée précé-
demment en la rédigeant en termes modernes. Nous utiliserons ici les notions de
vecteur, de produit scalaire, de mesure algébrique, ainsi qu’une propriété relative a
la puissance d’un point par rapport a un cercle et a la cocyclicité de quatre points
(voir le chapitre 1). Ce choix de démonstration actualisée est dii au fait que I'on parle
davantage de produit scalaire que de triangle semblable aujourd’hui et aussi au fait
que l'expression « puissance d’un point par rapport a un cercle », qui ne pouvait pas
apparaitre en 1821 car la notion de mesure algébrique n’existait alors pas, doit étre
citée pour bien comprendre comment est justifiée la cocyclicité des points.
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Théoréme 3.1. Dans un triangle quelconque, les pieds des hauteurs, les milieux des
cotés et les milieux des segments d’extrémités un sommet et l'orthocentre du triangle
sont cocycliques.

Pour la démonstration, on se référe a la figure 3.4.
Démonstration

Soit ABC un triangle quelconque. On nomme P, Q et R les pieds des hauteurs
respectivement issues des sommets B, C et A. Alors :

i
(3.1) BR - BC = BA - BC,

—_ = — —
(3.2) BQ - BA = BC - BA.

Soit K, L et I les milieux respectifs des cotés [BC], [AB] et [CA].
e g PR— R JEN— E—

Ona:BQ-BA=BQ-BA=2BQ-BL;

_ 5 — = — —
et: BR-BC =BR:-BC = 2BR - BK.
Ainsi, on déduit de (3.1) et (3.2) : BK - BR = BL - BQ.
Puis on peut conclure, d’apres la propriété 1.4, que K, R, L et Q sont cocycliques.
De méme, on a: K, R, | et P sont cocycliques; et P, I, Q et L sont cocycliques.

Raisonnons alors par ’absurde en supposant que les trois cercles en question ne
sont pas confondus.

Dans ce cas, les cordes qui leur sont deux a deux communes, étant les médiatrices
des segments dont les extrémités sont les centres des cercles, sont :

— soit paralléles, si les centres sont alignés, d’apres la propriété 1.6;

— soit concourantes en le centre radical des trois cercles (voir le corollaire 1.8 et
la définition 1.9).

Or, ces cordes sont les cotés du triangle ABC, ce qui contredit les deux possibilités
données.

On en conclut alors que les trois cercles sont confondus.

Soit R 'orthocentre du triangle ABC. On nomme C’, A" et B’ les milieux respectifs
des segments [DC], [DA] et [DB].

Puisque les triangles CDR et CQB sont rectangles respectivementen Reten Q, on a:
—_— — —_— =
CC'-cQ=CC’-CB

(3.3) =2CC"-CK

(3.4) =2CcC’-CK
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L’égalité (3.3) est due au fait que K est le milieu de [BC] et I'égalité (3.4) est due au
fait que C’ est le milieu de [CD].

Ainsi, on peut conclure (puissance d’un point par rapport a un cercle) que K, R, Q et
C’ sont cocycliques.

De méme, on a: K, R, Q et A’ sont cocycliques; et K, R, Q et B’ sont cocycliques.
Donc P, Q, R, I, K, L, A, B’, C’ sont cocycliques.

3.3 Karl Feuerbach et ses quatre nouveaux points (1822)

Le mathématicien allemand Karl Feuerbach (1800-1834), d’abord étudiant brillant
puis diplémé précoce, est considéré comme étant le géometre découvreur du cercle
des neuf points. Les coincidences de recherches n’étant pas rares, il publia son
résultat en 1822, un an apres celui de Brianchon et Poncelet sur le méme théme. Une
de ses contributions particuliéres, celle qui lui valut la notoriété et qui nous intéresse
ici, fut cependant d’adjoindre quatre points aux neuf que le cercle comptait déja :
le contact de ce cercle avec le cercle inscrit (point de Feuerbach) et avec les trois
cercles exinscrits.

Alors qu’il était professeur au collége d’Erlangen, ses résultats sont publiés dans un
ouvrage intitulé Eigenschaften einiger merkwiirdigen Punkte des geradlinigen Dreiecks und
mehrerer durch sie bestimmten Linien und Figuren (cf. [7]).

La figure qui accompagnait le texte étudié ici et qu’on trouvait a la fin de 'ouvrage,
ou apparaissent les points utiles pour la démonstration, est reproduite dans la page
qui suit (remarque : les points de la figure ne font pas tous partie des égalités de
longueurs que nous avons souhaité garder dans ce document).

Pour les égalités qui suivront, nous aurons besoin de connaitre quelques notations
utilisées par Feuerbach. Les voici :

r : rayon du cercle inscrit dans le triangle ABC donné.
R : rayon du cercle circonscrit au triangle ABC.

Remarque : Feuerbach a signalé dans son ouvrage que le rayon du cercle d’Euler, qui ne
portait pas encore cette dénomination, était 5

p : rayon du cercle d’Euler.

O : orthocentre; K : centre du cercle circonscrit; L : centre du cercle d’Euler; S : centre
du cercle inscrit; S’, S”” et S’ : centres des cercles exinscrits.

1’

r’,r’"" et r’” : rayons des cercles exinscrits.
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ey

p

Fig .7.

FIGURE 3.5 — Points de Feuerbach (extrait de [7]).
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Pour faciliter la lecture des lignes suivantes, le lecteur pourra se référer a la figure
ci-dessous, inspirée de la figure extraite de [7], mais un peu plus lisible.

\/
s

FIGURE 3.6 — Points de Feuerbach.

Feuerbach, pour prouver que le cercle d’Euler est tangent aux cercles inscrit et
exinscrits, a di justifier de nombreuses égalités de longueurs. Dans ce qui suit, nous
présentons les résultats extraits de ses travaux qui permettent d’aboutir aux égalités
associées a sa conclusion sur le fait qu’on ait des cercles tangents.
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Auparavant, nous citons toutefois deux égalités rencontrées par la plupart des
étudiants et qui ont été utilisées par Feuerbach dans sa démonstration :

2A abc

e i
a+b+c 2A

ou a, b et ¢ sont les longueurs respectives des cotés [BC], [AC] et [AB] et A est
laire du triangle ABC.

Dans sa démonstration, on peut relever sept étapes :
1. Tout d’abord, Feuerbach prouve les égalités suivantes 2 :
KS = R"—2rR,
—2
KS” =R*+2r'R,
—2
KS”" =R*+2r"R,
KS///Z — R2 + zrluR
2. ATlaide de I'égalité : r’ +r" + 1"
déduit du point précédent :

= r + 4R établie plus t6t dans son ouvrage, il

—y —2 —2 —
KS' +KS" +KS” +KS” = 12R%.
3. Ensuite, il prouve les égalités :

O_S2 =2r’ - 2pR,
P~ 72

OS" =2r"" +2pR,
—2

0S”" =2r"* + 2pR,
—2
0S"”"" = 2r""* + 2pR.

4. Puis, grace a I’égalité : r2 + 12 + 72 + 12 = 4R(2R — p) établie, elle aussi,
plus tot dans le méme ouvrage, il obtient :

05 +05" + 05" + 05" = 4R(4R - p).
5. 1l prouve également que : KO =R’ - 4pR.

—2 1
6. Et, avec 'égalité OL = A_LRZ — PR, justifiée plus tot dans son ouvrage, il en

déduit : @2 = 4&2, ou: KO = 20L.

2. La notation KS utilisée par Feuerbach signifie « longueur du segment [KS] ». Ce n’est pas une
mesure algébrique !
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7. Enfin, a 'aide des égalités précédentes et de I’égalité
205 +20L =KS' +205,
il établit que :

— 1, , (1 2 1
LS =-R°—rR+r°=(-R—-r| oulS=_-R-r.
4 2 2

Il obtient de méme : LS’ = %R +7r/,LS” = %R +r” etLS” = %R +r'.
Or dire que deux cercles sont tangents équivaut a dire que la somme ou la différence
de leurs rayons est égale a la distance entre les centres de ces cercles.
Cela lui permet donc de conclure.
Nous vous donnons également la traduction de la phrase de conclusion de Feuerbach :

«Le cercle qui passe par les pieds des hauteurs d’un triangle touche “tous” les quatre
cercles qui sont tangents aux trois cotés du triangle; il est tangent “intérieurement” au
cercle inscrit et tangent ‘extérieurement” a chacun des cercles qui touchent les cotés du
triangle “extérieurement”. »

3.4 Le cercle des neuf points en 1842

Olry Terquem (1782-1862), ancien éléve de I’école Polytechnique, crée en 1842, avec
Camille-Christophe Gerono, les Nouvelles annales de mathématiques. Connu pour ses
travaux de géométrie, C’est a lui que revient, en cette méme année 1842, la dénomination
« cercle des neuf points ».

Dans les lignes qui suivent, nous nous permettons de recopier la démonstration de
ce mathématicien apparue dans les Nouvelles annales de mathématiques [11] dans
laquelle apparait a deux reprises la nouvelle dénomination pour la premiére fois.

Pour suivre la démonstration de Terquem, il faut savoir qu’il reprend des notations
utilisées auparavant dans le méme tome des Nouvelles annales de mathématiques [12].

Les voici :
ABC est un triangle donné.

a, b, c sont les longueurs des cotés du triangle opposés respectivement aux sommets
A, B, C.

E est le point d’intersection des trois hauteurs.
G est le centre du cercle inscrit. H est le centre du cercle circonscrit.
Onpose:EG=e;GH=f;EH=k;a+b+c=p.

R est le rayon du cercle circonscrit; p est le rayon du cercle inscrit.
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Il est également bon de savoir que Terquem reprend dans sa démonstration des
résultats établis plus tot dans les annales.

Théoréme

Dans un triangle, les trois hauteurs se coupant en six segments; les
milieux des segments qui partent des angles; les pieds des hauteurs; les
milieux des c6tés du triangle, donnent neuf points situés sur la méme
circonférence; le centre de cette circonférence est sur le milieu de la
droite qui joint le centre du cercle circonscrit au point de rencontre des
trois hauteurs; le rayon de la circonférence est égal 4 la moitié du rayon
du cercle circonscrit; et cette circonférence touche intérieurement le
cercle inscrit et extérieurement les trois cercles exinscrits.

\

\/G/

FIGURE 3.7 — Démonstration de Terquem.
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Démonstration

56

Soit ABC le triangle : nous conservons les mémes lettres et les mémes
notations qu’on trouve dans [12, p. 80];

H’, centre du cercle passant par les neuf points;

G’, centre du cercle exinscrit touchant le coté AB et les deux cotés AC,
BC prolongés;

p’ rayon de ce cercle exinscrit;

G'E=¢;

G'H=f"

Les trois points milieux des c6tés, le pied d’une hauteur, sont évidem-
ment les quatre sommets d’un trapéze ayant deux diagonales égales.
Ce trapeze est donc inscriptible. Donc, les trois pieds des hauteurs et
les trois points milieux sont sur une méme circonférence : ces derniers
trois points et un point milieu d’un segment des hauteurs adjacent a un
angle forment un quadrilatére ayant deux angles opposés droits;; il est
donc inscriptible : d’oti 'on conclut que les neuf points mentionnés sont

sur une méme circonférence, ayant pour rayon ) et on voit facilement

que son centre H’ est situé au milieu de EH.
Menons les trois droites GE, GH’, GH; on a

HE?
2GH’? = GE? + GH? — - (Legendere, livre III, prop. XIV [9])

kz
0u2GH'2=ez+f2—?;

remplacant e, f, k par leurs valeurs ([12, p. 81, 82]), on trouve

R? R
2GH"? = - 2Rp + 2p?%, dou GH' = 5P

ainsi, la distance GH’ des deux centres est égale a la différence des
rayons; donc le cercle des neuf points touche intérieurement le cercle
inscrit au triangle ABC.

Menons les droites G’'H, G'H’, G’E, on a, par la proposition citée,

G* k?

H
2G'H”? = G’'E* + G'H* - ou2G'H? =€ + % - <

On peut calculer ¢’, f” directement, mais on peut déduire ces valeurs de
celles de e et f en changeant p en —p’, et remplacant p par a+b —c; car

’ 2p .
P = asb—c
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ainsi, on obtient :

72 2 ’ 72 (a+b_c)2
=4R* —4Rp" +3p"° — ———,
€ p P 2
f?=R*+2Rp,
+b—c)?
k* = 9R* — 8Rp’ +2 ’2—(61—;
p p 2

d’ou :
. _ R 2 R
2G'H* = > +2Rp’ +2p’%, et G'H’ = 2 +p';

ainsi, la distance G’H’ des deux centres est égale a la somme des rayons;
donc le cercle des neuf points touche extérieurement le centre du cercle
exinscrit, tangent au coté AB; il en est de méme pour les deux autres
cercles exinscrits, etc.

C.QF.D.

Notons que Terquem redémontre le théoréme de Feuerbach concernant le fait que le
cercle d’Euler est tangent au cercle inscrit et aux cercles exinscrits. Cette démonstra-
tion est la deuxiéme démonstration « historique » de ce beau théoreme.

3.5 Autres contributions

Nous avons précédemment cité Euler, Brianchon, Poncelet, Feuerbach et Terquem pour
leurs contributions au cercle des neuf points. On peut nommer également cinq autres
érudits, férus de géométrie, qui se sont distingués dans I'histoire de ce cercle. Pour les trois
premiers cités, il semblerait qu’ils avaient déja conjecturé I'existence du cercle d’Euler
avant méme les travaux de Brianchon et Poncelet ou de Feuerbach. Concernant les deux
derniers, c’est leur contribution a 'intitulé du cercle qui nous a interpellé.

Nous reprenons ici essentiellement les commentaires donnés dans [3].

Benjamin Bevan, ingénieur civil anglais, spécialiste de la construction de canaux,
posa en 1804 la question : « Montrer que le centre O du cercle circonscrit a un
triangle ABC est le milieu du segment joignant le centre | du cercle inscrit au centre
du cercle circonscrit du triangle excentral et que le rayon de ce cercle est le double
du cercle circonscrivant ABC ». Il laissa son nom au « point de Bevan » d’un triangle,
centre du triangle des centres des cercles exinscrits (triangle excentral). On pense
qu’il connaissait déja la cocyclicité des neuf points.

John Butterworth posa en 1807 une question relative au cercle des neuf points dans la
revue Gentleman’s Mathematical Companion. Il donna en 1808, dans cette méme revue,
une réponse a sa question. Une autre réponse fut donnée par John Whitley.
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John Whitley fut I'un des pionniers de la publication d’un résultat sur les propriétés
caractéristiques du cercle des neuf points dans la revue Gentleman’s Mathematical
Companion de 1808.

John Casey (1820-1891), mathématicien et professeur irlandais, fut le premier a
donner un nom a ce cercle dont tout le monde parlait sans le nommer. Il appela
tout simplement... « cercle des six points ».

Henri Brocard (1845-1922). Ce géomeétre francais, qui eut une vision moderne de la
géométrie du triangle, donna sans doute le nom de « cercle d’Euler » au « cercle des
six points » initial. Il écrivait en 1898 : « Le cercle des neuf points pourrait s’appeler
cercle des trente-et-un points, peut-étre méme des quarante-trois points ».

Revenons aux trois premiers mathématiciens nommés.

Nous nommerons ABC le triangle donné au départ; | le centre du cercle inscrit
dans ce triangle; Iy, Iz, I5 les centres des cercles exinscrits et O le centre du cercle
circonscrit au triangle.

Dans un périodique intitulé Leybourn’s Mathematical Repository, en 1804, Benjamin
Bevan proposa, sous forme d’une question (voir les lignes écrites sur ce mathématicien
auparavant), la propriété suivante, pour laquelle on précise que le triangle orthique d’un
triangle de référence est le triangle ayant pour sommets les pieds des hauteurs :

«Dans le triangle ABC, si on appelle Oy le centre du cercle circonscrit a 11315, alors
ona:00y =O0l;et:0, O etl sont alignés. De plus : Ogl; = Ogly = Ogls = 2R, o R
est le rayon du cercle circonscrit a ABC ».
En se rappelant que le triangle I;1,15 a pour orthocentre | et ABC comme triangle
orthique, et que le cercle circonscrit a ABC est le cercle des neuf points de I;1;13, on
peut déduire de cette propriété (théoréme de Bevan) que :

1. le centre du cercle des neuf points est le milieu du segment joignant I'ortho-

centre et le centre du cercle circonscrit;

2. le rayon du cercle des neuf points est la moitié du rayon du cercle circonscrit.
La preuve du théoréme de Bevan a été donnée dans [4] par John Butterworth (voir
page suivante). Ce dernier posa, dans la revue Gentleman’s Mathematical Companion
de année 1807 (publiée en 1806), une question relative au positionnement du centre
du cercle circonscrit au triangle excentral. Deux réponses furent apportées en 1808
dans cette méme revue : I'une par John Butterworth lui-méme et 'autre par John
Whitley. La solution de ce dernier montrait que le cercle circonscrit 8 ABC passe par
les pieds des hauteurs de I; 1,13, les milieux de deux c6tés de I11;15 et les milieux de
deux des segments joignant un sommet a 'orthocentre du triangle I;1;15. Il semble
évident, au vu de sa preuve, que Whitley était conscient que le cercle circonscrit a ABC
passe par les deux autres points qui lui octroient le nom de cercle des neuf points.

Puisque rien ne prouve qu’Euler soit associé au cercle qui porte aujourd’hui son
nom, les trois mathématiciens dont nous venons de parler sont vraisemblablement
des pionniers dans I’étude de ce fameux cercle.
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VII. QUESTION 67, by Mr. BENjaMIN BEVaN.

In a plane triangle, let w be the centre of a circle paffing
through #, y, and z; then will C = Cc, and be in the fame
right line; and wx == wy = wz = 2R, or the diameter of the
circumfcribing circle; where &, y, z, &c. reprefeat the fame
points and lines as they denote in the Synopfis of Data, for the
Conftrufion of Triangles ?

SovuTIiON, by Mr. Joun BuTTERWORTH, Haggate.

Let S, H and G (fig. 114, pl. 6.) be the points where the
lines x¢, yc, and zc meet the circumf{cribing circle, and draw the
radii CS, CH, and CG; also draw xw parallelto CS meeting
¢C produced in w, and join yw, zw; then wis the centre of a

circle pafling through x, y and z.  For it is now well known that .

S¢ = Sx, therefore C¢c = Cw ahd CH = Hy, confequently
ywis parallel to CH: But CH is = CS, theref)(,)re yw is = wx
= ¢CS. In like manner it is proved that zw = aw = ¢CS;
therefore w is the centre of a.circle pafling through the points x,
y and z, and confequently the points ¢, C, w, are in a ftraight line,

and Cc= Cuw; and yw— »w = zw = 2¢CS = 2R. (Q.E.D.

Thus nearly was the proposition demonstrated by Meffrs. Boole,
Dawes, and Johnfon.

FIGURE 3.8 — Preuve du théoréme de Bevan, par John Butterworth (extrait de [4]).
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