UNE LOI DE GROUPE SUR UNE CONIQUE
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1 Une loi de composition sur une conique

Soit (I') une conique non dégénérée dans un plan projectif (&), et soit £ un point de (I")
fixé. Soit (A) une droite de (&) non sécante a (I).

A tout couple de points A et B de (I') (distincts ou confondus), on fait correspondre le
point P de (I") de la maniére suivante (figure 1) : la droite (AB) (éventuellement tangente
a (I') en A si A= B) coupe (A) en un point 7 non sur (I') ; la droite (E) recoupe (I') en
un point P (éventuellement confondu avec E si (E7) est tangente en E a (I')).

On note P = A x B. Alors la loi x est une loi de groupe commutatif sur (I).

Figure 1

Seule I'associativité n’est pas évidente, les autres propriétés d’une loi de groupe sont
aisément vérifiées :

1. Par construction, cette loi * est commutative (figure 1).
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2. I/ en est un élément neutre :
si M est un point de (I'), (FM) coupe (A) en p et (uE) recoupe (I') en M :
ExM=MxE =M (figure 2).

Figure 2

3. Soit (Fe) la tangente en E a (I') qui coupe (A) en e.
Soit M € (I'), (M) recoupe (I') en M’ tel que (MM ') N (A) =e.
Comme (eE)N(I") = FE, on a

MxM' =M'~xM=FE
Pour tout point M, on peut donc associer son symétrique M ' pour la loi x (figure 3).

M/

Figure 3
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4. Remarquons que si (A) rencontre (I') (figure 4), la loi * ne peut étre une loi de
groupe car les points O; et Oy d’intersection de (A) avec (I') sont par construction
des éléments absorbants pour cette loi.

M
O, (A)
(') e
Oy
E

Figure 4

2 Démonstration de ’associativité de la loi %

Soit (I') une conique non dégénérée dans un plan projectif et (A) une droite de ce plan qui
ne rencontre pas (I').

Soit deux points quelconques A et B de (I'). On leur fait correspondre sur (I") le point
P=Ax%Btel que (AB)N(A)=met (Er)N(I") = P (figure 5).

Si A= B, (AB) est la tangente en A a (I).

Figure 5
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Soit un troisiéme point quelconque C' de (") et le point R = B*C' construit de méme :
(BC)N(A)=pet (Ep)n(I') =R.

La loi x est associative si et seulement si Ax R = P (. On construit donc les points :

o = (PCYN(A)sur (A)et S=(Eo)N(I')=P*xC sur (I'), et
o' = (AR)N(A) sur (A)et S"=(Ec')N(I') = A% R sur ().

Montrer que S = S’ revient donc & montrer que o = o',

Pour cela, on va montrer que o et ¢’ sont les images d'un méme point 5 = (EB)N(A)
dans une méme involution sur (A).

On démontre d’abord un lemme pratique, intervenant par deux fois dans ce qui suit,
sachant que toute correspondance homographique sur une droite projective ne se réduisant
pas a l'identité, admet deux points doubles, réels ou imaginaires.

1. Lemme : une involution déterminée par une homographie

Lemme :

Soit 7 une homographie sur une droite projective complexe (A), ayant les deux points
doubles my et my supposés distincts. Soit (u,p’) et (v,v') deux couples de points
homologues dans . On suppose que ces deux couples sont distincts et ne coincident
pas non plus avec my et msy.

Alors, les couples (my,ms), (1, v') et (u’,v) sont en involution.

Démonstration
Ces trois couples sont distincts et déterminent une homographie unique 7.
Comme my et my sont points doubles de 7, on a (propriété des points doubles d’une
homographie) :
(mymapp”) = (mymavr’)

et par double permutation dans le dernier birapport,
(mymapp”) = (mamqv'v)

Cette égalité suffit pour conclure.

En effet, désignons par m’ I'image de ms par .77, on a ainsi quatre couples de points
homologues distincts : (mq, ms), (ma,m’), (u,v’) et (', v). Cette homographie conservant
le birapport de quatre points distincts, on a :

(mymaopp”) = (mam'v'v)

Il vient donc (momiv'v) = (mem'v'v), ce qui montre que m’ = m; et que les points m;
et msy sont en involution par 7.

Alors, Z est une involution, car pour tout couple (a, @) de points homologues dans
T, a et a’ sont en correspondance réciproque :
posant a” = 7 ('), on a par conservation homographique du birapport :

(mimaaa’) = (mamia’a”™) = (mymea”a’),
ce qui montre que a” = « et que « et o’ sont en involution par 7.

Ainsi les couples homologues (i, ') et (u', v) sont aussi en involution par 7.

4




2.
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Les points o et 3 se correspondent dans une involution 7

On s’intéresse a la sous-figure 6 suivante, extraite de la figure 5 :

(A)

Figure 6

On considére les points A et F de (I') comme les sommets distincts de deux
« projections » des points de (I') sur (A) : a tout point M de (I'), on fait correspondre les
points = (AM) N (A) et u’ = (EM) N (A) sur (A).

La correspondance p —— p’ est homographique : quel que soit le repére choisi
sur (A), la relation entre leurs abscisses est homographique, car cette correspondance
est algébrique et bijective de la droite (projective) (A) sur elle-méme.

En effet, I’algébricité provient de la construction de p et p’ a la régle a partir des
points A et M d’une part et E et M d’autre part, situés sur la méme conique (T').
La bijection est évidente par construction.

Soit # cette homographie sur (A). On a les correspondances

T = (AB)N(A) — [ = (EB)N(4) (projections de B)

o = (AR)N(A) — p = (ER)N(A) (projections de R)
Remarquons que comme A # E, on a 7w # (3 et o # p.
Soit my et my les points doubles de 57 sur (A).
Par définition de 7, m; et my sont les points d’intersection de (A) avec (I),
et, comme dans notre situation (A) ne coupe pas (I'), m; et my sont distincts et
imaginaires.
L’homographie conserve le birapport de quatre points distincts : si «, 3, v, 0 sont
quatre points distincts de (A) et ', B/, 7', ' leurs images par ., on a :

(a’'B'y'0") = (apv9)
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Mais de plus, si m; et ms sont les deux points doubles distincts de 7, on a pour
tout couple (o, a’), (5,5’) de points homologues :

(mlmzaa/) = (m1m256/>
— Dans notre situation présente, on a donc

(mimamB3) = (mymaop),

et par suite de I'invariance du birapport par double permutation, on a finalement :
(mimamB) = (mamipo)

— Les trois couples de points distincts (mq, ms), (7, p) et (5,0) déterminent sur (A)
une homographie .7 unique.

— La relation précédente entraine que 7 est une involution d’aprés le lemme.

— Cette involution, aussi déterminée par les deux couples (mq,ms) et (m, p), fait donc
correspondre 3 et 0. On a donc :

Proposition : Propriété de o
o est I'image de (3 dans I'involution .7 déterminée de maniére unique par les couples de
points homologues (my, ms) et (m, p).

3. Les points o’ et 3 se correspondent dans ’involution .7

Appliquons le méme raisonnement a la figure 7 extraite de la figure 5 suivante :

(A)
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— On considére cette fois-ci les points E et C' de (I') comme sommets de deux
projections de (I') sur (A), qui déterminent une homographie . sur (A) pour

laquelle :
T — o’ (projetés de P)
B — p (projetés de B)
m; —— my (projetés de my et mso, intersections
my +—— Mo imaginaires de (I") et (A)).

— Par hypotheése, E et C sont distincts, donc les couples homologues (my, my), (ms, ms),
(m,0') et (B, p) sont distincts. Comme m; et my sont les deux points doubles de
I’homographie 27/, on a ’égalité des birapports :

(m1m27ro’) = <m1m2ﬁﬂ)

et comme le birapport est invariant par double permutation,
(mymama’) = (mamqpf)

— Les trois couples de points distincts (mq, ms), (7, p) et (o, 3) déterminent sur (A)
une homographie .7 ' unique.

— D’aprés le lemme, cette derniére relation entraine que .7’ est une involution dans
laquelle o’ et (3 se correspondent.
On a donc :
Proposition : Propriété de o’
o' est I'image de 3 dans I'involution .7 ' déterminée de maniére unique par les couples de
points homologues (my, ms) et (m, p).

Les propriétés de o et ¢’ montrent donc que .7 = .7’ et que o et o’ sont confondus.
De la, découle que les points S = (Eo) N (I') et S’ = (Eo’) N (I") sont confondus, ce
qu’il fallait démontrer.

3 Commentaires

Cette démonstration directe de la propriété évite deux écueils :

1. L’appel au théoréme de Pascal dont I'énoncé est immédiatement équivalent a la
propriété étudiée : si six points sont situés sur une conique (I') donnée dans un
plan projectif, alors les cotés opposés de 1'hexagone (éventuellement croisé) qu’ils
déterminent se coupent en des points alignés (sur une droite projective).

2. La transformation du probléme posé dans la généralité projective en un probléeme
euclidien par le biais d’une transformation perspective adéquate, transformant (I")
en un cercle. Les propriétés géométriques intervenant dans une telle démonstration
sont alors limitées au théoréme de Ménélaiis, conséquence immédiate de la propriété
de Thales, et a la définition de la puissance d’un point par rapport a un cercle et &
son invariance quelle que soit la sécante passant par ce point. Mais cette méthode a
I'inconvénient de conduire a I’étude de nombreux cas de figure, suivant que les points
considérés sont réels ou imaginaires, a distance finie ou a l'infini.
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La démonstration proposée utilise les connaissances de base suivantes :

Soit (A) une droite projective réelle (que 1'on pourra injecter dans sa complexifiée)

munie d’un repére projectif dans lequel un point «, distinct du point & U'infini de (A), est
repéré par son abscisse a dans le repére affine sous-jacent. Deux points a et 3 de (A) étant
donnés, on désigne par o la différence b — a de leurs abscisses s’ils sont a distance finie.
Si 'un d’entre eux est le point a U'infini de (A), on note af = 0.

1.

Birapport de quatre points distincts de (A)

. Un repére projectif de (A) étant choisi, le birapport de quatre points distincts de

(A), a, 8, v, §, donnés dans cet ordre, est défini par :

ay  as
(afpyd) = 27 . 2% avec la convention — = 1.
By P o0

Cette valeur ne dépend pas du repére choisi sur (A). Comme «, 3, v, § sont distincts,
le birapport est différent de 0 et de 1.

. Le birapport de quatre points distincts sur (A) ne change pas si on permute deux

points en méme temps que les deux autres, par exemple :

(afyd) = (Bady)

. Si«, B, v, § sont distincts ainsi que «, (3, v, 0, alors I'égalité des birapports

(afyd) = (afBvd’) entraine § = 0.

Homographie sur (A)

. Une homographie .7 sur (A) est une bijection de (A)sur elle-méme, telle que si u

a pour image ', les abscisses de p et pu’ dans un repére projectif donné sont en
relation homographique non dégénérée :

ar +b
x' = avec ad — bc # 0

cx +d

d
‘ six = ——, alors 1’ = 00, le point a 'infini de (A)
et la convention c a
si g = oo, alors y1” a pour abscisse /' = —
c

. p et p’ sont alors en relation homographique dans tout autre repére projectif de (A).

. Toute relation algébrique et bijective entre un point g et un point p’ de (A) est

homographique.

. Une homographie conserve le birapport de quatre points distincts : si (a, a’), (3, 87),

(7,77), (6,0") sont quatre couples distincts de points homologues, on a :

(f70) = (a'B'"d")

. Une homographie est entiérement déterminée par la donnée de trois couples de points

homologues.

. Toute homographie admet deux points doubles (c’est-a-dire tels que my = J(m;)

et my = J(my)), réels ou imaginaires, distincts ou confondus.
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7. Si les points doubles m; et my d’une homographie J# sont distincts et si (a, a’) et
(8, 8") sont deux couples de points homologues par Z, on a I’égalité des birapports :

(m1m2aa’) = (m1m2ﬁﬁ’)

3. Involution

1. Une involution .7 sur (A) est une homographie telle qu’il existe un couple de points
(a, &’) en relation réciproque : o’ = J(a) et @« = T (a’) (on dit que « et a’ sont
en involution).

2. Dans ce cas, tous les couples de points homologues sont en involution :
pour tout u de (A), ona:u' =T (p) <= p=T(u').

3. Une involution est entiérement déterminée par la donnée de deux couples distincts
de points homologues.
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