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, Srinivasa Ramanujan (18871 920)“

()
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» 2016 : enfin un film grand public !
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Jn mathématicien passionné
Une destinee fulgurante

/
|

Une intuition puissante et mystérieuse /

Des formules mathématiques inedites

Un héritage inoui : les carnets
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7- L'Inde du Sud a la fin du XIX¢ siecle

Srinivasa Ramanujan (1887—-1920)
Cambridge, Hardy et la guerre

X Le voyage des carnets

~+ Un siecle d'edition

f'/° Le « mystere » sur des exemples

Ciy X e

"'-_—'.'-__'--.T_-_---‘r‘;

A



' N
L Inde du Sud D
a la fin du XIXe siecle J'

.;;; Capitale : Madras (aujourd’hui Chennai) 7

. f# La colonisation britannique jusqu'en 1947

ﬁ Des traditions fortes (castes, religion, famille) |

K La vie spirituelle encouragée (hindouisme...)
 Climat tropical

& Economie agricole et artisanale -~

"« Train opérationnel depuis 1877 '
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Kumbakonam D

» Etat du Tamil Nadu, 300 km au sud de Chenneu-J

ls i« Chef-lieu de canton », district de Thanjavur

Ville réputée pour son tissu (saris en soie)
' [ et le travall fin des meétaux (cuivre, argent...)

50 000 habitants en 1880, 60 000 en 1900

d
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X. Une ville de pelerinage (plus de douze temples

majeurs)
,./ Ville phare du brahmanisme (caste supérieur
e Eau non potable (moustiques, elephantla5|s
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[SRINIVASA RAMANUJAN

Ramanulan

W
# Né a Erode (Pallipalayam), 22 décembre 1887

%) Vit avec sa famille & Kumbakonam >
| # Brahmane trés observant (vegétarien...) |

7




st @} tine enfande'§
S (difficile

7 * Une famille non fortunée |
&)« Variole et autres maladies, santé fragile
' [+ Nombreux décés dans Ia famllle |

v

y

ﬁvm,:: pos o Cr




_,_:@ A (O
| i Scolarité A

|

A | N sy
B« Primary examination » (arithmétique, tamouﬁlf
| fanglais, géographie) : 1°" du district, a 9 ans ! |
' A 14 ans : déja célébre dans I'académie |

{( pour ses capacités en mathématiques S
» A 15 ans : découvre le livre de Carr
& décide de se consacrer aux maths~

abandon des autres matiéres /%)
7
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A synopsis of elementary results in pure
mathematics, George Shoobridge Carr,
1880 (deux volumes)

ELEMEKTARY RESULTS

PURE MATHEMATICS:
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Conseqguences.. —
f* Se consacre jour et nuit aux mathemathues

{s) Recense ses découvertes dans des carnets
'f Echec a tous les examens a venir |

» Perte de sa bourse d'etude A

Mariage arrange avec Janaki (9 ans)
pour I'obliger a s’assumer, petits boulots

v/ » Tente de faire reconnaitre @
Ia valeur de son travail |
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Des contacts

©
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A

f » Ramanujan constitue un réseau
t‘,, * Probleme : est-ce un génie ou un illuminé 2/
"« Mécénat de Ramachandra Rao (Chennai) |
* « Aide de I'lndian Mathematical Society N
X  Aide de l'université
Travaille intenséement
" » Doit demander conseil a des experts... @

J@h _--.1__1 . £ _,r/@-- e '_‘.rf’f 12
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Les lettres i

1912-1913 _J'.

* Premiere lettre : Henry Frederick Baker y,
(48 ans, Fellow of the Royal Society) i
Pas de réponse positive... |

X° Deuxieme lettre : Ernest William Hobson /
(56 ans, Fellow of the Royal Society)
‘/ Pas de réponse positive... -~

Troisieme lettre : Godfrey Harold Hardy | @

']
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ﬁ@: Godfrey Ha?ay\@.

(1877-1947)

f « Néle 7 février 1877

A
le Incontestablement le plus grand /
| scientifique britannique depuis Newton |

- |
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m‘@ En 1913... hL
A

f ¢ 35 ans, 3 livres a son crédit

{3« 100 articles publiés depuis quinze ans

f‘- Fellow of the Royal Society depuis 1910
« A commence a constituer une école

L& Encourage les maths de son temps
 Bien installé a Cambridge et dans sa carriere

,./ Fin janvier 1913, il recoit une lettre..
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Quelques [ ) resprocare-sy
formules C R T) T TR
(notations
modernes) .
contenues e
dans la lettre R
de Ramanujan ==y
a Hardy, —

- g "
JIC U+ +r2)(14r29)., 21 4r4+mP$r¥4p04 )

Ll . aa?

Siof=a? alux ot [ 1440 #; dr g1 4+a8 ;!.'n' e
p =1 A pdma t.
1""9

datée du -
16 janVier 1913 Mu:l—l_ I':_m- ‘“::HH = S o i g




al (O
L|nV|tat|on LT
A

/

¢¢ Hardy invite Ramanujan a Cambridge 7
If ldée : le former aux maths de son temps
» Le 17 mars 1914, le prodige embarque

¥ |l cesse de consigner ses découvertes
dans des carnets

",/A peine Ramanujan arrivé (le 14 avril 1914)__;:_’”_1
| Ia Grande Guerre eclate (4 aout 1914) @

']
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Ramanu jan .
3 Cambridge
f,

s De nombreux problemes :
tl".

I'ostracisme, la solitude, une autre culture

* Accentués par la guerre :

¥ Le rationnement, 'explosion des prix,
les pénuries, des mathématiciens mobilisés

| /L’université de Cambridge :

Hopital et camp d’entrainement, pas de lumiere |

Ia nU|t coupures d'electricite

@ 111;/@ 51"

/ Le climat, le régime alimentaire, les vétements,

)
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;- La maladie *...__
A

Un séjour qui se prolonge
{s,* Tensions entre sa femme et sa mere y,

| [+ Privations, travail intense, vie rude, guerre
La maladie (amibiase hépatique ?)

K
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h,

X Terrible souffrance physique
Diagnostics erronés (tuberculose...) FJ_‘
,/ Tensions avec le corps médical @)‘

Aucun traitement ne semble efflcace v

@ 11 ,1 .f/@ '_‘.(“#19
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Retour en Inde

f.’ 1917-1918 : sanatoriums (Matlock, Fitzroy...)
17 . Fellow of the London Mathematical Society /.
|/ 918 : Fellow of the Royal Society (30 ans !)

b,
oI
|
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Ok
©

Fellow of Trinity College, Cambridge |
% retrouve de I'énergie pour ses recherches A
'-i 1919 : de retour en Inde, c’est un héros national

la maladie empire .
1'/1 920 : ultimes contributions mathématiques j’

décés le 26 avril 1920 (32 ans) v b

Gl £ _,f,-@ o7









.""'1".. _ ‘'8 9

Les contributions™ W
mathematiques

f/
f.
fDe nombreux domaines abordés :

séries (hypergéométrigues, de Dirichlet, de Lambert,
d’Eisenstein, bilatérales, g-séries), fonctions spéciales (fonctions
théta, fausses fonctions théta, fonctions théta deguisees, fonctions
‘ elliptiques), analyse combinatoire (nombres de Bernoull,
transformations, identités remarquables, invariants de classe,
équations modulaires, modules singuliers), théorie des hombres
' (fonctions arithmétiques, fractions continues, radicaux imbriqués,
1-/ nombre de partitions, fonction tau), analyse (produits infinis,
calcul integral, développements asymptotiques, formules/ n)
-dlnverS|on produit de Hadamard), tngonometrle geometrie...

‘(@ il \ X A 7/
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~ P I'qu.@
= Points d'orgue ¥
A

{ * Une théorie des séries divergentes

Of Une théorie des fonctions elliptiques /
| / en bases alternatives |

< « |a fraction continue de Rogers—Ramanujan A
X. De nouvelles formules pour approximer 1t
» Travaux et conjecture sur la fonction tau
~ « La theorie des partitions (partages d’'entiergs

AW
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Publlcatlons

©

A Y
|

¢ Une vingtaine d’articles en Europe
?‘Une vingtaine de notes 4

' La correspondance avec Hardy |
* 3 rapports trimestriels (universite de Chennai) A

formules d’interpolation, théoreme maitre de Ramanujan

» 58 problemes soumis au Journal of the Ind/an |
/Mathemat/ca/ Society

e ... et3carnets

"/@h" =Ry S
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Les carnets

©

S
A

7 « Compilés entre 1903 et 1914
7 Assemblage grossier de feuilles de papier

 Uniquement des resultats aboutis |

— Absence de développements, d’explications, /4
( de définitions, de conventions, de notations...

— Calculs réalisés sur ardoise

‘_/ — Co(t du papier
— « Carte de visite », non destinés a publlcatlon@

']
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* A
Le voyage D

J des carnets

7-_ Ne quittent jamais Ramanujan en Inde ¥ 4

| J* Aujourd’hui a l'université de Chennai
« 1927 : édition des ceuvres completes A
X publiées de Ramanujan, par Hardy

1957 : le Tata Institute of Fondamental
// Research a Bombay publie un Photostat 5
- des carnets (2 volumes, aucune edition) @

G\ X Dy <4
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Le premier carnet o
« 351 pages, 16 chapitres Vs

Une recension des recherches menées
par Ramanujan

* Un premier chapitre datant de I'enfance (!)
» Peu d’'organisation

. _-.--"""I
» Gestion confuse des pages d

#/@H_ _--.1_.‘ _ -‘ ,rvﬁ__ ) f(’f 20
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e deuxieme carne y

/
{s,° 356 pages

| [ * Une reorganisation du premier carnet
~en 21 chapitres

(  Volonte de publier ces résultats

» Contient 100 pages de contenus
"_/ mathématiques divers et non organisés

(@E_;-IX_.I b < ;/‘Ia"u f(’f ;
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e troisieme carnet o

{_- 33 pages
)

| # Aucune structuration logique apparente
'+ Carnet plus tardif que les deux premiers

(Remarques : Sur les trois carnets,
moins d’'une vingtaine de résultats sont
/ accompagnés d’'une quelconqgue indication -4

- De nombreux résultats sont deja connus @

S
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' In style lacunaire 7,

t,Des carnets personnels, pas destines a étre Iu§;

* [Ramanujan adopte un style proche de celul
i de Carr : des formules sans preuves

% Il sait (ou croit savoir) prouver ce qu'il ecrit

* Au lecteur de se fabriquer ses démonstrations
| i n ] . el
» Ramanujan refuse de dévoiler ses techniques_ }

. s f@
G0 K @

|
p,



o 8
..-—-—--._._@ ” faUt t'u'lb
H__F-_-_H_"'"‘-‘”‘.

les editer ! i/

f_ 1920 : Hardy plaide pour une édition
¥)des trois carnets de Ramanujan 4
'j/Pour les resultats déja connus : produire |
une reference précise b

X Pour les résultats corrects : en fournir une
preuve, si possible dans l'esprit de lauteur

1-/ Pour les résultats faux : un résultat correct n"
n ‘est sans doute pas loin, il faut le chercher

@ w s
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w——e | edition A
v

,;; 1920—-1947 : Hardy produit une vingtaine V.

| darticles inspires des carnets
'« 1927 : pas d’argent pour I'édition |
1"( des carnets avec les ceuvres completes

« 1929-1940 : travail d’édition systématique
| / entrepris par Bertram Martin Wilson -~
et George Neville Watson @

']
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Watson et Wilson »

{ « 1929—-1931 : debut du chantier
tl L V4 AN [ |
/ 1931 : la tAche est estimée a cing ans

Le carnet 2 est privilegié (Wilson : chapitres |
1"( 2 a 14, Watson : chapitres 15 a 21) 2

* 1935 : déces de Wilson (38 ans)

| ‘/ Annees 1930 : Watson produira des notes—
et plus de 30 articles, avant d'abandonner @

']
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La transition

©

S
A

1923 : manuscrits envoyes a Hardy

1934-1947 : documents transmis & Watson

1947 : mort de Hardy (70 ans) |

1965 : mort de Watson (79 ans) A
gue faire des documents retrouves ?

» 1965, 1968, 1969 : envois a Trinity College =

Les documents dorment a la bibliothéque... @

'@“’ ~ WY /.
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7 r .
@ 1976 \@ ~
Lo B A

7 * George Andrews (né en 1938) : spécialiste
des g-séries et des fonctions spéciales iq

"« Connait bien les travaux de Ramanujan |

|+ 1976 : visite Trinity College pour consulter
k les notes de Watson /

découvre des manuscrits inattendus
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Le carnet perdu

@

oSS
A

f *« 138 pages manuscrites de Ramanujan

()« 1200 résultats (g-séries, fonctions théta...) /

/ Travaux realisés durant I'annee 1920 |
* Ni un « carnet », ni « perdu » A
* Absence de texte

Difficile a lire

A
gl
1987 : copie elargie rendue disponible @

J@h _--.1_.1 , £ f/@_' | f‘; 3
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.,_;@ Un S|ecl ?

‘edition .j

fr. Hardy : une vingtaine d’articles y,
| / Watson, Wilson : 6 a 8 chapitres du carnet 2

J » Facs-similés des carnets disponibles,
¥ realises en 1957

» Fac-simile du carnet perdu, réalisé en 1987
* Andrews : une trentaine d’articles
. Travaux académiques épars

@ 11 ,1 .f/@ '_‘.(“#39
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.-.1.._“'1" e 4 [\@
- Bruce Berndt ®

7 * Néen 1939
i?;- Théoricien des nombres (analyse et séries)/

e = = Ll

r
o
l. ¥

- |

A

* 1974 : en residence a Princeton pour un an |

lit deux articles de Grosswald A
': qU| prouvent des formules de Ramanujan

v+ Berndt sait les prouver | .2
peut-il en prouver d'autres ? é

q}__l 1 f@ — ‘€
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. A
Chapltre 14 L
A

7 * Toutes les formules sont dans le carnet 2,

{3, chapitre 14 V.
I‘/b Mai 1977 : prouver les 87 formules (1 an !) |
» Depuis 1978 : editer les trois carnets A

X. Démarche systématique, rigoureuse, tenace

~ +_Aide de nombreux mathématiciens,
d’étudiants, de Springer, de fondations...

QL

']
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A 21 ans

plus tard.. -

ft, )+ L'édition des trois carnets est achevée Il /
| / » 3254 resultats (comptabilité de Berndt) |
 Moins d’une dizaine sont faux A

X. Les deux tiers sont originaux
» 5 livres (2300 pages) _
~ + Plus de 100 articles @j'

']

G\ X aDt! Y-



B e 1B
e S I|vres R

; 1985 : carnet 2 (ch. 1 a 9) + rapports -
&, 1989 : carnet 2 (chapitres 10 a 15) y,
191991 : carnet 2 (16 a 21)

] 994 : carnets 2 et 3 + carnet 1 (ch. 1 a 16)
% 1998 : carnets 1, 2 et 3

 Plus : édition de la correspondance
,/ The Ramanujan Journal
| essals articles, ouvrages technlqueg.

bWty X 4@ Y
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G quigau

carnet perdu ?

l‘.‘w. Plusieurs dizaines d’articles de G. Andrews ./
f - Edition systématique avec B. Berndt :

. — 2005, volume |, 440 pages

‘ — 2009, volume Il, 420 pages
— 2012, volume lll, 446 pages

‘,/ — 2013, volume IV, 452 pages

— Dernier volume attendu (en 2016 ?)

J@E_ll £ A
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e S\~ Cltatlons1

f « « Des formules telles que, s'il ne les
% avait pas écrites, personne ne les aurait
| / trouvees, méme dans cent ans, |

méme dans deux cents ans » (Berndt) y,

X « « Sans aucun doute, Ramanujan pensait
comme tout autre mathématicien,

/ Il pensait simplement “with more insight”
que la major/te d’entre nous » (Berndt) @

@ Ly P /‘-@ '-‘nr’ “
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74 Cltatlons 2 D

s « Ramanujan savait parfaitement quand

{sses méthodes heuristiques le conduisaient ~ /

| ‘Fa des résultats corrects, et quand ce n’était
pas le cas » (Berndt)

*f « Personne, dans l'histoire des mathématiqueéi
ne possédait 'habileté de Ramanujan

ans le domaine des fractions continues —

" ou des radicaux imbriqués » (Berndt) @

/
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2/003 40° +3/cos80° —3/cos 20° = i/i(g@_z)}
X 2 |
4

"
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1

¢ Partitions \@

ki

W |

{4=3+1=2+2=2+1+1=1+1+1+1
| *JOn écrit - p(4) = 5. /
| On calcule que p(1) =1, p(2) = 2, p(3) = 3... |
( P(7) = 15, p(100) = 190569 292... A

Question :

| / quelles sont les propriétés *“'"‘
de la fonction p ? 6

(=T /



8 (O
Un exemple "—p
A

§ * 50,04 % des p(n) inférieurs a 10° sont pairs,
{s, ©149,96 % sont impairs... V.

I/ La proportion des nombres pairs est-elle 1/2 ?

« 33,1 % des p(n) inférieurs a 3200 sont multiples
i de 3. La proportion est-elle 1/3 ?

* 34,6 % des p(n) inférieurs a 2000 sont multiples
de 5...

‘-A Quelle est la distribution des valeurs p(n) ? _
. Pas le moindre angle d’attaque... i

@ 1__1 | . % .f/@ f‘; 52
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Des reponses

p(5k+4) est un multiple de 5
1p(7k+5) est un multiple de 7
p(1 1k+6) est un multiple de 11

2n
L
p(n) ~ '
| 4n\/§
‘:/Vers une formule exacte (Rademacher, 194(@

J@E'_\l.(f/‘-@ 1'/53
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Soit g un complexe tel que |g] < 1.

V|

{' |

] On définit les fonctions suivantes : //I

|

" e
X




(\/5+\E _\EH\ el

/ : 5
|] \ g f Y /fi
’ _m) A

Une formule pour déterminer R (e

pour tout rationnel positif n |
I/' -
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Pour n=64:

A
&
']R( il T2 e R Y
X

ey
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a+b
a—>b




A e O

|% I/ y
Wl |
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il

1/4 f3(_q5)
\/§j2arctan[5 \/5 f3(_q) ] d{p ’/‘
0 \/ 1-£75%sin* @
4] 3
2arctan[5 Ja \P(q)J do /’Qj

|

0

o

i \/1 — &5 % sin?

-

e P

=

@
_ 60
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du carnet perdu

& (

1




loggq

m=>1

1-(-1)"ig™

2in

] = exp

2 2 2
2
1.3, 2J+1j L2
Z 2 2 2
720 JI(j+1)!
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Dechlffrage k?

e —
» Formule presque illisible (copie médiocre) A

._.—-_I—._I_I-

{- Seuls les trois premiers termes de chaque y
. Série sont écrits Ll

| r- K et K’ non définis |
A

‘- Aucune telle formule dans la littérature

 Pas méme dans les travaux de Ramanujan !
o

| A = 132 d{D 9 ) i !
"'/ K_K(k)_joz \/l—kzsin2¢, 9 _K(k ) * = @‘
H.

Qo X et <P




Beccain 19
7+ Explication (?) ¥

Découle d’'une connexion unique -
& et presque r,mraculeuse entllre serlgs | #

' hypergeomeétriques et fonctions elliptiques ~ |
/ Cette connexion n’est pas comprise |
. » Accident, ou y en a-t-il d’autres ? /)

« Comment concevoir qu’'une telle formule

» Comment en déterminer les éléments ? /%)
v
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Voicl cette connexion :

» r+l — ((r+1)1) &>
R 5 (0 o
n20(2n+1)2ch 2”2“1{(5) ( j ( ) 2( J ::""

Fonctions elliptiques Séries hypergéométriques

On trouve cette formule dans le carnet 2... .
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M = physique...“‘*’_"‘“ﬁj

{_- 1+2+3+4+5+...=-1/12

?Euler, Riemann, Ramanujan) o
|

X

- |
* Vingt-six dimensions en theorie des cordes

 Effet Casimir en électrodynamique quantique

Str/ng Theory (volume 1). Joseph Polchinski;=
Cam ridge Umversﬂy Press, 2005 @

']
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ecanique statistique... W

/.« Les g-series (les identités de Rogers—
{3y Ramanujan) 4

 Les modeles sur reseaux exactement
solubles (le modéle hexagonal dur) |

 Le modele d’Andrews—Baxter—Forrester b

,nt\-.,;_

» [he hard-hexagon model and the Rogers—
/ Ramanujan type identities. George
Andrews, Proceedings of the National @
Academy of SC/ences 78, 1981
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" 2 _ : ﬂ [L
theorle conform |
des champs... y

{ » Algebres de Lie (algebres de Kac—Moody)

*)» Combinatoire (identités de Macdonald), 7
. representations, partages d'entiers

» |dentités de Rogers—Ramanujan

) -

Y et fonction tau de Ramanujan
o Affine Lie algebras and combinatorial _ J_.
identities. James Lepowsky, Proceedings
of the 1981 Rutgers Lie algebras @

conference, Springer, 198 /.
( 111 H/‘f@ P— g
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' ... et supergravité T

/

_» Méethode du cercle

O . | .
| j » Entropie et « aire » des trous noirs

* » On the positivity of black holes
degeneracies in string theory.
Kathrin Bringmann et Sameer Murty,
arXiv:1208.3476v2, 2012
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hors du commun, et il est I'un des rares
| mathématiciens contemporains
¥ que je qualifierais de génie /
au sens populaire du terme » (Tao)

? « Son talent était exceptionnellement i



.. R
m‘@ Mysteres... D

¥« Ses methodes pour calculer les invariants

& de classe demeurent en grande partie dans /
une obscurité impenétrable ; c’est regrettable

/ qu’il ne nous ait laisse aucun indice » (Berndt) |

« Bien que des progrés considérables aient
X ete realises, un rideau noir nous a empéches

de voir ce qui se passe sur la scene, a savoir _,
,/que//es furent les idées de Ramanujan derrier.
- ses découvertes » (Berndt, 2016)
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