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Les nombres complexes ont été
initialement découverts comme racines
manquantes d'équations polynomiales :
c'est ainsi que le nombre imaginaire i est
la racine carrée du nombre - 1. Au XIXe

siècle, Cauchy, Riemann et Weierstrass
développent le calcul différentiel de
Leibnitz et Newton dans le champ
complexe et en exposent la richesse très
spécifique. Au début du XXe siècle,
Pierre Fatou et Gaston Julia étudient
l'itération de polynômes et fractions ra-
tionnelles dans le plan complexe, s'ap-
puyant sur les idées développées quel-
ques années plus tôt par Henri Poincaré.
Après quelques décennies de stagnation
relative, leur théorie prend un essor
nouveau au début des années 1980, en
raison notamment des possibilités de
simulation numérique et production
d'images offertes par les ordinateurs.

Les nombres complexes s'identifient
aux points du plan, appelé dans ce cas
plan complexe. Chaque nombre
complexe a un module, sa distance à
l'origine, et un argument, l'angle que
forme le rayon qui le relie à l'origine
avec le rayon horizontal positif. L'ad-
dition des nombres complexes est celle
des vecteurs. Pour multiplier deux
nombres complexes, on multiplie leurs
modules et on ajoute leurs arguments.

Etant donné un polynôme P à
coefficients complexes, on définit une
suite à partir de sa valeur initiale     par la
relation de récurrence                   . On
veut comprendre le comportement de
cette suite pour tous les choix possibles

de    . Le cas le  plus simple est celui
d'un point fixe vérifiant

ou plus généralement
d'un point périodique vérifiant

pour un entier 
Le cas où P est de degré 1 étant
élémentaire, on supposera que le degré
de P est au moins égal à 2. On appelle
alors ensemble de Julia rempli
l'ensemble K des valeurs initiales
pour lesquelles la suite zn ne s'échappe
pas à l'infini. Lorsque la valeur initiale
se trouve à l'intérieur de K, le compor-
tement de la suite zn est simple : soit
elle converge vers une orbite pério-
dique, soit elle tourne autour d'une
orbite périodique suivant un mou-
vement de rotation (déformée) d'angle
incommensurable avec 2�. Lorsque la
valeur initiale z0 se trouve au contraire
sur le bord de K  (ce bord constitue
l' ensemble de Julia proprement dit), le
comportement de la suite zn est typi-
quement chaotique, s'apparentant à une
suite de tirages au sort d'un dé ou d'une
pièce de monnaie.

L'existence de domaines où la
dynamique s'apparente à une rotation
(de tels domaines sont appelés disques
de Siegel) n'était pas connue de Fatou
et Julia. Elle dépend de problèmes dits
de petits dénominateurs, bien connus
des astronomes depuis le XVIIIe siècle,
mais seulement résolus à partir de 1942
par C.L. Siegel puis un peu plus tard
par A. Kolmogorov, V. Arnold et J.
Moser (la "théorie KAM"). A la suite
des travaux de A. Brjuno et moi-même,
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on connaît exactement quels angles
donnent lieu à des disques de Siegel
pour les polynômes quadratiques.

L'ensemble de Julia est en général un
objet fractal : par exemple, pour le
polynôme P (z) = z2 + c avec c petit mais
non nul, l'ensemble de Julia est une courbe
entourant l'origine dont la dimension frac-
tale est strictement comprise entre 1 et 2.

L'ensemble de Julia n'a pas d'intérieur ;
a-t-il pour autant une aire nulle ? La
question, évoquée par Julia, a pris de
l'importance avec les travaux de D.
Sullivan dans les années 1980. Pour-
suivant une stratégie proposée par A.
Douady au début des années 1990, X.
Buff et A. Chéritat viennent de montrer
que la réponse est négative, en cons-
truisant des polynômes quadratiques
pour lesquels l'aire de l'ensemble de
Julia est strictement positive. Par une
suite de perturbations très soigneuse-
ment contrôlées, ils font disparaître
l'intérieur d'un disque de Siegel sans
affecter sensiblement son aire.
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Après
la première étape de

la construction de
Duff et Chéritat : 

Un ensemble de Julia rempli avec disque de Siegel ;
l’angle de rotation est égale au nombre d’or.

Crédit photo  : Arnaud Chéritat

l’ensemble de Julia rempli, 
proche du précédent, a un intérieur

beaucoup plus mince. Crédit photo  : Arnaud Chéritat
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