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EDITORIAL
L'année 1998 aura été année du lootball rnais e e aura été auss une

année st,-atég que dans la rél exion des horaires des é èves (et des ensei-

gnanls) rnals auss el suTtoui des programmes scolaires.

Transd sclplinar té, p urldisciplinarité cullure pour tous et. en part culier,

culture sc entlfique. et donc culture niathématique. Pour amorcer tout cela au

mieux. quelle format on pour les ense gnants ? lorrnat on initia e cornme lormatlon

coniinue ?

Les CCSI , centres Téglonaux de développement de la cu ture scient -

fique, techn que et lndustr elle, metient pour cela à dispositlon des jeunes et des

êo thê5 Let des er se,q^dnLs/ oôs oJI s .ar'es.

LAcadérn e de Rouen et son CCSTI, Science-Action ce le de Franche-Comté

et son CCSTI le Palais des Sc ences, ont acquis un exemp aire de l expositjon

'[,4aths 20oo'réalisée par Centre-Sc]ences et Ia cité des Sc ences de La Villette

avec le concours de l'Apr.ep et de 'lrem d'Orléans-Tours'

D'autres .petites expositlons" nteTact ves sont en cours de réa isatlon

par Centre-Sc ences : 'ieux et slratégles , 'es hasards de la v e' ; elles seront

présentées pour la 1ère fo s à Pau en décembre 98

De nouveaux outils pour voir comment évoluent es sc ences et les mathéma-

tiques. D auires encore c rcu ent en Airique trancophone : Jeux africalns de l'cei

au cerveau. Pythagore. Jeux logiques et n'raths. .

SOMMAIRE

1 - un p'tit bout d'allumath !ll (n's2 et 3)

Les allumés des rnaths

2 - Descartes, inventeur de machines
Yves Lemaître _ Tours

3 - Florimont de Beaunê
Jacqlles Dubols - Tours

4 - Grandeuts et mesures
ClaudeJanvler Iÿontréal

5' Commandes - Abonnements

02

04

10

25

39-40



Plol N" 83

Une nouvelle

rubrique du Plot:

"un p'tit bout

d'allumaths"

avec les allumés

des maths.

Aujourd'hui, deux

p'tits bouts pour

élèves de 3ème et

2de,

ici et

page 27 .

Merci de bien vouloir
envoyer vos

commenlaires et
réflexions à

À,4arc Blanchard,
39, rue Barbès.

17300 Rocheforÿmer.

Que faire avec un triangle ?

êtte nouvelle rubrique
vise à taire réfléchir Ie lecteur et Ie
taire raisonner ... mathématique-
ment. Réalisée par un groupe
d'enseignants et d'lPR de l'aca"
démie de Poitiers, les allumaths,
elle propose dans chaque numéro,
une idée ou une situation de
recherche neuve ou peu connue,
simple, utile pour lês classes du
secondaire-

A partir de ce trianglê, on
construit les 3 rectangles ayant
un côté commun avêc ce triangle
et dont la droite support du côté
opposé passe par le troisième
sommet du triangle.
A vous d'inventer les questions

Un p'tit bout d'allumaths

qui vont avec cette situation-pro-
blème.
Après, vous pourrez lire la suitê-

Que ques dées de réponses.
Considérons 3 rectangles
. ABDE Ie qUe C € (DE),

'BCFG te que A É (FG).
. CAH lte que B € (H ).

1- Ces trojs rectang es onl même aire e
double de celle du triangle ABC

2 - Les dro tes (BD) et (C ) se coupent enA'.
Le tr angle ABA' est reclangle en B et e tr -

ang ê ACA est rectangle en C. donc A'est
le point diamétralement opposé à A sur le
cerc;e (ABC).
- Les droiles (CF) el (AE) se coupent en B .
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Letriangle BCB'esi rectangle ên C et letri-
angle BAB' est rectangle en C, donc B' est
Ie point diamétralement opposé à B sur le
cercle (ABC).

- Les droites (AH) et (BG) se coupenten C'.
Le tiêngle CAC'est rectangle en Aetle tri-
angle CBC'êst rectangle en B, donc C'est
le point diamétralement opposé à C sur I-À

cercle (ABC).

3 - Si I est le centre du cercle (ABC) alors
les triangles ABC et A'B'C' sont sÿnétriquss
par rapport à l_

4 - La hauteur du tdangle A'B'C' relative à
A' passe par :

- l'intersection de (FG) avec le cercte (ABC)
(autre que A),
- I'intersection A" de (DE) êt (Hl).
. La hauteurdu triangle A'B'C'relative à B'

passê par i

- l'intersect on de (Hl) avec le cerc e (ABC)
(autre que B)

i'ntersection B" de (FG) et (DE)
. La hauteur d! tr angle A'B'C' relative à C'
passe par
- lintersecton de (DE)avec e cerc e (ABC)
(autre que C)
' l'lntersect on C" de (FG) et (Hl)

5 - ABC est le triangle des m euxdeA'B"C'.
Le cercle (ABC) est le cerc e d Eu er du ir
angle A"B'C".

6 - A'B C' et A'B C ont mêmes hauteurs.
I s sont homothét qLres dans une hoTnolhé-
tie de centre eur orthocenlre cornmun et de
rapport 1/2 (ou 2).

7 - Lestriang esABC A'B'C'et A"B'C" ont
même droite d'Euler.

N-8. : on rctouve par une
approche Éciproque, les 3
rcctangles inscrits dans les
cercle d'Euler d'un tiangle
(rectangles dont les san-
mets sont les mitieux des
côtés clu quadmngle oiho-
centrique lié au tiangle).
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DESCARTES INVENTEUR DE

MACHINES
Yves LEMAITRE. Tours

F gure I

o
I I... ," ê.hà.ôF .re .ô rês

pondance avec Ferr er Des;artes a nrûri le
pTolet de construct on d une n"ach ne à
lai er des verres de L,nefles astronom ques

en forme d hyperbo oiCe de révo ution à
deux nappes. La nrach ne est décrile par
son inventelrr ca.s LA D OPTRIOUE ei
en !o ci e dessln Ia t par Descartes

Cette lmage en perspectve est assez
peu isib e et elepourratêtretradulepar
e schéma c dessoLrs (f gure 1) en prolec

t on sur e p an de symélr e Tronta de la

Sur e dess n iêii par Descaftes e

cy ndre OR est sllué en dehors des p ans
de guidage GC et EF

En lait a rnach ne est destlnée à

mâiér a iser I ntêrsect on entre a dro te 3L/1.

génératrice d un cône de révo uton d'axe
1 2.3 et e p an dans eque do t se déPla_

cer laxe du cyl ndre de révo ution QR. Ce
cy ndre est guldé parses plans tangents GC
et FE (guidage b latéra ). La règ e KL, lée
à la génératr ce 3L, coLr isse dans une rnoÊ
talse du cy indre QR rnc lnée par rappor( à
iaxe de ce detnler. ma s admettant comTne
p an de symétrie epan123[,il.Cetassem_
b age ob ige e cy indre à avolr son axe en
permanence paralèle à 1.3 en apparte_
nant aLr p an T.2 3 ll Le po nl cornmun aux
exes 3l\/l et QR sut ùne hyperbole nter
sectlon du cône de révo ution engendré par

3[4 et du p an engendré par QR pendant

eurs dép acements autorisés pal es gui
dages En efiet 1 et 2 sont des pêl ers dans
lesque s des iour I ons en A et B tournent

Les extrém tés de 'axe QR su vent
des hyperbo es lssues de la précédenie pal
translat on horizonla e. Ces exlrémités sont
munies d'oul s trânchants dont 'un stué à
dro te ta I e une lame s tuée dans un p an

horizonta, et l'autre s tué à gauche engendre

a suriace d'une roue qu pourlat être en
nréta et supporteral une pâte abrasive
prse dans e bac nléreur de a machinê.
Les outls sont mantenus en drêclon et
ernpêchés de tourner sur eux-mêrnes par

deux para é ép pèdes ltu dés par es p ans
GC et FE ei pénétrés par les iolrillons d ex

trémité du cylindre OR (llgure 2).

3Z

O.Jfl érÉroieJr 0util
é forlne

Tür
ln otltê
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Deioll

Fig!re 2

Dans le dessin précédentles deux
parallélépipèdes ne sont pas maintenus en
contact avec le cylindre QR . Descartes y
a pensé après avoir décrit sa machine, et
ila proposé dans une lettre peut-être adres-
sée à Florimond de Beaune de les relier
par deux anses permettant de les mouvoir
(figure 3) et de les maintenir en posjtion
lun par rappo.t à l'autre.(lettre écrite en
1638 citée page 453 de sa correspondance
AT Tomê ll).

1. Un oeu dê géométrie..,:

Descartes, s'ad.essant à ses diifé-
renis correspondants, puis dans la Diop-
trique, a donné sans explication Ies
constructions géométriques des élémenis
de sa machine.

Tout d'abord une hyperbole, laquelle?
pout en faire quoi?

L'hyperbole est déterminée par les
lois de l'optique (cf. l'étude de J.
DUBOIS).Cette hyperbote conçue comme
sectjon plane d'un cônede révolution, dans
le cas particulier où Ie plan est parallèle à
l'axe du cône sera celle cherchée si l,axe du
cône, le plan, et l'angle que fait ta généra-
trice du cône avec son axe de révolution
sont connus.

En utilisant des notations diflérentes
de celles de Descartes, mais faciles à rap-
procher de sa figure on remarque les pro-
priétés suivantes (figure 4).
La figure 4 représente en vue de face la
coupe par un plan passant par l'axe du
cône, de ce cônê (C) et du ptan (p) paral-
lèle à l'axe yy'. Deux sphères tangentes au
cône et au plan sont désignées par (Sp1)
et (Sp2). En vue par un observateur placé
à droite du cône, on voit l'hypelbole inteÊ

F guie 3

section du cône et du plan.
L'hyperbole a pour sommeis S l et S2 et elle
a pour foyers F1 ei F2. Ces foyers sont,
d'après le théorème de Dandêlin,les points
de tangence des sphères (Sp1) et (Sp2)
avec le plan (P). L'ensemble de ta figure 4
admet lH perpendiculaire à l'image de (p)
comme axe dê symékie.

Dans le plan de la figure 4 on a
S1K2=S1F2 et SjKl =S1Fj car ce sont des
tangentês issues d'un pointà un cercle, et,
par symétrie:
SrtÇ = SzFz et lKr =llÇ
Or 51Ç = SrKl + KrK2

S1F2 = S,S2 + S, F2
soit en retranchant membte à membre

0=KrKz-SrSz
d'oil KjK2 = S1S2 = 2a
En utilisant les symétries

IK1 =HS' =6
lsi = lK1 + KlSl

d'où lS1 = HSt + SrFr et lSr=c
Pylhagore nous dit âlors :

lH2=1s12-HS12 ou b2 -c2_a2
d'où lH = b oar a,b, c soni les paramèkes
de l'hyperbole.

IvA
I
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FlFigure 5

Figure 6

On a alors (figure 5) coscr = a/c ce qui
justifiê la construction de l'angle ûet de Ia
position de l'axe du cône par rapport au plan

(P) d' intersection (figure 6).
Cette construction est citée par J.

DUBOIS dans son étude de la corrêspon-
dance de Florimond de Bêaune.

[/lais Descartes ne justile pas en par-

ticulier la position de I'âxe qu'il donne.

Que veut faire Descaftes de cette hyper
bole?

llveut réalisgr une suface de révo-
lution engendrée par I'hyperbole dont le
plan, passant parl'axe de révolution, tourne
autour de celui-ci. L'axe est parallèle ou

confondu avec l'âxe de symétrie de I'hyper-
bole ne la traversant pas. Si I'axe dê révo-
lution est I'axe desymétrie de l'hyperbole la
surface est un hyperboloide de révolulion,
sinon lâ surface est plus compliquée.
Descârtes ne semble pas avoirbien distin-
gué ces deux cas.

L'hyperboloide (figure 7) est une suÊ
face du second degré.
Dans le cas dê figure I'hyperbolê méridienne
contenue dans le plan xoy a pour équation:

A"

F gùre 7

(x2 I a2) ' (Y2 I b2) - 1 = O

L' hyperbololTe a pour équation dans ce
cas:

(x2 I a2l + (22 I a2) - \y2 I b2) - 1 = o

Descartes livre "son plus grand
secret'( cf. article de J.DUBOIS ) dans sa
correspondance avec Ferrier.

ll n'a pas repris cette construction
dans la Dioptdque. Le but de cette construc_

tion était de trouver le profild'une lame incli_

née par rapport au plan méridien du solide
de révolution.

Ce secret en testera un, car aucune
explication ne le justifie.
llaurait pu utiliser les propriétés suivantes:

I Figure I
.t,Yt

Considérons la figure I qui est la
section de l'hyperbololide précédent par lê
plan xoz, doncsuivantson cercle de gorge,

coupons cet hyperboloÏde par Ie plan z = k
(k.a).

L'inclinaison de ce plan par râppoft au
plân méridien passant parson intersection
avec le cercle est e ; on a donc
sin e = k/4.

Lâ courbe d'intersection de I'hyper_

boloïde avec le plan est définie par:

I lx2 I a2) + (22 I a2\ - lyz I b2) - 1 = O

tz=k
Soit en projetant cette courbe sur

xoy parallèle à z = k on obtient:
(x2 I a2\ + lR I a2'1 - ly2 / b2)-1=O

soit:

lx2 | *\ - \y2 I b,) - [ 1- (k'zla'z) ] = 0
(x2 / *) - \y2 I b2) - (1-sin2 e) =0
(e I a2) - (y2 I b2) - (cos2 e) = 0

(x2 I az cos2 o) - (y2 I b2 cos2 e) - 1 =0

C'est une hyperbole déduite de la
génératrice ên multipliant les paramètres

de celle-ci par cos 0, d'ou la construction
figure 9.

\ T;1i
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L'angle du cône n'a pas été chanqé
mais le plan d'intersection a éié rapproché.
On pourrait donc obtenir I'hyperboloide en

faisant tourner aulour de son âxe de révo-
lution une lame inclinée de q sur le plan
méridien et taillée par la machine de Des-
cartes sans changer I'angle du cône mais
en rapprochant les plans de guidage du
cylindre QB de l'axede révolution du cône.
Et un plus grand secret serait utilisable,
secrei que Descartes ne connâissait sans
doute pas:

Sile plân de section de l'hypettroloiïe
est placé à distance k = a on a alors k/a :
1, et l'équation

\\2la2)+(k2Ia2)-(y2I b2) - I=o
devienti (x2 / a2\ - lyzl b2\ = O

ou encore: (x/a - y,/b ) (ra + y/b ) = 0
Equaiion de2droites en projection surxoy

v =r%x
L'hyperboloide est donc une su rlace

réglée qui pourrait être engendrée par un
outildroit dont letranchant est l'une de ces
droites. Voilà qui simplifierait la génération
de la roue concave.

Pour les roues convexes la surface
est plus compliquée; elle serait mieux décrite
par la méridienne ( figure 10 ).

ôô\*!)'.w
Figure 10

llen est de même sil'axe de révolution n'est
pas celuide l'hyperbolebien que la rouê soit
concave,

2 . De la technologie...:

Comment réalise-t-on une surlace

Descanes â envisagé sursa mâchine
les trois types d'outil que nous allons défi-
nir.lla hésité entre plusieurs choixet, après
ses échanges de lettres, avec FeÛier en paÊ
ticulier, il a décrit la machine représentéê
dans la Dioptrique et reproduitê en page4.

Outil de tome
L'arête de cet outil est une ligne dont

le déplacoment (figure 12 ) engendre la sur-
face àdéfinir, iciune arâe droite engendre
un cylindre de révolution. Pour engendrer
une surface ayant une hyperbole comme

méridienne, il suffit quê l'arête soit une
hyperbole. Cet outil qui demande une
grande puissance à la machine travaille
comme un bouteur ( bulldozer ).

Outil de génération
ll se déplace suivant la ligne géné-

raticê de la surface. Cêtte générataice se
déplace en mêmeiemps pour réaliser la sur-
face.

On obtient une surface approchée
car des sillons subsistent. Cet outiltravaille
à lafaÇon d'une charrue qui engendrerait la
surface du champ à labourer sillon après
sillon ( fioures 13 et 14). C'est un outilde ce
type que Dêscartesasjtué au contact de la
roue d de sa machine.

Outil meule

Fiqure 13
a
d

Ssct$ AA

€,-f
{

= Fffts dhfÊûhgê
= ocuit6 du üud'nnb
= détclsrEge

rE
IEI

a

A I'origine cet outil de révo-
lution était en pierre naturelle. Les
outils moderne sont composés
d'une multilude de petits grains,
outils agglomérés dans un liant
assez tendre. Ces grains usent la
surface à rectifjer, puis ils sont
arrachés de Ia meule après usure
et le liant est pulvérisé pou.
faire apparaître de nouveaux
grains. La meule a pour géné-
ratrice la ligne qu'elle use sur
la pièce à réaliser, et, elle se
déplace pourengendrer la suÊ
face cherchée ( figure'15).
Pendant ce iravâ,I la meule
change de géométrie, il faut
donc la régénérer. Pour cela

Figure 11 F qurc 12

Fgure l5
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on utillse un oLrt qur sul les rnach nes
modernes est un diamâni qu relait e pro_

i de cetle meule ( f gLrre T 6 ).

Rodage
Deux soldes sont en Trottement 'un

sur 'autre et une pâte abrasive est entrai
née entre les deux sufiaces qLrl s'usent et
prennent des formes comp érnentaires
C'esl cetle salulian détivée de lameule qui
est préconisée par Descarles sut sa
machine paur reclifier le verre. La roue d
dure enduite de pàle ebrasive taufie devanl
le verre à tatller. elle dait êlre Égénérée par
I'au|il situé à gauche du cyhndre QR qui
suil une hypebale.

La vérit'icatton du profil est faite à
I'aide des lames tatllées à la paftie dtoite de
la machine ( vairfigurcl) Cette lame estun
qabarit en t'arme d hyperbale ( lgurc 17 ).

La vitesse de loutil
E e nê PeLrt Pas être qleconqLie.

en parllcu er Lrne vitesse nll e cLr ,/c s ne Ce

zéro ne permet pas a coupe Donc une

surrace de révolL.rtlon au vo s iage Ce so.
axe n'est pas réaL sée car 1 n y a pas coupe
(f gurê i8 )d ou aformationduN,.téIor,,

Descaies y a pensé el il propase
une roue tournant autaur d un axe aftha
ganalà I'axe de ralatbn du verre à réaliser.

Surl'axe 2 ( figure 19 )la vilesse relaùve des
deux salides au cantact est la vlesse péri'
phéique de ]a meule ce quisupprtme le "
télon " ( la Dioprùque pages 148 e|149 ).

La géométtie de la rcue
Dans e cas de a fabrication de a sLrr

lace convexe d un verre (à doub e courbure)
â roue est concave. il n'y a pas de prob ème
paa(iculier car en coupe par e plan xoy
(sect on AA f gure 19 )les surfaces sont de
part et d autre de leul plan tangent comrnun

Dâns e cas de a sudace concave
d'un verre li gure 20) la roue est convexe et

i y a un problème car la section AA montre
que la roueau vo sinage du pointde conlact
dot être à 'ntéieul du cercle oscu ateur à

'hyperbole.
Descarles s'en est aperÇu et il a

danné une dircctive générale en dtsant l la
Diaptnque page 119 et 150) que la roLte

sal lelle que " sa clrcanférence ne passe
painl au dessus de la ligne 1 2. de la même
machine " sans autre Précisian.

La géométrie de Ia lame
La mach ne de Descartes doldécou

per des lames (Tigure 2T) dans sa pâde
clroile Pour le Ta re, louti que qu'i so t ne
peut couper que dans un sens de déplace_

menl. et Descartes a vLt qLle les anq es de

trava I ne seront pas b en respectés pré

con se usinage de la ame en deux phases

:!ec ietournenrent de I oul ! peul-être pour
que les ellorts soienl mieux d rgés (la Diop_

irque pages 147 et 148)

Le prccédé d obtention cle la roue
Descartes préconise tto s phasês

dans a fabr cat on de a roue d.

'Approche gross ère à la lime.
. Ul satlon d une des arnes précé-

dentes cornme oul pour arné iorer la suI_

face (outi de iorrne)
. Utiisaion de a padeqauche de la

machine (outi de génératonl pourfnrret
rectil er en permanence e prof de a loue.
ll pense a nsi affiner la surface or 'out de

lorme est plus régLr ier que l'outi de géné-

ration. I aurat été souhatable qu lag sse
en dernier. raa s dans ce cas lldevrail être

nc iné par rapport au plan horizontal mér'
d:en de a roue. el le proli de la ame devrâit
êlre ditiérent comrne noLrs 'avons vu dans
létude de a générat on d un hyperbo oide,

ROTATION D'»G YY

CHÀÀ,P DES VITESSES

.iIRLE D]AMNT

Figirrè l6

gure 17

/t\

-+-
Figure F gure 20
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mais la machine ne serait pas celle préco-
nisée par Descartes.

3. Beaucouo d'incertitudes...:

La qualité géométrique cles assemblages
Elle est toujours soumise à des

erreurs de réalisaiion qui peuvent êke
réduites par un travailde retouche très pré-
cis.

Les jeux ale tonctionnemènt
lls sont indispensables et doivent

être d'autant plus grands que ]es surfaces
seront moins précises (figure22), orcesjeux
rendent aléaloire la position desobjels gui-
dés. Parêxêmple le cylindre QR parrapport
à la règle KL ou bien l'axe du cône géné-
râteur par rapport au bâti ( figure 23).

L'usure des outils
L'usuredes outils et des paÉiesfrot-

tanles rendent les erreurs variables-

Les etforts
La tige KL dans son passage à tra-

vers Ie cylindre OR doit coulissêr comme un
tiroir dans sa glissière. Un risque sévère
d'arc-boutemeni existe dans ce déplace-
ment qui est incliné par rapporl à l'axe du
cylindre QB.

Dans la version proposée par Des-
cartes ( voir page 4 ) il yabeaucoupde
chance pour qu'elle ne marche pas de façon
satisfêisante,

On ne saii pas si elle a éié utilisée et
à notre connaissance aucun exemplaire
n'en a été relrouvé. Sicela avait été le cas
on âuraitpu expérimenter la machineen uli-
lisant les sources d'énergie de l'époque.
Descartes a peut être eu quelquês doutes
cardans une lettre écrite en 1638 à un cor-
respondant donl on pense que c'est Flori-
mond de Beaune il propose un autre pro-
édé qui utiliseraii une roue creuse enforme
d'auge à proiil hyperbolique el d'axe de
rotation vertical, dans laquelle une petite
roue supportanl le verre à taillêr tournerait
sur elle même en tournant autour de l'axe
de la grande roue,l'ensemble étant entraîné
par un train épicycloidal.

[Jne telle machine poserait de nou-

veaux problèmes. En particulier dans la
précision de tailiage des roues dentées, et
dans le rattrapagê de jeu des engrenages
quiseraii indispensablê. O

MOITIE 1

i lÿUtTlE 2

Vue èsrsde

F gure 21

À

oxe
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Florimond de Beaune (1601-16s2)
Correspondance scientif iq ue

Jacques DUBOIS. Tours

ous avons présenié bflève-
ment dans le nurnéro spécal Descaares de
P oi (Eté 1996) ceuvre scrent frque de Flo-
rirnond de Beaune. Nous nous proposons
ici de reven r p us en déta sur sa corres-
pondance avec René DescaTtes. [4eTSenne

et Roberva.

elcEielplgblèEq: Rappelons que la pre-
mière ligne esl telle que (1) 

:

AB = b donné

PC=s nomaêen Cà a

b éiant une conslante

PM

b+y=y
yx

C'est à dire y2 = xy + bx. C'esi une hyper-
bole, mais de Beaune ne le verra pas tout
de suite I ll veut trouver la tangente en
chaque point.

En fait, dans une première leitre à
I\,4ersenne du 25 septembre 1638(a, ilnous
apprend que Beaugrand a résolu le pro-
blème: cê demier donnerâ sa solution dâns
une missive coaire la géométriê de Des-
caries envoyée en 1640, mais comme iluti-
lise la méthodede Fermat pour la construc-
tion de la tangente, de Beaune, qui ignore
encore ce procédé, n'est pas saiisfait de la
réponse... ll indique simplemenl sa
rechêrche pâr la méthodê de Descartes
dâns un calcul concemant l'équation âux
coefficients indéterminés, à compare. à
I'équation de la courbe.

On apprend aussidans une leltre de
F. de Beaune du 16 octobre à Boberval (3)

que ce dernier a trouvé la solution, mais
n'a pas reconnu l'hypeabole, pas plus que
de Beaune.

Ce n'est qu'après une lettre de Des-
cartes du 11 octobre 1638 que Florimond,
détrompé, vas'en sortir I lvlâlheurêusêmênt
cette lettre du 11 octobre esl perdue : elle
était jointe à la lettre à Mersenne de la
même date (a), celle dont le début est très
célèbre, contenant le jugement de Des-
cartes slrr Galilée etson @uvte .'Jelrcuve
en généalqu'il philosophe beaucoup mieux
que le wlgairc ..- mais il me seûble qu'il
manque beaucoup en ce qu'il lait conti-
nuellement des digrcssions et ne s'aûête
point à expliquet tout àlait une matièrc ...'

Toujours est-ilque le 13 novembre,
de Bêaune est en mesure d'envoyerà I\,4er-

senne la démonstration prouvant que sa
première ligne est une hyperbole :

llveut montrer que sion a la rêlâtion
de définition de Iacourbe etque l'on fait pas-

ser par un point courant une certaine hyper-
bole, elle se confond avec la courbe ...

En réalité, utilisant la terminologie de
Descartes (qui est encore celle des coniques
d'Apollonius ! ) dans la résolution du pro-
blème de Pappus à 4 droiies présentée
dans la livre ll de la Géométrie, ;l propose
une hvpeùole dont les caractéristiques sont
tirèes de léquation y=+'+ b*+*' de
sa courbe, et la démonslratioh n'en-est pas

une ,,,

F. de Beaune sera plus rigoureux
dans ses Notes brèves, dont Descartes
accusera la réception le 20 iévrier 1639.
Dans l'observation seconde (5), de Beaune
commence pâtfaire remarquerque dâns le
cas "oùr ilnÿ a pas de m" dans l'équâtion des
coniques du problème de Pappus,la figure
de Descartes ne convientpas, et ilpropose
en exemple I'équation de sa 1ère ligne:

v2=rv+rh tu=l**

C'est une hypêrbole, annonce-t-il,
car le coefficientde x2 est posiiif. llnous dit
ensuite qu'il va construire I'hyperbole par
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points, puis il détermine ses caractéris-
tiques (sommets, "côté droit", "côté trâvêÊ
sant'...)

cêfte mise au point sera d'ailleurs
acceptée par Descartes en complémentde
sa Géométrie, à condition dy changer un
point de détail concernant l'axe de l'hyper-
bole.

Un peu plus loin dâns les Notes
brèves, sur 'l'invention pour trouver les
contingentes des ligaes courbes", de
Beaune reprênd le même exemple de sa
première ligne, mais cefte fois construit la
tangente (6). ll commence par rêprocher à
Descartes de n'avoir donné que dês
exemples convenant pour l'optique, en vue
de la construction des "veûês brûlants".
c'est à dire des lentilles...

Puis ilcoupe lacourbe y2 = ry + xb
d abord par unedroite, comme Fermat, pour
trouver la tangente. L'ennu; est qu'il ne
donne pas de figure ! Ensuite, il compare
avec la méihode de Descartes, quiestplus
longue, pourtrouver la normale en coupant
la courbe par un cercle.

J'ai déjà dit combien ces Notes
brèves avaient été appréciées par Des-
cartes pour complétersa Géométrie: elles
seront d'ailleurs annexées aux éditions
latines de cette Géométrie, ên 1 649 et 1 659.

Deuxième problème: Rappelons son
énoncé :

XZ est la normale en X
GX la tangenle
AB = b donné

On suppose que la courbe passe par A.

BGAYZ

on veutque #=ÿr}7
Connaissant une propriété de la tan-

gente en chaque poini (en realité icilasous-
normale), on veut trouver l'équation de la
courbe,

Nous avons montré qu'en notation
moderne on arrivait à :

D'où y=x-b+be_xt

Remarquons que dans les ouvrages
actuels proposani le problème de F. de
Beaunê, on trouve l'énoncé suivant donné
en juin 1645 par Descartes (mais ce n'est
pas celuidonné par de Beaune... ) :

sous normale

YZ _b
x-y

-.dx
"dv

x

dy =* y
dxb

"Efant danné une longueur de réfé-
rence. N. menons deux llgnes droiles iûfi-
nies. GD el FE. qut se caupent aLl point A,
selon un angle EAD de 15 degés ; on
demande lafaçan de décnre la ligne courbe
ABA, ble que. si d'un point quelconque
pris sur cette caurbe on mène la tangenle

et l'odonnée pat ftppotl au diamètrc
GD (de quelque laQon qu'on n1ène

ici, àpaftîdu point B,latangente BL
et l'otdonnée BC), le rupport entre
celte odonnée BC et CL, segment du
diamètre intercepté entre cette odon-
née et la tangente, soit constamment
égal au rapport du segment donné N
àBI, segnent de l'odannée abaissée
de Ia courbe sur Ia droite FE."

BC=N
CL BI

BC=y
AC=rC

CL =l sous-tangentel= yS
v _ N _- dy_ ru

vdl-Y-x - dx-Y-x
'dy
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Cest bien a même équation avec
des axes permutés,

On sa t que irl de BeaLrne a vou u
utiiser a méthode drrecte des tangentes
pour résoudre un problème nverse et qu I

n a pas aboui...
OLrani à â soluiion de Descartes

ele a donné ieu à de nombreuxcommen-
tâires et reste encorê à lafois géniale el mys-
lérieuse,

" La leftre dans laquelle Descaies
communique à de Beaune ses idées sur
cetle queslion d'un nouveau genre, qu'tl
regardecamme I'inveÉede sa èg\e des tan-
gentes nous paaît méitetde f)gurctcamme
|'un des dacuments les plus impolanls dans
1'hisloire des naùveaLtx calculs " éct I
Chas es dans son Apergu h storique :. ' //
serail curieux que lanalyse par laquell-ê
Descaies pervint à cette salulian nous fut
connue : mais on n'en lrcuve aucune tlace
dars ses /ellres ' remarquê cependant Mon-
tuc a... â

Bappe ons que par un changernent
d'axe (1), Descartes ramène l'équation pré-

cédenie à :

dx' b \E
-/= i

' = -br5 Lôs -L a\iec Log = log,

BR=x

BD =y'

, = l'6 r"g a
I

raou rangenre «ll = y'd= bû est constat
{lv'

En realité, dans salettreàdê Beaunedu 20
iévrier 1639 (s) , ilfait la démonshation sui-
vante :

Ayant divisé AB = b en m parties
égales et ayant pris une ordonnée quel-
conque PV quien contient n, ilenvisage la
suivante BX qui en conl'ent n - 1.

MR \II
RX ID

r! - !L-. ."n

b \T= br-+o
ra,o -

n-1L, ln-l)o b no-o+Æ" 

-- 

=-etm mJ2 m ,/2

5p=- Éb *

bfi= (n 1)o + n' ir)

b!2+t
t1) - PR=

(2) Jo(n 1) =b\2 ne

b '12 - x

b1E

b.iz-ne

b.rr- "

bV2

GZ,{ Y
ZV\" et GXM , tângentes à Ia

courbe e! V et X ; ellcs se coutent

Pv= 4 Rx= 11 b

NP NF b1D br- ê

ID nb FD
i

-pp-L-
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PR est donc compris entre b*, et:1:

de sorte que a b est compris enlrelel !-

(il remplâce les abscissês x et les intêÊ
valles 

^x 
suivant l'asymptote par les verti

cales ACI et les intervalles oB pour suppri-
merlesi2)-

Puis il écril : Aa( -

s
i=n+1

Exemples :

Sim=8
i=8
ÿ b.nn<

ha La al a hal
7 E 61

I"Ê
h.,4.o.. I h

sb
pv=3h

4

0,268 b 0309b

De même sim = 16 n = 12

L+ L+I+ L< qa < L+l + L+i
13 1.1 li 16 13 11 15 16

0,298 b4,277 b

En augmentantà l'infinile nombrê m,
on resserre A0 entre deux sommes et on
obtient une très bonne valeur approchée.

Puisque Aû est une ionction Ioga-
rithmique, cela revient à écrire, nous dit
PaulTannêry {10) :

ea=bLogL=bLos!q
L+ L+ +1<t.pa< L+ L+ + -L

Reste à savok comment Descartes
à trouvé cette fonction logâdthmiquê !

En effet, ayant PV (par exemple ; b)
etAo, on a le point V et on peut constririrê
mécaniouement la courbe, dit Descartes. ll
va effectivement maintenant proposer une
construclion mécanique avec les mouve-
ments de deux règles : l'une quise meul de
AH vers BR (c'esl y' qui varie) à vitesse
constante (v = -1 par exemple, puisque y'
diminue), i'autre quidescend de BA paral-
lèlement à RH (c'est ici x' qui varie) ave6 au
départ la mêmevitesse que l'autre règle, et
si elle a un degré dê vitesse ên commen-
çanl, elle en a 8 lorsque la première règle
a Darcouru U . / { lorsoue ia oremiere a' ÀR I 6 ',parcouru ;, etc ...

Pour la règle quise meut de AH vers
BB d'un mouvemeni uniforme :

t=b_v'

7b 6b 5b 4b 3b 2b

1dt

= jl- = r,t «"

1t:0 - =1 Ko=1

1 ,lr=_ = -: + 1

n,,' ",_ tal dl = .lv, -> - :r = l a+I

riv' v'->-__=- x =_bLosa

C'est l'équâtion de la courbe de de
Beaune(ài2près...).

Comme chez Néper, x', c'est à dire
AC[, croîi pendant que y' décroît.

Cela prouve que Doscartes a sûre-
ment aperçu lafonction logarithmique {bien
qu'iln'écdvê pas le mot logarithme... ) entre
x'ou Ac[ et y'= PV (les deux traités de
Néper datent de 1614 et 1619).

C'est une courbe mécânique (autre-
ment dit transcendânte), s'exclame Des-
cartes, et ce n'est pas étonnant que mes
autres méthodes de calcul nê conviennent
pas !

On est tout naturellement conduit à
comparer ce calculà celuide Ia méthode de
Néper pour introduirê les logarithmes.

A I rB

1

0 -q 2u 3u 1L i! !L ........

888888

1 q ! q Lg _1765432

1 L L ! 1-t 2888888

t=L 7 7 L=«L *,8v888

Bc=v

Hi="H
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';f =v

t= 0 k=Logyo=Logvo

- PouI i:x = vot t=1

ï =-u. Loty--t+k Loc = lo8.

Logy=-t+Logvo J log-Jl- = -1

Lo. f=- _i_

Pour le probtèmÊ de de Beaune on a touvé : -*Ë =

*= ol î= +'+x=blogJ-
Le logarithme défini par Néper est: x = vo Log i =r"a*". v

Los l-=-l

c et i pârtent simu,tanément de A et H avec
la même vitesse initiale vo respectivement
vers B et F.

Pourc: v=y à chaque instant et pour

i : mouvement uniforme.

gente WC étant menée jusqu'à l'axe, XC soît
toujouts égal à une même constante a.
Alors XW ou w [est] à xC ou a, comme cltA/

à dx : donc si dx (qui pêut ête ptis à volonté)
est pris constant, soit toujourc le même,

c'est-à-dire b, ou si les
x mêmes ou AX crois-
senl uniformémenL W
seret HE egat a how
, et ces W mêmes
seront otdonnés pat
les dW tûêmes, leuts
accrcissements, êoît
les différences, pro'
portionnels, ce qui est
si les x sont Ia pro-
g ressio n â tith û étiq ue,

les w setunt Ia prc-
gtession géomé-
tique, ou si les w sont
des nombrcs, les x

setunt lês loga thmes: donc h ligne Vt'lW eêt
logarithmique.'Remarque:

2^t 3^y

Bc2=Bc1 - c1c2

qc2=vr^t=Bcl^t

Bc?=Bc1 (1-Àt)

Bcr=Bcu-ocr

= Bcr (1-^t),

Les distances Bc sont en progression géo-
métriquo décroissante, alors que les dis-
tances parcourues par i sont en progression
arithmétique.

Finalement, la solution différentielle
sêra donnée par Leiboiz dans le célèbre
texte des Acta Eruditorum de 1684 :

dw=dy' XIv=$--Y'
La sous-tanSente XC = a = con§iante

-L = -4§

(au signe près--.)

dx

w (etnorq - 3

Si AB=a x=0

Lgâ-t a x=Logw Ioe a

d6, !:g =.1 a*
dxa

bgw= 1 x+k

Leibnlz G. Oeuvre concemant
ie calcu inf initésimal. Traduit

parJeân Pay.oux

" !J-p!a!l-dZie!lÊ!etJ!e!-dbppeD4@
la solution du Ptoblème ou'a prcoosé de
Beaune (NlV). oue Descartes tenta mais
ne réêolut oas. au Tome 3 des Lettres- Trou-
ver la ligne WW de telle nature que la tan-

(ona perdüresisne-...) F=,* a
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Que conclure ? Peut-on dire avec
Gaston lvlilhaud (11) que Descartos, s'il en
avait eu le temps, étaii toui prêl à entre-
prendre des recherches sur les sé es infi-
n:es, vu la ,acilité avec laquelle il les âvaii
iniroduites, ou au contraire avec Vincent
Jullien (12) ,reprenant Vuillemin et Belaval,
que Descartes ne veut pas s'engager plus
dans les régressions à l'infin:dont le résul-
tat ne peut être comp s par lês hommes :

auljemenldit, 'cette ligne est du nombre de
ce es que j'ai rejetées de ma Géométrie'
affirme Descartes, car il ne veut pas tom-
ber dans le piège des séries infinies et des
limites...

Dans un précédent aniclê o) Iécrivais
que lâ dioptrique, préoccupation p ncipale
de Descartes depuis 1626, allail aussi
constituer à partir de 1638 un important
sujêt d'échanges épistolaires avec Flori-
mond de Beâunê. Depui§, jhimontré (13)que

Descâdes seul, partant de Képler, avait
trouvé que toutes les coniques convenaient
comme anaclastique. c'êst-à-dire la coupe
d'un dioptre transformant un faisceau de
lumière cylindrique en faisceau convergeant
sur l'axê, même s'il avait eu besoin de
Beeckman pour lui rafraîchir la mémoire
concernant l'hyperbole...

Rappelons que dans toute hypêr-
bolê, sid'un point quelconque de lacourbê
on mène les droites suivantes : la parallèle
à l'axe, la droite quijoint le foyer extérieur,
la perpendiculaire à la tangente, on définit
deux angles dont le rapport des sinus est
constant quelque soit le point.

§!!I = consrarte = 
dr,sJânce dls solllaçtr 

=drstatrce des toyers

C'est cette relation géométrique qui
a dû suggérerà Descartes la fameuse loide
la refrâction H = indice de réfraction qu
deuxième milieu par rappon au premier (l
sil'on passê d'un milieu plus reiringentdaiis
un milieu moins réfringent).

En effet, si les directions préoédentes
(parallèle à l'axe de l'hyperbole et droite ioi-
gnant le foyer extérieur) représentênt celles
de tayons lumineux traversant un dioptre
donl la méridienne êst l'hyperbole, ilsufiira
que e = l'indice du milieu pour que toul
rayon parallèle à l'axe se réfracle vers le
loyer I

Et ceci êst valable pour toutes lês
coniques. Par conséquent si I'on veut réa-
liser une lentille stigfiâtique pour un point
objet à l'infinisur l'axe, ilsuffitde taillerune
face suivant un hyperboloide (ou un ellip-
soidê) dont la coupe est la courbe précé-
dente, l'autre face étant plane ou sphérique.

Enfin, pour les cas du stigmatisme
entre deux points quelconques, un point
objet sur l'axe à disiance finie donnant un
point image, Descartes a inventé les ovales,
qui sonl les anaclasliques réalisant exac-
tement ce stigmatisme.

ll commence par cheacher une
courbe telle que, en coordonnées bipo-
laires, les deux tâyons vecteurs fassent
avec Ia normale en chaque point de la
courbê deux angles dont Ies sinus sont
dans un rappofi donné. C'est donc encore
ici vouloir résoudre un "problème inverse des
tangentês". C'est à ce propos qu'ilva ima-
giner sa méthode de recherche des tan-
gentes, ou plutôtdes nornales, en coupant
la courbe par un cercle, la courbe étant
définie dans laGéométrie (14) de la façon sui-
vante :

AM P (

CP = s, normale en C à la courbê
PQIFC
PN -L CG

ig-I
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2 Note de Y.Lemaître. Le
.lêssin de Descârtes ne

tient pas compie des

épaisseurc des pièces

La courbe est telle que :

CF.FA,d
CA GC_E

CE- c =dbCCC

llâ oresentation est dilféÊ
ienle pour la construction
des oÿales)

-> e CF +d CG = db + ec= constante
err +drâ=constante

C'est équation du 1er ovale de Descades.

Posons FC=AF+Z N44=y PA=v

CC=G.\ rz C\l=rx
d

En coupant a courbe par le cerc e

x2=s2-v2+2vy-y2

et en cherchant la rac ne doub e. on obtient:

.' = np = bed l,.d. + brlizt celz
bde + cdr + drz clz

Puis i monlre. à aide de triangles
sernb ables, quê pour tout trajet partanl de
F et aboulissant en G, on a :

!Q=a =.nn",.,n,. \r,.!Q= 'in L

P\ c PN \rnr

Lovale a la mêr.e proprété géomé-

trique que les coniques.
Donc e rayon umineux FCdeventCG par

réfraclion

Comment Descartes a't-i élé amené
à écrire eri + dr, = constante ? Sans douie
en généralsanl escas rr + 12 = constante,
cest-à-dire es éqLrations des coniques...
Notons déjà qu au po nt de vue ul isal on
pratque.la réalisaton de tes djoptres ova es
présenie de sérleuses diti cultés, quoique

Descartes d abord (r5r pu s d autres Lrôr.

aienl décrit des dispositlfs pourconstru re les

ova es en conllnu.

Finalemeni, ce sont les suriaces
hyperboLques qui auronl sa faveur car, d t-
I après es p anes et les sphérques. ce sont

es plus faciles à réa lser, et en outre
montre que étant Tno ns courbées que es

e lptiques. e les réa rsent nrieux le stigma-
tisme approché pour des points vo sins de

laxe. cest-à-d re aplanét sme. Je rappe lê
que n est rigoureusement aplanétique que

le d optre sphér que pour les po nts de

Weierstrass, salisfaisant à la condition des

sinus {condition dAbbe). Notammênt le

dioptre ovale, même s'il réalise Iê sligma-
lisme parfait pour un couple de points (les

foyers...), n'est pas aplanétiqLre pour ce

couple.

llestvraique l'on n'avait pas encore
songé à diaphragmer convenablement, à
combiner les lentilles, les substances lrans-
parentes et les courbures de laces pour
diminuer les aberratlons géométriques.
Quant aux aberraiions chromatiques, autre-
ment importantes, Descarles n'en parle pasl

Reprenons donc Ia démarche histo-
rique de Descartes pour faire réaliser des
verres fiypeôoliques. Ily a d'abord en '1629

la correspondance avec Ferrier, un habile
artisan quis'y connaissait, en outre, assez
en malhématiques et physique ettravaillait
avec I\,4ydorge. Voici les prernières
recherches,

Dans une lettre à Ferri$du I octobre
1629 (r4, Descaries lui rappelle le principe

dês deux machines qu'il lui a précédem_

ment décrites.

Une pièce CD toume autourd'un axe
AB, engendrant un cône droil d'axe AB. Si
I'on coupe par un plan EFparallèle àAB, on

obtient une hyperbole. On peut donc :

- soil avoir la pièce CD mobile à travers AB
mais solidaire d'un cylindre EF se déplaçant
entre deux planches parallèles HG et lK et
portant à ses exlrémités un outil pourtailler
le verre-
- soit astreindre l'ouiilCD à être solidairede
AB, mais pouvant limer des lames d'acier
trempé NM qui serviront de gabarit pour
tailler des meules à polir le verre. On note
déjà une efieur de dessin : avec I'inclinai-
son donnée à CD,la partie laillée PNO doit
êtte convexe et non concave ...2

La meule en pierre Q taille un verre
R solidaire d'un tour S qui tourne égale-
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H

I

ment afin que le centre du verre soit atta-
qué autant que ses extrémités...

La Iame NIV doit rester au coniàct de lâ
meule pendant que celle-ci travaille, afin
de la reclifier si nécessaire.
Là encore, ily a une erreur de représenta-
tion : la roueestfigurée successivement en
vue de face et vue de dessus, alors que la
larne NM reste dans iê même plan I 3

Ferrier va répondre dans une leltre
du 26 octobre 1629 (13), en notant qu'en
changeant linclinaison de la pjèce CD on
peut tailler soit des lames concaves, soit des
lames convêxes, el il rectifie l'erreur de
rcprésentation de Descartes. Puis ilsuggère
de remplacerla lime CD par une pierre alin
definird'aiguiser les lames, mais au risque
de ne pas conserver la bonne inclinaison...
En outre, la roue Q pourrait être en métal :

elle s'userait moins. a

Enfin Ferrier demande à Descaries
comment dessiner l'hyperbole méridjenne
du vêûe à tailler à partir de l'étude expéri-
mentale de la réfraction de la lumière dans
un échantillon triangulaire : I\,,lydorge sait tra-
cercette ligne, mais est méprisant vis-à-vis
de Ferrier, alors que DescaÉes l'apprécie à
sa juste valeur IJ'aid'ailjeurs déjà dit (r3)que

la concurrence pour la taille des verres,
mais aussi pour l'énoncé exact de la loide
la réfraction n'éta;l pas, alors, entre Snellet
Descartes, comme on continue à lécrire,
mais entre ce dernier et [Iydorgê, ei Des-
cartes veut absolu ment qarder lê secrel sur
ses recherches...

fuOi-=lY"I tEP
'@æFI -TI- o. l.ts-'-t

Il répondra le 13 novembre à Ferrier
(1s) en donnânt de son dispositif une réali-
sation conctète.

À,,lais ilsetrompe encore unefois sur
le résultat à obtênir : Ia pelite mâchine ne
taillera pas des lames concaves comme il
le préiend, mais des lames convexes.

3 Le diarnètre de a roue ne do! pas excéder une
certarne lmrte (Descartes ne préclse pas : pour â

4 : Une roue en p erre îrassive fe conv enl pas
laut de abras f enùe elle et e verre D'aulre part
.êLJô.0-ê .-ê.o.orsdé."b"rê.r,à êîe.o.r q ,

devral a! contraire user a roue pour uigarder son
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llexplique ensuile à Ferrier comment exploiter l'étude expérimentale de la

réfraction dans Ie verre.
Ayant relevé l'emplacement du triangle de verre HGF et le traiet DA de la

lumière, on peut détêminer lesfoyers êt le sommet de l'hyperbole anaclastique,

tangente ên D à GF, qui engendrera le dioptre faisant converger le rayon lumi-

neux lD au foyer A.

CK=CD
AL=AD
BL=BK

5 ÉK

FDC = ADF > C et A sont les foyerc de l'hyperbole tangente en D à GF.

BA- BC = (LA - LB) - ( CK - BK) = LA - CK- LB + BK =
LA-CK=AD-CD=2a
-> B est sur l'hyperbole et sur l'axe : c'est le sommet

CLH
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J'âi d'âillèurs noté à Ia suite de P.
Costabel, dâns une autre étude (13), que si
Descartes caractérise la rélrâction par
ÀB = !:LL et non pas par n = I = ++Èc-r t --- "--"-' a siri

BO=BN

llsutfit de lracer un cerce de diamètre
AC et d élever du sommet B la pelpendi-
culaire. coupant en H le cerc e; BGH = o
est lang e demandé.
A et C : ioyers de lhyperbo e

c'est qu'ilne veut pas divulguer cette loi : il
saitque Claude Mydorgeen esl arrivé à peu
près au même poinl que lui !

Pujs il explique la construciion par
points de l'hyperbole : (fiqurê cidessus)

AT=ÀO=AV
CT=CN=Cÿ

AT=AO=AB+BO

CT-CI{=CB+BN
AI- CT=AB - CB+ BO - BN =AB - CB =
2 a -> T est un poinl dê I'hyperbole, de
même pour V.

Ayant pris deux points quelconques
O el N symétriques par rapport à B, il suf-
fit dê taacer les cercles dg rayons CN et AO
pour obtênir dês points de I'hyperbolê.

Enlin il dévoile "son plus grand
secrel' : commênt trouver l'inclinaison de
l'outil CD, connaissant les caractéristiqueê
de l'hyperboloide à réaliser.

Pour une coniquê section du cônê pârallè-
lement à I'axe :

exentricitée= L
cos(,

Dans le triang e :

"n...=BG=a=lHGCE

5 C 83 G
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5 Une étude plus préclse esl
nécessâire pour déternriner

la torme et l'incl;nâison de la
lame âfin que son ângle de

coupe soit suflisant (voir
anicle de Y.LemalTre)

ll aborde en outre à partir de cette
fqure un problème délicât : ;l ne faui pas que
les lames NM attaquent horizontalement Ia
rcue 'toutes drcites sut Q', mais "couchées
comme le fer d'un rabot", pour bien entailler
la pierre et ceci nécessite de calculer une
nouvêlle inclinâison dê la pièce CD pour
fabriquer lâ lame N[,'1...5

On ne sait pas ce quê Feûier aurâ tiré

dans l'art c e de Y. Lenraîire).

Descarles commence par reprendre
le d spostl à pinnules avec le trangle de
verre pour TnesL]ler I ndicê de rélract on 121]

. BP étant a face de sorl e de la
umière qu se rélracte en Bl, établit ainsi
es caraclérstques de hyperboe ana-
clastique:

^,
BO=BH

NP = PT -> PB bisSeclrice de NBI

-> H et I sonl les 2 foyers dê I'hyperbole tan-
genteenBàBP.

Hl =2C Ol=Bl -BO=Bl - BH =2a
Hl=È=q=§ior rffôn.iére.lethlnelhôler()l 2a â sini ' '

de tous ces conseils, mais
aussi de son jugement et
de son bon sens pralique,
qui paraissenl assez
qrands : il semble qu'il soit
arrivé à taillêr une
lentille, mais une seule, et
du resie Descartes dans
Ia teiire à Gotius (ro) du 2
février 1 632 avoue n'avoir

iamais fait d'expérience
pour vérifier la loi des
sinus, sinon celle d'obte-
nir cette lentille hyperbo-
lique (taillée par Ferrier)
qui, calculée suivant cette
loi, concentrait convena-
blement la lumière. Ferrier
n'arrivera pas à fabriquer d'autres lentilles,
non plus que I'arlisan dAnvers indiqué plus
tard parConstaniin Huyqens. Sibien qu'en
1638, Descartes n'aura plus confiance qu'en
Florimond de Beaune pour reprendre la
taille, comme nous l'avons montré dans
d'âutrês études (1)

Auparavant, ilavait publié en 1637|a
Dioptrique avec des modèles très détaillés
où il corrigeait en partiê ses premières
erreurs (voir aussi l'étude criiique dê ces
machines àtailler les verres hyperboliques

a.(

lVll=ô =2a
HD=DM
Hl =2c

HIV = Hl - N,4l= 2c - 2a

HD=HM=c-a -> Destlesommei
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Puis il explique, comme dans la lettre
à Fer.ier du 13 Novembre 1629 (voir plus
hâut),la rêcherche de I'angledu cône décrit
par une pièce faisanl partie de la machine
suivante :

C'esl ce dispositif qui va vraisem-
blablement servirde point de départ à Flo-
rimond de Beaune pour construire sa prop.e
machine. Rappelons que Descartes luiécrit
à la fin de l'année 1638 {a) :

"ABKLM n'est qu'une seule pièce qui se
meuttoute entière sur les pôles 1, 2"- KLM
décritun cône desommet3 ead'âxêAB. La
pièce ZY est guidée dans un plan parallèle
àAB et les extrémités 6,7 et 8,9 décrivent
dans ce plan des hyperboles, sections du
cône précédeni....

" Vous êtes vé tablement I'homme que j'ai
souhaité en ma Dioptique, pour Ie mettre
en exécution ; ou plutôt vous en êtes plue
capable que ie n'eusse osé souhaiter-"
Puis il envisage des variantes proposées par
de Beaune :
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que j'ai publié en 1996 (25) :

Si dê Beaunê annoncê le 18 juin
1639 que sa machine à faire les lunettes
hypeÈoliquês êst parachevée, nous appre-
nons le 11 mars 1640 qu'ila eu un accident.
Descartes à lvlersenne €6) | "je suis navré
de I'accident qui est arrivé à M. de Beaune,
mais je ne m'étonne pas de ce qu'il n'est

int encare venu à

La pièce ABKLN4 est
mise en mouvement par deux
anses reliant les cubes Z et Y.

Le verre à tailler est
placé sur un planétaire D ayant
deux mouvemênts: I'un aulour
dê son axe. l'autre autour d'une
meule fixe ABC ayant laforme

cat je sais qu'elle est
ttès difficile'. Le let"
emain, il écrit à

tin Huygens
127) | 'Au reste Mer-
senne, m'a mandé que
le Conseiller de Blois
qui avait eûtepris les
lunettes, et qui est
sans doute le plus

bolique.
[â discussion dê cês dispositifs se

trouvê dans l'article de Y.Lemaîtrê.

J'aisignalé (1)deux auires lettres dê
Descartes sur le même sujet. De fait, Dês-
cartes écrit le I février 1639 à Mersenne (æ):

'Pour Ia machine, j'aiconseilé à M.
de Beaune de la faire tout autrement que je
ne l'ai décrite, à cause qu'en écivant on doit
pincipalenent, ce tte sefible avoir soin
de fairc entendrc la chose, et en pfttiquant
d'y cherchet des lacilités qui ne peuvent ou

d'!ne slrJace de révo ul on à proli hyper-

ne doivent point toutes êtrc
décites..-

capable de tous ceux qui s'en 6ont mêlés,
§'est fott blessé à une main en y travaillant,
en sorte qu'il ne pouna continuer de long-
temps ; ce qui signifie, ce me semble, en
Iangue fÉnçaise, qu'il n'en a pu venir à
bout. Vous pensez peutétre que j'en sois
ttiste ? et je vous jurc que tout au conttaire
je veux tirct de k vanité de ce que la main
des meilleurs ouvriers ne peut atteindrc oil
mon Eisonnement est parvenu."

Descartes fait preuve ici de beau-
coup de suffisance et de cynisme, c'est le
moins qu'on puissedire I llva mêmejusqu'à
écrire le 31 décembre @) : 'le pie Diëu pout
les âmes de M. Dounot et de BeaugÊnd.
Mais poù Monsieû de Beaune, je pie Dieu
qu'il le consetue ; cat puisque vous n'avez
pas de nouvelles de sa mort, je ne la veux
pas croire, ni m'en attistet avant le temps
: et je le regrctterais extrêmement, car je Ie
tiens pout un des meilleur, esprits qui soient
au fionde". En téalilé Florimond de Beaune
suryécutà Descârtes êt ne mourutque Ie 18
août 1652, 2 ans après lui...

ll continuera quand même à tailler
des vêrres câr Descartes écrit Ie 21 janvier
1641 læ) | 'Je vous pùe d'assurcr M. De
Beaune qrE je n'ai aucune espéGnce en ses
veffes concaves et convexes. si je fæse allé
en Franco I'été passé, (ûmme je le pensais,
il eut été I'un des prcmieÆ que j'eusse été
voir : car j'eusse pris mon chemin pat Blois
tout exprès et peut-être que nous eussions
pu deviset ensemble à quelque moyen pout
les hypeboliques plutôt en les rcndant

Le 20 février, s'adressant directe-
ment à de Beaune, il lui éctil124) : tJe n'ai
tien à die touchant ce que vous trouvez bon
de changet en la machine pour les lunettes,
car c'est chose dont vous pouvez miêux
juger que mol Mais pour ce qui est de com-
mencer pat les lunettes à puce, je crains
qu'elles ne fassent pas voir si clairement luü-
lite de la figure hypebolique, comme les
lunettes dê longue vue ; car vous savez
que poü les veffes qu'on met ptuche de
l'oeil, il n'impofte pas tant que leû ligure soit
exacte',

Puis il lui conseille de commencer
par une machine capable de tailler des
venes de4à5 pouces dediamètre pourdes
lunettês de 2 à 3 pieds de longueur.
Terminons l'étude de cette correspondance
scientifique par un extrait de la biographie
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convexes des deux côtés; ûais de faie un
cbncave etconvexe, c'est une chose qui me
sembl e trop difficile...'

En fait Descartês va enfin rencontrer
dê Beâune en '1644. On lit dans la Vie de
Àr. Descartes de Baillet le résumé d'une
lettre à labbé Picot (30) : 'M. Descartes par-
tit dès le lendemain, Ie 12 jui et pour
Otléans, et de là il descendit à Blois chez
M. De Beaune, Conseilletau Pésidial, qui
avait coilposé su sa Géométie les excel-
lentes Notes dont nous avons eu lbcca-
sion de parler ailleurs. ll ttouva cet afii
assez incommodé par la goutte. Son mal
était assez grand pour lui interdire les lonc-
Iions de dehors ; mais il n'était pas suffisant
pout lui ôtet I'usage cle Ia Philosophie et des
Mathématiques dans sa chanbrc. ll n'avait
pas encorc abandonné le travail des lunettes
et il en montra quelques une6 à M. Des-
cartes dont les venes étaient sphéiques
(peut-être Bai et veut-il dirc convexes...) et
qui se trouvaient assez bonnes".

Mais nous ne retrouverons plus trace
de Florimond de Beaune dans la corres-
pondance de Descartes à partir de cette
date. Tout ce que l'on sait, c'est que sa
santé se dégradait de plus en plus et il dut
même se faire amputer. ll cessa bientôt
tout travail, sa vue s'en allait et il devint

(Cr)

presque aveugle. Enfin la mort vint meftre
un terme à ses maux le 1 I août 1 652. ll avait
51 ans.

Que sont devenues ses archives ? Si
Piêûe Câstabel a retrouvé en 1963 un traité
de l'Anqle Solide siqné de Beaune (3r) dans
les manuscaits de Roberval, sa Dioptrique
et son traité de l\4écânique semblent défi-
nitivement perdus. ll avait aussi composé un
t.aité d'Algèbre quisera imprimé en même
temps que l'édition latine de la Géoméirie
de Descartes en 1659. Dom Liron écrit en
i719 qu'une copie du traité de l'Analyse
demeuraitdans lafamillê de Àr. De Beaune
à Blois : il devait donc peut-être exister à
cette époque des descendants de Flori-
mond à Blois. Lambron de Lignim prétend
enfin qu'une branche de la famille y sub-
sistait encore peu de temps avant Ia Révo-
lulion.

Ouant à René Descartes, vit-il ênfin
un jour aboutir sa tenlative ? On sait qu'il
refusa que Désargues demandeà Richelieu
de fake construke une grande manufac-
ture pour installer les machines de taille
des verres hyperboliques, prétextant "qu'au-
cun artisan nê comprêndrâit sa scieôcê qui
est grande'et ne pouûait réaliserson pro-
jet: peut-être que, inconsciemment ou non,
il doutait un peu qu'il soit réalisable. tr

Un oetit bout d'allumaths
Avec trois cercles ale même rayon,
ayant un point commun,
Ouelle mathématique
peut-on fairê ?

(cz)

(cg)

Envoyez-nous vos propositions et lisez le prochain Plot
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'1975.
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Grandeur et mesure :
la place des formules et l'exemple de volume

CIaude Janvier - Montréal

et article exâmine a olâce Progressivement cette idée de rai
sonner les fotmules a pris forme et a élé
explicitée en trois points:

a) s'appuyer sur une formule de
base pour déduirê la formule de chaque
classe de solides,

b) reconnaître la classe de solides
à laquelle s'applique une lomule particulière,

c) reconnaître les éléments de la
formule dans la représentation spatiale du
solide dans le but d'effectuer les bonnes
opérations.

Ce principe général pour aborder la
notion devolume est apparu comme absent
des préoccupations des ênseignants et des
programmes. On retrouveta donc en fili-
grane tout au long de rnon exposé le leit-
moliv : fiais oir sont les lormules ?

On comprendra que l'approche
retenue tout en faisant raisonner les fot-
mules vise, entre autres, à réduire le
nombre de formules à mémo ser. ll remet
donc en question la pratique quiconsiste à
iournir aux élèves de longues listes de for-
mules avec I'intention ambiguë qu'ils les
mémodsent, Ies quêstionnaires d'examen
rappelant souvent les formules à savoir I

Mêmesilevolume peut être consi-
dérécommeune grandeur, iln'âiamaisété
aléfini comme granalêur dans la séquênce
que j'ai élaborée.
Enfait, c'est en classe de didactique que la
notion de grandeur a fait l'objet d'une ana-
lysefine non pas pour l'iniroduire aux élèves,
mais plutôt pouren examiner la richesse et
la complexité afin de planifieret de réaliser
un apprentissage rationnel et efficace.

un brel retour historioue

ll n'êst pas facile de proposer une
délinition de la notion de grandeur tant la
nolion a évolué au cours des siècles. llest
bien connu que les crecs ont été profon-
dément bouleversés devant l'impossibilité
d'ex primer la longueurde la diagonale d'un
carré comme le rapport de deux entiers. ll
esi par conire moins bien connu (Fréchet,

Cet article patu dans
le bulle n de IAMQ -oct

97- esf le résultatd une

réflexion amarcée par
I auteur dans un caurc
de dtdectique pésenté
à I'Université du Qué-
bec à Montréel et à

des formules dans e développemenl des
concepts de grandeur
ll est issLr d'un cours de didactique ayanl
conduit à l'éiude de la notion de volume, à
l'élaboration d'une séquence d'enseigne-
mentquia donné lieu àla production d'une
vidéo.

ll s'anicule autour de la notion de
grandeu r donl je ferai une analyse plus fine
pouréclairer la construction de laséquence
d'enseignemeni. Après quelques remaques
sur les objeciifs de la séquence d'appren-
lissage, je proéderaià uneanalyse concep-
tuelle de la notion degrandeur. Latroisième
pariie sera consacrée à la gtandeurvolume.
Les raisonnements et les difliculiés qui y
seront exposés conduirontà lasection prin-
cipale dans laquelleje présente les grandes
lignes de la séquence d'enseignement.

Cette expérimenlation a donné lieu
à la production d'une vidéo intitulée: "Le
volufiê: ûais où sont les tornules ?.

Pour les lecteurs qui auront l'occa-
sion de visionner cette vidéo, notons que je
reste très critique par rapport à ce qu'elle
montre; la présence de la caméra et la
nécessité de produire un son de bonne
qualité conlribuent trop souvent à chasser
le naturê1. L'enseignant apparait donc
guindé et la classe inhabiluellement calme.
La pédagogie apparente est plus magis-
trale que celle vraiment mise en place. Par
contre, rien n'a été ajouté à ce qui s'est
déroulé en classe: Ia réalisation de lavidéo
n'adonné lieu àaucun montagê niirucagel

Les discussions avec les étudiants
(fuiurs enseignanls) Ies onl amenés à pro-
poser comme obje6tif général de la
séquence: fâire taisonner les fotmules.

Une vidéo sans
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1997) quê celte découverte fut à l'origine
d'une nouvelle mathématique: celle des
grandêurs. En effet, à côté de l'arithmé-
tique des nombres a-bslraits s'imposait alors
la construction d'une arithmétique des lon-
gueurs de lignes (aujourd'hui appêlées seg-
ments) qui, tout aussitôi, se généralisera aux
surfaces et à l'espace.

En faii, l'image ;déale, le modèle
abstraii que les philosophes grecs se fai-
saient du monde s'effondrait avec cette
incapacité à "mesurer avec des rationnels"
certa;nes réalités du monde obseûable.

Tout au long de lhisloirê, "gran-
deu?r, a toujours été opp(Éé à "nombre" ou
quantiié et, petit à petit, la situation est
venue se compliquer avec Ie déve,oppe-
mentde la physique qui introduisii des gran-

deurs-produits, des grandêurs-quotienls.
Terminons là cette digression his-

torique pour analyser à sa source l'éclo-
sion et le développement de la notion de
grandeur.

abstraites inspirées de la réalité.
Parexemple, le rectangle et la sphère sont
deux objets idéaux quin'existent que dans
la pensée mds qui sont inspirés de I'examen
d'une réâlité "externe".

b) Ces objets ou phénomènes sont exami-
nés pour une caractéristique propre quileur
appartient. Cette caractérisiique a la pro-
pdété d'être quantifiable ou mesurable. llfaul
également que cette caractéristique soit
«additionnâble», ce qui rend le produit par

un scalaùe possible.

c) A certaine caractédstique de ces objets,
on peut associer un nombre accompagné
d'une unité, nombre quiest le résultai de la
mise en ceuvre d'une méthode et du choix
d'une unité de référence (appelé unité de
grandeur).

Par exemple, si a) l'objêt considéré est un
rectangle de 2 cm Par 5 cm, on examine
b) sa surface pour pouvoir établir que

c) son aire est de '10 cm2.
Cet exemple nous fournit I'occa-

sion de mêttrê en évidence Ia difficultéqu'il
y a à désigner par des termes 9éné ques
les éléments de b) et de c). On aura noté
que, dans le cas présent, j'aidistingué sur-
face et aire.

Le schéma de lafigure i illustlê que

trcuvel un volume ou une aire lequiert un
double processus. D'abord se cache sous
cet exercice intellectuel, une identilication
dê la caractéristique concemée à partir de
I'objet phénomène concerné.

Dans le cas d'un crayon, il peut
s'agir du volume, de la masse, de l'aire

totale, de la longueur... Ensuite, dans un
deuxième temps se met en branleunê op6
ration d'assignation d'un nombrê aocom-
pagnéd'une unité, ce quisuppose lê choix
d'une unité.

Cette décomposilion ên deux temps

Genèsê dê la notion de grandeur

Réaliser une analyse conceptuelle
de la notion de grandeur commânderait nor-
malemeni que, d'enirée de ieu, on en for-
mule une définition unique.
Or, il apparaît que toutês les sources consul-
tées sont loin de présenter une unanimité
sur Ie suiet. En fait, cette différence d'opi-
nion est en partie due à l'évolution " histo-
riquê " du concept de
grandeur. Pour bien
illustrer les différencÉs
de " poinis de vue ",
examinons la figure 1

qui illustre les âctivités
mentales présel]les
dâns lês exercices ou
problèmes impliquant
des grandeurs.
Elles font intervenir 3 domâines différents.
a) ll n'y a pas de grandeur sans "réalité
concrète»,sâns oblel ou phénomène à
observer ou à étudiêr.
Cettê .réalité" est présentée selon des
modalités très diverses: simulation, dessin,
maquette ... et revêt souvent des formes

8 - . anê !ôÉle oL --->.aetolaem
. espâce occupé -+ 'volume mesu

Féalité I _ . masse ---*. mêsure de la

objet'phénomèns I caractérislique ü nombrê+ûnité
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de la démarche mentale requise pour
résoudre les problèrnes de grandeur nous
permet de bien illustrer la complexité de la
tâche et de bien monlrer les difficultés que
les élèves rencontrent.

Doit-on dislinguer la caractérjstique-
à-quantifier de la carâctéristiq ue-q uantifiée
(le nombre avec unité obtenue)? En d'autres
mots, doit-on distinguer, parexemple, l'aire
du rgciangle ABCD et sa valeur: 10 cm ?
Selon labrochure de I'Apmep (1982: Tome
Vl), les dêux notions ne sont pas distin-
guables et ne doivent pas être distinguées
car 10 cm2 n'est qu'une manière particulière

d'exprimer l'aire du reclanglê.
Bref, I cm2 est l'aire d'un rectângle particulier
et cette aire se retrouve 1 0 fois dans iê rec-
tângle ABCD. N'écrit-on pas en effet: âire
de ABCD = 10 cm2 !

La grandeur est donc à la lois la caaacté-
ristique-à-quantifiêr et lâ caractéristique'
quantifiée.

Par contre, selon une autre doc-
trine pédagogique, cette distinction s'impose
à un poinl qu'il faille introduire des termes
différents pour désiqner ces deux notions.
Ainsi, selon ce pointdevue, la notion d'aire
(la caractéristique-à-quantifier) doit être dis-
linguée dê la notion de surface (caracté-
ristiquê-quântifiée) ; celle d'espace occupé,
de la notion devolume. Pour les tenanls de
cette tradition, le rectângle ABCD a une
surface dont l'aire est 10 cm2. En d'autrês
mots, l'aire de la surface du rectangle ABCD
est 10 cm2 et non pas l'aire du rectangle
ABCD. On ne parle donc plus de l'aire du
rectangle mais de I'aire de Ia surface (mêmê
ceux quiadhèrent à cette manière de fairê
s'empressent d'auto aisêr l'âbus de langage
qui consisterait à dke seulêment : aire du
rectangle).

Cetle position va par ailleurs dans
le sens de la trâdition mathématique qui
veut que l'on associe dês valeurs aux gran-
deurs ou encore que l'on expdme les gran-
dêurs selon des unités. Lâ tradition éta-
blit donc une dichotomie entre la
câractéristique-à-quantifieret le nombre qui
lui est assoêié. Cependani, elle n'impose
pas de mots différents pour désigner ces
deux entités. lln'y adonc qu'un pas àfrân-

chir pour donner deux noms dif{érents à
ces dêux entités.
[/ais plutôt que de distinguer surface et
valeur de la suface. volume et valeur du
volume (par exemple), cette pédagogie a
opté, et on le voil dans les manuels, pour
ditférencier su rface et aire en précisanl que
l'aite est la mesure de la surface,

L'aire n'est donc pas la valêurde la
surface mais bien la mesure de la surface.
on nole donc l'usage du terme «mesure»
qui vient compliquer les choses. En
revanche, cette même pédagogie consi-
dère le volume (caractéristjque-quaniiliée)
comme étanl la mesure de l'espace-occupé
(caracléristique-à-quantif ier). D'ailleurs,
l'écriture symbolique fonctionnelle ((x))
encourage ce type de désignation.
N'est-il pas facile d'écrire, par exemple,
m(angle) = ou encore aire(surface) = ?

Cependant, la brochure de l'Apmep,
quianalyse les relations entregrandeurs et
mesures, rêlève une incohérence dans cette
manière de faire.
En efiet, la mesuredoit être définie comme
étant le nombre "quiétablit lacomparaison"
ettre l'unité ei la grandeurconsidérée. Dans
'10 cm2,la mesure est le nombre 1O quiest
le o dans l'égaliié :

Aire du rêctângle ABCD ={lois
l'unité (cm2).

On constate donc que, d'une part,
,e volume ne saurait êtte la mesure d'un
espace occupé, car le volume s'exprime
avec des uniiés et Ia mesure ne comporte
aucune unilé;maisque, d'auùe part, nepas
distinguer entre la caractéristique-à-quan-
tifier et la caractéristique quantifiée-par-rap-
port-à-une-unité engendre aussi d'autres
problèmes quand ils'agit de discourirsur les
exercices à résoudre

La brochure de l'Apmep expose
une variété d'expressions qujtraduisênt les
conséquences de cette dualité : caaacté-
ristique-à-quantifier versus résultat de cette
quantif ication (caractéristique quantif iée).
Malhêureusement, elle laisse croire que
ces ambigullés peuventêtre levées en pro-
posant une expositjon et un vocabulaire
@rrects,

En bref, je souhaiteraisque l'ensei-
gnêment prenne en compte qu'iliautadop-
ter une position inévitabiement "ouverte"
face aux notions de grandeur, valeurd'une

î&-



P ot N'83

grandeur, mesure d'une grandeur, position
qui laisse une large place à l'exploration
des obiets ou phénomènes sous-jacents.
Par ailleurs, toute cette discussion para-

mathématique ou métamathématique pro-

voquée par l'éiude du schéma de la figure
illustre bien Ies pièqes qui quettent l'ensei
gnant qui tiendraii à exposer les tenants et
aboutissants de ioules les subtilités de lan-
gage queje viens de relever.

Au momentde la mise en ceuvre de
la séquence d'enseignement p.ésentée à la
sêction 5, la réflexion précédente n'était
pas aussi exhaustive bien que l'ana des
processus cognitifs mis en branle indiquaii
déjà la complexité des nolions sous-
jacentes. Le volume n'a pas été introduit
comme une grandeur, ainsi, tout le ques-

tionnement sur les grandeurs en général

iut automatiquement écarté.
Par contre, Ia distinction entre volume et
espace occupé fut retenue avec comme
conséquence que le volume fut identifié à
Ia mesure (avec unités) de l'espace occupé.

Dans l'analyse qui suit, ie ne tenterai
pas de faire la promotion d'une position
particulière sur ce qu'il faut dire et ne pas

dke. Je retiendrâi unvocabulaire (à usage
interne : entre nous l) qui me permettra
d'exposerles processus sous-iacents et les
difficultés en rappod avec la notion de
volume,

Ainsi, dans ce qui suit, j'utiliserai
indifféremment :

'l) 
"caractérislique à quantifier" et gran-

deur et d'autre part
2) "nombre accompagné d'une unité " et
grandeur quantiliée tel que le montre Ia
figure 2 qui reprend le schéma Jigure l-
âvec certaines précisions-

On aura remarqué quej'ai préféré
« quantifier» àmesurêrsimplementpourne
pas renvoyer le lecteut à
son bagage culiurel
(mâlhématique) qul
accompagne la notion
de mesure I

Je rappelle que
ce schéma nous permet

de distinguer deux pro-

cessus généraux de pensée.

D'abord, le passage de I'objet à la
caractéristique: l'identif ication d'une carac-

téristique. ll s'agit ici de retenir, de choisir,
d'envisaqer une caractéristique à partir de
l'observation d'un objet-phénomène ou
encore de la considération d'un obiet-phé-
nomène.

Rappelons que la diversité des
modes de représentation de ces objêts-
phénomènes peut rendre cette identificâtion
complexe,

Dans un deuxième temps, il faut
procéder à l'assignâiion d'un nombre
accompagné d'une unité à la grandeur
retenue. ll iaut bien entendu reienir une
unité el procéderde manièresfort diverses
à cette recherche.

Toute didactique d'une grandeur
quelconque doii s'élaborer par rapport à ce
qui est exigé des élèves en lin de course.
C'est en effet la variété et la complexité des
problèmes exigeant lê recours à une gran-
deur qui déterminera les appreniissages à
mettre en place.
Le schémâ de la figure 2 est alors fort utile
et très éloquent. Pour cet article, j'ai fait le
choix d'ignorere)çlicitemenlcette d'mension
et d'aborder Ia question des obstac,es et dif_

ficuités dans un cadre plus large. En bref,
je passe sous silence quatre éléments qui

m'apparaissent fondamentaux. Certains pro-

blèmes ne demandent que de comparer et
non pas de mesurer. ll§ sont plus ou moins
complexês selon Ie nombrê d'opérations
qu'ils exigeni.

La structure même d'un problème

ne peui déterminer à elle seule les obs-
lacles des élèves car au moment de Ie
résoudre, ils disposentde moyens issusde

objei phénomène § qrândeur m grandeur quantifiée

chyon 

-L>. 

surjacelorae --ilF .âire1o1âre

' espâce occupé -il- 'vorume
. îrasse ---*! mesure de la
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leu rs apprentissages anté eurs. Aces obs-
lacles, que Guy Brousseau désignecomme
didactiques, s'ajoutent des difficultés reliées
aux nécessités du cheminemeni à suivre
dans l'appropriation de connaissances. Les
obstacles épistérnologiques sont incon-
tournables; ils proviennenl de connais-
sances antérieures à renouveler. à amen-
der, car ils deviennent inconciliables avec
les nouvelles à acquérir.

L'emoloi des mots et des notations

Lafigure2 illuslretrès bien les pro-
blèmes de désignaiion soulevés précé-
demment- En effet, dans la perspective
classique (celle de la brochure de l'Apmep),
la caractétistique et la grandeur mesurée
sonl une seule êt même chose. ll n'y a pas
lieu d'iniroduire d'auires vocables. Par
contre, cette décision est toute mathéma-
lique ou logique et ne ref{ète pas Ia réalité
psycho-cognitive sous-jacente. ll est non
seulêmenl possible mais aussiconforme à
une certaiîe logique de considérer indé-
pendamment de toutê unité la caractéris-
tique à mesurer, 6e qui inévitablement lui
donne un slatut particulier. Nrêmesilacohé-
rence mathématique permel de passer ouÙe
à cette distinction, on ne peut empêcher
l'esprit de produire "naturellemeni" cette
distinction.

Le vocabulaire contemporain dis-
tingue surface etaire, segment et longueur,
espace occupé et volume, I'angle et lâ
mesure d'angle. ll est bien connu qùê la
grandeur el «sa vâleur,, par rapport à une
unité sont souvent confondues dans le voca-
bulaire courant: ainsi la surface désigne à
la fois la caractéristique d'un objei et Ia
mesure de ceite caractérisiique. ll en est
ainsides ângles. Même si, en pratique, on
dislingue un angle et sa mesure en disant
un angle de cr degrés, l'écrilure laisse sou-
veni subsister l'ambiguité quand, par
exemple, on écrit (I = 30'.

Oublions que cette écrilure est cou-
ranie dès que l'on remonte un tantsoit peu
dans Ie passé. En effet, comme Ia montré
Frechet ( '1997), il est possible de considé-
rer plusieurs arithméiiques de grandeurs
confondant grandeur et valeu r de g randeu r.

Aujourd'hui, on iait la somme de mesures
d'angle ou la somme de mêsures de sur-
face. En fait, l'histoire nous montre que
faire la somme peui nous forcer à remon-
ter aux objets abstraits. Ainsi, quand on
fait, par exemple, la somme de surfaces

ou la somme d'aires, c'est piutôt la somme
de figures que l'on réalise avec les consé-
quences pour la caractéristique aire. Suite
à cette analyse sommdre, un premierprin-
cipe semble s'imposer: l'introduction de lâ
nolion de volume exige beaucoup de tolé-
rance et ouverture d'esprit par rapport aux
vocabulaires ulilisés et aux notations qui
en découlenl.

Le premier obstacle quise pose à
la résolution d'un problèmêde grandeursest
la confusion qui peut prévaloir lors dê l'idên-
tification de la grandeur à considérer.
D'abord, celte identification n'est pas un
processus simple, car, dans un premier
temps, les enfants doivent, solliciiés par
des questionset par les démarches d'autrui,
se construire un premier concept de lagran-
deurconcernée quiest appelée à se déve-
lopper. C'est ainsiparexemple quê l'élève
peut glisser d'un conceptvers l'autre étant
donnéson peu de familiarité avec les objets
qu'ilmanipule.

L'expérience a montré que, dans
une iâche de comparaison de volumês,
les élèves peuvent succomberaux interfé-
rences provenant de l'aire des obiets à com-
parer toul comme à leur longueur. Par
exemple,les deuxcylindres formés par une
feuille 21x29,7 cm pliée dans le sens de la
largeur et dans le sens de la longueursont
cons;dérés comme ayant même volume
par la quasitotalité des élèves de la classe.
lln'est pas question bien entendu de consi-
dérer ces difficultés comme étant toujours
provoquées par des confusions entre aire
tolale (ou latérale) et volume. Il s'agit bien
d'une interférence qui opère localement
dans un acie de pensée; les grandeurs ]es
plus lamilières s'imposant au dét ment de
celle en construclion,

Quelquefois, c'est dans la
démarche quiconduil àassigner un nombre
à une caracléristique que le dérapage se
produit. Lors de l'expâience, uneélèveàqui
on demande detrouverle nombre de cubes
dans un parallélépipède rectangle « trouve»
le nombre de carrés qu;entourent le solide
plutôi que le nombre de cubes qui consti
tuent le solide.
llfautdonc que I'apprentissage de la notion



P ot N'83

de grandeur, par exemple, réserve une
place importante aux confusions entre qran-
deurs surtoui lorsque lês exercicês n'exigent
pas de fournir une grandeur quantjfiée.

A ces difficullés s'ajoulent celles
dues à la nécessité d'assigner une valeur
au volumê ou à la grandeur considéréê. ll
faut comp.endre que I'assignation d'une
valeur numérique à une caraciéristique d'un
objet phénomène peut s'effectuerselon plu-
sieurs modalités. Mais, en réalité, dans la

matique et rationnel des objets phénomènes.

D'abord, Ies élèves ont retenu que
lês lomules «ça se comprend pas» et,
ensuite, qle pour trouver un volume, une
aire, ilfaut prendre uneiormule (à moinsque
l'on demande de trouver le nombre de petits
rectangles dans un triangle, ce qui n'est
pas souvent associé à un problème dlaire).

D'ai1leurs, les enseignants du
secondaire nesont pas insensiblês âuxdif-
ficultés de leurs élèves. llsutfitde les inter-
roger pour s'apercevoir qu'ils ont conscience
que ce type d'enseignement entraîne faci-
lement des dérapages. Par exemple, les
"problèmes à contexte" n'indiquent pas tou-
jours la g randeur à trouve r et encore moins

Iâ formule.
Lorsqu'un exercice

ne présente qu'un des-
sin, les élèves ont de la
difficulté à y retrouver
«ce» quJexige une for-
mule. Lorsqu'ils'agitde
comparer, les formules
sont "dangereuses" I

Bref, ilest bien possible
que les enseignants
s'assurent "locâlemenb,
que leurs élèves ont des
résultats satisf aisants
mais c'esi malheureu-
sêment sans comptêt

majorté des cas, on
assigne une va eur
numérique à â

caractér st que rete-
nue à 'aide d'une :r:
formule qu fourn i
une recette syrnbo-
lque condu sant
"mystér eLrsement"
à la bonne réponse.
Lorsqu'il s'agit de
comparer les carac-
téristiques de deux
objets-phénomènes,
la difliculté peut
devenir plus grande,

Figure 3

s'accroître du fait que la comparaison doit
s'effecluer sans formule ou encore donner
l;eu à la mémorisation d'autres formules.
lJn des obstacles didactiques rencontrés
par les élèves provient d'une conception
dominante chez les enseignants par rapport
à la nature et au rôle des iormules. Pour la
grande majorité des enseignanls, le volume
et les aires soni deux suiets laciles à ensei-
gner. ll s'agil simplement de bien montrer
comment fonciionnent certaines formules
qu'auirefois on faisait mémoriser el,
qu'aujourd'hui, on fourniten début d'année
el qu'on tedonnê aux examens.

D'autant plus que cette conception
vienl "renlorceo, l'apprentissage empidque
que les élèves "ont subi" à propos des
aires et des volumes dans I'enseignement
pdmaite, A ce niveau, les formules sonl
données etvérifiéês dans un nombrefinide
cas, à l'aide de tableaux de nombres, d'oar

le caractère empirique qu'il assigne à la
démarche. Toul se passe comme si chaque
formule avait donné lieu à une révélation
(divine l) maisvériiiable el non pas comme
si elle pouvait résulter d'un examen systé-

les ditf icultés qu'ils rencontreront éventuel-
lement n'ayant pas eu l'occasion d'enrichir
Ieu r concept d'aire ou de volume. Bref, une
pédagogie diiférente s'impose, mais
Iaquelle? Il faut donc contrer un recours
irréfléchi aux formule€ et changer leur
conception de la notion de formule implici-
temênt imposée par une tradition pédago-
qiquê qu'il faut rejeter.

Une séouencê d'apprentissage oui res-
titue le rôle de la formule

Cetle séquence comporte irois
grandes étapes.
D'abord, les élèves doivent oublier les
anciennes formules sans significalion el
repartir d'une exploration de I'espâce qui
les conduise sur de nouvelles pistes.
Dans un deuxièmetemps, ils se donnêront
une méthode de dénombrêmentdes unités
de volume pour un pavé, méthode dont ils
étudieront les parlicularités. Cette méthode
deviendra leur formule de base qui sera
générâlisée à une grandefamille desolides
grâce à la mise à contribution du principede
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Cavalieri.
Finalemenl, c'est l'analyse des pyramides
et le recours à des raisonnemenis metianl
enjêu des objets-limites quicompléieront la
séquence.

Avant les lormules : familiârisation avec
le volume

a) Exploration de l'espace et de ses repré-
sentations

Donner un sens aux formules de
volume exige dans un premier temps que
les élèves se familiarisent avec les objets-
phénomènes sous-jacenls. Il faut que les
élèves puisseni menlalement se représen-
ter le volume comme une caractéristique-
à-quantifier. Or, ilfaul s'assurer qu'ils mâî-
trisent suifisamment les habiletés reliées à
l'appréhension des objets spatiaux. Leur
formation antérieure doit être mise àjour par
des activités nomlrreusês de représenia-
tions. Le cahier (Janvier, 1994) quiâccom-
pagne la vidéo distingue trois types d'acti-
vités qui favorisent l'exploration de l'espace:
cellesquine s'appuient pas sur un modèle,
d'autres quiexigent le recours à un modèle
et quelques aciivités qui ne tombent pas
dans ces 2 catégories.

b) Retour à ]a notion d'airc

L'expé.ience de la vidéo ayant res-
pecté le programme de l'époque, la
démarche la plus délicate aconsisté à rap-
pelerla notion d'aire (vuêen débutd'année)
sans insister sur les réflexes de manipula-
tion des formules préalablement acquis.
Les quelques exercices de "révision" pro-
posés ont astucieusement demandé de
décomposêr les solides de manière à ne
recou r qu'aux formules élémentaires de la
«géométrie du plan». Dé,à dans un pre-
miertemps, quelques formules d'aire "dans
l'espace" furent démystifiées. Mais le tra-
vail de compréhension des formules d'a:re
dans le plan n'a pas fait l'objet d'enseigne-
ment.

c) Bien cemer la caûctétistique retenue :
diflérenciation des gnndeurs assifiilables
par conflits cognitifs

Un relourau schémade lafigure 2
nous permet de constater quejusqu'jci les
activités retenues ont permis aux élèves
de se familiariser avec lês obiets aux-

quels on assigne la caractéristique volume
êi avec l'a;re comme une de ces caracté-
risiiques.

Le processus d'identiiication illus-
trésurleschéma ne se réalise pas sans dif-
ficultéielle que nous I'avons menlionné pré-
cédemment.

Le volume est donc souvent
confondu avec l'aire totale, le poids, ...

Simultanément ou faisant suite au
travail d'exploration de l'êspace s'imposent
donc des exercices de mise à l'épreuve de
la robustesse du concept de volume déve-
loppé antérieuremeni. Les étudiants se ver-
ront alors proposer des exercices qui les
mêtiront dans unesitualion de conflilcognÈ
iif car ils auront à actualiser un processus
d'identifcaiion de caractéristique d'un solide
dans un contexte de comparaison. Le conflit
résulte d'un choix implicitê qu'ils ont à faire
entre diverses caractéristiques. Trois situa-
tions conflictuelles sont proposées dans la
séquencê d'enseigne meni.

1. On demande aux étudiants dè
comparer lê volume de deux cylindrês
construits devant eux avec des feuilles de
dimension standard.
Un cylindre est construil en enroulant Ia
feuille dans le sens de la longueur, I'auire
est formé en l'enroulant dans le sens de la
largeur. La qrande maioritédes élèves esti-
meni que les volumes de chaque cylindre
seront identiques. lls suivent une loi jmplj-

cite selon laquelle dêux solides ayantmême
aire laiérale onl même volume. (figure 3)

2. Dans une deuxièmê activité, les
élèves soni invités à comparer un pavé
construit de blocs de Lego et un bâton fait
d'autant de blocs. Un certain nombre
d'élèves sont tentés par les dimensions
linéaires et répondent quê Ie bâton 'a plus
de volume".

3. Une troisièmê aclivité vise à
démêler les notions de contenant et de
contenu.

Ces activités amènent les élèves
avec l'enseignant à préciser ce qu'on entend
parvolume, pat espace occupé, parmesurê,
EIles permettent donc d'approfondir le
concept en iaisant prendre conscience de
cêriaines de ses propdétés eten établissanl
cefta;ns liens avec dês caractéristiques \oi-
sines',
Donc, dans un premier temps, s'imposent
des activitâs de cê type qui conduisênt à cer-
ner la caractéristique que l'on veut quanti-
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fier ou mesurer: l'espace occupé.
En iaii, i'esiime que toute approche cohé-
rente à la notion de volume doil lorcer
l'exploration de nombreuses lransforma-
iions d'objets-phénomènes qui amènera Ies
élèves à reconnaître celles quiconservent
invariante la caractéristique "espace
occupé". c'est cefte idéê qui êst exploitéê
à fond dans les trois activités mentionnées
cidessus. Jusqu'ici la séquence d'ensei-
gnement n'estpas allée au-delàde la com-
paraison en solides. Les élèves n'onl pas été
confrontés à la nécessité de quanlifier, de
mesurer qui seaa amenée dans la prochaine

étape.

- ÉlabgraloüaÙelofi llenebæe
svstéfiatîsaüon du dénombrement des
arrÉs-

L'objeciif général étanl savoir rai
sonner les formules (de volume), la "mise au
poinf'd'une première formule est un instant
crucialdans le déroulement de laséquence.

L'organisalion de la séquence doit
êùe telle que les élèves quiconnaisseni la
lormuleV = longueurx largeurx hauteur
(dont le staiut n'est rien d'autre qu'un pro-

duit machinal associé àV= axbxc) en
soient temporairement écartés, le temps
qu'i,faul, pour qu'ils aiustent leurs concep-
tions en rapport avec la notion de formule
et, qu'ils associent au volume du pavé
(prisme droit à base reclangulaire) l'idée
d'un dénombrement systématique et rai
sonné et, ainsi, contrer les diificultés
qu'entraîne l'usage ùréf léchi des formules.

a) Dénonbrenent systétnatique et Gisonné
des cubes de sucrc selon les dimensions de
la boite et par la méthode de6 trancheê

Pour ce, il nous est apparu néces-
saire de "poser le problème du volume" en
contexte ce qui chassê les formllles "mal"
âpprises et exige un travail authentique de
dénombrement systémaiique. C'est ainsi
que la situation suivante fut proposée aux
élèves, l'enseignant disposant du matériel
requis pour appuyer sa préseniation.

Une compagnie se spécialise dans la vente
de sucre en cubes. Elle utilise actuellement
des boîtes des 120 cubes de sucre. Le
dirccteu aimerait changer la forme de la
boîte dont refond permet de diêposer une
tnnche de 60 cubes tout en gardant le
nombrc de êubes à 120.

On constale que la démarche de

dénombremeni nrposée inTp iciiernent par
'énoncé de lâ srtuât on conduit ies élèves
avec lense gnant à se donner la méthode
su vante (qu ne s'appe le pas encore for
nru e) et qu apparait rap dement à la Ie a
ton

Ains. cetle méthode sera utilisée "à
toutes es sauces" dans le quesi onnernent
qui suivra et qu condu ra à étab ir dans e

contexte des boîies de suaTe es Te al ons
entre e nornbre de cubes dans la boÎte et
les dmensions en côtés de cubes de a

bolte : pour llnstant es d menslons des
cubes de sucre n'ont pas été éva uéês en

L'exp oralion de cetre relâUon sera poussée
jusqu à s'nterroger par exernp e sur a

va d té de a mélhode avec des Tract ons
(déc ma es ou non) de tranches La c asse
pourTa «conc uTe». non pas ernp r queraent
raa s b en en ra sonnant sur les consé-
quences de Tract onner une tranche, qLre a
méthode de dénombrerneni est efJicace
mêrne avec des fractions de iranches.
Les é èvês concluenl cette prenrière étape
en rnodifiant scaairement les d mensions de
la bolie et en fa sant fonct onner cette
méthode avec des quest ons te les

"Qu'arrive-t-i| au nombre de cubes st je
daùbl-. le nonbre de tranches si les
tranches sant trcis fats pius larges ?...'.

b) Passage des cubes de sucrc parlranche
aux cm3 pat tranche dans le prisme drcit

L'étape suivante consiste à app i-
quer a rnélhode des lranches pour trouver
le nombre de cm3 dans d vers so des pro-
posés aux é èves. D abord, en partant de
prsme dro I à base rectangu arre, es élèves
indu ronl la méthode su vante qu pourra
êire dés gnée corfme une foTmu e se on
les d scuss ons menées en c asse

nombre dê cubes dans la boîte

= nombre de cubes dans la 1ère
tranche x nombre de tranches

nombre total de cm3 = nombte de
cm3 d'unê trânêhe x nombre de
tranchês

Cetle démarche repose sur la notion
de "nombre de cm3 dans une tranche»,
notion qui devra donner lieu à une verbali-
salion constante forçani les élèves à y recou-
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rir. Elle permettra de trouver le nombre de
cm3 dans des prismes dont la base est un
pârallélogramme, un tiangle, un trapèze
et même un cercle. A chaque coup, l'idée
qui esl bien comprise consiste à kouver
une technique pour dénombrer le nombre
de cm3 dans une tranche.

C'est ainsi que les élèves auront
développé l'idée que pourtrouver le nomkrre

de cm3 (le volume en cm3) d'un solide le
découpage en tranche du solide est une
technique très efficâce. Si on rêvient au
schéma de lafigurê2, on constatêqu'on est
revenu dans le domaine des objeis dont
on veut quantifier la caracté stique volume
etque le calcu I rationnel de ce volume exige
une transformation mentale dessolides qui
donne un sens à la caractéristique. Nous
avons constaté duranl l'expérimentation
que leur appréhension des solides s'est lit-
téralemenl métamorphosée comme nous le
verrons dans ce quisuit.

c) Le dénombrement des cm 3 dans les
sotdes obliques et introduction au principe
de Cavalieti

C'est ainsi que les élèves ne sont
pas désarçonnés lorsque les solides dont
on cherche Ievolume ne sontplus «droits»
mais incl,nés tout en gardant constamment
la même section horizontale. Des emp;-
lages de feuilles de forme carrée, reclan-
gulaires, circulaires... foumissent des solides
inclinés, spiralés, torsadés... de toutes
sortes. Et les élèves en appliquant leur
méthode expriment leurconviction que I'on
peul transiormer un solide biscornu {formé
de feuilles ou non) en un solidê droit sans
changer le volume, carlestranches sontles
mêmes. Certains suggèrent même de
prendre des tranches de plus en plus
minces. La formule des tranches reste donc
valide.

lls sont persuadés que deuxsolides
«qui ont les mêmes hanches" (même s'il
faul les prendre minces l) onl mêmevolume.
lldevient donc facile à l'enseignant de don-
ner une forme rigoureuse à ce principe en
précisant Ia formulation qu'en a donnéCava-
lieri(1598 1 647):

Deux solides ont même volume
si les figures déterminées par les inter-
sections avêc chaque plan tracé paral-
lèlement à la basê ont même âire.

d) lntroduction de la lomule standad ?
On aura constaté que l'introduction

des cm3 n'â pas été accompagnée par une
présentation simultanée de la iormule dite
standard:

Volume = aire de la bâse
x la hauteur.

llfaut constater que cette formule
Iail disparaître l'unité dê base qui est le
cms, ce qui n'est pas sans conséquence
pour le développement du concept de
volume. Cependant, I'institutionnalisâtion
du concept commande que l'on en arrive à
cêtte iormule slandard à un momêntappro-
prié qui relève d'un choix didactique com-
mandé par un juste équilibre entre la fami-
liarisalion âvec le concepl et i'efficaciié de
l'usage éventuel des formules siandards. De
toutefaçon, toutcomme un plinecesse de
marquer une feuille peu importe la tech-
nique de dépliage utilisée, la méthode des
tranches restera toujours présente à l'esprit
de cêux qui l'auront utilisée dans leur éla-
boration du concept de volume.

Dans la séquence d'enseignemeni,
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Figure 5
nous avons choisi d'introduire la formule
standard juste avant l'introduction des
solidês obliques et bizarroides. Cependant,
à mon avis, le comment imporie autant que
Ie moment,

e) lntrcduction de la lormule standard ?
La formule de base fournit une

méthode pour lrouver le volume d'un pavé
en cm3 en considérant des tranches iden-
tiques du solide constituées de cm3 (et,
éveniuellement une fraction de tranches) et
en dénombrânt ces tranches.
Je rappelle que Ia méthode ou la formule éta-
blie jusqu'ici s'énonçâil:

nombre total de cm3 = nombre de cm3
d'une trânche x nombrê dê trânches

ll faut donc "convâincre» les élèves que :

l- le nombre de cm3 par tranche peut être
mis en correspondance avec le nombre de
cm2 de la base et

2 - le nombre de tranche de cm3 peut s'éva-
luer à l'aide dê la hauteur du solide.

Pour ce, les élèves doivent s'intêÊ
roger avec l'enseignant sur les deux coÊ
respondances. La vidéo montre donc qu'il
faut retourner à un pavé et mettre en cor-
respondance une tranche et une base qua-
drillée en cm2. ll est évident qu'à chaque cmg

cottêspofid un cm2 et invetsement. Ce dis-
cours doit nécessairement s'appuyer sur
un matériel pertinent. C'est dans le même

nombre totâl de cm3

= nombre de cm3 x nombrê dê tÉnche§
d'une tranche

volumê en cm3

= aire de la base x hauteur en cm
ên cm2

Figure 6

esprit que la hauteur du pavé sera assimi'
Iée au nombre de tranches.
Ainsi, le passage de Ia formule de base à
Ia formule standard peut s'effectuer selon
des deux étapes illustrées à la fiqure 6.

Toule cette démarche doil conveF
qer vers unê formule qui sera utilisée tan-
tôt ên utilisanl les abréviations (V = A x h)

mais aussi souvent en conservant la dési-
gnation en mots des grandeurs, à savoir:
Volume = aire de la base x hauteur,

Au teme de I'introduction de lafor-
mule standard, il ne reste plus qu'à propo-
ser aux élèves toute une série d'exercices
visant à consolider les acquis antérieurs
dans une perspective institutionôêlle. Je
rappelle que I'approche de la séquence
d'enseignement propose un détouapar une
formule de base pourpouvok raisonner les
formules ei donner un sens aLrx caiculs
commandés par les formules classiques.
L'introduction de cetteformule de base n'est
donc passimplement le iru it d'une fantaisie
pédagogique mais témoigne plutôi d'une
intention didactique de favoriser chez les
élèves une meilleure appréhension dê
l'espace grâce à uneélaboration plus ration-
nellê el richê des concepls de volumes et
d'aires.

0 Les conversions d'unités: jeu d 'enfant
Avant de passer aux "solides à

poinles", Ies lraditionnels exercices de chan-
gemeni d'unité ou ceux oùr lesdonnées sonl
ioumies dans des unités divetses sont aboÊ
dés de manièrêtrès différente. Les tableaux
habituêls de transfomations d'unité ne sont
plus nécessaires. La plus grande visuali-
sation que les élèves onl développée iour-
nira à l'enseignant I 'occasion de poser le
«problème» des changements d'unités en
revenant aux solides qui pêuvent rêpré-
senter ces unités, La questlon de savoir
.combien ilya de cm3 dans un dm3 ?" esi
équivalent à se demander "combiên dê
tranches de 100 cm3, ily a dâns un dm3 ?".
Le nombre de cm3 dans un dm3 est donc 10
x 100 = 1000 cm3.

Lâ prochaine étape consi§e à déve-
lopper longuêmênl et minuiieusêmênl une
étude de la pyramide et de soû volume.

llI. .,,1
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a) Décomposition d'un prisme droit à base
tiangulaire en trois pyramides

Cet épisode de la démarche com-
mence par la "démonstration" en classe
avec du malériel déjà préparé illustrant la
décomposition possible d'un cube en trois
pyramides à base carrée de iorme iden-
tique. Ainsi, pources pyramides spéciales,
on trouve un volume qui esl le tiers du
volume du cube.
Quand esi-il, si on considère un prisme
droit à base triangulaire ? Est-il décompo-
sable en trois pyramides ayanl mêmê
volume ? Cette décomposiiion estpédlleuse
et ditficile et ne peut pas être réalisée sim-
plemenlen produisant un dessin quiillustre
le fait I

C'est la raison pour laquelle ia est
nécessaire de guider les élèves avec du
matériel bien pensé de manière à leurfaire
rêconstruire un prisme âvec trois pyrâmides
qu'ils auront préalablement prépêrées à Ia
maison. Les faces de ces pyramides peu-
veni être bien identifiées pardes lettres ce
qui facilitera d'aulant Ia reconstruction du
prisme. Mais les trois py.amides obtenues
ont-elles même volume ?

b) Retou au pincipe de Cavaliei
En comparant les trois pyramides

avec les élèves, I'enseignant lance l'idée
selon le degré de préparation révélé par la
discussion que :

évidemment cette idée à ce stade ne pean

pas s'appuyer sur une quelconque formule
du volume des pyramides.

Toutes les pyramides
âyant des bases d'airc égale

el même hauleur
ont le même volume.

Le sommet de cette pyramide défor-
mable est iixé à une tige que trois côtés
d'une boîte de carton (d'emballage) contrai-
gnent à êlre déplâcé dans un plan. Cette
boîte de carton est ouverte du côié dê lâ

classe. En déplaçant lesommet, on obtient
donc louie une famille de pyramides ayant
même base et même hauteur. La question
du volume constânt peut donc être posée
dans ce cadre quiajouie au sens de I'inva-
riance.

Ce sont les élèves quiinsisteni pour
qu'on applique le principe de Cavalied. Si
les tranches onl même aire, alors toutes ces
pyramides ont même volume. Cette
démonstration est loin d'être facile mêmesi

vo ume = 1,€ {vôl P + vô P, + vôl P- + + voL Pn)

ÿoiume =l/3(A€B- xhr +AneBzxh,+Aê83x h3+ )

=1/3 {A redeB, +AnedeB, + Al€ dêq+.+A deB.)rh

= I ts lArre de a ba* r.ÿsona e) x h

elle n'exige que le recours au théorème dê
Thalès. N4ême les élèves qui ne suivront pas
la finesse de cette dernière étape auront
passé par le chemin de Cavalieri. Ceci
m'apparaît comme une expérience mathé-
matique signiiicative.

c) Des pyattides à base tùangulairc aux
pyranides à bases polygauales ou aux cônes

Le volume des pyramides à base
polygonale ne présente pas de problèmes
pour les élèves. Leur exploralion préalable
de l'espace leurpemet, en effet, de "visua-
lisen, que comme tout polygone est décom-
posable en triangles, alors loule pyramide
à base polygonale est décomposâble en
autant de pyramides à base triangulaire.
L'enseignant s'assure alors que toul le
monde vdl bien que chaque pyramide a
même hauteu r et qu'il est possible de recou-
rir à la distributivité pour établir que :

Figure 7

d) Le cône et la sphèrc: introduction du
"raisonnement à Ia limite'

ll n'est pas difiicile de constalerquê
les élèves avec ou sans leur enseignement
se convainquent vite que le cercle esi obtenu
à partir d'un polygone quand on augmente
indéiiniment le nombrede côtés. I\,,Iême s'ils
affirment que le dédoublement à I'infini du
nombre de côtés du polygone va conduire
à un cercle, ils ne sont certainement pas à
même d'apprécier la puissancêou laiinesse
de la théorisation du lgème siècle sur la
notion de limitê. D'un autre côté, le raison-
nement du type encadrement-à-la-Archi-
mède exige une capacité d'abstraction que
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la majorlé des élèves n'auront pas déve'
oppée. Tout au plus savent. ls im ter es
Newton et Le bnlz ( m ter. le dis b en) en
man plr ant avec rna adresse et mprudence
e vocabuiaire de a imite. Faut-il pour aulant
es prverde cel out lde pensée qui. une fois
nsta lé. n aura qu à êlre amendé et res tué
par rappoar aux cond tions qu va ident son
emplol ?

Nous avons estirné que la pu ssance du
'ra sonnement à a I mite' vaut la peine
qu'on iniietous esélèves (mêmeceux quj

ne se anceTont pas dans des carrières
sc êntiilques) à son Tonctionnement. Bien
entendu, ilaut pouvo r pour a c rconslance
bien d re es choses. I n'est pas question
d nlrodu re une métri que pour parer de
convergence. ll m apparaii irnportani cepen-
dant d' ntroduire e processLrs- mite en rnois
et déb oquer les é èves de oblet I rn te

Arns le d scours devra ns ster sur
e Ta t que a f gure obtenue après chaqLre

transformation ressemble de plus en plus
à a iigure consldérée et qu'a nsl a carac-
iédstiquê (grandeu0 de cêttê suite
d'oLrjets coïncidera avec celle
de l'ob;et considéré à la limite.
Éve ntu e lement, ceux qu
auront à poursu vre une car

la propriété des irniies. Les élèves en prâ
tiqLre Lrti senl l'ârgument suvanl sans en
pTendle consc ence:

I ne rn'apparaîi pas ludceux de
formalser cette manière de fa re
De toute façon. la c asse se retrouve donc
toulours avec le même type de lorrnu e. Ce
qui me suggère la remarque su vante:

Jusqu'ici es élèves n'ont eu que deux for-
rau es à mérnoriser:

Volumê = Aire de base x hauteur
Volume = 1/3 (Aire de base x hauteur)

. D un ballon defootauvolume de la sphère
Le vo urne de a sphère est traté

d'une man ère semb ab e L ense gnant peui
part r d'un ba on de Toot qu esl un co-
saèdre tronqué (à 1âces ncur'ées)
En ia t icosaèdre lronqué qu est présenté
aLrx élèves n est pas une sphère, car les
faces sont plates lvlais. on peut trouver e

volume de ces cosaèdres. car is sont

rière oùr la rigueur s'impose
apprendront à respecter les
condilions initiales qui garan-
lissenl de tellês convergences.
C'est ainsique les formules du
volume du cône et du volume de la
sphère ont été élablies.

Volume de chaque py.amide

= 1/3 aire de la basê x hâuteur

lim ('ll3 h x aire )

= 1/3 h x lim (âire) =
1/3 h x aire du cercle

du volume du cône qui est la figure-limite.

' Volume du cône
A part r d une construction qui lustre une
pyram de à base po ygonale régul ère,
l'ense gnant nd que que orsque e nornbre
de côtés est augmenté le volume du poly-
gone oblenu est loulours e même

Or les pyramides obienues res-
sernb ent de plus en plus à un cône. A ors
es volumes ôbtenus. en dédoub ani le
nombre de côtés. seronl de plus en plus près

décomposables en 12 pyramides
à base pentagonale et en 20

pyramides à base hexagonale.

C'est ators qu' nterv ent un

"ra sonnement-à- a-limite"
(p us subt I et mo ns pro-
bant) On étab il que

lim (somme des aires de chaque base)

l:m (hl) = lim (h2) = rayon de la sphère

A ors. 'enseignant demande d' rna-
giner que chaque ïace est découpée en tr -

ang es dont les sornmets sont sur a sphère
circonscrite au ba on. Le processus est
répété ad infinitum.

Ce sont es é èves quiafi rmeront en mols
(sans symbolsat on) que:

volume de la sphère = 1/3 aire de la
sphère x rayon de la sphère

7 vot. icoGâidrc = voturne d€§ pÿa-

".' micles à base pentagpnale + volume d€§
pyramidès à base h€xagonale

= 1B (airc q + airc B, + aire Br, ) x hj
+ 1B (airc Bi + aire Bl + airc B æ) xtr,

En faii, ce raisonnement porte sur

En conséquence, ils concluront que:
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lc . les élèves se donnent une iro s ème
forrnueàrnémorser

Volume de la sphère

= 1/3 (Aire de la sphère x rayon)

. Et l'aire de la sphère I

C est sans doute ce q!e es coi ègues rnal -

c eLrx lanceront En Ta t, les ense gnements
de ia géoraéire tradtionnele nous mon-
trent que 'a re de a sphère n est r en d autre
que aire aïéra e du cy rndre qu entoure a
sphère. llex ste une dérnonstrât on Tac le de
ce théorème qLlê on retrouve dans es
man!e s du début du s ècle. Je ne pense
pâs qu lsoit par contre appropré de "lan-
cea' cette démonstrat on aux élèves du
seconda Te. Par contre. cette aTi rmat on
leur permettra de ca cu er que

Aire de sphère = aire du cylindre....

= circonf. x hauteur

=2fir x2r = 4nr2

qu pourTa s'expriTneT comTne:

Aire de sphère

= aire de quatre grands cercles

I dev ent donc poss b e de ratfiner
notre formu e du volume de a sphère

Volume de la sphère

= 1/3 ( Aire de quatre grands
cêrcles x rayon )

e) Et la suite
C'est normalement à la sphère que

s'afiête le type de solide dont on cherche
le volume. Ensuile, I'enseignement se pone
sur des solides diis décomposables. Les
élèves ont alors droil à se iaire présenler des
dessins d'objets dont un découpage perti
nent permet de retrouver des solides
«connus, etsudout les dimensions requises
pour effectuêr le calcul. Dans l'enseignement
actuel, c'est souvent là que le bâi blesse.
Non pas que les élèves ne savent pas uti-
Iiser les formules qu'on leur fournit (car ils
n'ont plus de mémoire), mais quelque fois
ils nê savent pas ttès bien se retrouver
dans ies dimensions inscrites (ou, pire, pas
inscrites) sur le dessin soumis. On cônsta-
teraalors que le Aavailde mnceptualisalion
des grandeurs volume et aire et le déve-
loppêment des habilelés d'analyse et
d'exploration de I'espace sont à même

d'écafierbon nombre des erreurs courantes
commises par les élèves.
lvlais ne pas faire d'eûeur n'esi pas Ie bui
ultime de l'approche présentée dans cel
article. C'est ce queje rappelleraien conclu-
sion.

A parlir de I'exemple du volume,
j'aiquestionné le rôle étrange que joueni les
formules en trop grand nombre introduiles
dans les classes de mathémaliques du
secondaire. J'ai noté au passage que Ia
problématique des formules esl intimement
intégrée à celle de l'introduction des gran-
deurs et qu'elle dépendait donc d'une ana-
lyse en ce sens. Dans le courl examên que
j'ai fait de cette question, j'ai montré que
seules quelques formules suffisent à rem-
placer Ia panoplie que l'orfournit aux élèves.
En partant de l'objectif: faire raisonner les
fomules. Nousavons aboutià une approche
quiimpose une plus grande exploration de
I'espace et de ses prop étés Cettê approche
conduità une réduction radicaledu nombre
deformules à mémoriseret favorise simul-
tanément une meilleure compréhension de
l'espace Elie centre les élèves surleslrans-
formations qui con sêrvent les grandeurs
retenuês et entraîne, chez les élèves, une
iamiliarisation avec les prop étê des objets
de I'espace quiconstitue un inveslissement
à long ierme de leurs habjlités hêuristiques.
Après toutes ces réflexions, il est assez
éionnanique la réforme des mathémaliques
(modernes) n'ait jamais queslionné
I'approche aux grandeurs de I'enseigne-
ment secondaire. On peut certes imaginer
que les réiormateurs ont d'abord voulu téor-
ganiser struciurellement les mathémaiiques
scolaires. Ainsi, Ies grandeurs lêur sont
vraisemblablemeni apparues comme des
vestigesqu'une bonne théoriede la mesure
allait normaliser lJe pense qu'ily a plus dans
cette omission caractéristique. En réalité, les
grandeurs et leurs formules ont un slatut
mathématiquê très particulier. Les raison-
nemenls qu'elles supposent impliquent un
certain retour au réel (ou un relour à un
certâin réel) dans lequelse sentirait plus à
l'aise un scientiiique. Non pas que la
démarchê que nous avons exposée dans
cetle préseniation ne soit pas rigoureuse,
ma;s plutôi qu'elje relève d'une «rigueur
spéciale» pour la mathématique contem
poraine-
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Les programmes de mathématiques peuvent

évidemmeatse retrancher derrière des pré-

cautions toutes disciplinaires et une vigi-
Iance quasi scolastique, mais l'enseigne-
menl des mathématiques au niveau
secondaire devratoujours s'inscrke dans la
perspeciive d'unefomalion générale et ien-
terde chasser l'idéeque les raisonnements
mathémaliques ou scientifiques sonthors de
portée du commun des morlels. On aura
csmpis que l'enseignement des formules et
des grandeurs exposé dans cet articlevise
précisément un tel objectif: cesser de lais-
ser croire que les mathématiques sont
incompréhensibles et reporter à plus tard des
manières de pensée accessibles au grand

nombre dans une forme quelquelois pimi-
tive et imparfaite.

J'ai exposé dans mon entretien
comment un enseignement instrumenlalisé
des formules, hérité, me semble-l-il, de lâ
nécessité d'offrir à chacun Ia recetle com-
mode dans un métier peut faire place à une
approche beaucoup plus conforme avec
les objectiis actuels de l'enseignement des
mathématiques. D'autant plus que les ordi-
nateurs et les calculatrices ont transformé
totalementles relations que les élèves peu-

vent entre tenir tout autani avec les foÊ

mules et qu'avec les grândêurs, sanscomp-
ter les occasions renouvelées d'expioration
el d'analyse qu'ils offrent.

Je crois que les grandeurs et les ior-
mules nous amènent en mathématiques au
seuil de l'enseignemeni de la physique.
Toul le queslionnemenl de cet exposé nous
entraîne à repositionner l'enseiqnement des
mathématiques par rapport à la physique.

Par exemple, plusieurs grandeurs: d;s-
tance, masse, densité, vitesse, accéléra-
tion sont des concepts que la physique se
propose d'étudier. Y a-i-il en didactique de

la physique des éléments qui nous per
mettraient de prolonger notre réflexion sur
lês grandeurs et leurs fomules ?

Les grandeurs et Ies mesures sont
souvent considérées comme des applica-
iions quis'inscrivenl dans le prolongemenl

d'une maîtrise de l'espace el de ses pro
piétés, que nous avons développée anté-
rieurement. Or, j'estime que cetariicle asu
rappeler que l'étudedes grandeursfaii par-

tie intrinsèquement de I'analyse des objels
mathémaliques et qu'elle ne saurait être
considérée comme un appendice à déve-
lopper de manière accessoire- D
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